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Résumé

Ce travail de these se situe dans le cadre de ’analyse semi-classique. Il se divise en trois parties.

Dans la premiere, on a étudié 'opérateur de Klein-Gordon semi-classique en dimension un. Dans
la zone ou le potentiel reste sous le niveau d’énergie, il existe pour cet opérateur des constructions
de solutions WKB, similaires & celles développées pour 1'opérateur de Schrodinger. Sous certaines
hypotheses, on a prolongé ces solutions hors de cette zone, grace aux méthodes utilisées pres des
points tournants pour l'opérateur de Schrodinger. On a ensuite étudié un exemple pour lequel
on peut faire des calculs explicites. Enfin, en dimension quelconque, on a obtenu une nouvelle
majoration des fonctions propres, lorsque la distance d’Agmon associée a cet opérateur a un gradient
lipschitzien.

La deuxieme partie concerne 'opérateur de Schrodinger et ’étude des résonances en dimension
un. Lorsque le potentiel présente deux puits et une mer pour les niveaux d’énergies considérés, on a
obtenu des conditions de non croisement des résonances ainsi que leur graphe, grace a la construction
de modes. En présence d’'un nombre quelconque de puits, cela permet également de calculer une
estimation de la partie imaginaire des résonances dans le cas d’une interaction simple.

Enfin, dans la troisieme partie, on considere un opérateur de Schrodinger dont le potentiel présente
un maximum non dégénéré. On a étudié les résonances générées par une courbe homocline qui passe
par ce maximum. En dimension un, on a obtenu une condition de quantification, et par suite les
résonances recherchées. En dimension quelconque, on a construit une solution asymptotique sortante
le long de cette courbe, en adaptant la méthode de B. Helffer et J. Sjostrand pour le fond de puits non
résonnant. Une transformation FBI permet ensuite de conjecturer un premier niveau de résonances.

Abstract

This PhD thesis deals with semi-classical analysis. It is divided in three parts.

In the first one, we considered a semi-classical Klein-Gordon operator in the one dimensional case.
WKB constructions exist in the region where the potential remains below the energy level. Under
some hypothesis, we proved that these solutions can be extended beyond this region, by means
of methods used near turning points for the Schrodinger operator. We then studied an example
where explicit calculations can be done. Lastly, we obtained new estimates for eigenfunctions in any
dimension, if the gradient of the Agmon distance is lipschitzian.

The second part of this work concerns resonances for the Schrédinger operator in the one di-
mensional case. When the potential presents two compact wells and an infinite one, for energy level
under consideration, we obtained conditions for anti-crossing of resonances as well as their graphics.
This was done by constructing modes for the operator. For any given number of compact wells, this
also led to estimates for the imaginary part of resonances, when a simple interaction occurs.

Finally, in the third part of this work, we considered a Schrodinger operator which potential
presents a non degenerate maximum. We studied the resonances generated by an homocline curve
which contains this maximum. In the one dimensional case, we obtained a quantification equation
which led to the resonances we looked for. In the n-dimensional case, an out-going asymptotic
solution along the curve is constructed, by adapting B. Helffer and J. Sjostrand’s method for the
bottom of non resonant wells. An FBI transform allowed then to guess a first level of resonances.
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Introduction

Cette these se situe dans le cadre de ’analyse semi-classique, c’est a dire I’étude d’opérateurs
différentiels ou pseudo-différentiels dépendant d’un parametre A qui tend vers 0.
On considere deux opérateurs semi-classiques : dans le premier chapitre, 'opérateur de Klein-
Gordon, défini par
Vu € C°(R™), Pxgu(z, h) = [V1—hA+V(z)|u,

et dans les deux chapitres suivants ’opérateur de Schrédinger :
Yu € CP(R™), Psu(z,h) = —h*Au+ Vu.

Notons P I'un ou 'autre de ces opérateurs.

Pour Ey € R vérifiant certaines conditions qui dépendent du potentiel V', on cherche a obtenir des
estimations aussi précises que possible pour les valeurs propres ou les résonances de P qui tendent
vers Ey quand h tend vers zéro. Si p(z, £) est le symbole principal de P, on appelle puits microlocaux
(resp. mers microlocales) pour un niveau d’énergie Fy les composantes connexes compactes (resp.
non bornées) de {(x, &) € R*™, p(z,£) = Ey}. On appelle puits ou mers les projections en z de ces
ensembles.

Une technique classique pour étudier P consiste a décomposer cet opérateur en opérateurs ne
présentant qu’un seul puits. On peut soit "boucher” les puits en ajoutant des fonctions troncatures
au potentiel, soit pour des opérateurs différentiels, décomposer le domaine de définition de P en
fonction des puits, en mettant par exemple des conditions de Dirichlet au bord du domaine. L’étude
des opérateurs a un puits est plus simple, on peut par exemple calculer un développement de leurs
premiéres valeurs propres ou résonances grace aux techniques de [He-Sjl]. On étudie ensuite la
résolvante de P (par exemple & I’aide d’un probléme de Grushin [G-M-S1,2],[He-Sj4]) pour obtenir
des résultats sur 'opérateur de départ. On montre ainsi que les valeurs propres ou les résonances
des opérateurs a un puits sont proches des valeurs propres ou résonances de P. Lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité, on dit que valeurs propres et résonances sont associées a tel puits selon qu’elles sont
proches des valeurs propres ou résonances de 1’opérateur a un puits correspondant.

Dans le premier chapitre, on étudie les valeurs propres de 'opérateur de Klein-Gordon Pk au
voisinage de E; € R, ou l'ensemble {(z,¢) € R*, p(z,€&) = Ey} est compact. Rappelons que le
symbole principal de Pxg est p(x,&) = /1 + &2+ V(x). On est en présence d’un ou plusieurs puits.
Le spectre de Pk dans un intervalle I(h) qui tend vers {Ey} quand h tend vers 0, est purement
discret dés que h est assez petit (en fait le spectre de Pg¢ est purement discret sur l'intervalle
] — 00, liminf| o V[ qui contient Ej). On utilise la méthode de séparation des puits rappelée ci-
dessus pour exprimer la matrice M de 'opérateur Pk restreint aux sous-espaces propres associés
a I(h). On obtient



M = diag(p;) + W + R,

ou p; sont les valeurs propres associées a chacun des puits, W est la matrice d’interaction et R est
une matrice négligeable par rapport a W. Les coefficients de W s’expriment a ’aide de produits
scalaires entre solutions associées a différents puits. Ils sont exponentiellement petits lorsque A tend
vers 0. Ce sont eux qui rendent compte de 'interaction qu’il peut y avoir entre les différents puits.

On se restreint ensuite a la dimension un et au cas d’'un double puits symétrique ponctuel de

potentiel. Soit {£z(} ces puits ponctuels. On a donc V(£xz¢) = Ey—1, V'(£xy) = 0. On a construit
deux opérateurs Pxg+ = Pkg + X+ () tels que Pggy n’ait qu’un seul puits : {£z(}. On s’intéresse
aux premieres valeurs propres de 'opérateur Pgg.
De maniere analogue aux solutions WKB pres des minima de V' construites pour l'opérateur de
Schrédinger dans [He-Sj1], on construit des solutions WKB pour les opérateurs de Klein-Gordon
Pk i+ pres de £x. Ces solutions se prolongent dans la zone {z, Vi(z) =V + x4+ < Ep} et donnent
un développement en série entiere en h'/? des valeurs propres au fond du puits, c’est & dire des
valeurs propres u(h) tel que |Ey — u(h)| < Ch, pour C' > 0. La symétrie de 'opérateur assure
que les deux premieres valeurs propres ont le méme développement. Cependant, on sait [Ca-Ma-Si]
que les fonctions propres correspondant a la premiere valeur propre peuvent étre prises positives.
Cela impose que l’espace vectoriel correspondant est de dimension un. On veut alors calculer la
différence, le splitting, entre les deux premieres valeurs propres.

B. Helffer et B. Parisse dans [He-Pa] ont calculé ce splitting en dimension quelconque pour des
potentiels qui restent en dessous du niveau d’énergie entre les deux puits. Le but de ce chapitre
était d’étendre ce résultat dans le cas de potentiels pouvant dépasser le niveau d’énergie entre les
deux puits en dimension un.

On s’attache donc a étendre les estimations des fonctions propres, ainsi que les résultats concernant
les solutions WKB dans la zone {V > Ej}.

Deux obstacles apparaissent alors, dus & la non analyticité de la fonction & — p(z,£) hors de la
zone {z € C, ‘%z < 1}

Le premier réside dans la nécessité de construire des solutions approchées qui prolongent les
solutions déja construites dans la zone {x € R, Vi(x) < Ey} pour les opérateurs de Klein-Gordon
Pk . On s’inspire d’une méthode utilisée pour I'opérateur de Schrodinger au voisinage des points
tournants {z, Vi(z) = Ep} : au lieu d’étudier 'équation (Pxg+ — Ep)u = 0, on passe par la
transformation de Fourier F et on cherche Fu vérifiant F(Pgg+u) — EoFu = 0. Cela permet, dans
certains cas, de prolonger la solution approchée dans la zone {z € R, Vi(z) > Ey}. Gréace a la
méthode de la phase stationnaire, on obtient des solutions de (Pxg+ — Eo)u = O(h®)e~%@/h oy

T

dy est la distance d’Agmon au puits : di(z) = ‘/ (EBo — Vo)2 — 1)1/2‘. Cependant, il semble
+z

difficile de montrer que ces solutions WKB approchen% bien les solutions exactes.

Le deuxieme obstacle vient de I’expression méme du splitting. Le point de départ est la matrice
M qui, dans le cas d’un double puits ponctuel, est une matrice 2x2 de la forme

w=(l )

Ici, v désigne la premiere valeur propre pour chacun des opérateurs a un puits. Les coefficients w
donnent donc le splitting et, modulo un terme négligeable, ils s’expriment en fonction des vecteurs
propres des opérateurs a un puits pour la valeur propre u. Dans le cas de 'opérateur de Schrédinger,



la formule de Green-Rieman permet d’exprimer ces coefficients en fonction des vecteurs propres et
de leur dérivée en un point. Dans le cas de 'opérateur de Klein-Gordon, il n’y a pas d’équivalent
immédiat a cette formule. Dans [He-Pa], B. Helffer et B. Parisse proposent un substitut a la formule
de Green-Riemann en dimension quelconque. En dimension un, on obtient facilement une formule
sous forme intégrale. On doit alors utiliser la méthode de la phase stationnaire, et on est a nouveau
bloqué par la non analyticité du symbole de 'opérateur et donc par le niveau V(x) = Ey entre les
deux puits.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude des résonances pour 'opérateur de Schrodinger Ps
en dimension un. Le potentiel satisfait les hypotheéses de [Fu-Ra] qui permettent de définir les
résonances grace a une dilatation analytique. On est donc ramené a I’étude des solutions de (Ps —
Eo)u = 0. Rappelons que les résonances proches d’'un minimum de potentiel ont été beaucoup
étudiées, en particulier par B. Helffer et J. Sjostrand dans [He-Sj1,2,3]. Les résonances proches
d’un maximum de potentiel ont été étudiées en dimension un dans [Fu-Ra][M&| & I’aide d’une
transformation FBI développée dans [He-Sj5].

On étudie ici les résonances proches d’un niveau Ey € R qui se trouve loin des extréma locaux
du potentiel. On peut alors approximer I’équation Psu = Eyu par une équation d’Airy au voisinage
des points tournants {x € R, V(z) = Ey} ([Fed]). Cela nous permet de construire comme dans
[Bu-Gri] des bases de solutions exactes ainsi que des matrices de passage ayant un comportement
asymptotique connu quand h tend vers 0. On en déduit une équation de quantification exacte qui
donne implicitement les résonances proches d’un intervalle I qui ne contient pas de valeur critique
du potentiel. On construit un automate fini qui permet de calculer I’équation de quantification pour
un nombre quelconque fini de puits.

On se restreint ensuite a un potentiel qui présente deux puits et une mer aux niveaux E € I.
A chaque puits correspond un ensemble de résonances et on montre grace au théoreme de Rouché
qu’elles sont proches des résonances pour 'opérateur a deux puits. Il est possible que deux résonances
soient trop proches et qu’on ne puisse plus déterminer a quel puits elles sont associées : on dit alors
qu’il y a une interaction. Il n’y a pas d’interaction lorsque les résonances sont clairement associées
a I’'un ou lautre des deux puits, c’est a dire lorsqu’elles sont assez différentes.

On veut étudier ici la possibilité que deux résonances associées a chacun des deux puits soient
égales pour certaines valeurs de h. Cela implique 'existence d’une interaction. On appelle ce
phénomeéne un croisement.

Dans [G-M-S1] et [G-M-S2], V. Grecchi, A. Martinez et A. Sachetti étudient les croisements
des résonances dans le cas d’un double puits ponctuel dans une ile. Ils construisent une famille
de potentiels dépendant de deux parametres. En utilisant la technique de séparation des puits, ils
expriment les deux premiers niveaux de résonances de l’opérateur. Ils montrent que pour A > 0
fixé assez petit, il existe une valeur des parametres définissant le potentiel pour laquelle ces deux
premiers niveaux sont égaux. Lors de tels croisements, ils démontrent que le rapport entre la barriere
entre les deux puits et la plus petite des barriéres puits-mer tend vers 2 quand A tend vers 0.

Pour étudier le croisement des résonances dans l'intervalle I, on adopte une technique différente,
permise par la dimension un ol on a pu calculer une équation de quantification exacte. Tout d’abord
cette équation donne une estimation précise des parties imaginaires des résonances méme lors d’une
interaction. On montre que si on suppose le rapport (barriére entre les deux puits)/(barriére puits-
mer) différent de 2, des résonances ayant des parties réelles proches ne peuvent pas avoir la méme
partie imaginaire : elles ne peuvent donc pas étre égales et il ne peut pas y avoir de croisement.



D’autre part, ’équation de quantification donne des renseignements sur les parties réelles des
résonances et permet de tracer les graphes des résonances en fonction de h. Lorsque la barriere entre
les deux puits est plus grande que la barriere puits-mer, on montre que ces graphes se croisent : la
résonance associée au premier puits devient associée au deuxieme puits lorsque A varie.

On termine ce chapitre en étudiant le cas d’'un nombre quelconque M de puits. L’équation de
quantification donne un développement des parties imaginaires des résonances lorsqu’il n’y a pas
d’interaction. Lors d’une interaction, on obtient des résultats intéressants si les barrieres apres le
deuxieme puits résonant sont basses.

Dans le chapitre 3, on poursuit I’étude des résonances pour l'opérateur de Schrodinger. On
s'intéresse cette fois aux résonances proches d’un maximum de potentiel. On commence par la
dimension un et on reprend les hypothéses et la méthode du chapitre précédent. On doit donc
étudier les solutions de

P su = E()U,

ou FEy est un maximum du potentiel. Si V(0) = E,, V'(0) = 0, V"(0) < 0, on ne peut plus ap-
proximer I’équation ci-dessus par une équation d’Airy au voisinage de 0. On fait une transformation
FBI qui raméne microlocalement preés de (0,0) I'opérateur Ps & un opérateur modele de symbole
xz€ pour lequel des calculs explicites existent([He-Sj5],[Mé&],[Fu-Ral). Cela permet de connaitre le
développement WKB des solutions prés de 0. Comme dans le chapitre 2, on obtient une équation
de quantification qui détermine les résonances implicitement. En suivant [Fu-Ral, on peut ensuite
expliciter une zone au voisinage de laquelle se trouvent les résonances.

On étudie ensuite le cas de la dimension quelconque. C. Gérard et J. Sjostrand ont étudié les
résonances créées par une courbe hyperbolique [Ge-Sj|. Ils supposent 1’existence d’une trajectoire
périodique du champ hamiltonien 7, au voisinage de laquelle le champ ne s’annule pas. On sait
alors que les lagrangiennes entrantes et sortantes au voisinage de 7, admettent une projection
difféomorphe en x. Ces variétés s’expriment donc avec des fonctions 1+ qui permettent la construc-
tion de solutions WKB de (P —p)u = 0 le long de 7y, si |p| est assez petit. C’est I'un des outils utilisé
par C. Gérard et J. Sjostrand pour déterminer les résonances dans la région [—eg, €] — 7[0, C'h] si
Ey = 0 est le niveau d’énergie considéré.

On considere ici le cas d’une courbe homocline, c’est & dire une trajectoire bornée du champ hamilto-
nien sur laquelle le champ s’annule en un point. Plus précisément, pour l'opérateur de Schrédinger,
le champ hamiltonien est

0 .\ 0

Hy = 26830 4 (33)85
et on suppose & nouveau que V(0) = Ey, V'(0) = 0, V"(0) < 0. Dans p~'(Ejp), H, s’annule
donc en (0,0) et on suppose qu’il existe une trajectoire de H, notée o(t) définie sur R telle que
lim; ,15070(t) = (0,0). On verra que s’il existe une unique géodésique pour la distance d’Agmon
joignant {0} a {x € R", V(z) = Ey}\{0}, on obtient I'existence d’une telle trajectoire.
On commence par chercher des solutions de (P — p)u = 0 dans un voisinage microlocal de (0, 0).
On prolonge ensuite ces solutions le long de .
La construction WKB au voisinage du maximum de potentiel 0 est une adaptation de celle faite au
fond du puits dans [He-Sj3|. On fait I'hypothese :
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(A) 1l existe B € R assez grand tel que la lagrangienne sortante au voisinage de ,(t), t > B
admet une projection en x qui lui est difféomorphe.

La lagrangienne sortante est donc déterminée par une fonction ®. Cette fonction permet la contruc-
tion d’une phase et par suite d’une solution WKB pres de z = 0.

On fait ensuite une transformation de Bargmann 7" associée a une transformation canonique x afin
d’avoir une projection en x de k() qui soit bijective cette fois pour tout ¢ € R. On doit alors
renforcer 'hypothese (A) pour prolonger la solution définie pres de z = 0 le long de ~; :

(B) La lagrangienne sortante admet une projection en z qui lui est difféomorphe sur un voisinage
de {70(1:)7 t> 0}

Il existe alors une fonction v, qui définit le complexifié de k(Ag ) et permet le prolongement
souhaité. On termine ce chapitre en étudiant I’équation obtenue en écrivant que la solution construite
est monovaluée. Cette équation donne certainement un premier niveau de résonances, mais cela reste
a démontrer.
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Chapitre 1

Solutions asymptotiques pour ’opérateur
de Klein-Gordon et effet tunnel

1.0 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions I'opérateur de Klein-Gordon défini pour u € C§°(R") par :

Pu(a) = [ =0y (@ +y) /2, €)u(y)dyde (0.1)
oil p(z, &) = /14 £ + V() est le symbole de I'opérateur.

Nous travaillons avec un potentiel V' € C*°(R") admettant une extension holomorphe dans un
domaine de C" qu’on précisera ultérieurement. On suppose de plus :

(H1) Vz € R", V(x) > Ey — 1,
(H2) liminfjy .V (z) = By — 1, By > Ej.
(H3) V ainsi que toutes ses dérivées sont a décroissance polynomiale.

D’apres [22], ces hypotheses impliquent que P est semiborné inférieurement, donc essentiellement
autoadjoint sur C§°(R"), et que le spectre de P est discret sur | — oo, E].

Remarquons que le symbole p(z,£) appartient & I'espace S}, défini dans [8].
On note D = %8, q(&) = V1 + &2, |.|| est la norme de L?(R") et (,) le produit scalaire.

Dans tout ce qui suit, nous considérons un niveau d’énergie £ < E, de fagon a ce que ’ensemble
des puits de potentiel U soit compact,

U={zeR"V(z) <E-1}. (0.2)

On s’intéresse aux valeurs propres de P au voisinage de E. Plus précisément, on suppose qu’au
niveau d’énergie E le potentiel présente un double puits ponctuel non dégénéré symétrique, et on
cherche & calculer le splitting produit par V'effet tunnel (voir les travaux [6], [13], [15], [16]).
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Expliquons d’abord ce phénomeéne. Dans le cas d’un unique puits de potentiel (voir dans [8]
ou [6] chap.3-4 pour l'opérateur de Schrédinger), la méthode WKB donne une construction de
valeurs propres et de fonctions propres approchées a un O(h*) prés. Ces fonctions approchées sont
localisées dans le puits, c’est a dire dans la zone classiquement permise ou la mécanique classique
prévoit l'existence de particules d’énergie E.

Dans le cas de plusieurs puits, cette estimation n’est pas suffisante pour tenir compte de l'inter-
action qui existe entre les différents puits. En effet, comme ’ont montré Lithner [19] et Agmon [2]
pour l'opérateur de Schrodinger, et comme le montrent B. Helffer et B. Parisse dans [12] pour
lopérateur de Klein-Gordon, les fonctions propres décroissent comme exp(—const./h) dans tout
compact hors des puits. C’est I’effet tunnel : on se trouve dans une zone pour laquelle la mécanique
classique interdit I’existence de particules chargées d’énergie F, et pourtant les fonctions propres
correspondantes ne sont pas nulles. Elles peuvent donc interagir.

Considérons par exemple un potentiel ayant un double puits symétrique par rapport a x; = 0
dans R". Dans 'un des puits, les particules évoluent presque comme si le second puits n’existait
pas. C’est ce que traduisent les solutions WKB qui restent localisées dans un puits. Cependant, la
présence du deuxieme puits a deux effets : premierement, il rend le probleme symétrique par rapport
a 1 = 0, et donc on peut choisir une base de fonctions propres paires ou impaires par rapport a .
Deuxiemement, 'interaction entre les deux puits crée un splitting : au lieu d’étre égaux, les modes
sont légerement décalés. C’est ce décalage, ou splitting, qui n’est pas rendu par les solutions WKB,
que nous cherchons a calculer pour un opérateur de Klein-Gordon. C’est I’objet du théoréme suivant
démontré par B. Helffer et B. Parisse en dimension quelconque dans [12] et que nous écrivons ici en
dimension un :

Théoréme 1.0.1 On considére un opérateur de Klein-Gordon défini par (0.1) et les hypothéses
(H1), (H2), (H3) . On suppose que pour un niveau d’énergie E, il y a deux puits ponctuels non
dégénérés symétriques par rapport a zéro : U = {—xzo}U{xo}. On suppose également que V (z) < E
dans [—xg, zo|. L’écart entre les deux premiéres valeurs propres est donné par

1/2

w = h'/? (27"/”(%)) e M1+ O(h)), S = d(—x0, xo), (0.3)

T
ol d est la distance d’Agmon associée a I'opérateur entre les deux puits :

d— (1 —((B- V(a:))+)2> dz?. (0.4)

+
Ce splitting est exponentiellement petit, ce qui explique que la méthode WKB en O(h*) ne
pouvait séparer les deux modes.

Remarque 1.0.2 En dimension quelconque, ’hypothése V' < E dans [—xg, xo| devient V(z) < E
le long de la géodésique minimale (supposée unique) joignant les deux puits [12].

Le but de ce chapitre était d’étendre ce résultat au cas ou le potentiel devient supérieur a F entre
les deux puits. Pour cela, on établit, en dimension n > 1, une formule pour le splitting. On adapte
la méthode de [13], [6] qui consiste a calculer une matrice d’interaction.
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On commence par établir des estimations d’Agmon [2]. Contrairement a I'opérateur de Schrédin-
ger qui est différentiel, 'opérateur de Klein-Gordon étant pseudo-différentiel, nous avons besoin du
calcul symbolique dans la composition des opérateurs [8]. Nous devons en particulier majorer les
restes qui interviennent dans le calcul symbolique. Ces estimations conduisent a deux résultats dans
I’étude de P.

Premierement, on obtient une majoration des fonctions propres de P :

Proposition 1.0.3 Si le potentiel V' conduit & une distance d telle que Vd est lipschitzienne (Cf

hypothese (2.5)) et si u est une fonction propre normalisée de P pour la valeur propre A(h), ot

limp, )‘(h)iy,_E = 0 pour V' > 0, alors il existe vy > 0 et C > 0 tels que pour tout v < vy, et

pour h assez petit dépendant de v,
v 2 v
He(kh )d(w,U)/huH < Ol Ih

On obtient ici une majoration globale qui, avec une hypothese plus forte sur Vd, améliore localement
les majorations de [12].

Deuxiemement, on établit une estimation sur la résolvante de I’opérateur P de la maniere suivante.
Au niveau d’énergie E, on décompose U en :

U= Ué-vlej, ou U; sont les puits de potentiel connexes.

On définit o; € C§°(B(Uj,2n)),n > 0 tel que o; = E — Ey+ 1 sur B(U;,n) (afin que V — E+«a; >
0 > —1 sur B(U;,2n)). Enfin, si §; = 34204, on introduit les opérateurs de Klein-Gordon & un
puits : P; = P + f3;.

En étudiant la résolvante des P;, on trouve une estimation sur la résolvante de P :

Proposition 1.0.4 Si K(h) C R tend vers {E} quand h tend vers 0 et si pour tout € > 0
—€e/h
dist(K (h),o(F;)) > %/—, alors (voir définition 1.3.1) si h est assez petit, o(P) N K (h) =0 et

(P —2) '(z,y) = O(e 1 9@n)/h)

uniformément par rapport a z € K(h).

Soit I(h) un intervalle qui tend vers { E'} quand h tend vers 0, et soient ¢ j les fonctions propres
des opérateurs P;, de valeur propre p;, € I(h). Les deux propositions précédentes permettent de
calculer la matrice M de P restreint aux sous-espaces propres associés a o(P)NI(h) :

M = diag(u;y) + W + O(eHSo=a)/h),

ol Sy est la distance d’Agmon minimale entre deux puits connexes. W est une matrice d’interaction
de P qui donne la formule recherchée pour le splitting.
Le terme général de W s’écrit :

W5 k), (1ym) = —%{(@'%,k; (Pl,m) + (ﬁml,m, @j,k)}-
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On poursuit I’étude de la matrice d’interaction dans le cas d’un double puits ponctuel de potentiel
symétrique non dégénéré. La décomposition des puits introduite précédemment se restreint a U =
Uy UUy = {—2¢} U{zo}. On a alors deux opérateurs P; et P, et on peut choisir I(h) tel que ces
opérateurs ont une unique valeur propre y;, j = 1,2 dans I(h). Si on bouche symétriquement les
puits, ces valeurs propres sont égales : u; = py = p. Soit ¢, et o les fonctions propres associées.
La matrice d’interaction se réduit a

W= ( 0 w)
w 0

ou w = —(B1p1, p2). Comme dans [12], on peut montrer que ce coefficient s’écrit w = ([x, P] ¢1, p2)
pour une fonction troncature x valant 1 sur le support de ; et 0 sur le support de 5.
Dans le cas d’un opérateur de Schrédinger, on peut calculer explicitement le commutateur [P, x] et
grace a la formule de Green-Riemann, on obtient une expression de w en fonction des ¢;, 7 = 1,2
et de leurs dérivées. Il suffit ensuite de remplacer les ¢; par leur développement WKB (apres
avoir montré que ces développements sont de bonnes approximations dans la zone considérée) pour
obtenir une estimation de w, et par suite du splitting.

En revanche, pour l'opérateur de Klein-Gordon auquel on s’intéresse, il n’y a pas d’équivalent
aussi explicite a la formule de Green-Riemann car cet opérateur n’est pas différentiel. On poursuit
alors I’étude en dimension un. On montre que le splitting est donné par

v /_Ooo(le% — Q) + O(hoo)e_d(—%,zo)/h’

ou ¥; = x; pour une fonction x ayant son support dans [—zo—3n,zo+3n], 7> 0et Q = V1 + D?.
On introduit alors Q(f, g) tel que ¥,Qvs — VYoQv1 = 0, Q (1, 12) :

Q. g)(w) = [ et 8 =1 216y 7y dgan
ou g(§) =v1+¢&.
On a maintenant w = (1, 12)(0). Pour obtenir une estimation de w, on calcule un équivalent de
Q(11,12)(0) quand h tend vers 0 grace a la méthode de la phase stationnaire et aux majorations
des fonctions propres :

w = ¢ (id (20, 0))p1(0)p2(0) (1 + O(h)).
Cela nous oblige a supposer le potentiel en dessous du niveau d’énergie entre les deux puits.

L’étape suivante pour obtenir le théoréeme 1.0.1 consiste a remplacer les ¢; par des solutions
WKB en s’assurant qu’elles réalisent une bonne approximation.
La construction de solutions WKB pour l'opérateur de Klein-Gordon en dimension un fait I’objet
d’une étude a part entiere. On veut en effet retrouver les constructions déja existantes dans la zone
{V < FE'}, mais aussi les prolonger hors de cette zone, car c’est une étape nécessaire pour étendre
le calcul du splitting lorsque le potentiel dépasse le niveau d’énergie entre les deux puits.
Tout d’abord dans la zone {V(z) < E} il est connu que la méthode exposée dans [6] pour "opérateur
de Schrédinger s’adapte. Cela revient & résoudre I'équation (P — E)u = e~ 4@U)/EO(h>), avec u
sous la forme

u(z, h) = e/a(z, k), a(z,h) ~p0 > BFax (). (0.5)

k>0
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On trouve grace au calcul symbolique une équation éiconale, ainsi que des équations de transport
déterminant ¢ et ag. Les mémes techniques que pour l'opérateur de Schrodinger permettent de
résoudre ces équations au fond du puits (Théoréme d’Hamilton-Jacobi, linéarisation des champs de
vecteurs et développement des fonctions ¢ et ay en séries formelles au fond du puits...on fera les
hypotheses de [6] qui sont automatiquement vérifiées en dimension un)

Les solutions sont oscillantes dans les puits {V < FE- 1} a I'image de celles obtenues pour I’opérateur

de Schrodinger dans {V < E} De méme, la zone {E —-1<V< E} correspond a {V > E} : les
solutions y sont exponentiellement décroissantes. Ici, la dimension un n’est pas nécessaire.

Dans la zone {V(x) > F }, on ne peut pas faire de rapprochement avec I’opérateur de Schrodinger,
mais on s’en inspire en cherchant u sous la forme

u(z, h) = /R e/ (e BYdE, b, B) ~ 3 hEDy(€). (0.6)

k>0

On obtient une nouvelle équation éiconale déterminant 1. Pour résoudre cette équation, on doit
faire des hypotheses fortes sur le potentiel, on suppose en particulier que V'(z) # 0 si V(x) = E.
Des équations de transport donnent ensuite les by, et on utilise la méthode du col [5] pour écrire
u sous la forme plus directe (0.5). L’écriture (0.6) montre qu’on obtient une fonction sur R tout
entier, qui sera une solution asymptotique sur un ouvert de R.

Dans la zone {V < E}, les solutions WKB ainsi construites approchent bien les solutions exactes [12].
Cela permet de calculer le splitting et d’obtenir le théoréme 1.0.1.

Le chapitre est organisé de la maniere suivante :

Les trois premieres parties exposent la construction de la matrice d’interaction W avec les esti-
mations d’Agmon (partie 1), la majoration des fonctions propres de la proposition 1.0.3 (partie 2)
et 'estimation de la résolvante de P donnée dans la proposition 1.0.4 (partie 3).

La partie 4 expose la construction des solutions WKB pour 'opérateur de Klein-Gordon. On
termine la quatriéme partie par deux exemples pour lesquels on peut faire des calculs plus explicites
de construction de solutions.

Enfin, dans la derniére partie, nous retrouvons le résultat de [12] en dimension un donné par le
théoreme 1.0.1.

1.1 Estimations de Lithner-Agmon

Dans cette partie, on établit des inégalités concernant 1’opérateur P défini par (0.1). Nous com-
mencons par cette premiere relation :

Proposition 1.1.1 Il existe N = N(n) > 0 telle que si & = &, est une fonction dans C*°(R"),
vérifiant
IV®|| <1—¢, ¢>0,

et,
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Va € N, 3C,, Ve < ¢, Yz € R", |02®(z)| < C,
alors, il existe C' = C'(n, ®) tel que pour h > 0 et u € C§°(R"), on a :

R < ehPu,ehy >>< ( 1—-(V®)2+ V(aﬁ))eq’/hu, e®Mu > —Che ™ ||e®/Mu)|? (1.1)
ou <, > est le produit scalaire de R",

Preuve : Introduisons P’ = e®/"Qe~®/", ou Q = /1 + D? est I'opérateur de symbole g(&¢) =
V14 &2. On rappelle que D = (h/i)0. Soit u € C§°(R"). On a

< ¥ Pu, ety >=< (P' + V) (e®/"u), e/ "u > .
I1 suffit donc de montrer qu’il existe C' > 0 et N > 0 tel que pour tout v € C§°(R"),

N < P'(v),v>></1— (V®)2v,v > —Che V||

Soit donc v € C§°(R"). On a

Ply = e®@In [ et (e)e= Wty (y)dyde.

On introduit la fonction ¥(z,y) telle que ®(z) — ®(y) = (z —y)¥(x,y). Alors par hypothese sur P,
H\I’(x,y)H <l-—cet
Ply = /R G DE @D hg ey () dyde.

Montrons qu’on peut échanger l'ordre d’intégration dans cette intégrale. Soit le voisinage de 0
Vo ={z,|z] £1/2} . On a

Py :/ ei(wfy)(§fi\I!(:c,y))/hq(€),U(y)dydé-+ ei(wfy)(sfiﬁ/(w,y))/hq(g)v(y)dydg,
(R™\Vo)e x (R™)y (Vo)e x(R™)y

On fait des intégrations par parties dans l'intégrale sur (R"\Vp)e x (R"), en utilisant I'opérateur
Ly = %22?:1 §;Dy,. Cet opérateur vérifie ‘Lo = —Lg et "Lg(e’ Uz=y)é/h) = ei==v)é/h T, formule de
Stokes donne :

/ TN E= @G (E)o (y)dyde
(R™\Vo)e X (R™)y

= (—1)* /(R"\V) . ei(w*y)ﬁ/hq(g)yg [U(y)e(w*y)‘l’(w,y)/h] dyde,
0/)¢ y

soit

/ e TN E= @G (£)o (y)dyde
(R™\Vo)e X(R™)y

E q r— T
_ (_1)k/ ciz—y)E/h 1S/ 25] [ ( ) ( ,y)/h] dydé,
(R™\Vo)e x(R™)y
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On prend donc k = n+2 et on obtient une intégrale absolument convergente. Finalement, on a écrit
P'v avec des intégrales absolument convergentes. On peut donc bien échanger 'ordre d’intégration :

Py = / (i DET@I)/hg () () dEdy = / GOS0 (. ) o (y)dEdy.
(Rn)yX(R")§ ( ) ( ) (R")yX(Rn—i\I’(m,y))g ( ( )) ( )

Lemme 1.1.2 On peut changer le contour d’intégration définissant P'v
Pv= [ e VeI €+ 00 (@, y))o (y) dyde.
(R™)y x (R")¢

Preuve : On va déformer le contour d’intégration en &, R" — i¥(z,y). Définissons B = {£ €
R" €| <1}, S=0B={c€R" (=1}, et pour R>0RB={{ € R", || < R}et RS={{ €
R", €| = R}. Soit My la variété de C" définie par

Mgr = RBU{z = zgs —it¥(z,y), zrs € RS, 0 <t <1}U{z € R" —i¥(z,y), |Rz| > R}.

L’holomorphie de ¢ dans C" N {z, |Jz| < 1} et 'hypothese sur ® |[V®| < 1 — € < 1 permet de
déformer le contour d’intégration (R™ — iU (z,y)) en (Mg)e. On parametre Mg comme suit

Pv= | e VEg (¢ + Wz, y))o(y)dyde
(R™)y x(RB)¢

+ / e @V Ers =tV @i/hg(gpo 4 5(1 — 1)U (x,y))v(y)(—i¥ (2, y))dydErsdt
(R™)y x(RSx[0,1])¢

+ /( S ¢ NER@ED g (o(y)dydE = T+ 11 + I.
y 14

On va montrer que lorsque R tend vers +oo, les intégrales I; et I, tendent vers 0. On a

I = / gl e eil/hg(Reg +i(1 = )W (2, y))o(y) (—i¥(z,y))dy R" " dEsdt.
(R"), x(Sx[0,1])e

On fait des intégations par parties avec L; = % > 7=1&s;Dy;- On doit donc dériver

I ED Mg (R + (1 — ) (2, y))v(y) (—i¥ (2, ).

Par hypotheses sur @, les dérivées de ¥ sont bornées. De plus, ¢(REs+i(1 —t)¥(z,y)) < CR et ses
dérivées sont bornées. En appliquant n + 1 fois L;, on obtient donc une constante C' = C(v, ¥, n)
telle que

| < CR™.

Etudions maintenant 5. On fait & nouveau (n+2) intégrations par parties en y avec Ly. On obtient :

I < T I 6D,)" (o)l =) dyde

(R™)y x(R™\RB)¢
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L’intégrale du membre de droite est absolument convergente. Quand R tend vers +oo I» tend donc
vers 0. On a obtenu le lemme. O

Grace a ce lemme, on est ramené a étudier un opérateur pseudo-différentiel de symbole a(z,y, &) =
q(€ +i¥(z,y)).

Lemme 1.1.3 Le symbole a(z,y, &) est dans la classe Sll,o et pour tout x € R", y € R", on a

Y(a, B,7) € N*", 3C° 1828007 al(z,y,€)| < C 5, TIatAH (1 4 [¢]) 1=,

By

Preuve : On a:
0200 0) [a(z,y,€)] =

> 77 g€+ (,4)) (95 0] (10 (2, )" (0, ¥ (x,))""))-
|al‘ — |alll|’ ‘ﬂl‘ — |/BIII|
o/ + o[ = [al, |8"+ 5" =[5
(1.2)
Les hypotheses sur ® montrent que ¥ est une fonction C'* dont toutes les dérivées sont bornées
indépendament de € :

VN € N, 3Cy, Vo € N*, B € N™, < Cy.

L>(R"xR™) —

a+B‘SN,

0207 (x, )|

Il reste donc & majorer [0fq(€ 4% (x,y))| pour 0 < |0] < |+ 5+ 7|. On montre par récurrence que

Po(€)
(1+ €200/

Vo € N*, 9lq(€) =

oll Py est un polynéme de degré |6)|.
Soit |€] < 1. On a

1/2 1/2

et
"Pg(f + z\Il(:r,y))‘ < Cep < Cp pour € < €.
Donc pour ‘f‘ <1,
00a(€ + i (2, )] < Cpe P DI2(1 4 €)' 20 < OpePPIDI2(1 1 |y
St gl > 1,

‘1 + (£ +147) / > (€2 + €)% > Oy/e(1 + [€]), avec par exemple C = /2 — 1.

2|1 2
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Le degré de Py est || donc il existe une constante Cy > 0 telle que
‘Pa‘ < Cp(1+ (€.

Finalement on trouve, pour € < ¢y une contante Cy telle que

029(€ + iU (w,))| < Cpe @O-D/2(1 4 [¢])1-10

Avec (1.2), on obtient une constante C§ ;. = C(a, 8,7, C’ﬁ;%‘) telle que

agagag I:a(xi y’g)]‘ S Cg,ﬂ,761_|a+ﬂ+7|(1 + |£|)1—|7|

ce qui donne le lemme. O

Remarque 1.1.4 La formule (1.2) permet de connaitre plus précisément Cg 5 . : on a en fait pour
une constante D, g, qui ne dépend que de o, 3,7 :

N la+8|
Cg,ﬁ,’)’ S Daa/j:'y (C|a+ﬂ‘)

Ce lemme permet d’utiliser le résultat suivant de [18] (proposition 1.1.2 modifiée dans le paragraphe
1.1.5) :

Proposition 1.1.5 II existe K = K(n) tel que si le symbole a vérifie pour (z,y, £) € R*

3L, Y(a, 8,7) € N*", |a+ B+ <2N + K, |030) 0 alw,y,€)| < L(1 + [¢)*71,
alors, on peut écrire I'opérateur correspondant avec un symbole b(x, &) vérifiant
hlel
b(.’IZ’, f) ~ Z —aaagaa'(xa Y, §)|y:w' (13)

aEN"” i|a‘a! Y

De plus, il existe une contante C' = C(n, N) telle que si |a+ | < 2N,

|050¢b(x, €)| < CL(1+[¢])' 7. (1.4)
Enfin, pour tout M < N, si bys(z,€) est la somme (1.3) pour |a| < M, alors si |a+ | < 2(N — M),

020 [b(x, €) — bar(x, €)]| < CLAM*(1+ |g]) I,
On applique cette proposition a 'opérateur P’. On obtient un symbole b(x, &) tel que :

Py :/ e ==y (1 v (y)dydE.
R2n

L’équation (1.4) devient, pour tout « et [ :

82 0Fb(w, €)| < Co pet PR (L 4 1)1 17,
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avec

Cgaﬂ = C(n’ |C\{ + ﬁ|/Q)ma‘x|a’+ﬂ’+’y’|§‘a+,3|+K(Cg/“3/,,Y/).
De plus, avec by(x, &) = a(z, x,§),

0208 [b(z, €) — bo(, )] < Ch et @+ K (1 1 |g]) ¥ < €Lyt It K,
Remarquons encore une fois que le coefficient ngﬁ est connu assez précisément :

la+B|+K
CZ, S Da,IB (C\\Io}z+ﬂ|+K) . (15)

On peut maintenant appliquer le théoréeme de Caldéron-Vaillancourt a ’opérateur B de symbole
b(z,&) — bo(x,€) [25](chap 8, théoréme 1.3) : B est un opérateur borné dans L?(IR") et sa norme
est majorée pour

C = C(n )6n+8+K

by < v
\a|53n41-2,a\%{|53n+4(0“’5) < C'(n) (Cﬁn+8+K

par :
||B|| < Cel_(6"+8)_Kh.
On écrit

P'v = Buv + Cv + by(x,0)v, (1.6)

ou l'opérateur C' a pour symbole ¢(z,&) = bo(z,€) — by(x,0). La démonstration du lemme 1.1.3
montre que ¢(z,§) € St et pour C§ 53 = 2CY 4 :

850 c(x,€)| < Cf pet P14 Jg[)* 7.

On montre maintenant que
Lemme 1.1.6 Il existe C' > 0 et N > 0 tel que
R < Cv,v>> —Ce Vh||v|?

Preuve : On a R < Cv,v >=< Dv,v > ou D = (C + C*)/2, C* étant I'adjoint de C.
Soit ¢*(z,&) le symbole de C*. On sait [8] que ¢*(z,&) € S et

hlel
(&) ~ > 0y 0¢ c(x,§).

. T
Sn il

Si on note c§(z, &) = ¢(x,€), on a encore la majoration :

020 [¢*(@.€) — (2, 8)]| < Clpe ™7 KR+ €)' < O et E

On applique a nouveau le théoreme de Caldéron-Vaillancourt a 'opérateur E de symbole (1/2)(c*(z,&)—
cg(z,&)) : E est un opérateur borné dans L*(R") et sa norme est majorée par :
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||E|| < 0161_(6n+8)_Kh,

6n+8+K
pour une constante C' < C'(n) (C(;-I’,L+8+K)

On écrit maintenant D = E + I ou l'opérateur F' a comme symbole Re(z, £). 1l reste a étudier F.
Comme

c(z, &) = \/1 + &2 —V(x, )%+ 2V (x,x) — \/1 —U(z, )2,

on a

Re(z, &) > \/1 + &2 —U(x,2)? — \/1 —VU(z,z)? > 0.

On peut appliquer I'inégalité de Garding donnée dans [18](théoréme 1.1.10) : il existe des constantes
N = N(n) et N' = N'(n) telles que si

C= max (Co,) <C'(n)(CR)",

alors :

< Fu,v>> —Ce Vr?||v|)?.

Finalement, on a bien obtenu pour une nouvelle constante N = N(n) et C>0:
R < Cv,v >=< Dv,v >=< (E + F)v,v >> — | E|[||v]|* = Ce Vh?||v]|* > —CeVh|v|)?,
. M
ou C < C(n) (C’,‘&) , pour une constante M = M (n) assez grande. Cela donne bien le lemme. O

Si on revient a (1.6), on a obtenu deux constantes C' > 0 et N > 0 telles que

R < Pv,v>>< q(i¥(z,2))v,v > —Che N ||v||?

Avec U(z,z) = V®(z) et v = e*/"u on a la proposition. O
Remarquons qu’on a obtenu la majoration dans (1.1)

C < Go(Cyp)™ (1.7)
pour une constante M = M (n) et Cy = Cy(n).
On étend maintenant la proposition a une fonction ® continue, lipschitzienne.

Soit B(z,r) ={y € R", |z —y| < r}. Soit x € C§°(B(0,1)) une fonction troncature positive, paire
telle que

/?x@ﬂy=1

On note x,(z) = p~™x(x/pn) pour p > 0 et

®, =x,*x® e C°R").
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On étudie @, :

Proposition 1.1.7 Soit & une fonction continue, lipschitzienne.
Alors

[@(z) = Pu(z)| < [VP|oop (1.8)
et
Vo € N, 1 < |af, 304, |02, (x)| < Couu'~lol, (1.9)

Preuve : On peut définir V® dans L*™ comme la limite presque partout de V@, = V(x, * ®) [6].
On a d’autre part

u(@) = 1~ [ xl(z — y)/m)@(y)dy,

soit

P,(z) = /x(y)fb(x — py)dy,

donc

u(2) = 0(@)| < [ (w10 — ) - @(x)ldy < 1 [ Ix()y] [ TPy

et on a (1.8) par définition de Y.

Démontrons (1.9). Soit o dans IN”, tel que |a| > 1. Soit 8 = B(«) dans IN" défini de la maniére
suivante : si @ = (0, ..,0, i), ..), @; # 0, alors S, = 0 pour k # j et 5; = 1. On calcule :

02 P0u(@) = w1 [ 92 P x((w — ) /)@ y)dy.
On fait le changement de variables §j = (x — y)/p puis on dérive :
020, (w) = w1 [ 02 ()b — puy)dy.

Finalement, si C,, = [ 027#|x(y)|dy|V®|s, on trouve bien (1.9).
Avec ces notations, on démontre la proposition :

Proposition 1.1.8 Il existe N = N(n) > 0 tel que si & = &, est une fonction continue, lipschit-
zienne, vérifiant

IV®|| <1—¢ €e>0,

et

Ve, — Vo[ < Cip,
alors, il existe C' = C(n) tel que pour h > 0, u < ¢/2 et u € C§°(R"), on a :
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R < e2u/t Py, e®e/fy >>< ( 1—-(V®,)2+ V(x))eq’“/hu, ePu/hy > —Chp=Ne N ||e®u/hy)|?

(1.10)
ou <, > est le produit scalaire de R",

Preuve : Si p < ¢/2, alors

Vo, <1-—¢/2.

On peut donc appliquer la proposition 1.1.1 a ®,,.
On définit ¥, par ®,(z) — ®,(y) = (v — y)¥,(x,y). Alors

\I/,u. — o < a < , M
O = oterd Eenon e u(@y)l < On, | Jmax o 105 u(@)] < Cun

grace a (1.9). Cela donne la proposition grace a (1.7), en remplacant N par le maximum entre N
et M.

Montrons a présent :

Proposition 1.1.9 Sous les mémes hypothéses que précédemment, si F', ,, et F._ , € L* F, , >0,

F_, >0, vérifient :
V1= (V) +V(x) = (Fyu)* = (F-.)° (1.11)

on a

ePulh 2

(1/2) |y e/l — ChyN e ee/y? < Hipu

Fr,+ F, +(3/2)HFW6¢“/’1UH2. (1.12)

Preuve : On omet la dépendance des fonctions en p. On utilise I’écriture (1.11) dans (1.10) :

—Chpu NN || e®/hu)? + HF+e¢/huH2 — HF_eq’/huH2 < §R/Q e?®/h Putida

<[ pafj + roeem
2
<[l p < 0ol el

et finalement, on trouve (1.12). O

Nous allons étendre ces formules sur le domaine de P, noté D(P).
D’apres [22] D(P) est contenu dans la fermeture de C§°(R™) pour la forme quadratique :

q(u) = (P = Nu,u)

25



ouV(z) >A+46,6>0.
Remarquons que, pour u € D(P),

q(u) > (V1+ D?u,u) + 0lfull® = [|(1 + D) *ul|? + 8|ul]”

Soit ® une fonction vérifiant les hypotheses de la proposition 1.1.8 et dont le gradient est nul hors
d’un compact.

Siu € D(P), il existe u,, € C§°, tendant vers u pour la forme quadratique ¢. Alors g(u — u,) — 0
implique :

hmn_,ooHu — unH =0,

lim, o (V1+ D?((u —uy)), (u—1u,)) =0.

La formule (1.1) est vérifiée pour les u,, et en faisant tendre n vers 'infini on a cette formule
pour u € D(P) car e®#/" est bornée .
Sous les mémes hypotheéses, on a de méme (1.12). D’ou le corollaire

Corollaire 1.1.10 Si u € D(P) et ® vérifie les hypothéses de la proposition 1.1.8, et si V& = 0
hors d’un compact, alors les inégalités (1.10) et (1.12) sont satisfaites.

On utilise ces inégalités dans les deux parties suivantes pour établir une majoration des fonctions
propres et une estimation de la résolvante de P.

1.2 Décroissance des fonctions propres

On rappelle que le potentiel V' satisfait les hypotheses

(H1) Vz e R", V(z) > Ey — 1,
(H3) La fonction V ainsi que toutes ses dérivées sont a décroissance polynomiale.

Pour F € R, FE < E; on rappelle la définition de la distance de Lithner-Agmon :

d=(1-(E-V)}) do’.

On sait calculer la longueur d’une courbe avec cette métrique, et on définit la distance entre deux
points par le minimum des longueurs des courbes joignant ces deux points.
On démontre les propriétés suivantes :

d(z,y) = d(y, z),
y — d(z,y), est une fonction continue et lipschitzienne. De plus

1/2

IVyd(z,y)l < (1—(BE-V)),

Si U C R", on définit d(z,U) = infyey d(z, y).
Comme ‘d(m, U) —d(y, U)‘ <d(z,y),on a:
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IVad(a, D) < (1 (B~ V(@)?)” (2.1)

Afin de simplifier les notations, on se place a un niveau d’énergie £ = 0, en modifiant V' par une
constante. La distance associée est alors

2
_(1_{(_ 2
d=(1-( V)+)+d:c
et (H2) devient liminfy oV (z) > —1.
Si U est le compact {x € R", V(z) < —1}, alors d(z,U) = d(z,y) pour tout y € U, donc
x +— d(z,U) a les propriétés de d(x,y) données plus haut. De plus
d(.’t, U)m_,oo — OQ. (2.2)
Enfin (2.1) implique

[Vd[| < 1. (2.3)
On rappelle maintenant un résultat de [12] (Théoréme 5) :
Théoreme 1.2.1 Supposons que le puits U soit un puits ponctuel non dégénéré.
Soit K un compact de {V < 0}, tel que tout point x € K est relié au puits par une unique

géodésique minimale, et tel que la distance d’Agmon d soit réguliére dans un ouvert contenant K.
Alors, il existe N et Ck tels que la premiére fonction propre normalisée u de P vérifie

Vz € K, |u(z, h)| < Oxh Ne @0/, (2.4)

On va ici étudier la décroissance des fonctions propres hors de la zone {V < 0}. Afin d’utiliser le
corollaire 1.1.10, on doit supposer que la fonction V' permet d’avoir pour d :

ue >0, 3C, >0, si0 < pu < py, z € R", |Vd(z) — Vd,(z)] < Cyp. (2.5)

C’est le cas s'il existe C' > 0 tel que pour tout z € R" et tout y dans un voisinage de 0,

\Vd(z +y) — Vd(z)| < Cly|

Par exemple en dimension un et en présence de puits ponctuels, une telle condition est vérifiée sur
tout compact.

(2.3) montre que ® = (1 — €)d vérifie les hypotheses des propositions 1.1.8 et 1.1.9. Avec I’hy-
pothese (2.5), cela nous permet de démontrer la proposition :

Proposition 1.2.2 Soit u une fonction propre normalisée de P pour la valeur propre A(h), ou
A(h) = 0. Alors, il existe C > 0,

'

limy,_,0 A(h) = 0. On suppose qu’il existe v’ > 0 tel que lim;,__o
Vo >0 telquesiv <uvyeth<h,,

He(l—h”)d(x,U)/huH2 < CeCrIh,
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Preuve : Posons ®(z) = (1 — €)d(z,U) pour e = h” et v < v'/2. Avec la majoration (2.1), on a

o] < -1

vd| < -n)(1-(-V)3)

+
donc

VI=V& 4+ V@) = Ah) = (1= (1 —m)2(1— (=V)2)1) 7 + V(@) = Ah).

On note f(a,h) = (1— (1 —h")%(1 = (—a)2)+)"?+a. f est une fonction strictement croissante sur
] —1,0], valant 0 en —1.

Soit Us = {:v, Vieg) < -1+ 6}, ol on choisit § > 0 assez petit de sorte que Us soit compact d’apreés
(H2).
SizeUsN{V(x) <0}, alors =1+ < V(z) <0 et donc

V1= Ve +V(z) — Ah) > F(V) — A(h) > f(—1+8) — A(h).

On pose d = h”. Alors f(—1+48) > dh” > h? donc pour h < hy,

2v

V1= Ve +V(z) — Ah) > h* — A(h) > -
A(h)

car par hypothese 2v < V' et =% tend vers zéro quand h tend vers zéro.

V’

De méme, pour z € U, N{V(z) > 0} = {V(z) > 0} et h assez petit, (2.1) donne :

V1=V +V(z) — Ah) > /1 — (1 —h)2—A(h) > h*/? — \(h) > %2,/

Donc 3hy, Yh < hg, Vz € Uf,,
h2u
V1—=V®2+V(z) — A(h) > -
D’autre part, si p < pig, on a grace a ’hypothese (2.5) et a la majoration |[V®| < 1,

V&2 - Ve < Cip
et donc si uh™" est petit,

Ve - Vo2

o) < (VIZVE)(Ci/)uh = O(uh™).

VI=V®r-\/1-Ve2| = |VI- V<I>2(1—\/1 +

On peut écrire sur Uy, :

2v

h
V1= V@ +V(z) = \(h) = F} , — F? , > — —Coph™”

On pose p = h*. Alors (2.5) montre que pour h < h,, [V®,| <1—h"/2 et
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Donc dans Uy, :

h2u
Soit xo € C§°(R) une fonction telle que xp(t) =1si¢t <0, x5(t) =0sit>1et 0 < xp <1
Posons
Ppu = Xo(®u — R) + R,
ou R € R. Alors &g, € C*(R"),

O, =D,, si D, <R,

o

(2.2) montre que le gradient de ®g, est nul hors d’'un compact,
et enfin

Vop, =Ve,xo(®y — R)
donc

Vr,| < V@, <1 h"/2.

On peut appliquer le corollaire 1.1.10 avec le potentiel V' — A(h), en remplagant ® par ®g ,, 1 par
h** et € par h” /2.
L’inégalité ci-dessus montre que si on définit (F, g, par

(Fyrp)? — (Fogu)?=4/1- V&%, + V(z) = Ah) > /1 =V, +V(z) — A(h),

2v
on peut prendre pour h < h,, F_ g, =0 sur U, et (Fy ru)? > %— > 0.
Alors (1.12) conduit a :

_5Nv 1 v
~Ch' N exp(@ry/Wull” + 5 (W /4)llexp(@ryu/R)ul® < 3/2|F- puexp(@r/h)ull”

Siv < == et h<h,, alors

5N+3
h2u h21/
- Ch1—5NV >
— 16
De plus, on peut majorer |‘FE7R’“HL°°(U ) indépendamment de h < h, et de R, et obtenir Cy > 0
hl/

tel que

lexp(®r,u/h)ull® < Coh™ |lexp(Pr,u/h)ully,, -

La constante Cy ne dépend pas de R, donc en faisant tendre R vers +oo, on obtient
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lexp(®,/h)ull* < Coh™ [lexp(®,/h)ullg,, - (2.6)
Posons d(h”) = Supy;,, (®). On a 6(h”) = O(h”). En effet pour h assez petit et x € U, on peut
prendre un chemin vy dans Uy» tel que :

d(z,U) < / VI—Vadt,
Y

avec —1 <V < —1 + h” sur . Cela est dii au fait que Up» a le méme nombre de composantes
connexes que U. Cela donne bien d(z,U) = O(h”) et par suite 6(h”) = O(h").
Comme @, = ® + O(p) = ® + O(h*"), on a
SUPUhu ((I)u) <C'w
Alors si h < h, est assez petit, (2.6) devient :

lexp(@,./h)ull” < Coh™ ™ M fullp,, < Ce /"

pour C' > 0 assez grand.
Enfin, &, = (1 — *)d + O(h*) donne, pour une nouvelle constante C :

lexp((1 — A")d(z, U)/h)ul|* < Ce™" /"

La proposition est démontrée. O

Cette majoration montre qu’en dehors des puits de potentiel U, les fonctions propres sont exponen-
tiellement décroissantes quand h — 0.

On a plusieurs corollaires a cette proposition :

Corollaire 1.2.3 Soit K un compact. Sous les hypothéses de la proposition, avec (2.5) restreinte
a K, il existe une constante C' > 0 telle que :

2
< CeCh”/h.

Hed(w,U)/hu L2(K) —

Si de plus K NU = (), alors il existe C > 0 tel que

(1-Ch¥)d(a,0) [y, ||
L2(K)

He < (.

1l suffit de reprendre la proposition avec d = d une distance modifiée en dehors de K et qui vérifie les
hypotheses de la proposition. Avec —h¥d(z,U) > —h”"Maxgd(z,U) on a le corollaire si on augmente
C de maxg d(z,U).

On retrouve également un résultat de [12] (lemme 4) :
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Corollaire 1.2.4 Si A(h) tend vers 0, on a pour tout € > 0 et h < h,
2
He(ke)cp/huH < OO (2.7)
ot §(¢) — 0 quand ¢ — 0.

Ce corollaire se démonte comme la proposition précédente, en prenant § = € indépendant de h.

Démontrons a présent un lemme qui donnera une majoration uniforme des fonctions propres avec
une hypothese plus forte sur V :

Lemme 1.2.5 On suppose que le potentiel V' vérifie ’hypothése renforcée :
(H3’) le potentiel V' ainsi que toutes ses dérivées sont bornées.
Soit u une solution de Pu = 0. Alors ||ul|e < C||ul|.

Preuve : P = V14 D? 4V est un opérateur elliptique de degré 1, donc une distribution u est
dans Hj.(R") si et seulement si Pu € H:.'(R™) [8]. Si u vérifie Pu = 0, on a pour tout s € N

loc
u € Hi (R"). En particulier u € C*°(R").

Soit zg € R"™. Choisissons x € C§°(B(0,1)), x =1 sur B(0,1/2).
On a x(z — zo)u(z) = xzou € S(R"), donc, si F est la transformation de Fourier, on a

F(Xantt) = Flxan) * F(1) € SRY) et [ |F(xaq) # F(u)] < 0.
On peut alors écrire : MaxXp(s,1/2)|t| = MaxXp(z,,1/2) [ Xao | < /‘}"(Xxo) * fu‘df.

Choisissons s > n/2, alors :

[ 7 7l = [ (147 (1)) « il
< (/ (1 +§2)Sd§)1/2</ (1 +§2)s f(Xmou)‘Qdf)l/Q <0

ou ||||s désigne la norme dans H*.

g
XU,

On obtient Maxp(g,,1/2) 1| < Cs||Xzot ‘2 i

Or les normes [|v]|5 et T jq1<s]|v(®]|o sont équivalentes [8] donc ||xzoull? < CMax|q|<s|| (Xaou) @3
Comme x € C§°, on peut majorer les dérivées de x,, jusqu’ a ’ordre s uniformément en z, et donc
astll? < C'Maxia <[ < [l

Il suffit maintenant de montrer

Lemme 1.2.6 On a
Vs € N,u € H¥(R"), [|ulls < Csllullo-

Preuve : L’hypothese (H3?) sur V montre que si f € H*(R"), alors V f € H*(R"). L’équivalence

des normes || f||5 et Ejqy<;s]|f(]| donne de plus ||V f||; < Cs|| f||s pour des constantes C; dépendant
de V.
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Démontrons le lemme par récurrence. On a

Pu=+1-h?2Au+Vu=0soit vV/1 — h?2Au = —Vu.

Comme u € L2, Vu € L? et par suite u € H'. De plus, on a

lully < Max|V[*[lullo-

Par récurrence, 1’égalité \/1 — h2Au = —Vu montre que u € H® pour tout s € IN. Donc u et Vu
sont dans le domaine de (1 — h2A)*/2 pour tout k& € N. De plus,

(1 —R2A) D2y = (1 — B2A)?Vu

mene a ||ul|pr1 = ||[Vulln < Cyl|ul|n. Le lemme est démontré et termine la démonstration du lemme
1.2.5.0
1.3 Matrices d’interaction

Grace aux résultats des parties précédentes, et en particulier a la proposition 1.1.9, on étudie la
résolvante de P pour définir ensuite la matrice d’interaction. On prend toujours E = 0.

1.3.1 Estimation du noyau de (P — 2)~!

Afin d’établir une estimation de la résolvante de P, on a besoin de la définition :
Définition 1.3.1 Soit A = Aj, une famille d’opérateurs. Si f est continue, on écrira
Az, ) = Oe~f)/

si pour tout z,y € R", tout € > 0, il existe des voisinages V, U de respectivement x et y, et une
constante C' tels que :

HAu|VH < Ce_(f(w’y)_e)/hHuH pour tout u € D(P), de support dans U.

On peut remarquer que

1) Si A(z,y) = O(e~f@W/h) et B(x,y) = O(e™9@¥/h) alors A o B(z,y) = (e F@9)/?) ol

(1)
k(z,y) = min, f(z,2) + g(2,y).

(2) Si A(z,y) = O(e~f@¥/h) et si ® et ¥ sont dans C°(R™), telles que ®(z) > —f(z,y) + ¥(y),
alors

Yu € L*(R"), He’é/hAuH < C’eee/hHe"I’/huH.

Nous commencons par considérer le cas d’un potentiel sans puits :
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Proposition 1.3.2 Si V > -1+ «a, a > 0 et z € K(h), ou K(h) est un compact de C tel que
lim;, oK (h) = {0}, alors il existe hy > 0 tel que o(P) N K(h) = 0 pour h < hy. (P — 2)7! existe
donc et on a :

(P —2) Nz, y) = O(e1-94@n)/h) (3.1)

Preuve : Soit zy € R", yp € R", et € > 0. Soit ®(z) = (1 — €)d(z, yo)-
Remarquons tout d’abord que ||Vd|| < 1 implique ®(z) < d(z,y) < |x — yo|. Ainsi

Vx € B(yO:G)a d(xayO) S €,

ou B(z,r) = {y, |r — y| < r} désigne une boule pour la mesure de Lebesgue.

Avec la condition V' > —1 + «, on reprend la démonstration du corollaire 1.2.4 avec § = € < «
et donc avec U, = (). Ceci permet de choisir dans (1.12) F_ = 0 et F, minorée par une constante
strictement posmve.

Soit v € L2(B(y,7m)), u = (P — 2)"'v, 2 € K(h), alors, pour h assez petit :

2

30" > 0,0 e < é”e‘l’/"(v +zu)|

< o lleof + e,
D’ou :

€/
0= bJem < e < 25"

car ® < ¢ sur le support de v.

On choisit alors h suffisament petit pour que < C'— M
Cl

Ainsi, pour C" = S, ona:

C" e

‘I’/huHQ (3.2)

gr Cbl(xo) = (1 — e)d(zo,y0) < (1 =€) [d(xo, ) + d(x,y0)]. Ainsi ®(x) > ®(zg) — (1 — €)d(x, o).
inalement si

By(z,m) ={y € R", d(z,y) < r},

Va € By(xg,€), ®(x) > ®(z0) —

Avec (3.2) on trouve :

2 2¢?

2
S Cl ||U

®/h

Cuez(d(:ﬂo,yo)—f)/hH < C"|e

U By(z0.0) U| By(wo.c)
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Ce qui conduit au résultat d’apres la définition de ©. O

Nous étudions maintenant le cas ou il y a des puits de potentiel, U C R". (On a alors Ey < 0.)

Proposition 1.3.3 Soit K(h) un compact de C tel que lim,__,o K (h) = {0}. On suppose que pour
tout € > 0 il existe C, > 0 tel que ||(P — 2)7!|| < C.e’*. Alors,

(P — 2)"H(@,y) = O(e19U@n)/h)

uniformément par rapport a z € K(h).

Preuve : Soit By(U,r) = {z € R", d(z,U) < r}. Grace a I'hypotheése (H2) on sait que By(U, )
est borné pour tout r < oco. Soit n > 0 et x € C§°(By(U,2n)) tel que pour a« >0, x =a — Ey+ 1
sur Bq(U,n).

Notons Py = P + x. Py n’a pas de puits. Soit d la distance associée au potentiel V + X, alors d>d.
La proposition précédente implique :

(Py — 2)" (z,y) = O(e~(1-9d@y)/h) = @(g=(1-)d(=y)/h),

L'identité de la résolvante donne, pour z € K (h) :
(P-2)" =(R—2) = (P=2) (P-P)(P—2)"
(P2 +(P=2) (R —-2)
Lemme 1.3.4 On a
(P—2)""ox(z,y) = O @D/,

Preuve : On fait une démonstration similaire a celle de la proposition 1.3.2. Soit € > 0. Soit x, yo
dans R", z € K(h), v € L?*(B(yo,7n)) (en fait on peut prendre ici v € L?(R")). Soit u = (P —2z)"'xv
et ®(z) = (1 —€)d(z,U).
On montre que pour tout € > 0 il existe des constantes C' > 0 et C. > 0 telles que
Ce
2
On a défini U, comme dans la partie 1.2.

Avec Pu = zu+ xv, ®(x) < 27 sur le support de x et ®(z) < e sur U, on obtient des constantes C’
et C? telles que si h < h,,

1
e ul® < e Pull® + Clle® ul 2o, .

Cllle®™ull* < C (™ ol + ™ [[(P = 2) " (x0) 72w )-

L’hypothese sur ||(P — z)~!|| donne

Celle® M ul|? < CLe O |[xul|?.
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On avu quesiz € By(zg,€), ®(z) > ®(xy)—e€ on conclut donc ce lemme comme la proposition 1.3.2.
O

Revenons a la démonstration de la proposition. On montre facilement que si x est une fonction qui
a son support dans B(U, 3n) et qui vérifie xx = x, alors

X o (Py—2)"!(z,y) = O(el7 1794w U)3m/h),

Si on revient & I'expression de (P — z) ! en fonction de (Py — 2) !, on finit la démonstration de la
proposition grace a la propriété (1) de © avec A= (P —2z) loxet B=x(P—2)'.0O

Remarque 1.3.5 Si P vérifie les hypothéses de la proposition ci-dessus, on a en fait un résultat
uniforme dans le sens suivant :

Ve > 0,3C, > 0,Y(zo,90) € R*, Yo € L*(B(yo, €)), |[(P—2)""0|By(m0,0ll < Ce~(1=9d@oy0)/hee/h| 1y,

On considére maintenant le cas de NV puits de potentiels de diametre nul notés U;, j =1,..., N.
On définit des opérateurs de Klein-Gordon & un puits connexe P;. On considere les fonctions o; €
C°(Ba(Uj,21m)), oy = E— Ey+ 1 dans By(Uj, n) et B = gj0u. Soient les opérateurs P; ayant le
méme domaine que P et donnés par P; = P + f3;. Ces opérateurs ont donc pour puits U;. On a le
résultat :

—e/h
Ce

Proposition 1.3.6 On suppose que dist(K (h), o (P;)) > €
et :

. Pour h assez petit, c(P)NK (h) = ()

(P=2) () = O(e =z

uniformément par rapport a z € K(h).

Preuve : On va montrer que pour tout z € K (h) et tout € > 0 il existe une constante C, > 0 telle
que

I(P = 2)7"|| < Cee/™.

On conclura ensuite grace a la proposition précédente.

Soient xj > 0 des fonctions dans C*°(R") telles que x’; = 1 sur un voisinage de By(Uj, Cy), out Cy
est tel que 3° x; = 1.

On construit une approximation de la résolvante de P :

N -1
Ro(z) =) (PJ — z) X;-
1
Alors (P — 2)Ry(2) =T — K, ot K =3, 3;(P; — 2) ' = X X (P — 2) 'X}.

Lemme 1.3.7 Il existe C' > 0 tel que pour h > 0 assez petit, ||K|| < Ce~ /2,
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Preuve : Soit v € C°(R™). On va montrer qu'on a |Kv|| < Ce~%/?"||y|| et on aura le résultat
par densité.
On a [|Kol] < T Sy (P = 2)~ ol

On doit donc étudier I = |l (P — 2)~"xjv||. Démontrons d’abord le lemme :

Lemme 1.3.8 Il existe ¢y > 0 et Ny > 0 tels que si |x| > Ny et |y| > N, alors
[z —y| < 2Np + d(z,y)/co.
Preuve : L’hypothese (H2) montre qu’il existe ¢¢ > 0 et Ny > 0 tels que si |z| > Ny alors

V(z) > —1+¢.
Soit V' défini par :

V(z)=—-1 si |z] <N
Vig)=—-1+€ si |z|> N,
Soit d la distance associée & ce potentiel. On a pour un chemin particulier + joignant z v :

dw.y) =] [ VU= (VEL] 2| [ VU= (V8] > dey).

De plus, si |z| > Ny et |y| > Ny, alors

d(z,y) > min[eo(|z — y| — 2No), €0 (|| — No) + €o(y] — No)] > €o(|z — y| — 21N).

Cela donne bien le lemme. O

Revenons a la majoration de ||K|| et a I'étude de I,. Bq4(U, Cy) est borné donc il existe N; tel que
B;(U,Cy) C B(0,Ny), ou on rappelle que

Bd(U, 00) = {.’L‘,d(.@, U) < 00},
B(0,Ny) = {z,|z| < Ni}.

Soit alors N = Max(Ny, Cy, Ny) et x € C5°(B(0,N + 1)), x =1 dans B(0, N).
On a:

Lip = law(P = 2) 7" xoll < llax(P = 2) " xGxoll + llaw(P = 2) TG (1 = x)oll = Lk + M.
Etude de Lj;
Soit € > 0 fixé petit (par rapport & Cy). Le support Supp(x;x) est compact donc il existe yi, ..., Y,
tels que Supp(x;;x) C U;B(yi,€/2) et d(yi, Supp(x;jx)) < €.
Soit w; € C§°(B(y;, €)) tel que Yw; = 1 sur Supp(x;x)-
Alors

Ljx < Sillan(Pj = 2)~ wiv]].

36



On a par hypothese (P; — 2)7! = ©(e(1=94@¥)/") En particulier ay(P; — 2)~' = ©(e(1=)4Uk)/h),
Grace a la remarque 1.3.5, on a alors, avec 1 < € (1 provient de la définition de P;) :
”ak(Pj - Z)_lwiU“ < Cee_(l_f)d(yiyUk)/hGSE/h||U||

et donc

low (P; = 2) twiwl| < Cee™ /o]

dés que h < hg car d(y;, Ux) > Cy — €. En sommant sur 7 on obtient une nouvelle constante C, telle
que

Lix < Cee™ /]
Etude de Mj;

On commence par un lemme

Lemme 1.3.9 Soit K,,, = {x,m — 1 < d(z,U) < m + 1}. 1l existe des contantes C > 0 et D > 0
telles que K,, C B(0,Cm + D).

Preuve : Soit z € K,,\B(0,N). Soit o ¢ B(0,N) fixé. On a vu que si ¢ est assez petit et si
C = 2/60,

|z — xo| < C(d(z, 20) + No)

donc

|z — xo| < C(d(z,U) + d(zo,U) + No) < C(m + 1+ d(zo,U) + Np)
Finalement |z| < C(m + D), D =1+ d(xo,U) + Ny + |z0|. O

D’autre part, Supp(1 — x) C B(0, N)¢ et donc Supp(l — x) C {z, d(z,U) > Cp} C Up>co Km.
On peut donc choisir x™ € C§°(K,,) tel que X,,>¢,x™ = 1 sur le support de 1 — x. Alors

M < Y llaw(Py = 2) 7" Xx™ll = D2 M.
m>Co m>Cp
Etudions donc MJg.
Le support de x’;x™ est compact donc on peut choisir yy, ..., Yn(e,m) tels que K™ C Ui<i<n(e,m) B(¥i, €/2)
et d(y;, K™) <e.
Grace au lemme 1.3.9 on peut choisir les y; tels que

N(e,m) < Cy(m/e)"
Soit les fonctions troncatures w; € C§°(B(y;, €)) telles que Y, w; = 1 dans K™. On majore comme
précédemment |loy(P; — 2)~'xjwv|| pour trouver une constante ne dépendant que de ¢, C., telle
que si m > Cy,

1<i<N(e,m)
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M]TZ < N(e, m)Cee_(l_e)(m_l)/h€3€/h||U||
et finalement pour h assez petit,
My < N(e, m)Cee™ ™" |||
Par suite, pour € > 0 fixé

M < Ce 3 N(e,m)e ™o < Ce /o],

m>Cop

olt C = Cc X sy N(€, m)e=(M=C0)/2h st fini grace & la majoration de N (e, m).
Finalement, on a montré que pour tout j,k on a Iz < Ce~%/?"|jy|| et donc on a bien le lemme
1.3.7 .0

Terminons la démonstration de la proposition 1.3.6.
Si h < hg, |K|| < 1 donc (I — K)™! existe et quitte & diminuer encore h on a ||(I — K)7!|| < 2.
Par construction de Ry et par hypotheése sur P; on a pour tout € > 0, ||Ro(z)|| < Cee/h. Ainsi
(P—2)"' = Ro(I — K)~" et

Ve > 0,]|(P — 2) | < 2C.e™.

Il reste a appliquer la proposition 1.3.3 pour avoir le résultat. O

1.3.2 Matrice de P

En utilisant la proposition 1.3.6 ci-dessus, nous étudions a présent le spectre de P au voisinage
de I(h), ou I(h) = [a(h), B(h)] C R, tel que lim,_oI(h) = {0}.

—e/h
On suppose qu’il existe a(h) > 0 vérifiant a(h) > %—, tel que pour tout € > 0, P; n’a pas de
valeur propre dans |a(h) — 2a(h), a(h)[U]B(h), B(h) + 2a(h)].

Soient p;r, k = 1,...,m; les valeurs propres de P; dans I(h), et ¢;; une base orthonormée de
vecteurs propres. On note o = (4, k) et j(a) = j.

La majoration uniforme des fonctions propres donnée par (2.7) et le lemme 1.2.5 donne

Ve > 0, o = O(exp(—((1 — €)d(x, Ujia)) — 8(€)) /1)), (3.3)

ainsi que des relations équivalentes pour leurs dérivées.

Soit 74 = (P — fta)@a = —Bj(a)Pa-
On a:

Suppra C Ugzj(a)Ba(Uk, 21) (3.4)
Si on définit O(e~#/*) = O, (e@E+mM=N/") "avec e(n) — 0, n — 0, on a alors :

ro = (’)(exp(—((l — )ity d(Ur, Uy(a)) /h)) (3.5)
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Proposition 1.3.10 Soit F C L*(R"™) I’espace propre associé a o(P) N I(h), et soit E I'espace
engendré par les ¢,. On a dimFE =dimF'.

Preuve : On commence par démontrer un lemme :

Lemme 1.3.11 Soient E; et E5 des sous espaces fermés d’un espace de Hilbert. Soit la distance
non symétrique : p(Ey, Ey) = ||m — mami|| = ||m — mimsl|, ot 7, est la projection orthogonale sur
E;.

Si B et Ey sont de dimension finie et p(E1, Ey) < 1, p(Ey, Ey) < 1, alors (ces distances sont égales

Preuve : Il suffit de voir que si p(E;, Es) < 1, alors 13|, de E; dans E, est injective.
On remarque que p(E;, Es) =0 ssi By C Es.

Nous allons donc démontrer que pour h assez petit, p(E, F) < 1 et p(F, E) < 1.
On commence par l'inégalité p(E, F') < 1.
(3.3) donne :
|(#ar08)| < Ceexp [26(6) — (1 = )d(Ujia), Uys)) + 4n] /h), si j(@) # §(B)
K(’pa, gpﬂ)‘ = op + O(exp [25(6) —2(1—¢) kglji(l;) d(Uj(a), Ux) + 477]/h) si j(a) = j(B).

Si D est la matrice D = (d, ) définie par

da,ﬁ — e*(lff)d(Uj(a%Uj(ﬂ))/h S ](CV) ?é_]
da,g =0 s1 ](a) = ](ﬂ)’

alors (@a, ¢s) — 0ap = O((D + D)0 5(5))-

Notons Sy = min,, d(Uj;, Ug), on obtient Y E(((pa, goﬁ)):I + O(exp(—Sy/h)).

Comme la taille de la matrice est un O(h~™) ( [8]), ces ordres de grandeurs sont conservés quand
on prend les normes matricielles.

Soit v, la projection de ¢, sur F'.

Soit 7y le lacet entourant I(h) & une distance a(h). La proposition 1.3.6 montre que o(P) N~y = ()
et :

Vo = ﬁ A(z — P) tdzp,.
Comme (z — P)pa = (2 — lta)Pa — Ta, €n intégant en z le long de ~y, on obtient :
Vo =¢a+ = [ (2= P) (2 = () 'radz

2w ¥

Les estimations (3.4) et (3.5) ainsi que la proposition 1.3.6 donnent

sid;(z) = mingz;d(Uj, Ug) + d(Uk, ), va — @a = Oexp(—(1 — €)dj)(x)/h)). (3.6)
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La dimension de F est un O(h™"), on en déduit que p(F, F) = O(exp(—So/h)) et donc, pour h
assez petit, p(E, F) < 1.

Montrons maintenant que p(F, E) < 1.
Soit u un vecteur propre normé :

(P—MNu=0, A€ I(h)+[—a(h)/2,a(h)/2].
Avec les notations de la proposition 1.3.6, on a :
Ry(2)u = (P — z)_lu — (P — z)_lKu = (/\ - z)_lu — (P — z) “Ku.
D’ou :

1 _ 1 -
m/yRO(z)dzu =u—o— /y (P — Z) Kdzu,

ou vy est un lacet & une distance a(h) de I(h).
Or,
-1
H (P — z) H < 4C.e’" pour z € 7 et | K|| < Ce=C0/2h,

Dong, si my est 'opérateur de F' dans E défini par my = ﬁ / Ry(2)dz, alors mou = u + O(e~/h)
g
pour C' > 0.

Comme dimF = O(h™"), on trouve p(F, E) = O(e~¢/") et donc pour h < hy, p(F, E) < 1.
Pour h assez petit, p(E, F) < 1 et p(F, E) < 1 et le lemme 1.3.11 donne ’égalité des dimensions
des espaces F et F. O

Mesurons a présent "1’écart” entre ces deux espaces vectoriels. Pour cela on étudie la matrice de

P, en orthonormalisant les (vq)q-
Vo — o sont orthogonales a F' donc :

(Uaavﬂ) - (Qoaa QO,B) = <Uaa Up — (‘9,3) + (Ua — Pa, @ﬂ) = ('Ua — Pas QO,B)-
Ainsi (3.6) donne
(vasvs) = (#as p8) = Olexp(=(1 = 7a/h)),
oll Top = Din_ o Uiy, Uj) + d(U;, Ux) + d(Ux, Uys)) .

Sous forme matricielle, cela s’écrit :

((va,v8)) = ((¢ar 95)) = O(D? + D?)

40



Soit la matrice T = (t,3), avec to g = 0 si j(a) = j(B), et tas = (Ya, Pp) sinon.
On a ((Soou 90,6)) =1+T+ O(D*+ D?) et donc

(va,vg)) = I+ T + O(D* + D). (3.7)

Comme les estimations établies pour ¢, sont également vraies pour Py, = (fta — Bj(a))Pa; OD
obtient de maniere similaire :

(Pvg,v8) = (Pa, pp) + 0(D2 + D3) (3.8)
De plus,
5(Paros) + 5(Poss0a) = 5 (e + 115) (¢0r08) + 3((rar08) + (¢ 75)):

En utilisant ((gpa, go/g)) =1+ T + O(D? + D?), on obtient :

%((P%, 0s)) + %((P% ) = diag(pa) + %Tdiag(ua) n %diag(,ua)T LWAODY  (3.9)

N . . . P Wo g + W
ou W est la matrice d’interaction définie par ((“—’ﬂ#)aﬂ), avec Wa,p = (Ta, p)-

Soit V = ((va,v5)) et v le vecteur ligne (v, )q, alors f = v o V~1/2 est une base orthonormée de F'.
La matrice de Pjr dans cette base est

M =V 12((Pug,vp) V12

(3.7) donne V-2 = [ — 3T + O(D? + D?).
En utilisant (3.9) et en remarquant que 7= O(D), on obtient finalement :

M = diag(p,) + W + O(D? + D?).

L’expression de W et I'estimation des ¢, (3.3) montre que W = O(e~%0/"). Ainsi, I'écart entre
les valeurs propres de P dans I(h) et les ju, est de Pordre de e=50/h,

Afin de connaitre plus précisément cette matrice d’interaction - et donc I’écart entre les valeurs
propres de P et celles des P; - nous construisons dans la suite des solutions WKB pour approcher
les p,. Nous réobtenons ensuite le résultat de [12] en dimension un, c’est a dire qu’on calcule un
équivalent de W quand h tend vers 0, lorsque le potentiel reste sous le niveau d’énergie entre les
deux puits.

1.4 Solutions WKB pour 'opérateur de Klein-Gordon

On se place dans cette partie en dimension un et on s’intéresse au cas d’un unique puits ponctuel
de potentiel en zéro.
On fixe & nouveau £ = 0. On suppose donc :
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V(0)=—1, V'(0) =0, V"(0) >0et V> —1siz#0

U
) /G+

FIG1: un puits de potentiel

1.4.1 Définition du probleme

On cherche a construire des solutions WKB au fond du puits pour I'opérateur de Klein-Gordon
de maniére analogue a ce qui a été fait pour 'opérateur de Schrodinger dans [13], [6].
On étudie I’équation
Pu(z, h) = e 4@/PO(h™), (4.1)

ou d(x) = d(z,0) ‘/ 1 — (= dt‘ est la distance d’Agmon entre x et le puits U = {0}, et

ot O(h*) est défini de la maniere su1vante
Définition 1.4.1 On dit que r(z,h) = O(h*™) si
VEKcompact, YN € N, ||r(z, h)| =) = O(R").

On recherche a priori une solution u sous la forme d’une série formelle :

u(zx, h) = e@/ha(z, h), ~ > h"an(z (4.2)

n>0

1.4.2 Résolution pour V(z) <0

On commence par chercher des solutions dans N =]a_, o[, ’ensemble connexe contenant zéro
dans {z € R, V(z) < 0} (on peut avoir c infini).
Avec l'expression (4.2) de u, et en notant p(x) — p(y) = (z — y)®(z,y), on a :

Pu(z,h) = ei‘p(w)/h/R e*iyg/hp(a:, E4+ @(z,z +vy))alx + y, h)dydE.

X(R—&(z,2-+y))
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La démonstration du lemme 1.1.2 montre que si |[S®| < & < 1, on peut modifier le contour
d’intégration de I'intégrale définissant Pu pour obtenir :

Pu(z, h) = 6“"(”/"/ eV Pp(, & + @z, z + y))alz + y, h)dydé. (4.3)
R
Formellement, la méthode de la phase stationnaire [8] donne ensuite :

h’n

Pu(z, h) ~ e#@/h > W&;@g[p(x, £+ @(z, 2 +y))al +y, h)],_g e—o (4.4)
n>0 -
soit
Pu(z,h) ~ gie(@)/h Z h"™ fn(x),
n>0
ol
1
fule) = Y 0ol €+ 0+ p)aue + )], (4.5)

k+l=n

On cherche donc des fonctions ¢ et a,, qui rendent les f,, nulles.

Equation éiconale
L’équation fy(x) = 0 donne I’équation éiconale :
1+ ¢'(x)2+V(z)=0 (4.6)

Dans N C{z € R, V(z) < 0} on peut trouver une fonction ¢’ vérifiant (4.6) au voisinage de tout
point :

¢'(x) = £iy/1 — V?(x)

Comme on cherche une solution u exponentiellement décroissante ayant une phase ¢ analytique, on
choisit (et on fixe désormais) :

¢'(z) = £iy/1 =V (2)?, 2 >0, z € N. (4.7)
On a le développement en z = 0: ¢'(z) = i,/V"(0)x + o(z).

Remarque 1.4.2 La déformation de contour est justifié a posteriori car ¢' donnée ci-dessus vérifie
bien ‘%(p" < 6 < 1 dans tout compact de N, et donc ‘%@(m,x + y)‘ <d<1.

Remarque 1.4.3 Avec ce choix de ¢', on choisit une primitive ¢ telle que ¢(0) = 0 et on a
o(z) =id(z), z € N.
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Equations de transport
On s’intéresse & présent aux équations f,(z) =0, n > 1, z € N. Cela revient a étudier :

Lao =0
Eak = Cg,

ou L est I'opérateur différentiel d’ordre 1 :

PP < C) N 4 ) N

201+ @D i f11 go(a) 00

et ¢ est une fonction définie a I’aide des a;, [ < k — 1 donnée par (4.5).

Comme ¢'(0) = 0, 'opérateur L est singulier en zéro. On proceéde alors exactement comme pour
Popérateur de Schrodinger dans le cas d’un puits ponctuel de potentiel [6] : on cherche des fonctions
ay ainsi qu’une suite de réels (Ej) vérifiant :

(L — El)ao = 0,

(L — Ey)ag = ¢, + Egt100,

ou Ck =ck(al,Em,O§l§ ]i'—l, 2§m§ k‘)

On impose les conditions initiales ag(0) # 0 et ax(0) =0, k # 0.

On détermine les F}, en prenant ces équations pour z = 0. Cela donne en méme temps des fonctions
régulieres aj, et le développement en h de la valeur propre : E(h) = 3,5, Exh* au voisinage de
E=0. B

Par exemple, pour la premiere valeur propre au fond du puits, on trouve les premiers termes :

V”(O)

E1: 2 ;

_ V?(z) i iB1k(z
ap(r) = C<T2(x)> eF1k@) p e N (4.8)

. o -V (z)
k t une tive de —~<~.
ou k(z) est une primitiv e

On rappelle que E; est choisi de facon a ce que ag soit continue en 0 :

ao(0) = C[v"(0)| ",

On définit maintenant une fonction ayant le développement asymptotique (4.2) quand A tend vers
0 dans un ouvert de N.

Soit O CC N, soit x € C°(N), x =1 dans O.

Soit x € C§°([0,1]), x = 1 sur [0,1/4], et x = 0 sur [3/4,1].

On définit la suite (\;);>0 tendant vers +oo telle que
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Vo € N, Vk < 3, |0F(xa;)(z)Wx(\h)| < HI1279.
On définit alors la fonction u(z, h) pour x € N et h > 0 par :

u(x, h) = e@/h > h"an(z)x ()X (Anh) = € @/ha(z, h). (4.9)

n>0
On a [6] : a(z,h) € CP(R), a ~ X,50h"x(x)an, c'est a dire que si rppq(z,h) = a(z,h) —
Yr_oh"x(x)a, (), alors

Vr € R,Vk € N, |0%r,1(z,h)| < C(n, k)h" .
En particulier, les dérivées de a(x, h) sont majorées uniformément en h.
Notons E(h) = 3,50 h" EnX(Anh).

Proposition 1.4.4 La fonction u ainsi définie vérifie dans O :

u(z, h) ~ @M 3" pra,(

n>0

quand h tend vers 0 et
(P — E(h))u = e “@/hQ(p>).

Preuve : La premiere assertion provient immédiatement de la définition de wu.
Montrons maintenant que pour N € IN quelconque, il existe C'y > 0 tel que

|(P — E(h))u(z,h)] < Cyh".
On écrit a nouveau ¢(z) — ¢(y) = (z — y)®(z,y). On a donc (4.3) :

(P — E(h))u(z, h) = e#@/ /R e (p(z, &+ Bz, x +y)) — E(h))alz + y, h)dyde.

La fonction y — (p(z, &+ ®(z,x+y)) — E(h))a(z+y, h) est dans C§°(R). On fait trois intégrations
par partie en y pour obtenir une intégrale absolument convergente quand £ tend vers +oc0. Cela
permet d’ajouter une fonction troncature y valant 1 en & = 0 qui ne modifie I'intégrale que par un
O(h™). La méthode de la phase stationnaire [8] conduit ensuite a :

N-1 hn

(P — B(h))u(z, h) = e*/*( Z

=0

9,0 [(p(w, & + ®(z, 2 +y)) = E(h))a(z +y, h)],_q e

"n! Y

+h" Ry (x, h))

ou

[Bx| < C mase (10507 [1(E) (2, € + B, +y)) = B)alw + v, M) ey (4.10)

Cela donne
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(P — E(h))u(z,h) = */* Z K" fu(x) + WY Ry (z, h)| ,
n=0
ol les fonctions f, sont définies maintenant par

fueny = Y X0 ook 0, €+ 0,2+ y)xana + )]s S TS OC) B
m-+k=n m-+k=n

La fonction Ry est définie par :

Ry = Ry
Nlhn

+ Z 10, O [(p(z,€ + @(x, 2 +y)) — E(h)) (A~ Vry)(x +y,h)]

k—|—l>N pEH-N
+ 3 g al al [(p(z, & + @(z,z +y)) — E(h))axx(z + )]y, =0 -

EJ<N—1

ly=0, £&=0

soit X
Ry = Ry + Ry + Rs. (4.11)

SizeOeth<hy % alors f, =0si 0 <n <N —1 par définition de ¢ et a,. Donc

(P — E(h))u(z, h) = /"N Ry (z, h).

On peut ensuite majorer Ry de la maniere suivante : (4.10) donne

|RN+1(3:’ h’)' < CN-

D’autre part les fonctions ng(x, ®(z,y)) sont bornées sur tout compact de N2 donc on peut majorer
le deuxiéme terme de (4.11) :

N-1

hn
R < ) HW;@? [(P($,§+ ®(z,z+y)) — E(h)h Nry(z+ y)] lly=0, =0 < Cly.

n=0
Cela permet également de majorer le dernier terme :

|Rsy| < Cy

Comme ¢ = id dans O, la proposition est démontrée. O
On obtient ainsi le début du développement de la solution dans un ouvert de N :

u(z, ) = 1D (g x) + O(h),
et celui de la valeur propre : E(h) = E1h + O(h?).

Dans la zone ou le potentiel reste négatif, on peut donc construire, comme pour I'opérateur de
Schrédinger, des solutions WKB pour 'opérateur de Klein-Gordon.
On a de plus [10] :
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Théoréme 1.4.5 Soit v une fonction propre normalisée pour une valeur propre E(h) telle que
E(h) = O(h). Pour tout compact K de N, il existe une solution WKB u telle que

e (u — v)||x = O(h™). (4.12)

La fonction propre v est définie de la maniere suivante :

(h)u] _

P—-F
de d(E(h),o(P)) < H( O(h®™), on déduit l'existence d’une valeur propre de P
u

de la forme E(h) + O(h*). En dimension un, les valeurs propres de l'oscillateur harmonique
sont simples, et on en déduit comme dans [6] que P a une unique valeur propre simple dans
[E(h) — Ch, E(h) + Ch] pour une constante C' > 0. v est la fonction propre associée.

Remarque 1.4.6 En dimension quelconque, on peut également construire des solutions WKB prés
d’un puits ponctuel de potentiel (pris en x = 0). On procéde de maniére analogue a ce qui a été

fait pour I'opérateur de Schrédinger [6] en linéarisant le champ de vecteur H, = %8/ Oxr —

14+¢
V'(z)0/0€ en (0,0). On obtient H,, = £0/0x — V" (0)x0/0¢ et le théoréme des variétés stables [17]
nous donne l’existence d’une application ¢ satisfaisant I’équation éiconale au voisinage de x = 0. On
doit cependant faire une hypotheése d’unicité sur E, qui est automatiquement vérifiée en dimension
un.

On peut éviter I’hypothése sur E; en utilisant une transformation FBI comme dans [13].

On calcule maintenant un coefficient de normalisation pour les solutions approchées.
La majoration des fonctions propres (2.7) démontrée dans la partie 1.2 donne pour v :

[ ot mPde= [ WP+ [ o
R Vo R\Vo

t ‘v(x, h)| < 0(1)e~(=94@)/h donc

/ o] < Ce™", = 2d(R\Vj,0) > 0
R\Vo
Comme la solution WKB u approxime bien la vraie solution pres du puits grace a (4.12), on a

J P~ [ e ag(a) Pz ~ [ VO ag(0) P
Vo Vo Vo

) ) h1/2
1= [v]| ~ [ag(0) [ ——=v7

2./V(0)
Et finalement, on obtient
1/4

™

u(z, h) = K/ 4™ @M (g4 (z) + O(h)), olt ag(0) = (ﬂ)

On s’intéresse maintenant a ce qui se passe lorsque le potentiel devient positif et qu’on ne peut
plus résoudre I’équation éiconale (4.6). On commence par étudier les solutions asymptotiques au
voisinage des points z tels que V(z) = 0, V'(z) # 0. Pour cela, on étudie le cas V(z) = z au
voisinage de 0 (bien que ce potentiel ne présente pas de puits ponctuel).
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143 CasV(z)==

Dans cette sous-partie, on résout globalement I’équation

(\/1 + D2+ x)u(z, h) =0,

et on étudie I’équivalent de la solution v au voisinage de 0.
Notons F la transformation de Fourier :

Fu(&, h) =/I{e’iw§/hu(x,h)dx.

L’équation F(Pu) = 0 conduit & /1 + &2 Fu — %68% = 0 que 'on peut résoudre pour trouver :

Fule) = CeO yg) = % [5,/1 rey 10g<§ +/1+ 52)].

La fonction ¢ est réelle analytique et se prolonge de fagon holomorphe sur C/A, ou A est représenté
ci dessous

A >

FIG2: le domaine A
Fu € 8" car Fu est bornée sur R, et on peut donc prendre la transformation de Fourier inverse
pour trouver une fonction u € &', solution de Pu = 0. Ici u € L' donc on ne peut écrire directement
sous forme d’intégrale la transformation de Fourier inverse de Fu = e®¥(€)/%,
Notons alors

iwg/h
v(z, h) :/e e ©O/h e
r

ol on prend I dans C\A, et lorsque [¢| est grand, I' = e?R* Ue™R" pour e <0 < T —¢, € >0
petit :
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/™

.

FIG3

En effet, dans la zone hachurée H = {z € C, € < Argz < % — €, % + e < Argz < m — €}, U'intégrale
converge absolument car on a la minoration (€) >C|€J%, C = € des que || est assez grand.
Montrons le lemme

Lemme 1.4.7 On a I’égalité des fonctions u = v dans S'.

Preuve : Si T € C§°(R),
<uT>= [u@)T@)de = [ Fu@FT()d

= 2ei‘”§/hT(x)eiw(§)/hda:d§,
R

car Fu(&, h) = &7k,
Si Vp est un voisinage de zéro,

R . _ i(€)/h
<u,T>= e”‘f/hT(a:)eW(g)/hdxdf _ h2/ ez;cg/he

T ()dzd
(Vo)e xRe (R\Vo) xR £ (2)dwdg

en faisant deux intégrations par parties en z dans la deuxieme intégrale.
On a maintenant deux intégrales absolument convergentes et on peut échanger 1’ordre d’intégration.

D’autre part la croissance de S quand || — oo sur [' montre que

v = / eiwﬁ/heiw(ﬁ)/hdé* — limR—>oo/ eiwﬁ/heiw(i)/hdg_
r Tgr
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oul'p =I'N{z € C, —R < Rz < R}. Or on peut déformer I'g en

I, =[-R+ Ritanf,—R]U [-R, R|U [R, R + Ritan 6]

en restant dans C\A, la zone d’analyticité de e*(®¢+¥(€)/? Cela va nous permettre de montrer que
R .
v=1limgp VR, VR = / et/ h e/ g (4.13)
R

Pour cela, il suffit de montrer que les intégrales sur [—R + iRtanf,—R] et [R, R + iRtanf] de
e @&+v(€))/h tendent vers 0 quand R tend vers +oo.

Montrons le résultat pour le segment [R, R + Ritanf]. On a

/R(l Ta06) e ge / (LHitane) e Vhge + / (1+ itan 0) (EETVO) h e
R R R(1 +itane)
On note R(1+it
I = / (1+itane) (aEHHEN/h g
R
et R(1 0)
+itan e HEN/h g
R(1 +itane)

S(zR + ¥(R)) = 0 donc I(z(R + iRt) + (R +iRt)) = %/Ot[x + \/1 + R*(1 — s* + 2is)]iRds.

t
S / @ +/1+ RX(1 — 52 + 2is)JiRds > R(z + R/2)t > (R?/)t.
0
Ainsi pour R > 4‘3:‘ et tane < 1/2, on a la majoration de I :

tan e
I, < / e BRI < 4
0 R

La majoration de I, est plus simple car (&) > C|£|? sur le contour de I, dés que R est assez
grand. Ainsi pour R assez grand,

tan 0
I, < e % Rt < tan 0e 'R,

tane

Les deux intégrales I; et I tendent bien vers 0 quand R tend vers +oo.
—R+iRtanf
On montre de méme que e @O/ ge tend vers 0 quand R tend vers +oo et on

-R
obtient (4.13).
On va montrer grace a ce résultat que u = v dans §'. On a maintenant :

<0, T >=limp_ye0 < vg,T >=lim / ¢/ EINT (1) dé d.
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En intégrant par partie on trouve :

V(E)/h

<wvg, T >= e h WO/ (1) dEd — h,2/ /N T" (1)
VoxR (J- B,R[\Vo)xR.

Quand R tend vers +oo, on obtient bien < u,T >=< v,T >, et donc dans &' on a u =v. O

Grace a l'expression de u sous forme d’intégrale, on peut en calculer un équivalent lorsque h tend
vers zéro.

1.4.4 Equivalent de u
cas r < —1

Si x < —1, la phase de 'intégrale définissant u x£ + ¥ (§) a deux points critiques réels : +&, =
+vx2 — 1. On déforme I" pour passer par ces deux points :

/4 /4

R /s'x
—€x
cosb

FIG4a

Onachoisil'=0,UI_, ou
F_|_ - Pl U PQ U Pg

Iy = [—Cgﬁ, & —ee™] U [ —ee™ 6+ ee™t] U {& +te™t t > €}

et ['_ est le contour symétrique par rapport a Rz = 0. L’angle 6 € |0,7/4[ et € > 0 seront choisis
dans la suite et dépendront de z.

Etude de I'y

On utilise la méthode de la phase stationnaire pour calculer 'intégrale sur Ty :

Jy = / GO h e — (i(ta+(E))/h / © eV € /2h 21 (0)/hgim /A gy
Iz

—€

ol



t|. Donc

ol [f(t)] < Cy

7, = (ileEatp(EN/n / ex/Vh U2 g(Vhu) im/a |

—e.)VR U (Es)
et €, = e4/1"(&;). Le théoréme de convergence dominée donne pour ce terme :

ol |g(t)| < Cilt

J2 ~ ez(mém—l—w(ﬁw))/h /Wh(¢ll(§z))—1/2€iw/4

quand h tend vers 0 et € < (\/1/1”(@)(20;))71.

On fixe désormais un tel e. On va maintenant montrer que les intégrales sur ['; et ['s sont des
O(e=9/h)|e!#&+v(&))/h| = O(e79/") quand h tend vers 0, pour & > 0 fixé.

Etude de I';

Lemme 1.4.8 Soit B(§) = S[z€ + ¢¥(§)]= Im[(x€ + ¢¥(§)) — (& + ¥(&y))]. 1l existe 6 > 0 tel que
B(¢) > sié e,

Preuve : Soit £ € T's, on Pécrit € = &, + te'™*, t > e. Alors

B(§) = %/Ot(x + \/1 + (& + se™™*)2eim/ 4 s

Ble) — % Ot [%(1 N is® —l; i&zéei”/4)1/2 N §R((1 N is? —l;ifzéei"/‘l)lm B l)dt]

car /1 + 5; = —2. Qr 7{[ < Arg(is® + 26se™) < T
En particulier cela implique que

-2 in/4
18”4 2€,s€
R(1+ 2Ty 5y
14+¢&;
et
-2 im/4
18” + 2&,s€ T
0 <Arg(l+ < —.
is? + 26,5€™/*\1/2 . e : e
Donc %(1 + 1 +”2__2 ) > 01 s > 0 et cette partie imaginaire est strictement positive si

is? + 2§z56i"/4)1/2 .-
1+&

L’expression de B montre qu’on obtient le lemme avec § = B(, + ee’™*). O

s > 0. De plus §R(1 +

Gréace a ce lemme, on majore l'intégrale sur I's. Soit R assez grand pour que Im (£) > C|£|? si
|€] > R. Alors
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‘/ @V /hge| < g/h /+°° ‘6(6-1—1'(;8(&+tei7f/4)—|—'¢1(§m+te”/4)))/h dt
F3 - €

P /R de + ¢=0/h /+°° ¢~CIEP/2h gg
B € R
On a bien le résultat :
/ GEEHE hge — O (e/h)
I's
Etude de I'y

On étudie maintenant l'intégrale sur I'y. On reprend la fonction B(§) = S[z€ + ¢(€)]= Im[(z€ +

P(€)) — (z€, +10(&,))], cette fois pour &€ = &, +te, 0 < 0 < 7{[, —nge < ¢ < 0. On commence par

la zone ‘t‘ <e.

Lemme 1.4.9 1] existe ¢g > 0 dépendant de x tel que si —¢; < t < 0 et 0 < 0 < 7/4, alors
B(& +te®?) > 0.

Preuve : Soit 0 < # < 7/4. On fait un développement en s = 0 de \/1 + (& + se?)?

V14 (& +se)? = |z (1+ 1 —%{2 se'? +0(s)),

olt |o(s)| < Cyls?|.

Si A(s, 0) =%<(x + \/1 + (& + sew)Q)ew), on a

A(s,0) = ‘m‘%[%sem + o(s))] = ‘x‘ [%s sin 26 + o(s))] <0

dés que —eg < s < 0.

. 0
Comme B(&, + €¥t) = —/ A(s,f)ds, on a bien le lemme. O
¢

Cela donne une zone hachurée ou B(&) > 0.

0 EIX EX+|80

%
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On étudie maintenant B(£) dans la zone Zy = {§ € C, & = & + te¥, —nge <t < —60},
0 < 0 < /4. On définit A(s, ) comme auparavant.

On a déja vu que si —¢y < s < 0, alors A(s, ) < 0.

D’autre part, si 0 < 6 < 6; ou 6; = 0;(x) = Min (Arctan(l/&m), 7r/4), alors on calcule

é-w 1— git 20 :
A01w8y0)=|xH(C—aj;%%—)”2—1)$nﬂ <0

Il existe donc €¢; > 0 dépendant de z tel que si —%0 <s<e€— %, alors A(s,0) <0

Etudions maintenant la fonction A(s, ) pour nga <s<—¢ €<e€, €<€, 0<0<0,.

On a

=3((@+ 1+ (& +s e?)?e w)
e?0s? 4 92¢, se'? )1/2
1+ &

202 1 2§xsei9)1/2 B 1)]

= ‘x‘[cosﬁ%(l-ﬁ- 1

+ sinem(@ +

210 2 2
+2§ s’ 5% cos 20 4+ 2&,s cos b
Not =R(1+¢ z =1+ z ;
otons a(s) ( 1+€w ) e
210 2 2 .: :
+ 2€,s¢€' s“sin 260 + 2€,ssin 6
Bls) =31+ RET: ) 1+&

et o
(oz-l—iﬁ)/ = a + 1b.

. 2
[’étude des fonctions « et S montre que si 0 < 8 < #; = Min (01, 5Arc cos( & )), alors

52
Brtand = 1+§2 saeytant < B(s) <
o< & i i) < o) < 1

Or a=a?—b?, B =2ab, et a > 0 par définition de la racine carrée. On a donc

a > /oy

donc
‘b‘ \ﬁ\ B,|tan
2Vf__ 2\/a,
donc

. tan20
aSC

2
. . Bz| tan®0
et donc soit a —1<0,s0it0<a—-1<(a—1)(a+1) < .

Oy
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Dans tous les cas on a .
Bitan?0

-1<
a4 4oy

et
1

(8)2\/1+B§/4am

pour une constante C;, > 0 ne dépendant que de z.

b< B < —C,€%sinb

Finalement, on a montré que si € — ngg <s< —cetl<l< @1 alors

A(s,0) < |a|[ - Coe?sin O cos 0 + (82/20,) tan? Osin 0] < —Cy sin 0

dés que 0 < 0 < 0y, Oy assez petit.
On revient a B pour obtenir

Lemme 1.4.10 Soit x < —1 fixé. Il existe 0 < 0 < w/4 et § > 0 tel que B(§) > 0 dans Zy.
On a donc démontré :

Proposition 1.4.11 Soit x < —1. Il existe € > 0 et 6 > 0 tels que sur le contour vy de la figure
ci-dessous on ait B(¢) > § > 0. En particulier, cela montre que I'intégrale sur T'y de " @EH¥(©)/h est
majorée par O(e%/").

On a finalement I’équivalent

/F GIEFVEO/b g (il@atv @D/ /rp (y (£,)) 26T/
+
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quand A tend vers 0.

Une étude semblable le long de I' donne :

1/2
7|x] 1/2 1 T
U($,h) ~h—0 <2\/m> h COS[ﬁ(.’L‘\/.’EQ—l‘FlOg(V.TQ—]."‘|.7/'|))+Z:|.

cas -1 <z <0

Si —1 < z < 0, la phase de l'intégrale définissant v a deux points critiques imaginaires purs :
+&, = +iv/1 — 22. On déforme I' en un contour qui passe par le point qui minimise la partie réelle
de la phase :

. 6.<m4

FIG4b

On a choisi ce contour car on va montrer que la partie réelle de la phase y est maximale en &, et sa
partie imaginaire reste constante au voisinage de &,. Ce contour est donné par :

I' = {2€C,2=& —e+te™ 9 >0} U [&a—6&+e U {z€C, z2=& +e+te?, t >0}
= I U [&—€6&+¢ U I,

pour 0 < 0 < 7/4 qu’on va préciser.

On applique encore une fois la méthode de la phase stationnaire et le théoréeme de convergence
dominée pour trouver un équivalent de l'intégrale définissant u sur [, — €,&; + €] : pour € < €, =

(260" (&) V)" fixe,

. 1/2
/ 1 gerv@/nge o (2L N g1 g-aamyn
3 V1—2x2

ol d(x) est la distance d’Agmon pour ce potentiel entre z et le puits | — oo, —1] :

@) = [ 1 V1~ 2.

x—€
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Remarque 1.4.12 Lorsque z tend vers 0, x < 0, on voit que €, tend vers 0 donc le contour choisi
ne permet plus de calculer I’équivalent de u en x = 0.

On montre maintenant que 'intégrale de e’@+¥@)/" sur T_ U T, est un e~ 4®/h0(e~/M).
On étudie cette intégrale sur I'y :

Lemme 1.4.13 Il existe 6; > 0, 6 > 0 dépendants de x tels que si 0 < 0 < 6, et & € f+, alors
(@€ +¢(8) = S(@& + (&) +6

Preuve On note & nouveau B(&) = S [(x€ + ¥(§)) — (x&: + ¥(&:))] et
A(s, 0 [ T+ \/1 + (& + se?)?)e ie] de sorte que

Ble +1e) = [ " As, 0)ds.

0

Etudions A(s,#) pour s > 0et 0 < 6 < 7/4. Si

1+ (& + se®)? s2e?? 4 2¢, s

=1+

a+1if =

+& 1+&
On a maintenant
2 .
_ s”cos 20 — 2|&;|ssin @
g = 3 sm29+2|fw|scosﬁ >0
= e

Soit a 4+ 1b = \/a + i5. On a encore a > 0, et

a? =

+b? donca > o
b = 2% doncb >0

De plus A =sinf(a — 1) + cos 0b.

Sia>1, comme b > 0, on obtient A > 0.
Sia <1, alors a <1 et I'expression de o montre que s est dans U'intervalle [0, 2|,| sin 6/ cos(26)].
Posons 1 = 2|&,|ssinf/(1 + £2). Alors @ > 1 — 5. Dans l'intervalle en s considéré, on a

41€,]? sin” 0
1+ &2) cos(26)

Il existe donc 0 < 0; < 7/4 tel que si 0 < 0 < 6, alors 0 < 7 < 1 et en particulier /1 —7n>1—n.
On a donc

OSUS(

A(s,0) > —nsinf + bcosb.

De plus b = 3/2a > /2 > K’i‘j_icgse et finalement
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2|&,|ssin®  |€,|scos?
o 1+é& 1+ &2
Ainsi, on peut diminuer 6; pour avoir A(s,#) > 0 dés que 0 < 0 < 6;. )
En intégrant entre 0 et ¢ on trouve bien que B(§) > B(&; +€) = § > 0 sur I';. On a obtenu le
lemme. O

A(s,0) >

Comme précédemment, ce lemme mene a une majoration de ’intégrale sur ce contour :

/ GEEHVEN/h e — o=d@/hO) (=0,
f

On obtient des majorations analogues sur le contour I'_ et finalement :

orlz| \'/* 1/2 —d(z)/h

Remarquons que pour —1 < z < 0, on retrouve les équivalents de la formule (4.8) avec E; = 0. (En
effet, ici u est solution de (P — A(h))u = 0 avec A(h) = 0)

cas z > 0
La phase n’a plus de point critique (dans le feuillet considéré). On choisit de déformer I' en prenant
"une limite” des contours précédents dans C\A (on est donc "bloqué” par i) : I' =T, UT_, ou

pour € > 0 fixé

I, = 1in(} [z’, i+ eei(”/Q_g)] U {i 4 ee’™?79 1 tet? + > 0},
é—

et I'_ est le contour symétrique par rapport a RE = 0.

FIG4c

On commence par étudier I'intégrale de e*@E+¥(€)/h gyy [z + eet(m/248) z] U [i, i+ eei(“/Q_g)] quand €
tend vers 0. On écrit :

lims_q /f ei(w(i_i_tei(w/?—g))+¢(i+tei(7r/2—€)))/h,ei(ﬂ'/Q—E)dt+/6 ei(w(i+tei(7r/2+€))—|—1/1('L'+tei(""/2+g)))/hei(w/Z—I—é)dt.
0
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Comme
¢(i + tei(w/Z—é)) _ ¢(Z) _ 23ﬁt3/26—3i€/2 + o(t3/2) et 1/)(i + tei(w/?—l—é)) — ¢(Z) + ¥t3/263i€/2 + 0(t3/2),

on est ramené a calculer : 32
€ t
_l = e—d(m)/h/o €_$t/hSin (%) dt,

ou maintenant d(x) = —iy)(i) + x = d(0) + z est la distance d’Agmon au puits.
On utilise la méthode de Laplace :

ze/h B1/24,3/2
_ —d(z)/h —U o
I=e (h/a;)/0 e Sm(72x3/2 )du,
donc quand h tend vers 0
» oo R1/2,3/2
I~ e )/h(h/x)/o e sm(w)du.

Or |sinz — z| < Cz? donc

B1/24,3/2 B1/2,3/2

+oo +oo
/ P sin( 57372 — 57372 ‘du < C/ P hu3/(4x3)|du < C'h/4x3.
0 x x 0
Finalement,
too  p2y3/2
I ed(:c)/h/o e 2953/2 du ~op o e U@/ (3/2)p3/25 52

+oo
oul'(3/2) = / e “u®?du.
0

On montre maintenant que les intégrales de e/@&+H¥E)/k gur {4(1 +¢€) + et > 0} U {i(1 +¢) +
te'™9 ¢ > 0} sont majorées par e~ 42)/PO (/).

Pour cela, on étudie la fonction B(€) = S(z€+v (&) — (iz+1(i))) pour & = i+te? ¢ > 0,0 < 0 < 7/2.
On définit A par :

As,0) = S [(z + (2ise” + s%%7)1/2)el]

Posons z = 2ise? + s2e2?. Alors

20 < Arg(z) < 0+ m/2

donc

0 < Arg(2'%) < 0/2 + /4 < 7/2.

Cela montre que R(2/2) et I(2'/2) sont positives donc

A(z,0) > zsinf > 0. (4.14)

Remarquons que si z =0, on a pour s > 0 z # 0 et donc

A(z,0) > cos 02"/ + sin ORz'/2 > 0. (4.15)
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Sié=i+te? & {z |z —1i| <e€}, (4.14) donne B(i +te?) > 6,5 = exsinf.

En particulier, cela permet de majorer Iintégrale de e*@¢+¥(©)/2 e long de {z € C, z = i(1 +¢€) +
tew,t > 0} par ei(zz’—l—W(z’))/hO(e—J/h) — e—d(m)/hO(e—J/h)_

On majore de la méme maniere l'intégrale le long de {z € C, z = (1 + ¢) + te/" 9 t > 0} et on
obtient :

u(zw, h) ~ e~ 4@/ (3/2)n3/275/2,

Remarque 1.4.14 Lorsque x = 0, (4.15) montre que B(§) > 0 sur {z € C, z = i(1+€)+te?,t > 0}
et {z€C, z=1i(1+¢) +te™9 ¢t > 0}. On a donc :

—d)/h [€ 2
~ / I dt
u(0,h) ~ e | sin ( o ) ,

soit
du

€3/2 /2h
u(0, h) ~ e=4O/h(21)2/3(2/3) / sinu-75.
0 U

Si é = ¢e3/2/2, on calcule

é/h
u o~ (2/3)(2h)2/3ed0)/n / sinudl—%
0 U
~ 2/3d(0)/h inu— inu—
(2/3)(2h)*/°¢ [/0 sin 73 + » smuul/?)]
é/h du

/2 du
~ (2/3)(2h)2/3€d(0)/h |s/0 Sin UW - (1/3) [r/2 COS ’U;W]
Finalement, on obtient I’équivalent :

w/2 +00
(0, h) ~ CH23AO/ © = (2/3)(2)%/3 l [ sin w2 (1/3) [ cosu du ]
0 T

ul/3 /2 IEEVE

Pour le potentiel V(x) = z, on sait donc trouver une solution approchée de Pu = 0 sous forme
d’intégrale. Remarquons que cette solution a un équivalent discontinu en x = —1 et x = 0.

On revient maintenant au cas d’un puits ponctuel de potentiel, et on va chercher des solutions
sous forme d’intégrale au voisinage des points tels que V(z) = F = 0.

1.4.5 Cas d’un puits de potentiel, pour un potentiel devenant positif

Dans la section 1.4.2 on a construit des solutions WKB dans la zone N C {z € R, V(z) < 0}.
Dans cette section on prolonge ces solutions dans la zone {z € R, V(z) > 0} grace a une écriture
sous forme d’intégrale, comme suggéré par ’exemple précédent.

Pour cela, on remplace I'hypothése (H3) par

(H3”) V et toutes ses dérivées sont a décroissance polynomiale et il existe Ny et C' > 0 tels que
sin > Ny, [V < C(1+ |z|™) sur R.
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De plus, on fait I’hypothése supplémentaire
(H4) Dans N =]a_,ay], V'(z) #0si z # 0.
On cherche les solutions sous forme de série formelle :

u(z, h) = /R

¢ O my(e )de, bE, h) ~ S B, (€). (4.16)

n>0

Remarque 1.4.15 Autrement dit, on cherche Fu sous la forme (4.2). Cette méthode a déja été
utilisée pour prolonger des solutions WKB pour I'opérateur de Schrodinger au voisinage des points
tournants, c’est a dire tels que V(x) = 0.

On a:
F(Pu)(€) = /R =0y (g, €)M (n, h)dnd,

soit

FPu)E) = ¥ ON [ oy € = WEE+ ), B(E + 1, B,

ot (&) — ¥(n) = (£ —=n)¥(E 7).

On obtient formellement 1’équivalent de (4.4) :

(ih)"
k!

F(Pu)(,h) ~ eV OMS prg (€), ga(€) = 3

n>0 k+m=n

8315687]76 [p(l‘ - \I}(g’ 6 + 77)’ g)bm(é. + 77)]|m:0, n=0 -

(4.17)
On cherche donc des fonctions v et b, qui annulent les fonctions g,. En particulier gy = 0 donne
I’équation éiconale en ¥ :
V1+E+ V(=€) =0. (4.18)
On voit ici 'intérét de passer par la transformation de Fourier. Alors qu’on ne pouvait pas résoudre (4.6)

pour V(z) > 0, ici on peut espérer trouver des fonctions 1) définies sur R satisfaisant cette équation,
pour certains potentiels.

L’équation éiconale

On veut prolonger la solution de la section 1.4.2. Dans la zone |a_, . [, on doit donc retrouver
les fonctions ¢ et a, définies par (4.7) et (4.8). En particulier, A = {(x,f), E=¢'(x), ao <z <

ar} C{(@,8), == —¥(©)}.

On fait ici une hypothese d’analyticité sur V' :
(H5) V admet une extension holomorphe dans un voisinage de N dans C noté N’.

On a alors
(¢ (z) =z, zeW={ze N, RV(z) <0}. (4.19)

Or
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1— 2
() =iz #es‘u bijectif dans W.

Donc si € est dans un voisinage de ¢'(W), noté W', alors

Y€)= —¢" (&)

Remarquons que W' est un voisinage de [—i, 4] dans C/A.
On obtient la proposition :

Proposition 1.4.16 i) Sur un voisinage V, de zéro, ' (§) = zf( ) + 0(§). Ainsi,
V"0

eiw(f)/h‘ a un

maximum en zéro sur Vo N R.
ii) La fonction § — x€+1(€) a ¢'(x) pour point critique et p(z) pour valeur critique six € [a_, oy ].
iii) La fonction 1" ainsi définie vérifie (4.18).

On remarque que ¢ est la transformée de Legendre de ¢.

On fixe ici quelques notations : soit H C C\A le domaine connexe maximal sur lequel on peut
prolonger v analytiquement, tel que (4.18) soit vérifié.

En particulier W' C H et cela impose que V' est holomorphe dans {—'(§), £ € H}.

Soit A= H NR et soit Ry > 0 maximal tel que |—Ry, Ry[ C A.

On résout maintenant les équations de transport, c’est a dire g;(§) = 0,5 > 1, ou les fonctions g;
sont définies dans (4.17).

Les équations de transport

On doit cette fois étudier dans H 1’opérateur

L1, " ’ ! ! 0
L= |¥"OVI(=v'(€) = V(=¥ (5))6—6 :

L est singulier en £ = 0. On suppose que

(H4’) L est singulier seulement en £ =0 : V'(—=1'(£)) # 0si £ # 0.

Cela impose I’hypotheése (H4). On construit alors comme dans la partie 1.4.2 & la fois une suite de
fonctions b,, et une suite de réels E,, vérifiant

(L —Ey)by =0,
([' - El)bn = dn + En—l—lbO;
ou dp, = d,(by, B, < n—1, m < n). On obtient des fonctions définies holomorphes sur le méme

domaine que ¢ : H.
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On trouve par exemple

VII(O

~—

et

(&

—iE1l(¢
W) = O = | ey i

—1/2
L’intégrale définissant [ diverge en 0 ce qui est compensé par ‘V’ (=9 (5))‘ / quand £ tend vers 0 :

C
_W.

En résolvant successivement les équations de transport, on obtient un développement asymptotique
de la forme e/h ", o h™b, (£).
Comme dans la section 1.4.2, on passe ensuite de ce développement asymptotique & une fonction.
Fixons ¢ > 0. Quitte a restreindre H, on suppose que

(H6) il existe &y > 0 tel que

A

Vo € [a_ —c,aq +c], AR (x) < Ry, V€ € H, |£] > Ri(x), S(x€ + ¥(£)) > d(z) + do.

Soit Ry = MaX[a_ —c,ay+c] Ry (.Z‘) < Ry.
On considere alors x € C§°([—Ro, Ro)), x = 1 dans [—R;, Ry] pour R; < Ry < Rjy. Soit (A;);>0 une
suite tendant vers +oo telle que

Ve € H, [€] < Ry, Yk < j, [WX(A\ih)E (xb;) ()] < 277R 7,
on définit enfin
u(w, h) = /R it /bW Oy (¢, h)dE, b(E,B) = 3 B (€)X (E)R(Auh). (4.20)
n>0

On calcule maintenant un équivalent de u(z, h) quand h tend vers 0.

L’équivalent de u

Remarquons qu’on peut déformer dans H le contour d’intégration de u dans [— Ry, Rs].

Sia <z < ag,on est dans la zone V' < 0. La phase f;(§) = z€ + ¥(§) de l'intégrale définissant
u a un unique point critique &, = ¢'(z). Au voisinage de &;, on choisit le contour d’intégration
(€ — €,& + €] comme dans le cas V(z) = z, (FIG4b). On applique la méthode de la phase station-
naire exactement comme exposé plus haut dans le cas V(z) = z (partie 1.4.4). On trouve ¢, > 0
tel que si € < €,

£m+€ . .
/ e/ EM N prh, (€)X (Ah)dE ~ e M @D/RRY2 N hra, (), h — 0,
13

z—€ n>0 n>0
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an () = bu (&) 0" (&) |71/ (4.21)

On fait maintenant ’hypotheése sur V' :

(H7) 11 existe § > 0, il existe € < ¢, il existe deux contours 75 dans H entre &, + € et {£ €
H, R >0, || > Ri(x)}, et entre §, —e et {£ € H, RE <0, [€] > Ry(x)} sur lesquels

S(z€ +1(8)) > d(z) +96.

On calcule I’équivalent de u sur le contour suivant, supposé inclus dans H :

Y+

R 1(X) R 1(X)

On obtient :

u(z, h) ~ e”M@/MpHEN" prg, (z), h — 0.

n>0

On retrouve les équivalents (4.8) de la section 1.4.2 quand V' < 0.

Remarque 1.4.17 Définissons les lignes anti-Stokes comme {€ € H, I(x€ + ¢(§)) = cste}. (HT)
est satisfaite si on suppose :

(H7) il existe € < €, et il existe deux contours dans H entre &, + € et {¢& € H, RE > 0, €] >

Ri(x)}, et entre & — € et {£& € H, RE < 0, || > Ry(x)} qui rencontrent les lignes anti-Stokes
transversalement et dans le sens croissant.
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Si ay < < a; + ¢, on choisit le contour passant par ¢ donné par (FIG4c), comme dans le
cas V(z) = = (Cf section 1.4.4). La méthode de Laplace donne pour I'intégrale au voisinage de i
I’équivalent :

L)W'FO(’%)),

/ i (IEEHUEN ke 4 / et GEETVEN R e, g=da)/h 32
i ' (z— oy

(14+€)—
olt i(1 + €)1+ = limg_,q 4 + ieTe,
On doit ensuite supposer :

(H7°) Tl existe § > 0, il existe € > 0, il existe deux contours dans H entre i(1 + €), et {€ €
H, R >0, |€] > Ri(z)}, et entre i(1 4+ €)1 et {€ € H, RE <0, || > Ri(x)} sur lesquels

S(z€ +b(€)) > S(ai + (i) + 6 = d(x) + 6.

On a une remarque analogue a 1.4.17. On obtient 1’équivalent de la fonction u :

—d(z C
u(z, h) ~ e~ )/hh?’ﬂ(m + O(h))-
De méme si o — ¢ < £ < o_ on obtient :
u(z, h) ~ e d@)/hp3/2 ¢ +O(h) |.
) h—0 (O[_ _ $)5/2

On termine cette sous partie par quelques remarques.

Remarque 1.4.18 On voit qu’avec les hypothéses de décroissance sur e?©/" seuls les points au
voisinage de | —1i, i| interviennent pour calculer I’équivalent de u. (4.19) donne donc toutes les valeurs
de 1 nécessaires pour calculer cet équivalent.

Remarque 1.4.19 Lorsque le potentiel devient positif, on trouve des équivalents singuliers aux

points {z, V(xz) = 0}. Par exemple pour x > o, ag = 0, et ay(z) = % On a bien une
T — 04

cohérence avec la zone N : dans cette zone, ay tend vers zéro quand z tend vers o, . De plus a; doit
vérifier
/
([, — El)al =C — E2a0

avec

2 6 4 2 2
On rappelle que q(§) = /1 + &2 et ¢'(x) tend vers i quand z tend vers a. On voit donc que le
second membre de I’équation définissant a; est singulier en x = ... Il est donc normal de trouver

cette singularité de a;.

3) (A (4)(, ! 3) (A
cll(x):@ _90(3)q (@)_(@//)2q (QD)]-F@IE—QO"Q (@)]

Remarque 1.4.20 Les déformations de contours dans C de cette partie montrent qu’il serait peut-
étre intéressant d’utiliser la notion de bons contours définie dans [24] ainsi que les résultats des
sections 1 a 4 de ce livre (en particulier ceux concernants la tranformation de Fourier dans le
domaine complexe).
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La solution approchée de (P-E)u=0

Nous montrons & présent que u est une solution asymptotique de (P—E)u = 0 dans [a_ — ¢,y + ] :

Proposition 1.4.21 Si E(h) = Y,50 h"E,X(Anh), la fonction u vérifie (P — E(h))u = e~ “"O(h™)
dans [a_ — ¢, oy + .

Preuve : On calcule pour £ € |—Ry, Ryl :

F((P - By = [

R2

e EMM (p(z, €) — E(h))e™ /M b(n, h)dndx

= evonm [ e (pl — W(E, € +71),€) — E)B(E +n, h)dnds.
Ry x (R+V(€,E+m))

Or I'hypothese (H3”) montre grace a des intégrations par parties en n qu’en dehors d’un voisinage
de £ = 0 et n = 0, cette intégrale est un O(h*°). Au voisinage de z = 0 et n = 0, on peut déformer
le contour d’intégration en z (car V est holomorphe dans un domaine convenable) pour trouver :

F((P = Eyu) = e/ /R2 =1 (p(a — (€, € +n), &) — E(h))v(n)v(2)b(€ +n, h)dndz,

pour une fonction v € C§°(R) valant 1 dans un voisinage de 0. On applique la méthode de la phase
stationnaire :

F(P-BW(E) = O |5 L0 (oo~ wiee ). ©) - BWe+ 1) _, ,+ 7R
|Ru (&, h)| < c > 10NN (w(@)v(n)V (x — (€, € +m)bE +n,h)) |-
Ainsi

|Ry| < Cy
Revenons a F((P — E)u)(&, h). On DPécrit :

F((P = Byu)(€, h) = e /n [Nz - hNRN] |

n=0

ou

L Amh)i*

A X(Amh)bm (§+1) X (Axh) Bk,

m+k=n

m@)= X 00k (p(a+ (€, E+1), €)xbm(E+n))

m—l—k:n ‘E >

et,
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Ry=hRy + % vt VX ) gkok 0 w6 4 n), €xbn(e + 1)

70
m+k>N, k<N—1 "k

+ Y Ebax(h)x(\h),

m+k>N+1

|z=0, n=0

Cette expression montre que Ry (&, h) est une fonction bornée (mais pas a support compact).
Sih < hyet&€|[—Rs, Ry, alors g, =0, 0 <n <N — 1 par construction et donc

F((P = B)u)(& h) = " O"hN Ry (€, h).
Soit x € C§°([— Ry, Rs]), x = 1 dans [—R3, R3], R; < R3 < Ry. On a montré que

X(OF((P — Eyu)(&, h) = eV OMpN () Ry (€, h).

Siz € [a_ — ¢, ay + ], en faisant les mémes déformations de contour que pour calculer I’équivalent
de u, on obtient :

[ O F (P = Byu)(€, h)dg = O(h)e™ ™.

Il suffit maintenant d’étudier
1= [ =M= XE)F(P — E)u)(E, hde.
Plus précisément, on aura la proposition si on démontre le lemme suivant :
Lemme 1.4.22 Six € [a_ — ¢, a4 + ¢, alors
J = [ €1 = R(€)p(z, ) F () (€ hydg = O @),
R
et
I —J=ed@hop>).

Preuve : Siz € [a_ — ¢,y + ¢, alors X(x€ +4(€)) > d(x) + § sur le support de 1 — . On a donc
bien la majoration de J.
Il reste a étudier I — J :

J—1= [ &1 X(€)) Ip(z, O F () €, h) — F(Pu)(E, h)]de.

Par construction, F(u) € C§°(R) donc u € 8. V est a décroissance polynomiale donc Pu € S et
F(Pu) € S. L’intégrale ci-dessus est donc absolument convergente. Soit f une fonction troncature

standard et fr(£) = f(£/R). On a f& = R—"f™(¢/R) donc les dérivées de ces fonctions sont
bornées indépendament de R > 1. On a de plus

J—1I=lim | /"1 - x(8)fr(€) p(x, &) F(u) (&, h) — F(Pu)(&, h)]dE,

R—o0 JR
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soit

J—TI=lim [ /"1 —5(€))fr(&)e” M x(n)b(n, h) [V (z) = V(y)] dndydé.

R—oo JR3

Des intégrations par parties en 7 montrent grace a (H3) que

J—1I=lim | e™"(1—x(8)fr(&)frly)e® 8/ meWMIMy(n)b(n, h) [V (z) — V (y)] dndydé.

R—o0 JR3

Toutes les fonctions sont a support compact donc on peut changer ’ordre d’intégration

J—I = lim [ ™ty (n)b(n, h)e /M (1=3(64n)) fr(é+n) fr(z+y) [V (z) — V(z + y)] dydé dn.

R—o0 JR3

On applique la méthode de la phase stationnaire a I'intégrale en dyd¢ :

s = h’n n 1T 2 ~\1(n
J= 1= Jim = 3 L (frV) (@) [ eI D )b, ) fa(1 = ) (n)dn
00 n=1 1°N. R

0 [ e )by, ) Ry (R, m, b

Si R > Ry, on a A nouveau S(z€ + ¢(€)) > d(x) + 6 sur le support de (fr(1 — ¥))™. La premiére
somme est donc majorée par un O(e (@®+)/h) yniformément en R.

Le terme de reste se majore en faisant des déformations de contour identiques a celles faites pour
le calcul de I’équivalent de u (en effet, Ry est holomorphe dans le méme domaine que Vyx et est
majoré indépendament de R).

Le lemme est démontré, et par suite on a la proposition. O

Nous avons obtenu le théoréme suivant :

Théoreme 1.4.23 Considérons I'opérateur de Klein-Gordon dont le potentiel V' présente un unique
puits de potentiel en 0 et vérifie les hypotheéses (H1),(H2), (H3”), (H4’) et (H5). Alors, il existe
un ensemble simplement connexe H C C contenant un voisinage de [—i,1] dans C\A sur lequel sont
définies des fonctions 1, b,, n > 0 telles que pour une fonction w(§) ~ e¥/* ¥, oo h™b, on a :

Vx € C3°(H), V€ € H, \/1+ &(xw)(€) + F(V) * (xw)(€) = " O(h).

(Ici V € 8' donc F(V) € 8' et x € C°(H) comme fonction de R?).
De plus, pour tout ¢ > 0 tel que les hypothéses (H6), (H7) et (H7’) sont satisfaites, on peut
définir x € C§°(] — Ro, Ro[) comme apreés hypothése (H6), et

u(z, h) = F(xw)(z, h).

Cette fonction u prolonge la solution WKB construite au voisinage du puits dans Ja_ — ¢, oy + ¢f.
Enfin, on a

Vi €la_ —c,ay +¢f, (P—E(h)u=e {@/"rO(r®).

Etudions maintenant des exemples pour lesquels on peut faire des calculs plus explicites.
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1.4.6 Exemples
exemple 1

Supposons que le potentiel V' soit un polynéme de degré n pair :

V(z) = =1+ a2’ + ... + anz”™, a; =V"(0)/2 > 0, a, > 0.
Ce potentiel vérifie les hypotheses (H1), (H2), (H3”) et (H5).

On note
Pe(z) =V (z) +4/1+ &

Soient A;(£), 1 < j < n les racines de P, et \;, 1 < j < n —1 les racines de P{(z) = V'(z). Py
A2

admet 0 comme racine double, et on suppose que ces racines sont données par A;(0) = Ay(0) =0
(= A}). Un développement limité au voisinage de £ = 0 de 'équation Pe();(£)) = 0 permet de
choisir :
i
A= —
et €
?
Ao = ——— .
2 %, +0(¢)

On remarque que si £ est dans un voisinage de 0, on a

A(€) = =4/ (§).
On définit §;+ € C, j=2,...,n— 1 par

J2'::|: = V()\;)2 - ]-7 ] = 2, e, = 1.

Lemme 1.4.24 La fonction & — A\ (€) se prolonge analytiquement dans

H=C\(AU{&s, j=2,...,n—1}).

Preuve : Soit O le plus grand ouvert sur lequel A; est définie, holomorphe. O n’est pas vide car
par hypotheése, il contient un voisinage de | — 7,i] dans C\A, donc en particulier, O contient un
voisinage de 0.

On va montrer que O N H (qui est non vide) est ouvert et fermé dans I’ensemble connexe H.

O N H est ouvert car la propriété d’analyticité est une propriété ouverte.

Montrons que O N H est fermé.

Soit &, € O N H une suite qui tend vers & € H\{0} (on sait déja que 0 € O). Alors, quand n tend

vers +o00, V(A1(&,)) tend vers —y/1 + & donc A;(&,) est borné.

Soit A1p un valeur d’adhérence de cette suite. Comme &, € H, on sait que Ao # X}, j =1,...,n—1
donc V'(Ayo) # 0.

On note

f(z,8) =V(z)+ 1+ &
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f(A10,6) =0, g—i()\m,fo) # 0.

Le théoreme des fonctions implicites appliqué a f en (A10,&0) donne existence d’un voisinage de
&g Wy sur lequel il existe une fonction analytique \; telle que

f(Ai(8),6) =0
et

;\1(50) = Ao

En particulier, dans I"ouvert non vide Wy N O, V(/\l(f)) V(A1(€)). Comme V est inversible au
voisinage de \jp, on a A1 = Ay dans Wy N O done A prolonge \; analytiquement. Par définition de
O, on adonc § € Wy C 0.0

Etudions le comportement de \;(£) quand €| tend vers +oc.
Quand [¢| tend vers +o00, [\/1 + &2| tend vers +o0o donc [A;(§)] tend vers +o0o. Ainsi

V() +/1+€ =0

donne
an(M(8))" ~ x££, £RE <0,
soit

M (€) ~ P (+€/ap)' ™ 6, = 2km /n.

On note 6% = §,(£) pour £R(£) > 0, £3(¢) > 0. On a montré que \;(£) est analytique sur R,
hors d’un compact qui contient A}, j = 2,...,n — 1. Le calcul montre alors que nécessairement :

. » 2
6r—l—r,+z _ 6;#, 1 _ 27 (271'),
n
et
s .. 27
5nr,+z _ 5nr, T _ F (27_‘_).

On pose 9 (&) = —=\1(€), € € H. Soit H un ouvert simplement connexe contenant {0} et | — oo, R]U
[R, 4-00. )
On intégre ¢’ dans H et on trouve :

w(€le”) ~ —Culg| T memmet,

ou C, —Ial/" et
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w,=01+1/n)—7/n si 0<6<m7/2
w,=01+1/n)+n/n si —7/2<0<0
w, =0(1+1/n) sinon.
On note §n%t = 2k*r+in /n,

Si—(n—1)/2 < k*7+ < 0, alors k*™ % = k*™+ —1 et la fonction obtenue vérifie S(¢(£)) > ||/
dans

{f €H, £] > Ry, € — z 1(71— 1+ 2511 < arg(€) < nL—H(l — 2Ty — e}.

Si de plus —(n —1)/2 < k™" <0, alors k™" = k™" — 1 et S(¥(€)) > €€/ si |€] > Ry, et

2 —r,+1 . ™
n+1(n+ k™) < arg(€) < —e -

Si )\;- ¢ R, j=2,...,n— 1, on peut choisir H tel que R C H. Ainsi on a Ry = +oo et I’hypothese
(H6) sur lexistence de R;(x) est vérifiée pour tout = € R.

€+

: (2 + 2k+r,+i).

On étudie maintenant un exemple pour lequel on peut faire une construction de A; explicite.

exemple 2

Considérons 'opérateur de Klein-Gordon P ayant le potentiel

.’L‘2

V(iz)=-1+ 5

Size [— V2, \@], on calcule

La fonction 1 est déterminée par la relation (4.19), on trouve donc sur un voisinage de [—1, 7] dans
C/A :

#(6) = ivae(1+y1+8) 7 = M),

soit en intégrant avec ¢(0) =0 :

¥(§) =z’¥[(1 +1+8)"(Vi+€ -2) + 2.

On prolonge ces expressions pour £ € C/A qui est simplement connexe. On a immédiatement :

Lemme 1.4.25 1) est holomorphe dans C/A et 1(§) ~ %i(ig)?’ﬂ, +RE >0, |€] — +o0.
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Si €y > 0 est fixé, soit H = {¢£ € C, —7/3 +e <argf <m/3—e}U{{€C, 21/3 +¢ <argf <
47 /3 — €}. On a pour || assez grand, & € H une constante C' > 0 telle que

Iy(€) > Cle)P?

Alors pour tout z € R et §; > 0 il existe une constante R; () > 0 telle que

VEe H, €] > Ri(x), S(@€+(€) > d(z) + .

On résout ensuite les équations de transport. L’'opérateur £ est donné par :

£ = /i) (o + L),

Comme ' (€) ~ iv/2(F€)Y2, £RE > 0 quand |¢| tend vers +oo, on obtient ici des fonctions b, &
décroissance polynomiale. On définit u par I'intégrale absolument convergente :

u(z, h) = / TtV EN/Ry (& h)dE, b(E, h) = h"X(Aah)ba(€),
R
pour une suite (\,), qui tend vers +oo définie par

VE € C\A, [€] <4, VE <, [WR(\h)OED;(€)] < 279k,

(Ici la coupure A ne pose pas de probléme car toutes les fonctions ont une limite quand & tend vers
A. Elles sont méme définies sur A si on change le feuillet de la racine carrée lorsqu’on traverse A)
On pourra déformer l'intégrale définissant u dans C\A.

Proposition 1.4.26 Pour tout x € R, il existe un chemin . satisfaisant les hypothéses (H7) ou
(H7’). On a donc I'équivalent de u :

u(zx, h) = e “OD/MpY2 (g4 () + hay(z) + O(R?)),

ol d est la distance d’Agmon et :

Vz € [— V2, \/5]’ a(z) = (1 _ x2/2)1/2(1 _ x2/4)1/4e“’(1€;2),
x
avec h(§) = ¢ %, & =ix(l — 22 /4)'?,
Va & [— V2, \/5], ag(z) =0, a1 = 7‘55:&0\/5‘5/27 +r < —V2.

Preuve : On montre la proposition pour 0 < z < /2. Cette démonstration s’adaptera pour
z € R\{-v2,0,v2}.

Soit donc x € ]0, \/5[

Montrons que pour tout € > 0 assez petit, il existe un chemin entre & + € et {£ € H , 0 <
arg&, |€| > Ri(z)} qui croise les lignes anti-Stokes (z€ +1(§)) = cste dans le sens croissant. Avec
la remarque 1.4.17 cela donnera la proposition.
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On note z(€) = z€ + ¥ (§). L’image par z, des lignes anti-Stokes sont Sz = cste.

Au voisinage de 0, z(R") est donné par z(§) = z€ + i£%/2 + o(&€?).
Lorsque £ — 400, £ € R, z({r) — (ac{-“ + i(2\/§/3)§3/2)(1 + 0(671/2))_

D’autre part, le segment [£,, &, + €] est transformé en

I A
Z_Zd(x)+22\VV’(m)|t +o(t?), 0<t<e

Enfin, on note

Ay ={E(R) = lim (1+ R)i+e, R> 0}

2(E(R)) = iz + (i) + i(z — V2)R — (2/3)R*? + o(R%/?)
et

HER) = (2V2/3)e™ R (1 + o( R 112))

D’ou le schéma suivant :
A= ¢ X
B=¢ y +e

/.""'/“.’ z(B) +— ,¢"
2(A) — L 2(IR )
/':/; Zy ) . . P L d
./':/ Z(A TV4

Montrons le lemme :
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Lemme 1.4.27 Soit § > 0. Soit z € |0, V2.
1l existe a, > 0 tel que si a > a,, alors

{z(a +1ib), b > 0} NiR = z(a + ib(a))
oi1 0 < arg(a +ib(a)) < 7/3 et Sz(a + ib(a)) > d(x) + 4.

Preuve : Soit z fixé comme dans le lemme. On a

z(a +1ib) = z(a + i) + Y (a +ib) = [x(a +ib) + ?i(a +)*?)(1 + O(a"?)).

1l suffit donc d’étudier Z(a + i) = z(a + i) + 22i(a + ib)*/2.
On écrit b = ta. Alors

Vatib=rfa2(VITE+1)" +i(vize-1)")

donc
2 1/2 1/2
Z(a +ib) = ax — §a3/2 [( L+ —1) / +t(VI+£ +1) / ]
1/2
+i [tam-l— Pl [(\/1+t2+1) —t(Vi+£-1) / H .
Z(a +1b) NiR est donné par :
2 1/2 1/2
ax = §a3/2 [(\/1 +17 - 1) / +t(VI+e2+1) / ]
soit
2 1/2 1/2
T = galﬂ [(\/1 +17—1) n t(VI+e+1) / ] . (4.22)
Si a, est assez grand et a > a,, cette équation a une solution 0 < ¢ < 1/2 < tan(7/3). On a alors

ot 2o (VIR E ) (VT )

SzZ(a+ib) =a

Sz (a + ib) > (1/3)a®/?

et on peut encore augmenter a, pour obtenir le lemme. O

On construit maintenant un chemin convenable v, entre & + € et {¢ € H, 0 < argé, |¢] > Ry(z)}
qui croise les lignes anti-Stokes I(xz€ + (£)) = cste dans le sens croissant.

Soit @ > ay, a > Ry(z), et a + ib(a) fixé comme dans le lemme. On prend € > 0 assez petit pour
que Iz(& +¢€) < Sz(a +ib(a)).

On définit 4; comme étant le segment [z(£,; + €), z(a + ib(a))]. 7+ rencontre les lignes Iz = cste
transversalement et dans le sens croissant.

Il reste & montrer qu’on peut prendre un chemin v, dans C\A tel que z(yy) = 4.

7+ est un segment, c’est donc un ensemble connexe. Soit
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U={z€7;, I €C, RE>0, z=2(§}.
U n’est pas vide car z(&; + €) et z(a + ib(a)) sont dans U.

U est ouvert car si zg € U, zo = 2(&) et & # & (car zg # id(z) = 2(&;)). Donc 2'(&) # 0. z est
donc un difféomorphisme d’un voisinage de & dans un voisinage de zy noté Wy. Alors v, "Wy C U
est un voisinage de zy dans ;.

Montrons que U est fermé. Soit (2,),>1 une suite de U qui converge vers zy € ¥4. Alors 2z, = 2(&,)
pour une suite bornée &,.

Si 2/(&,) tend vers 0, cela impose que &, tend vers +&, et z(&,) tendrait vers z(£¢,) ce qui n’est
pas le cas. Ainsi, il existe > 0 tel que, pour une sous suite encore notée (&,)n, |2'(&)| > 0.

La fonction 27! est donc définie dans une boule de centre z,, de rayon r indépendant de n. Pour n
assez grand, on a alors |zy — 2,| < r donc il existe & = 27(2q) : 29 € U.

On démontre de la méme fagon 'existence d’un chemin v_ satisfaisant (HT7).
Notons

Ty =[&, &+ e Uy Ula+ib(a),a] Ua, +o0,
et I'_ le contour analogue dans {£ € C, RE < 0}. On calcule ’équivalent de v sur I'_UT,.
Cela donne la proposition pour 0 < z < /2.

La proposition pour z > v/2 et z < v/2 se démontre de la méme maniére. Par exemple, si z > v/2,

on obtient le schéma :
C=(1+¢€)i
+

— A

Pour une telle fonction wu, la proposition 1.4.21 est vérifiée sur R.
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1.5 Calcul du splitting dans le cas d’un double puits de
potentiel

Dans cette partie, on calcule le splitting dans le cas d’un double puits ponctuel symétrique de
potentiel (déja obtenu dans [12]) & partir de la matrice d’interaction de P établie dans la partie
1.3. Pour cela, on utilise les solutions WKB de la partie 1.4 qui sont une bonne approximation des
fonctions propres de P dans la zone N grace a (4.12).

Reprenons la matrice d’interaction pour l'opérateur de Klein-Gordon a une dimension dans le cas
qui nous intéresse.

Avec les notations de la partie 1.3, on écrit U = {x €R, V(z) < —1} =U,UlU; = { - xo} U {:1:0},
et la premiere valeur propre pour chacun des deux puits est de la forme (Cf partie 1.4)

\Vl ( 1‘0) V"( )

/_1/1:/_1/2:/1,:E1h+0(h2), E 2 2

On peut choisir un intervalle I(h) dans lequel il n’y a qu’une seule valeur propre, et qui satisfait la
condition de la proposition 1.3.6 car les autres valeurs propres pour les opérateurs a un puits sont
a une distance /V"(xzo)h de E(h).

Le terme général de la matrice d’interaction s’écrit :

w=wi o = wy1 = (¢1, [P — p]pa).

Ainsi, la matrice de P restreinte a I’espace propre associé a I(h) No(P) est

M:(Zj ZJ>+O( (250— e)/h)

250 € /h)

Le splitting est donc donné par s = 2w + O(e~ Calculons w.

Comme (1, [P — plp2) = — [g Bo(x)pa(z)p1(z)dx, on écrit :

w=[" P@P = Hle)@)¢1(@)ds,

pour —zo +2n < y < 2o — 2n et une fonction troncature x € C§°([—xo — 31, 2o + 37]) valant 1 dans
[—z0 — 21, 20 + 27].
De plus [P — plp; = —B1p1 = 0 sur R\ B(zo,2n) d’ou

w = /_yoo X2 (01 ([P = ulp2) — 02([P — plg)).

Finalement

y
w=[" (ex(@e) - (xea)(Qe),
ou @ est opérateur de symbole ¢(&) = /1 + &2.

Or x(Qg2) = Q(xp2) + [x, Qlp2. Le symbole de [x, Q] est nul hors de [—z¢ — 31, —z¢ — 27 U [z +
2n, o + 3n]. En utilisant la décroissance des fonctions propres (2.4), et avec une étude du symbole
de [x, Q] comme dans la partie précédente on montre que
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/y (xe1)[x; Q)2 = O(hoo)@*d(*wo,wo)/h

—00

On a donc maintenant w = w + O(h™®)e4—20:20)/h

= [ (e)Q0xes) - (x2) Qo)

—0o0

Afin de calculer @, nous démontrons la proposition suivante :

Proposition 1.5.1 Soit (Q un opérateur pseudo-différentiel de symbol q(§).
Pour toutes fonctions f,g € S, on a :

[ 100 [ 9@ =awrot,

ol

QU 9)@) = [ e I 2 ey

et ou F est la transformation de Fourier.

Preuve : On remarque d’abord que cette intégrale double est absolument convergente car F f et
Fg sont dans S. 11 suffit alors de dériver Q(f, g) et de voir qu’on obtient bien (fQg — gQf)(z). O

On prend ¢(&) = /1 + &2 dans cette proposition, et

B = Qg1 x2) ) (1)

avec y quelconque dans | — zg + 21, o — 27|

Remarque 1.5.2 En dimension plus grande que 1, on ne peut plus définir Q(f, g) car il faudrait

(&) —a(m) .. a&) —a(n)
£+ (€1+771)---(§n+77n
Parisse résolvent ce probléme dans [12].

remplacer ) qui n’est plus du tout réguliére. B. Helffer et B.

On suppose que le potentiel est strictement négatif entre les deux puits, c’est a dire sur [—zg, z¢).
On montre le théoréme

Théoreme 1.5.3 Le splitting est

[y 1/2
s = 2w = 2h!/? (%) e 51+ 0(h)), S = d(—=0, x0).
Preuve : On calcule w en y =0 :
h _
== [ F e O bcen) ) "1 ey 52)

On développe cette intégrale :
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Lz(")dydzdgdn,

w = —(h/i) /R4 e By (s (e M (2)a(2) L n

et on 1’écrit :

w = —(h/i) /R4 e o1 (y)x(y)e " s(2)x(2) /0 Lt + (¢ — Vn)dtdydzdedy.  (5.3)

Des intégrations par parties en y montrent qu’on peut changer 'ordre d’intégration dans (5.3).
On commence par calculer I'intégrale en dédy. Soit

I= /R dydee™ /", (y, h)q'(t€ + (t — 1)n)x(y)-

Montrons que seul un voisinage de y = 0 donne une contribution non négligeable dans I. Soit v(y)
une fonction valant 0 si |y| < 6. Si ®(y) vérifie d(y, —zo) — d(0, —xzo) = yP(y), il existe ¢ > 0 tel
que

®'(y)] <1-¢€

sur Supp x C {V < 0}. (Ici, on a en fait seulement besoin que entre 0 et y, il y ait un ensemble
contenu dans {V < 0}) Alors

T = [ vw)e ey, g (€ + (£ = Dn)x(u)dyde

= O [ ()OI (A0 M (1)) (86 + (¢ = Lym)x(y)dyde

On déforme I'intégrale en £ Re en (R + i®(y))e, en restant dans le domaine d’holomorphie de
¢ (t€ + (t — 1)n) pour 0 < ¢t < 1. On obtient :

J= e—d(O,—zo)/h/

| v )e I (RN gy (y, 1)) (HE — i@ () + (£ = 1)m)x(y)dyde.

Selon que y est positif ou négatif, on fait ensuite de petites déformations en ¢ et des intégrations
par parties en y pour obtenir une intégrale absolument convergente en £ et avec la majoration des
fonctions propres (2.4) on trouve :

|J| < efd(o,fwg)/h67606/2h||€d(fmo,y)/hxgol” — efd(o,fwo)/hefeod/ZhO(th)' (5'4)

Etudions maintenant la contribution d’un voisinage de y = 0 dans 1.
Sur un voisinage de y = 0, la fonction ¢; est bien approximée par la solution WKB u; grace a (4.12) :

©1(z, h) = uy(z, h) + O(h™)e~ 4@ =70)/h,

D’oll, en écrivant u; = e~ 4 20)/hgl (g h) et

K = [, (1= v(@)e /iy, i (t + (¢ — Dn)x(y)dyde,

on obtient
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K = [ | dydge /e 1020/ (0! (y, ) + O(h%))q(t€ + (¢t = Lmx(y) (1 — v(v)).

Le point critique de la phase dans cette intégrale est y = 0, £ = id'(—xo,0). Apreés le changement
de variable £ = € — id' (—x0,0) et une déformation de contour, la méthode de la phase stationnaire
donne

K = e 1500/ (G (0) 4+ (1)) (tid (~20, 0) + (¢ = 1)n)

Finalement,
I=J+K = e "m0 gL (0)¢ (tid (—x0,0) + (t — 1)) + O(h*)] .
On injecte cette formule dans (5.3) et on calcule de méme 'intégrale en dzdn pour trouver :
b= —(h/i)e‘d(_xo’“)/h/ol q'(tid'(—x9,0) + (t — 1)id'(x0, 0))dta' (0)a®(0) (1 + O(h™)).
Or d'(—¢,0) = —d'(x9,0) = /1 — V(0)* d’ot1 :

W ~ (—h/i)e” 4200 gl (i (—z4,0))a’ (0)a*(0) (1 + O(h™)). (5.5)
On a calculé dans la partie 1.4 les solutions WKB pour les opérateurs P;, 1 = 1,2 :
uy(z, h) = h™/*ed@ “)/h[ o(@) +O(h)], relh=]—a_+nz0—1
1/4

al(x):(2 w(xo))/( V() )”:wz)
’ m 1—V(x)?

Uz(l'vh) = /e IO)/h[ ( ) + O(h)]a x € Iy :] — Ty + N, 04 — 77[

ag(z) = (27\"/”(%)) " (M) 1/26—E1k(z)
)?

& 1-V(z

On obtient finalement :

[V (x 1/2
= B2 (L()> e=SIM(1 + O(R)), S = d(—g0, 70),

T
et donc le théoreme. O
Remarque 1.5.4 Reprenons la formule (5.5) : si le potentiel tend vers 0 en 0, d'(—x,0) tend vers

1 et donc ¢ (id(—x,0)) tend vers +o00. Cependant dans ’expression finale de w on voit que cette
singularité est exactement compensée par le produit aja?.
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Chapitre 2

Résonances en dimension un pour
’opérateur de Schrodinger

2.0 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux résonances, et en particulier a leur partie imaginaire,
pour un opérateur de Schrodinger semi classique unidimensionnel :

10
P=rD*+V uD=-—. 0.1
+V(z), on P (0.1)
On étudie le cas de potentiels réels vérifiant pour v > 0, § > 0,

V est analytique dans S = {z € C, [Jz| < v|Rz| } U{|Sz| <0}, (0.2)
et dans cette zone,
hm%(w)—)—oo%V = +0o0, 1im§}g(w)_)+oov =V > —o0. (03)

L’opérateur P ainsi défini est auto-adjoint dans la fermeture des fonctions C§°(R) pour la forme
quadratique (Pu,u) dans L?(R). En effet, le potentiel V est minoré : P est semiborné inférieurement
et on prend son extension de Friedrichs [11].

On sait de plus [9] que Vj est le minimum du spectre essentiel de P. Si E < Vj, le spectre de P est
donc discret au voisinage de E. Pour z € C proche de F, la résolvante de P, R(z) = (P — z)~! est
alors une fonction méromorphe dont les poles sont les valeurs propres de P au voisinage de F.
Lorsque E > Vj et z est dans un voisinage complexe de F noté Wg, la résolvante R(z) est holomorphe
dans les deux ouverts WgN{z € C, £3z > 0}. De plus, cette fonction s’étend méromorphiquement,
par exemple de W N {z € C, Sz > 0} dans Wg. Les poles de cette extension sont appelés les
résonances de P.

Grace a lanalyticité du potentiel, on peut montrer que R(z) est la résolvante d’un opérateur non
auto-adjoint.

Cela nous permet de définir les résonances par dilatation analytique [4] : pour 0 < fy < 7/2 tel que
0 < tanf, < 7, 'ensemble {z € C, |Jz| < tanfy|Rz|} est inclus dans S, et nous verrons que :

83



Définition 2.0.1 F € C est une résonance pour I'opérateur (0.1) si et seulement si —260y < —26 <
Arg(E — Vp) < 0 et il existe une solution non triviale dans L?(Re%) de

Pu = Eu. (0.4)

Définissons ici quelques termes qui permettent de décrire le potentiel de facon simple lorsqu’on
étudie les résonances pres d’un niveau d’énergie Fy € R :

Définition 2.0.2 On appelle puits de potentiel associé au probléme les composantes connexes de
{x €eR, V(i) - Ey < 0}. Si de plus I'une de ces composantes est infinie (et donc de la forme
[e, +00[ ou | — 00, ¢]) on dira que c’est une mer.

Dans le cas ou il y a deux mers, notées par exemple | — 0o, a] et [c,+o0[, on dira que [a,c| est
une ile. On pourra alors parler de puits dans une ile.

Enfin, dans le cas ol un puits est réduit a un point, on parlera de puits ponctuel ou de fond de
puits.

De la méme manieére :

Définition 2.0.3 On appelle barriére de potentiel associé au probleme toute composante connexe
de {z € R, V(z) — Eo > 0}.

Dans toute la suite on considere des niveaux d’énergies E > 1}, autrement dit le potentiel présente
une barriére infinie & gauche et une mer a droite (condition (0.3)).

Dans une premiere partie, on étudie le cas de potentiels présentant deux puits et une mer pour
les énergies considérées (voir (F'IG1)). On traitera par la suite le cas de puits multiples.

FIG1: potentiel ayant deux puits et une mer

On commence par définir et étudier les fonctions qui vont intervenir dans 1’équation qui donne
les résonances, appelée équation de quantification.
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Comme dans (FIG1), on désigne les points tournants par a;(E) = a;, bj(E) = b;, j = 1,2 et
c(E) = c. Au niveau d’énergie E, les puits sont alors donnés par [a;(E),b;(E)], j = 1,2 et la mer
par [c(E), +ool.

Les points tournants sont toujours supposés simples (Cf définition 2.2.1), on considére donc un
intervalle d’énergie comme dans la proposition suivante :

Proposition 2.0.4 Soit C ={z € R, V'(z) =0}. Si I C R est un intervalle fermé vérifiant
Vi )NnC =0 (0.5)
et

3E, € I, V71(Ey) = {a;(Ey), b;(Eo), c(Eo), j =1,2},
alors les fonctions a;(E), bj(E), j = 1,2, c(E) existent et sont analytiques pour E € I.

Remarque 2.0.5 Le potentiel représenté en (FIG1) n’a que quatre points critiques, on peut donc
par exemple prendre I = [m+ ¢, M —¢€|, pour € > 0, ou m est le plus grand des minima du potentiel
et M est le plus petit de ses maxima.

Sous les hypotheses de la proposition 2.0.4, on peut introduire les fonctions suivantes :
VE € I,

a2 (E

) o(E)
&@n=A W—EW%@S%@:AMMV—HWﬁ, (0.6)

1(E)
et

¢i(E) = /ab(

On démontre a I’aide d’intégrales d’action [4] le théoreme :

(B)
NV—HWﬁJ:LZ (0.7)
E

Théoréme 2.0.6 Soit un potentiel V' vérifiant les hypothéses (0.2) et (0.3) définies au début de
Pintroduction.

Soit I un intervalle vérifiant (0.5).

I existe €9 = €o(I, V) > 0 tel que si

Dr={z € C, minge/|F — z| < €4}

alors les fonctions aj;,b;,c et ¢;,S;, j =1,2 sont définies et holomorphes sur D;.
On a de plus
~I . _
VE €I, ¢i(E) >0, j=1,2. (0.8)

On donne ici rapidement une idée de la fagon avec laquelle on obtient ’équation de quantification
a ’aide des fonctions définies ci-dessus.
Lorsque E appartient a un ensemble D; = Dy(h) de la forme {z € C, Rz € 1, ‘%z‘ < h/CO}, on
peut construire des bases de solutions de Pu = FEu au voisinage de chacun des points tournants
a;j(E), bj(E), c(F) (Cf appendices). On obtient également les matrices de transition entre ces
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différentes bases. La définition 2.0.1 des résonances suggere de "relier” la solution exponentiellement
décroissante a gauche de a;(E), a celles définies a droite de ¢(E), ce que 'on fait grace a ces matrices
de transition. On obtient une équation de la forme (Cf proposition 2.2.3)

Vg, (@, b, E) = my (E)u, (z, b, E) + mia(E)uf (z,h, E).

On montre que les fonctions v, et u/ sont exponentiellement décroissantes dans respectivement
R e et RTe? alors que la fonction u est exponentiellement croissante dans R*e®. Les résonances
sont alors données par les valeurs de E qui annulent m,; (E). Cela donne I’équation de quantification :

Théoréme 2.0.7 Soit un potentiel V vérifiant les hypotheses (0.2) et (0.3) .

Pour tout I vérifiant (0.5) et pour 0 < h < hy, il existe un ensemble D; comme défini plus haut et
des fonctions pj, q;, ;, ©; de E et h qui sont analytiques en E € Dy, telles que E' € Dy est une
résonance pour l'opérateur de Schrédinger (0.1) si et seulement si

P1P2€(51+52)/h005(¢1/h)005(€02/h) - Q1p2€(s2_51)/hSin(¢1/h)Sin(¢2/h)—

ip1q2e(51752)/hc0s(g01/h)sin(1/12/h) — iq1qu*(51+S2)/hcos(¢2/h)sin(¢1/h) = 0. (0.9)

De plus, quand h tend vers zéro, les fonctions p; et q; convergent uniformément vers 1 sur Dy, et
@; et 1; convergent uniformément vers ¢;, j = 1,2 sur Dy.

Remarque 2.0.8 Ce théoréme donne une condition de quantification sans approximation car on
a utilisé des solutions exactes de (0.4) (construites en appendice 4 comme dans [1]). A partir de
I’équation donnée par le théoréme ci-dessus, on peut faire des approximations en fonction des
quantités qu’on veut estimer.

On étudie les solutions de I’équation (0.9) a I’aide du théoreme de Rouché. Cette équation peut
s’écrire
COS((pl(Ea h)/h)COS(QOZ(Ea h’)/h) = O(e_QSO(E)/h)a SO = min(Sla SZ)
On définit alors E;x(h) € R pour j = 1,2 par cos(¢;(E;x(h))/h) =0,

0:(E;x(h)) = (2k + 1)gh, kel (0.10)
E;x(h) € I si pour k > ko,
g2 _ o
he =11, (0.11)

ol I' est un intervalle fermé inclus dans 1.
Pour k assez grand et h € J}, le théoréme de Rouché donne I’existence d’une résonance r;x(h) € Dy

exponentiellement proche de Ej;(h), j = 1,2. On dira que r;; est associée au j*™ puits.

On étudie ensuite le croisement de résonances associées a chacun des deux puits.

Définition 2.0.9 On dira que les deux puits [a1, b1] et [ag, by] n’interagissent pas dans I si

cos l@j(Ei,k(h))

In >0, Vh € J, ;.

>n, pour 7 =1,2; 1 =2,1.
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Définition 2.0.10 Si r; j = 1,2 sont des résonances associées au j*™ puits, on dira qu'il y
a croisement (resp. anticroisement) s’il existe (resp. n’existe pas) h > 0 tel que ri(h) = ro(h).

Remarquons qu’il y a nécessairement une interaction lors d’un croisement.

Dans le cas d’un double puits asymétrique dans une ile, V. Grecchi, A. Martinez et A. Sac-
chetti [6] [7] montrent que la transition entre croisement et anticroisement a lieu lorsque la barriere
entre les deux puits vaut deux fois la valeur de la plus petite des barrieres puits-mer. Pour le po-
tentiel étudié, les croisements devraient donc avoir lieu lorsque S; = 2S55. On montre en fait qu’il
n’y a pas de croisement lorsque S; # 255.

Pour cela, on étudie les interactions qui se produisent quand
Elh’CTOiS € JI% N Jl2 = J tel que El,k(h’crois) = E2,l(hcrois) = Ecrois (012)

Si k,l sont assez grands, une estimation précise des parties imaginaires des résonances donne le
théoreme :

Théoréme 2.0.11 On considére I'opérateur de Schrodinger (0.1) défini par (0.2) et (0.3). Sous
Phypothése d’interaction (0.12) et si S1(Eerois) 7 2S2(Eerois) 1l 1’y a pas de croisement, c’est a dire
que 11 (h) # roy(h), h € J.

Par ailleurs, 1’étude des parties réelles permet d’obtenir les graphes h +— 71 x(h) et h — 1y (h)
dans le cas d’une interaction de type (0.12). On note J = [h_, hy], pour h < herois < hy. Soit
r1(h) la résonance associée au premier puits en h = h_, c’est a dire la résonance exponentiellement
proche de E) ; en h = h_. Soit r3(h) la résonance associée au deuxiéme puits en h = h_, c’est a
dire la résonance exponentiellement proche de Ey; en h = h_. Alors

Théoréme 2.0.12 On considére I'opérateur de Schrédinger (0.1) défini par (0.2) et (0.3).
Sous I’hypothése d’interaction (0.12) et si S1(Ecrois) 7 2S9(Eerois); S1(Ferois) 7 So(Ferois), 00 a
si S1(Eerois) > S2(Eerois), la résonance r(h) reste associée au premier puits en h = h,, et la

résonance ro(h) reste associée au deuxieme puits en h = hy. On a des schémas du type de la figure
(FIG2).

Si S1(Eerois) < S2(FEerois), la résonance r1(h) devient associée au deuxiéme puits en h = h, , et la
résonance ro(h) devient associée au premier puits en h = h,. On a un schéma du type (FIG3).

E— Ecrois E+

SUDN < 1,(h,)

r,(h) r,(h)
FIG2: Sl(%rois)>§ (:%is )
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crois +

|
r,(h)

r,(h) %

crois

r,(h) x r,(h)

FIG3: Sl(E s)<§ (t%is )

croi

On anoté [ =[E_, Ey].

Remarque 2.0.13 Dans la figure (F1G3), r1(h) et ro(h) prennent une méme valeur notée 7. y;s.
Cependant, le théoréme 2.0.11 montre que nécessairement r1(h1) = Ferois = T2(hy) implique hy # hy
car il n’y a pas de croisement.

Ces deux résultats terminent I’étude des résonances dans le cas d’un potentiel présentant deux puits
et une mer.

Une deuxieme direction d’étude concerne le cas d’un potentiel présentant un nombre quelconque
de puits. On s’intéresse alors aux parties imaginaires des résonances.

On considére un potentiel vérifiant (0.2), (0.3) avec M puits. On peut encore trouver I’équation
des résonances grace aux solutions construites en appendice. De maniére analogue & (0.7) et (0.6),
on définit @y et S, 1 < k < M prolongées sur un domaine du type Dj.

Théoréme 2.0.14 On fait les hypothéses (0.2), (0.3), et on suppose que les puits n’interagissent
pas.

Soit E;y, € I associé au 1°™¢ puits comme dans (0.10). Pour h € J!, il y a une résonance exponen-
tiellement proche de E x(h) notée ;(h), et on trouve le terme principal

M

Sy ~ —he 220 Sitlh sin?(py(Eyz)/h)
I111: cos?(;(Euk) /h)-@)(Evg)

ou Sjl = S](El,k(h))

Pour démontrer ce théoréme, on transpose la méthode de Grigis-Buslaev du cadre Stark-Wannier
au cadre semi-classique pour trouver un résultat tres similaire & celui de [1].

Enfin, quand il y a interaction, il est difficile d’évaluer I’ordre de grandeur des termes intervenants
dans I’équation des résonances. On obtient :
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Théoréme 2.0.15 Soit r; la résonance associée au I’ puits comme ci-dessus pour opérateur (0.1),
(0.2), (0.3). On suppose que | < N — 1 et qu’il n’y a pas d’interaction avec les N — 1 premiers
puits. Si 5 = Sy, on a pour h € Jy, :

8, =0 (he—Qva_l 5j/’l>_ (0.13)

Cette estimation est intéressante si les M — N dernieres barriéres S;, N < j < M sont petites.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante : dans la premiere partie, on rappelle quelques
notions sur les résonances. En particulier, on précise la définition utilisée et on relie comme dans [4]
les solutions en +oo ce qui exprime les résonnances en terme de solution de Pu = Ewu. Dans la
deuxieme partie, on construit des bases de solutions au voisinage des points tournants, ainsi que les
matrices de transition associées. Grace a ces matrices, on obtient dans la troisieme partie I’équation
des résonances et des formules exactes pour les parties réelles et imaginaires des résonances dans
le cas d'un puits et une mer. On traite ensuite le cas de deux puits et une mer et on aboutit au
résultat sur les croisements des théoremes 2.0.11 et 2.0.12 dans la quatrieme partie. Enfin dans la
derniere partie, on se place dans le cas de M puits pour démontrer le théoreme 2.0.14 lorsqu’il n’y
a pas d’interaction et la majoration (0.13) s’il y a une interaction.

La construction de solutions formelles pres et loin des points tournants ainsi que celle des solutions
exactes utilisées dans les parties deux et trois a été placée en Appendice (1, 3 et 4). Enfin, quelques
rappels sur les solutions de I’équation d’Airy, qu’on utilise dans la construction de solutions formelles
pres des points tournants, se trouvent dans I’Appendice 2.

2.1 Résonances en dimension un

Nous rappelons ici les définitions que nous utilisons pour les résonances, ainsi que quelques pro-
priétés des fonctions résonnantes.

On consideére tout au long de ce chapitre un opérateur P défini par (0.1), (0.2) et (0.3).
Les hypotheses d’analyticité et de décroissance du potentiel permettent de définir les résonances
par dilatation analytique [4]. Soit 0 < fp < % tel que tanf, < v. Alors Re € S. Pour 0 < 6 < 6,

on définit 'opérateur Py sur L?(Re?) par Py = P.

Définition 2.1.1 Les résonances de P sont les valeurs propres E de 'opérateur non auto-adjoint
Py vérifiant —20 < Arg(E — V) < 0, pour 0 < 6 < 6.

On s’intéresse aux résonances proches d’un réel Ey > Vj. Pour x assez grand V — Ey < 0 : on a une
mer a droite.

Remarque 2.1.2 Pour E, < Vj, on trouve des solutions exponentiellement croissantes ou décroissantes
en +o0o, et donc on obtient des valeurs propres réelles pour P avec des fonctions propres dans L*(R).
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On s’intéresse aux solutions dans L?(Re®) de I’équation
Pu = Eu. (1.1)

pour E proche de Ej.
On reprend de [4] (Appendice B) I’existence de deux solutions de Jost caractérisées par :

Ji(z, h, E) ~ eFVE-Y02/h hour Rex — +o00, z € S,

oll la racine carrée est choisie positive sur R et est prolongée analytiquement sur C\R .

Notons que pour —20 < Arg(E —Vj), J4 € L2(R"e) alors que J_ est exponentiellement croissante
en +oo sur RTe.

Lorsque x tend vers —oo, I’hypothése (0.3) donne pour ’équation (1.1) ci-dessus I’existence d’une
solution exponentiellement décroissante, unique modulo une constante multiplicative. On la note
K_. Toute solution linéairement indépendante de K _ sera donc exponentiellement croissante en
—00. On a bien siir, toujours grace a (0.3), K € L?(R™¢e%), et on peut décrire les résonances par :

Proposition 2.1.3 FE est une résonance si et seulement si J (z, h, E) est colinéaire a K_(x,h, F).

C’est avec cette caractérisation des résonances que nous allons travailler.

2.2 Solutions et matrices de transition

Dans cette partie, on réécrit les solutions construites en appendice et on rappelle leur comporte-
ments asymptotiques ainsi que leur matrice de transition. On exprime ensuite .J5 et K_ en fonction
de ces solutions.

On considere dans cette partie un niveau d’énergie réel F fixé. Commencons par définir les points
tournants (simples) au niveau d’énergie F :

Définition 2.2.1 On dira que a = a(E) € R est un point tournant pour I’équation (1.1) si V(a) =
E.
On dira que a est un point tournant simple si de plus V'(a) # 0.

Si @ est un point tournant simple, on définit 7% (a) le point tournant suivant ou précédant. On
prendra T+(a) = +oo s’il n’y en a pas.

Pour N € N fixé, on a construit en appendice 4 des solutions exactes f2, g2, h2 ayant un
comportement asymptotique connu a l'ordre N lorsque h tend vers zéro, dans le domaine |7~ (a) +
2¢, T (a) — 2¢[, e > 0.

On note désormais ces solutions de la maniere suivante :

—2

— _ f£2 + + _ 2 - _ L2
ua_ a’ ua_faiva _gmva _ha'

On rappelle les comportements asymptotiques :
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Siz €]T (a) +2¢,T*(a) — 2¢[N{V — E < —4}, pour tout 6 > 0,

i e 124 (A
ui(z, h, E) = el V=Bl dt\/;[ﬂf — BT+ O(h)], si V'(a) > 0;

uE(z, b, B) = e V—El”dt\/g [V = E[77* + O(h)], si V'(a) < 0.
Siz €]T (a) + 2¢,T7(a) — 2¢[N{V — E > ¢}, pour tout ¢ > 0,

+1
vE(z, b, E) = (%) RS, IVEII”dt|\/§[\V — E7" 1 0(h)], siV'(a) > 0;

+1
1 1| (e 1/2 h _
+ _ x| [P v—B"Pa|, [ _ 1/4 .1t
vE(z, h, E) = (75) et h \/2 [V —EY*+0(h)], si V'(a) <0.
On a ici des O(h) uniformes sur I, pour z dans tout compact.
On réécrit maintenant les matrices de transition entre ces différentes solutions (données dans la

partie 2.9.2) : / )
Ua_ U; . 1 e—iﬂ' 4 eiﬂ' 4
(vi’):T<u:)OUT:E(e”M e—m/4)-

Soit b = T*(a) < +00 un point tournant également simple. Si V' — FE > 0 sur |a, b[, on a construit

les solutions de sorte que )
v, 0 Z- vy
(e)=(22 % )G) 2
ol Z est défini dans Iappendice 4, Z = ZV¥ = e5/"(1 4+ O(h)), S = S(E) = [°|V — E['/2.
Si maintenant V' — E < 0 sur |a, b[, on écrit
uy W Y\ /[(u,
)= (o)) 22
et cette fois W = WY + O(hY) = ie/*(1 + O(h)), ¢ = @(E) = [* |V — E['2 et Y = O(RY).
Notons (Z) et (W) ces deux matrices.

Remarque 2.2.2 Si on note W le wronskien, on a par construction W(v; ,v;) = W(v; ,v)) = 1
et W(uy ,ul)) = W(uy ,u)) =1, donc det(Z) =1 et det(W) = 1.

a’a

Si a et c désignent respectivement le premier et le dernier point tournant sur 1’axe réel, on va
maintenant montrer que les solutions de Jost J. et la solution exponentiellement décroissante K_
sont proportionnelles aux solutions u et v, respectivement.

Lorsque z tend vers —oo, la remarque 2.8.8 de ’appendice 3 donne I’équivalent :

Va o cocho €F ‘V7E|l/2v 1/2((Vv = B) *+0(h))
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et donc comme x < a, v, est exponentiellement décroissante. v, est donc nécessairement propor-
tionnelle & K_ (sinon elle serait exponentiellement croissante).

De méme, lorsque = tend vers +o00, on a :
Uy ~a— s yooh<ho Rl Ve ((V - E)"/t O(h))'
On voit donc que u sont proportionnelles & J. .
Avec ces solutions la proposition 2.1.3 peut étre réécrite :
Proposition 2.2.3 Soit M = (m;;(E)) la matrice de transition :
(o) =4 (e )
FE est une résonance si et seulement si m;; = 0.

Cette matrice M s’exprime facilement & 1’aide de matrices T, (Z) et (W).

2.3 Cas d’un seul puits

On se place dans le cas d’un unique puits de potentiel et on définit et étudie les fonctions
P, ¢, ©, ¥ qui nous permettent d’écrire la condition de quantification déterminant les résonances.
On montre ensuite qu’on peut étendre ces définitions ainsi que les constructions de la partie 2.3 dans
un domaine de C convenable. Cela nous donnera I'existence de résonances exponentiellement proches
de R, ainsi qu'une estimation de leur partie imaginaire. On terminera cette partie en donnant un
apercu du cas d’un nombre quelconque de puits.

Soit donc un potentiel V' ayant un unique puits de potentiel pour un intervalle d’énergie I C R
qui vérifie les hypotheses de la proposition 2.0.4 dans I'introduction.

FIG4: Puits unique
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Pour E € I, on note a = a(E), b = b(E) et ¢ = ¢(F) les points tournants simples, et on considere
les solutions de la partie précédente au voisinage de chacun de ces points ujit, vdi, d = a,b,c, avec

N = 1. Si on écrit
Ua_ uc_
(U;> :M(u:), (3.1)

M =TW)T (2T,
ou (W) et (Z) sont donnés par (2.1) et (2.2) avec

on a immeédiatement

{ W(E, h) = i@/ (1 + O(h)), $(E) = 2|V - B[/ (3.2)

Y(E, k) = O(h)

et
Z=¢5h S = / vV — E|V2.
b

Remarque 2.3.1 D’aprés la remarque 2.9.1 a la fin de I’appendice 4, les O(h) et leurs dérivées en
E sont uniformes sur I dans (3.2).

On montre maintenant (0.8) :

b(E)

VE € I,3(E) = / (B — V(t)Y2dt

a(E)

et donc

VE € LE(E) = V(E)(E - VO(E)” - d (B)(E - Vi) + 1/2) [ (B - V()

Finalement,
bE

VEel,§(E)= (1/2)/ ( )(E — V() "%dt > 0.

a(E)

On a bien (0.8).
On prolonge les fonctions introduites jusqu’a présent dans un domaine de C pres de I'axe réel :

Proposition 2.3.2 1] existe hy > 0, Cy > 0 tels que pour h < hy, les fonctions S, ¢, W et Y
admettent un prolongement holomorphe sur

Dr={z€C, Rzel, [Sz| <h/Cy}.

De plus, ces fonctions vérifient encore (3.2).
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Preuve : On peut définir les points tournants a(FE), b(F) et ¢(F) de maniére holomorphe sur un
voisinage de I dans C grace aux hypotheéses d’analyticité du potentiel (0.2) et de simplicité des
points tournants (0.5).
De plus, ¢ et S se prolongent sur un voisinage complexe de I a 1’aide d’intégrales d’action [4] : pour
E € I, on fixe les déterminations de z — (V(z) — E)'/? comme suit :

soit (V(z) — E);’? 1a racine carrée de (V — E) définie, positive dans ]b,c[. On la prolonge holo-
morphiquement dans C\([a, b] U [¢, +o0]).

soit (V — E)é/ ? la racine carrée de (V — E) analytique dans ]a, b[ prenant ses valeurs dans iR*.
On la prolonge holomorphiquement dans C\(]—o0, a] U [b, c]).
On a écrit dans les graphes ci-dessous certaines des valeurs prises par ces racines carrées.

rbc
_ + R+
R R/ R N
[ |11 11 —
+ a - c IR
R

. 1/2
FIG6: détermination de (V—E)2

On peut prolonger ces déterminations lorsque E est dans un voisinage complexe de I. ¢ et S sont
alors données par

2 =5 [ (V@) -2} (339
S(z) = % [ v -2 (3.4)

ou Iy et Ty, sont définis en (FIG5) et (FIG6). Pour E € I, ces définitions redonnent bien ¢ et S
réelles positives.

Il nous reste a prolonger les solutions et les matrices de transition construites en appendice. Si

E est dans un voisinage complexe de I, on peut construire les solutions formelles de I’appendice 3.
Side plus F € {z € C, Rz € I, |3z] < h/Cy}, Cy > 0 grand, on a des formules de connexions
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similaires a celles de la partie 2.9.3 car les croissances et décroissances exponentielles restent les
mémes. On peut ensuite construire des solutions exactes ayant les mémes wronskiens et les matrices
de transition s’expriment avec les mémes formules (2.1) et (2.2) en remplagant W et Y par W* et
Y*. Enfin, on a encore les estimations (3.2). O

On revient a la matrice de transition M, qui est maintenant définie pour £ € D;. On commence
par étudier la matrice T(W)T ! lorsque F € I :

TW)T~! = <§RW —-3Y RY — %W) B (?R(W +iY) -Q(W — zY))
TA\RY +£3W RW Y ) T \QS(W +iY) RW —iY) )
On écrit .
n ecri { W —iy = ’Lp(E, h)eup(E,h)/h
W +1iY =iq(E, h)eV Ehr)/h
ol
q(E,h) = W +iY|" '
D’apres (3.2),p=1+O(h) et ¢ =1+ O(h).
On définit ¢ et ¥ comme suit :
i% ; Y _ pei‘p/h =1+ O(h))eitp/h
et
M = (14 O(h))e*?/" d’apres (3.2).
Ainsi
i(o—@)/h (W — iY)e_i¢/h
e'v=¢ D = (1+ O(h)),
et on définit ¢ par
E.h) — G(E —iY)e @(E)/h
ol ’h)h 2(E) _ arg<(W ! Z.;e ) € [=Ch, CH] ] — m, 7 (3.6)

On a ¢ — ¢ = O(h?) uniformément sur I (qui est compact), ainsi que des relations analogues pour
les dérivées en E. .

On définit de maniere équivalente ¢)(E, h) pour avoir encore gEqﬁ — @™ =0(h?), n>0.

On prolonge ces fonctions dans un domaine de C :

Proposition 2.3.3 Il existe hg > 0 et Cy > 0 tels que les fonctions E +— p(E, h), E+— q(E,h), E —
©(E,h), Ew— ¢(E,h) admettent un prolongement analytique sur

Dy ={z € C,[Sz] < h/Co}.
De plus,
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Vh < hy, VE € D;, Vn € N, 3C,,

ol h) 2o )|<Ch2

0En" 3E” (3.7)
Ul 1)< on.

Preuve : On considere le domaine de C donné par la proposition 2.3.2 D;. On va montrer qu’on
peut augmenter Cy pour avoir la proposition.
On note I'(E) = F la conjugaison dans C. Si f(E,h) est une fonction holomorphe sur Dy, on note

f*(E,h) =T(f(T(E),h)) (3.8)

qui est une fonction holomorphe sur D; = D;.
Soit C' — 1 = sup |g5" = sup ‘(gb*)" grace a la symétrie de Dj.
Dy Dy

On a
S¢(B)| < C[SE|si [SE| <.
Si |SE| < h/Cy et h < Coe, alors

ei‘ﬁ(E)/h‘ < e0/% < 400 done €/ est borné sur Dj.
D’autre part, (W —iY)(W* +iY™*) = e/ @E)="E)/h 4 O(h).
On commence donc par étudier ¢(E) — @*(E).
Comme I'(3(E)) = ¢*(F), on a
B(E) - ¢*(F) = 3(E) — T(3(B) + & (B) — ¢*(B),

G(E) — *(E) = 2iS¢(E) + 2SE / (1 - t)F + tE)dt,

et donc |¢(E) — ¢*(E)| < 4C|SE|.
Si Cy > 0 est assez grande et ‘%E‘ < h/Cy

HPE=F IR _ 1| < 5C/Cy < 1/4,

Pour h < hy, quitte & diminuer hy, on a alors ‘(W — 1Y) (W* +4Y™) — 1‘ < 1/2.
On définit
p(E.h) = [(W(E, h) — Y (B, h)) (W (B, h) + Y (£, )",

q(E,h) = [(W(E, h) +iY (E, h))(W*(E, h) — iY*(E, h))]"/,

ol on choisit la détermination de la racine carrée positive sur les réels positifs. Cette racine carrée
étant analytique sur le disque de centre 1 et de rayon 1/2, on obtient bien des fonctions holomorphes
sur D;. De plus, si E € R, f*(E) = I'(f(E)), donc les expressions ci-dessus donnent bien des
prolongements de (3.5). Enfin, la proposition 2.3.2 montre qu’on a bien (3.7) pour p et g.
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Remarque 2.3.4 Par construction p(E, h) = p*(E,h) et ¢(E, h) = ¢*(E, h).

On va maintenant prolonger pour E € D; et h < hg la fonction ¢(E, h) donnée par (3.6).
Soit

2(B,h) = 2L h)
Si £ eR,
E,h) — ¢(E Z(E,h)—Z"(E,h
BN =28 — arg[z] = Arcm(%z(( ,h))+ Z*((E,h)))
Or dapres (3.2) Z(E, h) = 1+ O(h) donc L ZER=ZUE 1)

Z(E,h)+ Z*(E, h)
Comme Arctan admet un prolongement analythue pres de zéro, on définit avec la méme formule

@(E’h)h_ P(E) pour £ € D' et on obtient une fonction réelle analytique. La proposition 2.3.2

donne encore (3.7).
On procede de la méme maniere pour prolonger ¢ et on a le lemme. O

On reprend 1’étude de la matrice de transition M donnée par (3.1). On écrit maintenant

L (—gsin(w/h) —peos(ip/h)
W) = ( geos(/h)  —psin(p/h) )

On note My, (¢, 1, S) la matrice

.9 =TT = (San U0 ancaiy )

Ainsi M = M,,(p, 1, S)T. Si (m;;) désignent les coefficients de M, on calcule
myy = e ™ peSEVR cos(o(E, h)/h) — ™ qe SV sin(y(E, h)/h).
La proposition 2.2.3 conduit a :
Proposition 2.3.5 II existe hg > 0 et Cy > 0 tels que si h < hy et
={z € C,|Qz| < h/Ch},

FE € D; est une résonance si et seulement si :

peSEVR cos(o(E, h)/h) —ige 5BV sin(yp(E, h)/h) = 0.
On réécrit cette proposition grace aux estimations (3.7) :

SENR cos((E, h) /) = i(1 + O(h))e BV sin(p(E, h)/h),

ot |O(h)| < Cyh uniformément sur D;. En particulier, sur Dy, cos(¢(E, h)/h) = O(e 25E)/?) On
peut diminuer hy (ou augmenter Cy) pour avoir |sin(p(F, h)/h)| > 1/2 si E € D; vérifie I’équation
de quantification. Finalement
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o(F, h))
h

u=u(E,h) = cotan(
est bien définie sur D; x |0, ho| et

Théoréme 2.3.6 Si h < hg, E € D; est une résonance pour 'opérateur de Schrédinger (0.1) si et
seulement si ¢ = ¢(E, h) et S = S(F) satisfont I’équation suivante :

Sy — ie=/"(1 + R(E, h)) =0, (3.9)
ou

q(E, h)sin((E, h)/h)
p(E, h)sin(p(E, h)/h)

est un O(h) ainsi que toutes ses dérivées uniformément sur Dy.

R(E, h) = 1

Cette équation montre que F € I ne peut étre une résonance. Cependant, lorsque h tend vers zéro
et £ €I, u(E,h) tend vers zéro.
On définit Ey par

u(Fg(h),h) = cotan(%) =0, ¢(Eg(h),h) = (2k + l)gh.

Si on fixe 79 > 0 et I' un intervalle inclus dans I tel que I' + [—ng, mo] C I, alors P’estimation (3.7)
impique

VE € I,|p(E, h) — $(E)| < Coh? < o
des que h < hg, quitte a diminuer hy. ¢ étant bijective sur I, on a donc montré que si

_ e 2
2%k + 17

Jk

alors

dky > 0, Vk > k‘(), Vh € Jk, Ek(h) el

On va montrer qu'il y a une résonance exponentiellement proche de Ey(h) lorsque k& > kg, pour
tout h € Jj, :

Proposition 2.3.7 1l existe Dy > 0, kg > 0 tels que pour tout k > kq et h € Ji, il y a une unique
résonance r(h) dans {z € C, |Ex(h) — z| < h?}. On Décrit r(h) = Ex(h) + z(h). De plus,

12(h)| < Dohe 25(EWD/A,
On voit que les parties imaginaires des résonances qui nous intéressent sont exponentiellement

décroissantes en h, elles sont donc dans un domaine du type D; C {|Sz| < h/Co} dés que h < hy.
Avant de démontrer cette proposition, on démontre un lemme qui en simplifiera la preuve :
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Lemme 2.3.8 Si F € Dy et E+ z € Dy,

P(E+2,h) = ¢(E,h) + ¢'(E,h)z + o(2)
ot 0(z) est uniforme en E € Dy et h < hg.

Preuve : Grace a (3.7), on a si h < hy,

E —(F — ' (FE
|Q0( +Z,h’) @(2 )h’) QO( ,h)Z < max
z EeD;

¢"(E, h)‘ < max

EEDI

(@) (B)| + 1.

O

Preuve de la proposition 2.3.7 : Soit £ > ko afin que Ei(h) € I lorsque h € Ji. On note
E(h) = Ex(h), et

F(E,h) = ¥ O (B, ),

g(E, h) = —i(1 + R(E, h))e 5E&/",

On va appliquer le théoreme de Rouché aux fonctions f et g. Un développement de E — u(E, h)
au voisinage de E'(h) donne :

u(E(h)+ z,h) = u(E(h),h) — —

=+ ofz/h) = —¢!(B(h), h)> + 0(%) (3.10)

Soit m = minges |@¢'(E)|. (0.8) implique que m > 0 et (3.7) donne ‘(p’(E,h),h)‘ > 3m/4 pour h
assez petit.
Ainsi si on fixe € > 0 assez petit,

lu(E(h) + 2, h)| > [ <e

2l 15
La continuité uniforme de S(E) sur I donne de plus :

|z
, Si|—

h<6.

FB(h)+2,h)] 2 S S E0

D’autre part, |R(E,h)| < Ch < C si h < hy donc dés que |z| < ¢h,

9(E + 2,h)| < Clee= S ¢ > g,

Si
2| = h? (3.11)

et h < e, alors |z| < €h et

Vh < ho, |f(E(h) + 2,h)| > %e—%hesw(h»/h_

La majoration de |g| montre qu’il existe hy > 0 tel que si h < hy < €, |z| = h?, alors
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F(E(h) + 2, k)| > |g(E(h) + 2, h)| (3.12)

Comme f(E(h),h) = 0, I'analyticité de f et g nous permet d’utiliser le théoreme de Rouché pour
obtenir Pexistence d’une unique résonance dans Pensemble {z € C, |Ey(h) — z| < h?} si h < hy.
On écrit cette résonance r(h) = E(h)+ z(h). Pour obtenir I’estimation de z(h), il suffit de reprendre
la fin de la démonstration de la proposition, en remplagant (3.11) par

2| = Dhe=25EW)/A,

On reprend les calculs ci-dessus pour obtenir une constante Dy telle que si D > Dy, on a (3.12) et
on conclut grace au théoreme de Rouché. O

Nous allons maintenant estimer la partie imaginaire de cette résonance.

Théoreme 2.3.9 On se place sous les hypothéses de la proposition 2.3.7. Si k > ko et h € Ji, la
partie imaginaire de la résonance r(h) donnée par la proposition 2.3.7 est

he—2S(Ew)/h
¢'(E(h))

Preuve : Un développement limité en Ey(h) = E(h) de I’équation de quantification (3.9) donne :

S(r(h) = — (14 O(h)).

2
eS(E(h)/h (—@'(E(h),h)% + O(%)) _ ie_S(E(h))/h(l + R(E(h),h)) = 0.

En prenant la partie imaginaire cette équation en E(h) + z(h) = r(h), on trouve

he—2S(EMR)/h

S(r(h) = SG:(h) = ~Z Ty

(1+0(h))

car ¢'(E(h),h) € R.
Avec (3.7), on obtient le théoréme. O

Terminons cette partie en évoquant le cas de puits multiples qu’on étudie plus précisément dans
la partie 2. 6.

On considére un potentiel ayant M puits [aq, b1], [ag,ba], .., [am, bu] et une mer [c, +oo[ pour

un intervalle d’énergie I (voir (FIG8) partie 2.6).
La matrice de transition M reliant les solutions v7 et uF est donnée par

M = H1§j§M(T(Wj)T_1(Zj))Ta
olt les matrices (W) et (Z;) sont similaires & (2.1), (2.2) avec W; = ie'%/"(1 + O(h)), Y; = O(h)

et Z; = €%/". On a noté @, et S; les intégrales d’action définies comme en (3.3) et (3.4) avec
respectivement les contours ', et T'y;q;,,, (arr41 = ) similaires & ceux des (F'IG5, 6).
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Avec les mémes notations que dans le cas d’un unique puits on écrit :

eSilh Jh) —q.e Silhsi /h
My (0300 5) = TOV)T(Z5) = (Do im0~ e st ).

L’équation de résonance est donnée en annulant le terme en haut a gauche de la matrice M qui
s’écrit maintenant

M =Tl<j<m Mp;q; (@5, %5,55)T.
Cette expression montre que I’équation des résonances est de la forme

> Cpeeh i 5 =, (3.14)
(ex)EA

ou A est I'ensemble des 2™ suites e, = +1, 1 < k < M et ot C. = C(,) dépend de p;, g;, cos(i;/h),
sin(p;/h), cos(y;/h) et sin(y;/h), j =1, ..., M.

Remarque 2.3.10 On peut déterminer les coefficients C, de (3.14) grace aux relations de récurrences
suivantes : si pour 1 <n < M, on note :

Il
—
Qe
S ®
~——

H MPij ((Pja '(/)j’ SJ')
j=1

alors s )
{ An+1 = Pn+1€ nt1/ [AnCOS((PnH/h) + annl(gon—f—l/h)]
Bn—|—1 = Qn+1€_sn+1/h[_AnSin(wn—H/h) + BnCOS(T/Jn_H/h)] .

(On a des relations similaires pour D,, et C,, mais elles ne nous sont pas utiles ici).

Ces relations de récurrence permettent de construire un automate fini qui donne les coéfficients C,
(Cf Appendice 5).

2.4 Cas de deux puits

Dans cette partie, on considére un potentiel présentant deux puits et une mer. Dans un premier
temps on établit 1’équation des résonances puis on montre I'existence de résonances exponentielle-
ment proches de R, et on estime leur partie imaginaire. Cela permet de démontrer le théoreme 2.0.11
sur les croisements. Enfin, une estimation des parties réelles conduit au théoreme 2.0.12.

Soit un potentiel de la forme (FIG1), ayant deux puits [a;, b;], ¢ = 1,2 et une mer [¢, +oo[ pour
des niveaux d’énergies E contenus dans un intervalle I compact vérifiant (0.5). Cela assure que les
points tournants rencontrés sont simples.

Comme précédemment et avec les mémes notations, on sait qu’il existe Cy > 0, hy > 0 tels que si

DI:{ze(D, Rz € I,

2| < h/Co}, (4.1)
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alors, si h < hg et E € Dy les solutions de Pu = Fu introduites dans la partie 2.3 sont définies et
analytiques en F.
On écrit les solutions v en fonction de uF :

(V) =Tv)T )T T (2T ()

_|_
val Cc

Comme dans le cas d’un unique puits, on définit sur D; x |0, hg] des fonctions holomorphes p;, g;,
@; et ¥, j =1,2 qui vérifient :

{ Wj — ZYvJ = ipj(E, h
W; +iY; = ig;(E, h

i‘pj (Eah)/h

e .
gviEmnm I =12

)

On peut augmenter Cy pour avoir de plus :

p;— 1 < Coh . _
h%—usahJ—LZ (4.2)

i (E, k) — @;(E)| < Coh? .
> =1,2, 4.3
{wj(E,h)—w(En < Coh? 7 (4.3)

ainsi que de relations analogues pour les dérivées enieme de ces fonctions, avec une constante C,, > 0
a la place de Cj.

On obtient ’analogue du théoreme 2.0.7 dans ce cas donné directement par 'automate de (FIG7)
en appendice :

Théoréme 2.4.1 Considérons I'opérateur de Schrodinger défini par (0.1) présentant deux puits. Si
h < hyg, les résonances dans I’ensemble Dy défini plus haut sont données implicitement par

el 515/, pocos(p1/h)cos(pa/h) — eV Mg posin (v /R)sin(pa /h)
—iet51=52)/hp, 4o cos(p1 /h)sin(ihy/h) — ie~S1+52)/h g, gosin (41 /h)cos(1ha/h) = 0. (4.4)

Quand il n’y a pas d’ambiguité, on omettra comme ici d’écrire la dépendance des S;
en E et celle des p;, ¢;, ¥, p; en E et h, pour j =1,2.

Si So(E) = min(S1(E), S2(E)), 'équation (4.4) donne dans Dy :
cos(1(E, h)/h)cos(pa(E, h)/h) = O(e 25BNy
On définit alors E; (h) et Esx(h) par
coslior (Er(h), )/h] = 0, o1(Bye(h), h) = (2k + 1),
et

COS[QDQ(EZk(h)’ h)/h] = 07 @2(E2,k(h’)7 h’) = (2k + 1)gh’a

Comme dans la partie précédente, on fixe 1y > 0 et I’ C I tel que si
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V]

Ga(I') 2
2k + 17’

w2 o,
Jk_?k—i—lw’ Te =

alors pour ky > 0 assez grand,

Vk > ko, Vh € J, E1x(h) €1,

Vk > ko, Vh € J7, Esx(h) € 1.
On montre maintenant qu’il y a une résonance exponentiellement proche de E; x(h) si k est assez

grand et h € J} :

Proposition 2.4.2 II existe Dy > 0, kg > 0 tels que si k > ko et h € J., il y a une résonance
r15(h) dans {z € C, |z — E1 x| < h?}. Si on écrit cette résonance 1 ;(h) = Ej x(h) + 21 ,(h), on a de
plus

|Z1,k| < Dth_SOI(h)/h.
ou 501 = So(El,k(h))
Preuve : Dans cette démonstration, on écrit Ey(h) = Ej,(h), et h € J} = J* sera sous-entendu.

On augmentera un nombre fini de fois ky € IN (ce qui revient & diminuer un nombre fini de fois h).
Notons

F(E,h) = pi(E, h)ps(E, h)eStES2(EN/h cos [ (E, h) /h] cos [pa(E, h) /h],
et

9(E,h) = —qpeS=5/ " sin [?/)1 (E, h)/h] sin [@2(E, h)/h]
—ip1qeeS1792)/h cog [gpl(E, h)/h] sin [wg(E, h)/h}
—iggoe~ (S1192)/h gin [1/11 (E, h)/h] oS [1/12(E, h)/h].
On applique le théoreme de Rouché aux fonctions f et g.

On note Sjl = S](El(h)), ] = 0, 1, 2.

La continuité de g et le développement des p; et ¢; (4.2) donne 'existence de € > 0 tel que la
continuité uniforme de S; sur I donne, pour h < hg :

S11+8521 —2501] /h 2¢

‘g(El + z, h)| < 46[ e, si|z| < eh. (4.5)

D’autre part,

p1(E +2,h) = 1(E, h) + ¢1(E, h)z + ox(2)

ol ‘oh(z)‘ est uniformément majoré en E € I et h < hy comme dans le cas d’un seul puits (Re-
marque 2.3.8). On n’écrit donc plus la dépendance des o en F et h.
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Un développement limité de cos(y1/h) cos(ps/h) en E;(h) conduit a :

f(Br + z, h) = pipoeS152)/h [ ¢y (E1(h) ( )] i i
[ cos(p2(E, ) /h) @(Ev(h), h) sin(pa(Ey, k) /), + o(ﬁ)].
Notons m = min(c,ﬁ’1 (E), ¢5(F)). (0.8) entraine m > 0.

Avec (4.3) on a donc minge (@) (E, h), ¢5(E, h)) > m > 0 pour h < hy.
On étudie deux cas :

1) Supposons que | cos(ps(FE1,h)/h)| > 1/2 : on est dans le cas sans interaction.
¥

On prend alors z tel que ‘z‘ = h.
Pour h < hy < €, on a |z| < €h. De plus, le développement de p; (4.2) donne, quitte a diminuer e

6(511+521)/h

I S| P a——

Vh < hy, 3

PL(Ex(h), h)| i [2/ ] < e

Si ‘z‘ = h?, cela entraine

F(By+2,h)| 2 he(Sutsm/te2e .
Finalement, |f(E\ + 2z, h)| > |g(E1 + z, h)| dés que

6(511 -I—Szl)/he—QCTh > de [511 +521—2501] /heze.

Cela donne bien lexistence de 0 < kg tel que si h < hg et |z| = h?, alors

Comme f(E;(h),h) =0, on obtient la proposition grace au théoréme de Rouché pour tout i < hy.
2) Supposons ‘Sin(@Q(El,h)/h)‘ > 1/2, alors ‘cos(gag(El,h)/h)‘ <1/2.
On diminue € > 0 pour que si |z| < €h on a
: z . z z
5|0b(Eu(h), ) sin(pa(Er, h) [h) 2| < | = @h(Er(h), h) sin(pa(Br, h)/h) +o(5 )|
, z
,(B1(h), h) sin(ga(Er, h) /h) 7 |

On distingue deux sous-cas :

a) | cos(ia(Ex, h)/h)|

L(E1(h), h) sin(ia (B, h) /) | b

On choisit z tel que |z| = h%. On a

I E.(h ,h h
‘f(El’f'Z h)‘ > e(S1+82)/ho—2e @1 (E1(h) )‘

Hcos wa(E1, h)/h)

X

@h(Br (), h) sin(pa (B, ) [W)h + o(h)|,
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soit,

|f(E1 + 2z, h)‘ > (mTh)26(Sn+521)/h6_26

Grace & (4.5) , on obtient hy > 0 tel que si h < hyg, et |z| = h?, alors

‘f(E1 + z, h)‘ > ‘g(E1 +Z,h)‘.

Le théoreme de Rouché permet encore une fois de conclure et d’obtenir la proposition.

b) Si | cos(pa(Fr, h)/h)| < 2|¢h(Er(h), h) sin(gx(Fy, ) /)
Sih < hy < (¢/3), alors |z| < €h, et

h, on prend ‘z‘ = 3h2.

‘f(El + 2, h)‘ > %(?)26(51&521)/%—26‘

Ainsi, (4.5) entraine, pour h assez petit
F(By +2,h)| > |g(By + 2,h)|.

Le théoreme de Rouché permet de conclure pour obtenir la premiere partie de la proposition.
Pour démontrer la majoration de |z(h)|, on fixe € > 0 comme ci-dessus et on pose D; = 8¢*¢/m. On
reprend les calculs ci-dessus en remplacant les cas a) et b) par :

a) | cos(pa(Er, h)/h)| > 2
et

b) ‘cos(cpz(El, h)/h)‘ < 2Jg0'2(E1(h), h) sin(pa(EY, h)/h)‘Dle_S‘“/h, ot on choisit |z| = 8 D;he™S01/k,
On applique le théoreme de Rouché et pour Dy = 8D; > 0, h < hg on a la majoration recherchée.
Cela termine la démonstration de la proposition. O

(B (h), h) sin(¢s(Eh, h) /h)|Die= /", oit on choisit |z| = Dyhe 50n/%

Remarque 2.4.3 On a ici une estimation moins bonne de z, ;, que dans le cas d’un seul puits. Cela
est causé par la possibilité d’apparition d’une interaction.

On a bien siir un résultat analogue pour le deuxiéme puits. Les résonances données par la proposition
sont dites associées au premier (ou au deuxiéme) puits. On s’intéresse maintenant aux parties
imaginaires et réelles de telles résonances.

2.4.1 Partie imaginaire des résonances
Résonances associées au premier puits

On fixe désormais kg et Dy pour avoir la proposition 2.4.2. Si k > ko, h € J}., on écrit la résonance
associée au premier puits donnée par cette proposition

Tl(h) = Tl’k(h) =0 (h) + 261 (h)
On omet la dépendance en k. Si h € J. = J' et Ej(h) = Eqy,
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a1(h) = Ey(h) + O(e 5/h), By (k) = O(e S0/,

ot O(e%1/h) est uniforme en k > kg, et bien siir cos(p1(r1, h)/h) << 1.

On étudie maintenant la partie imaginaire de cette résonance.
On omet la dépendance en h et 71, et on écrit I’équation de quantification exacte (4.4) sous la forme

picos(pi/h) _ J-251/h e52/Pposin gy /h) + ie =52/ Mgacos (1 /h) (4.6)
q1 sin(¢1/h) eS2/hpycos(pa/h) — ie=52/hgysin (g /h) '

Pour pouvoir étudier cette équation, on doit introduire des fonctions particulieres :

Définition 2.4.4 Soit £(D) I’ensemble des fonctions définies sur DxJ, D C C, J C |0, hy] vérifiant :

E(E,h)| < Ch

E(E,h) € £(D) ssi VK CC D, 3C > 0, VE € K, Vh € J, {|%5(E,h)| < ORE|-

On a immédiatement :

Proposition 2.4.5 £(D) est un R espace vectoriel.
Si& € E(D) et & € E(D),
5152 S 5(D) 5
&1 €e&(D).
Si de plus f est une fonction réelle analytique sur & (DxJ) vérifiant f(0) =0, alors f(&;) € £(D).

On démontre maintenant la proposition :

Proposition 2.4.6 On peut augmenter Cy > 0 dans la définition de D; (donnée par (4.1 au début
de cette section) pour que si h < hg, alors

cos(ip;(E, h)/h) = cos(¢;(E, h)/h) € E(Dr), j = 1,2,
sin(gong, h)/h) —sin(y;(E,h)/h) € E(Dr), j =1,2,

(%)i —1€&(Dr), (5,k) € (1,2)%

Preuve : On doit d’abord montrer

Lemme 2.4.7
i on(Eah)_gpj(E)
i) 7

e€
1-1-) 77bj(Ea h)h_ @](E) c 5('D1), j=1,2;

iii) p;(E,h) — 1 € £(Dy), j = 1,2,
iv) ¢;(E,h) —1 €& j=1,2
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Preuve du lemme : Montrons 7). Grace a (4.3) on a déja o1, h)h_ 2(E) _ O(h), ce qui donne
la premiere propriété de £ pour cette fonction.

Il reste & montrer I'inégalité sur les parties imaginaires. Pour cela, on revient a la définition de
¢1(E, h) avec la fonction Arctan. Notons :

Wl(E,h) — ZY(Ea h’) e—icﬁl(E)/h .
ip1 (E, h) ’

Z{(E,h) =T(Z:(E, h)),

Zl(E, h) ==

et
Zy—Z7)(E,h
LB ) = {5 Py
Alors
o (E, h)h— P1(E) _ Arctan|[IT,(E, h)] .

Or Arctan’(0) = 1 donc il existe € > 0 tel que ‘%[Arctanz” < 2‘%2‘ si ‘z‘ <e
De plus, II;(E, h) = O(h) donc si h < hy(€), |II;] < e. Ainsi,

@(E’h’))‘

o <P(Ea h) —
( .

Tl suffit donc de trouver C' > 0 tel que \%Hl\ < 0\%E|

Vh < ho(G),

On a

ce qui s’écrit aussi

ou v = Z;(E) — Z;(E). Un calcul donne

ISIL)[ < (14 O(h))|v]-
Or .
y = /0 (Z2)((1 — ) + tE)dt(E — E), (4.7)

donc il existe C' > 0 tel que M < C'SE.

Finalement, on a su trouver C' > 0 tel que ‘%Hl‘ <C ‘%E ‘ et le point 7) du lemme est prouvé.
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Le point ii) se démontre exactement de la méme maniére.

Les deux points suivants se démontrent par des calculs similaires. Comme p,(E,h) =1+ O(h) on
a bien str p;(E,h) — 1 = O(h). Il reste & démontrer la majoration sur les parties imaginaires.

Spt| > Syl et

PA(E, h) = [(Wy = iYa) (B, h)| [(W} +iY7") (B, b))
=WiW;(E,h) + 1Y (E,h) + i[WlYl*(E, h) — WYy (E, h)],

det(W;) = 1 s’écrit WiW(E,h) — Y1Y*(E,h) = 1 et donc :

P2(E, h) = 1+ 2Y:(E, h)[Y¥(E, h) — Y7 (B, h) + Y;(E, h)]
+ i[WAYF(B, h) = WiYi(E, h) + WiYa(E, h) — WiYi(E, h)],

soit

2 I
(B, h) =1+2Yi(E,h)| — Yi(E,h)[Y7(E, h) — Y (E, h)]
—2SW1 Y7 (B, h) +i[WYi(E, h) — WY (E, b)),

et finalement

Sp2(E, h) = S[Yi(E, h) [Y¥(E, h) — Y¥(E,h)| +i[W;Yi(E, h) — WiYi(E, h)|].

On démontre alors avec des intégrales du type (4.7) que |Sp?| < C"|SE ‘ et le lemme est démontré.

O

Preuve de la proposition 2.4.6 : On démontre seulement la premiere assertion :

cos(1(E, h)/h) — cos(¢1(E, h)/h) € E(Dy),
car les autres résultats se démontrent de la méme maniere.
On sait que 501%1/]1 = O(h) donc cos(¢;(E, h)/h) — cos(;(E,h)/h) = O(h).
Démontrons la majoration de la partie imaginaire.
Ecrivons F = a + 3. ¢1 est une fonction réguliere, il existe donc ¢; > 0 et €; > 0 telles que

01 (B o1(a p1(a B p1(a B
cos (2522) = cos (22| = feos (242 +0()) —con (242)| < [

B
b b b b i) <

Or cos (@}(La)) € R donc

‘%COS(@)‘ < C’l‘§|, si|B] < eh
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On a une relation identique pour le sinus.

D’autre part d’apres le lemme, (‘Ol(g’ h) _ <P1§LE) = E(E,h) pour E(E,h) € E(Dy).
Alors, le dernier point de la proposition 2.4.5 implique

cos (@) — cos (@1}(117)) = cos (gbl;lE)) [cos(é’) - 1] — sin (¢1(E)) sin(€)

(B . (o1(F
= &; cos (SD l(z )) +5281n(('0 ;l ))7

pour deux fonctions &; € £(Dy), j =1,2.
En prenant la partie imaginaire de cette relation et avec les inégalités ci-dessus, on arrive a

cos (@) — cos (ﬁléE)) € £(Dy)

ou Dy est défini maintenant avec la constante max(Cy, 1/€1) toujours notée Cj.

¢1(E’h)

E. h
Comme on a la méme relation avec 1, on obtient cos (%T’)) — cos <T) € E(Dy).

Cela conclut la démonstration de la proposition. O

On fixe désormais la constante définissant D; de facon a avoir la proposition ci-dessus.
Cet espace de fonction permet de transformer I’équation de quantification (4.6) en :

cos(pi/h) g €/ sin(pa/h) +ie 52/ *cos(pa/h) + E(E, b))
(1+E(B,h)) sin(pi/h) e eS2/hcos(pa/h) — ie—52/h[sin(ps/h) + E(E, h)]

(4.8)

ou on a pris la notation £(E, h) comme fonction générique de & = £(Dy).

Avec cette écriture, on va pouvoir calculer la partie imaginaire de 7 (h). Pour simplifier les notations,
on dit qu’il n’y a pas d’interaction lorsque

| cos(pa(ri(h), h)/h)| > 1/2,
et qu’il y a une interaction lorsque
|sin(@2(r1(h), h)/h)| > 1/2.
Proposition 2.4.8 Dans le cas sans interaction la partie imaginaire de la résonance r1(h) est

donnée par
6*2(511%—521 )/h

Yh e J, Sri(h) = —hc—(l + O(h)).
ol on a noté
-AC:10),
U sin?(@1(E1(R)) /h)’

et Sjl = S](El(h)), j = 1,2
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Preuve : On note désormais u; (E, h) = cotan(@) qui est définie au voisinage de r1(h). On
rappelle qu’on écrit r(h) = a;i(h) +iBi(h) et Sj; = S;(E1(R)), j=0,1,2.
On a le développement limité :

uy (e + 161, h) = us(aq, h) —

¢ (aq, h) iB1 B
sin2(g011(oz1, BIDE °<Z> '

Comme a; — By = o(e™%/") et B = o(e~501/") on a

. gp’l(El,h) —So1/h 151 B
h) = h) — 14 O(e %/ /p)| L= —.
Ul(OC1+Z,81; ) U1(a1’ ) SiHQ((‘Ol(El,h)/h)I: + (6 /)] h to h
Introduisons les notations :
Ry
ZilE;(h) i=1,2, j=1,2 (4.9)

“07 sinZ(¢:(E;(h)/h)

On a vu que @;(E) > m > 0 (c’est (0.8)) donc ¢;; > 0. (4.3) permet de remplacer ¢;(E,h) par
¢1(F) dans le développement limité de u; :

U,l((l/l -+ 7;51, h) = ul(al) — 611%(1 =+ O(h)),
ot
S(ur (o +ifr, b)) = —011%(1 + o). (4.10)

Dans le cas sans interaction ‘cos(gog(rl, h)/h)‘ > 1/2.
L’équation (4.8) devient donc

Comme %[(1 - 5)u1] = —011%(1 + O(h)) et Sj(r1) = Sj(a1) + O(B1), on trouve

e—2(S1(a1)+52(a1))/h

Br=—h (1 +O(h)),
C11
ou encore
6—2(511+521)/h
fr= —hT— (1 + O(h).

On a donc la proposition. O

On traite maintenant le cas ol il y a une interaction, ¢’est & dire qu’on suppose ‘ sin(pa (71, h)/h)| >
1/2. Alors us(r1, h) est bien définie et :

Ug(C\fl -+ iﬁl, h) = U,Q(Ckl) - 021%(1 + O(h)),
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S(ug(ag + 161, h)) = —021%(1 + O(h)).

Soit € > 0 fixé. On note €(h) > 0 toute fonction définie sur un intervalle J telle que

Vh € J, |e(h)] <e.
On a

(4.11)

Proposition 2.4.9 Pour tout € > 0, 6 > 0, il existe kg tel que pour tout k > kg la résonance ry
proche de E1 , pour h dans J} ait une partie imaginaire donnée dans le cas avec interaction par

—S1/h _—2S3/h
cas 1.1 Si |uy(r1,h)| = max(e e(hie )’
1
By(h) = —he2(Suc+sa)/n (1+ (),

C11 |COS2(902(7"1)/h)|

cas 1.2 Si |us(r1, h)| = e(h)e™2%2/" et Siy > 2S5 + 6,

1
Bu(h) = —he 2En=5/M—(1 + ¢(h)),

C11

cas 1.3 Si |uy(r1, h)| = e(h)e™5/" et S; < 25, — 4,

Bi(h) = —he21/m L (1 4 ().

C21

Preuve : L’équation de quantification (4.8) s’écrit

_ag/n 1+ ie=252/"[uy(ry (h), h) + &]

(1+ E)us(r (k) h) = ¢

us(ri(h), h) — ie=>9:/M[1 + £’

soit
(1 + g)/UIl(Tl, h) =
[uaf? + 1 + £ Pe2S2452/h — 9§ (e 252/huy (1 + £))
Comme

Si(r1(h)) = Si(as(h)) + O(B1(h)),
So(r1) + Sa(r1) = 28s(an) + 0o(B1), e
Sy(r1) — Sa(r1) = O(B4), on obtlent avec désormais S; = Sj(aq) € R :

S[(1+ E)ur(ri, h)| =

o 251/h (1+ lug(ry, h)[M)e™2/" — Sug(ry, h)(1 + e=*2/*) + 6,(B1, h) + O(h)e~ >/

lug (1, )| + e 492/h — 2e-252/hFuy (11, h) + 02(B1, h)

Ici,
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61(8,h) = O(B/M)[e/ + |us ] et
62(8, h) = O(h)[e 15/ 4 e=252/M ).

Avec (4.10) et (4.11), (4.16) s’écrit

_%(1 + O(h))Al(h) — 6—2(51+52)/h<1 + |u2(r1,h)|2 +O(h)) + é(ﬁl,h),

ou
A(h) = culus(r, B)P + cine 0P 4y e7?5/0,

et
08, h) = O(B/H)[e~ 25+ 4 fup| (e=25/m £ O()e=25/1) i (£ [} =252+ O()e~5%).

2 )

On a majoré |Sus| par O(min (E’

Finalement, on obtient

(r)” + O(h)
Ai(h)

(1+0(h)Bi(h) = _he*2(51+52)/h1 + [ug +6(Bu, h)

avec 5(8, h) = ho(B, h)|Ai(h)| .

Lorsque h € J, cette équation donne la partie imaginaire ; en fonction des ordres de grandeur
possibles de A;(h).
On fixe maintenant € > 0, 6 > 0 petits. On peut alors augmenter ky pour avoir, quand k > kg :

Vhe ', e <¢ h<e
On écrit A(h) ~ A'(h) si A(h) = A'(h)(1 + €(h)).
Nous envisageons différents cas :

cas 1.1 : Ay(h) ~ cii|ua(r, h)|? , Cest & dire Ay (h) = ci1|ua(re, h)[*(1 + €(h)).

—Sl/h, —252/h
Cela veut dire que |us(r1, h)| = O(ma"(e =0 € )). On en déduit que 6(3:,h) = O(5B;)e(h)
est bien négligeable par rapport a .
On trouve 1
h) = _h672(51+52)/h 1+ ¢(h ’

Brlh) enfeost(oatryym) - T )
soit .

Bi(h) = —he St )/ (1 + €(h)).

C11 |COSQ(902(7°1)/h)|

cas 1.2 : A, ~ cie”*2/" soit |ug(ry, h)| = e(h)e™?%2/" et S;; > 2S5 + 6 (car h € J' implique
e(#52=251)/h < ¢=0/h < ¢). On calcule 6(B1, k) = O(B1)e(h) et

By(h) = —he-2Su-sm/m L (1 4oy,

C11
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cas 1.3 : A ~ c10e7 25/ soit |ug(ry, h)| = e(h)e™5/" et Sy < 2891 — 8. 6(B1, h) = O(B1)e(h) et

1
Bi(h) = —he 22/h — (1 4+ n(h)).
Co1
La proposition est donc démontrée. O

Etudions maintenant les cas intermédiaires dont nous aurons besoin pour démontrer le théoréme
de non croisement de la partie 2.5.3 :

2
cas l.a: A;(h) ~ cll‘ug‘ + cpe 52/ soit ‘ug‘ ~ e 252/ ot S > 28, + 6.

On calcule 2
6(B1,h) =0 <Min [/31, 6252/h%] > )

L’équation (4.16) devient :
2
(1 + \6252/%2\ )(1 + O(h))Suy — 22/ (1 4+ O(h))Sus Sy + e~ 251 7252)/hgyy, =

O(B1/h)e > =5)/h 1 O(B/h?) + e 1 =5)/h (1 4+ O(h)).

Deux valeurs semblent possibles pour f; :

—2(511—521)/h 1 h
B = —h° G 02( ) (4.17)
cr1(1 4+ [e252/huy|”)

—2851 /h

(1 + |22/, ) (1 + Oh)

ou bien [ = —he oo

Nous montrerons plus loin que seul le premier cas peut avoir lieu.

2
cas 1.b : Al(h) ~ 011‘11,2‘ + 0216_251/h, soit |’U,2‘ ~ e‘sl/h et S; < 25, — 4. Alors 5(,61, h) = 51€(h)
est bien négligeable par rapport a $;. On trouve donc

Bu(h) = —h— 0+ e(h) (4.18)

C11 |U2(T1, h)@sl/h|2 + o1

Résonances associées au deuxieme puits

On étudie a présent la partie imaginaire d’une résonance associée au deuxieme puits. On procede
de la méme maniere que précédemment.
On note 75(h) la résonance proche de Es ; pour h € JZ. On écrit désormais Es i (h) = Ex(h), JE = J?
et

7’2:C¥2+2.ﬁ2.

Démontrons
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Proposition 2.4.10 Dans le cas sans interaction, la partie imaginaire de la résonance r4(h) est

donnée par
—28S22/h

Vhe J?, By =—h (14 O(h)).

C22

Preuve : L’équivalent de la proposition 2.4.2 donne ay(h) = Ey(h) + O(e=52/h) et By(h) =
O (e=S02/h).

On reprend I’équation de quantification exacte (4.4) et on 1’écrit sous la forme :
cos(pa/h) [e(sl+52)/hp1p2005(cp1/h) — ie_(51+52)/hq1q25in(¢1/h)] — ie= 1)k gosin (hy /1) E =
sin(pa/h) [e<52_51)/hq1p281n(w1/h) + ie(sl_52)/hp1q2008(g01/h)] + iel51752/hp, gocos (o1 /h)E.

Soit en posant ug(FE, h) =cotan(py/h),

1) S sin /) iSO os(ip /1)
e(51+8:)/hcos(ip1 /h) — de~ (152)/h L gin (v, / h)

i€ (el =5/ Leos(y /) + Le 152 hsin(yy /h))

elS1+52)/hcos(p1 /h) — ie—(51+52)/h51—zzsin(¢1/h)

Avec les propriétés des £ et la proposition 2.4.6, on obtient

(o, ) = e(52=50/ (sin(p, /h) + &) + ietS179) heos(p1 /) (1 + ) + i~ S1H52)/h g (sin(p, /h) + &)
A e(51+52)/hcos(py /h) — ie~(S1+52)/h(sin(p1 /h) + ) '
(4.19)

Par hypothese ‘cos(gol(m, h)/h)‘ > 1/2, aussi cette derniére équation mene a

_ -2 /n(sin(e1/h) . 98y /h o _9(S1+S5)/h —2(81+85)/h
Uy = [e / (7(:08(()01/}1)) + e 22/ (1 4 &) + ife X )/ ](1+O(€ ( )/ ))

On fait un développement de uq(r2(h), h) en ay ce qui donne un équivalent de (4.10) :

%UQ(CYQ + 7;52; h) = _622%(1 + O(h’))a
@y (Es)

sin”(Ba(Fa)/h)’
Cela conduit a

ou Coo =

6_2522/h

fo=—h

(1+ O(h)).

C22
D’ou la proposition. O

On étudie maintenant le cas avec interaction. On suppose donc que ‘sin(@l(rz,h) /h)‘ > 1/2 et
uy(re, h) existe. Avec les notations (4.9), on a
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Proposition 2.4.11 Soit € > 0 petit. Il existe kg > 0 tel que si k > kg, la partie imaginaire de la
résonance ro proche de Es, est donnée, dans le cas avec interaction par : si h € J?

. e Si/h
cas 2.1 Si |uy(ry, h)| = e(h) 7
1
ﬁQ(h) _ _he—2522/hc_(1 + E(h)), (420)
22
' B —251/’1
cas 2.2 Si |ui(re, h)| = e(h)e™51/" et ‘u1| - GGW
2
By(h) = _h€2(512—522)/hM(1 + ¢(h)). (4.21)
C12
cas 2.3 Si |u,| = e(h)e—251/h
1
Bo(h) = —he 2G5t (1 + ¢(h). (4.22)
12

Preuve : On omet la dépendance de S; en 5(h) = ry. L’équation de quantification (4.19) devient :

h), h) = eS2=SO/R(1 4 £) e/ Py (ry, h) (1 + E) + iEe~ (1F52)/h 4.23
ug(re(h), h) = e(S1+52)/hyy) (g, h) — Ge=(S1+S2)/h(1 + ) . (4.23)

Avec désormais S; = Sj(a2) € R, on calcule

(€251 /0wy (ry, b)[* + € 251/0 — Quy (ry, h) (€252/0 + 7 252/1) | (1 + O(h)) + O () |us | + w,
€251 +52)/huy (g, h)|* + e 251+52/1(1 + O(h)) — 2(1 + O(h))Sur (r2, h) + wa (B2, h)

%’U,Q (7‘2 ; h) = )

Ouwl = wi(Be, h) = O(B/h) [6252/h‘U1(T2, h)‘ + 6251/h|’u1‘2 + e‘251/h], et

wa(B, 1) = O(B/1)[[us(ra, )| + 2S5/, [].

Les développements limités de u;(r2, h) en cp meéne a :

_%(1 + O(h))Asy(h) = By(h) + w(Ba, ),
ol
B ) = O(B/B) (51 (s 0]+ s+ i (fus, 2) 251090y, ],

et

Az (h) = con€® 15/ g (ry, h)|2 + Cope 2SIESI/h ), e252/h

By(h) = €5/ |uy(ry, h)|* + e 5" + O(h)|uy].
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Siw= hﬁ;, on obtient

(1+0(h)B+@ = —h%.
2

Soit € > 0 fixé et h assez petit. On étudie trois cas :

—S1/h
cas 2.1 : Ay ~ cpe®51+52)/R |y, (ry, h)|? et alors By ~ €251/"uy(ry, h)|?, i.e. [ui(ra, h)| = 66(5; .
On obtient & = O(B)e(h) donc
1
Ba(h) = —he 252/h—(1 4 ¢(h)).
C22
cas 2.2 : Ay ~ cpe?/M et By ~ e251/Puy(ry, h)[2, soit us| = [ua(rs, h)| = e(h)e™S/" et |u;| =
efQSl/h
e(h)
Alors @ est exponentiellement petit quand A tend vers zéro et
h),h)[>
52(h) — _h€2(512—522)/h|u1(r2( )a )‘ (1+6(h)).
C12
cas 2.3 : Ay ~ ¢19€?52/P et By ~ 7251/ soit |uy| = e(h)e 251/h,
Alors .
Ba(h) = —he ?E12452)/h— (1 4 €(h)).
C12
La proposition est donc démontrée. O
On obtient pour les cas intermédiaires :
2
cas 2.a: ‘Ul(Tg,h)‘ ~ e S Ay (h) ~ cZQeZ(SlJ’S?)/h‘ul‘ + 9252/ et
@(B2, h) = O(B3/h) + O(By)e”Min($1:22)/h — O(h)B,. D'out
8 o 25m/h ‘esl/hul(rg, h)‘2 (110 (4.24)
= —_he 2522 + . .
2 022|€Sl/hU/1|2 =+ C19
cas 2.b 3 [ui(rs, h)| ~ €725/ Ay(h) ~ c126?52/", alors @(Ba, h) = O(B)e™51/M et
2
1+ |251/hyy (rg, b
By = —he 2(SutS2)/h | 1(rs 1) (1+O(h)). (4.25)

C12

Finalement, on a obtenu la partie imaginaire des résonances associées a chacun des deux puits
lorsque h est assez petit, c’est a dire pour des résonances dont la partie réelle est proche de Ej,,
j = 1,2, k > ko assez grand. Cela va permettre d’étudier la possiblité de croisement entre ces
résonances dans la partie qui suit.
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2.4.2 Les croisements

On étudie a présent la possibilité d’un croisement entre deux résonances associées a chacun des
deux puits comme défini dans la définition 2.0.10 de I'introduction. Plus précisément, on va monter
que sous certaines conditions, il ne peut y avoir de croisement lors d’une interaction comme celle
décrite dans I'introduction :

Théoreme 2.4.12 Pour tout § > 0, il existe ko tel que si k > kg, | > kg , si

E|hcrois € J]i N lea El,k(hcrois) = E2,l(hcrois) = Ecrois:

et si [S1(Eerois) — 2S2(Eerois)| > 0, alors les résonances 11 et ro proches de respectivement E j, et
E,, vérifient :

Vh e JEnJ2, ri(h) # rao(h).

Dans toute cette partie, on fixe § > 0 et € > 0 petits dans les propositions 2.4.9 et 2.4.11. On a donc
des encadrements précis des parties imaginaires des résonances r; des que k et [ sont assez grands
et |Sl(E1) — 252(E1)| > 6, si bien sur h € J,% N Jl2 =J.

Dans la suite, on omet la dépendance en k et [ des différentes fonctions qui interviennent. h < hyg
signifiera qu’on a pris kg assez grand et h € J} NJ? noté J. Dans la démonstration de ce théoreéme,
on va diminuer un nombre fini de fois hg, ce qui revient & augmenter un nombre fini de fois k.

Pour démontrer le théoreme, on montre d’abord 'existence de constantes hy > 0 et kg > 0 telles
que si herois < ho et H = {h € J, |h — herois| < KohZ,.y;}, le théoréme est vérifié pour h € H.

On fait une démonstration par I'absurde et on suppose qu’il existe Acrois € H tel que 71(herois) =
T‘Q(hcmis). On doit donc avoir /Bl(hc'rois) = BQ(hcrois)-

On utilise ensuite les estimations de la partie précédente et on montre qu’elles ne peuvent pas étre
égales.

On finit la démonstration du théoreme 2.4.12 en montrant qu’il n’y a pas de croisement dans la
zone J\H.

On commence cette partie par des encadrements des fonctions u;(ri(k)), j = 1,2; ¢ = 1,2 qui
permettent de définir les constantes kg, hg.

Pour h € J assez proche de hgois, 0n est dans le cas d’une interaction et ui(Ey(h), h) et us(E1(h), h)
sont bien définis.
Par définition de E(h) = E; x(h) et Ey(h) = Es;(h), on a :

, (2k+ 1)m ron . RU4+D7
)= o m a2 = 2w,y

On note
Ccrois = |Ei (hcrois) - Eé(hcrois” > 0.

Dans un voisinage de herois :

Ccrois
QCcrois‘h — hcrois| > ‘El (h) — EQ(h)‘ > T'h — hcrois|- (426)
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Un développement limité en (Egrois, herois) donne :

h - hcrois h - hcrois
|u2(E1 (h’)’ h)‘ = 9012 (Ecroisa hcrois)ccroisg + 0(7) s

hcrois hcroz's

h - hcrois h - hcroz's
|u1 (EZ(h)a h)| = Spll(Ecrois: hcrois)ocroisg +o0 (7)

hcrois hcrois

Si h est dans un voisinage de type H et h..ois €st assez petit, on obtient

‘h - hcro’is‘
hcrois

|h - hcrois|

hcrois

QZIQ (Ecrais) C |h - hcrois‘

9 crois S ‘UQ(El(hf))‘ S 2‘)512(Ecrois)ccrois 9 (4-27)

hcrois

§5,1 (Ecrois) C ) |h - hcrois|
9 crois hcrois

On continue avec quelques lemmes d’encadrement :

S |U1(E2(h))| S 2Q5,1(Ecrois)ccrois (428)

Lemme 2.4.13 1l existe ko > 0, hg > 0, tels que Si herois < hg, alors pour tout h € H =
{hs |l = herois| < Koh n a

2
crois [ o

w(ra(h), )| <1,

us(r1(h), h)| < 1.

Preuve : La proposition 2.4.2 donnant ’existence de la résonance r;(h) exponentiellement proche
de Ei(h) et (4.26) plus haut conduisent &

r1(h) = Ex(h)| < |ra(k) = Ea(B)| + |E1(h) = Ea(h)] < Dohe /" + 2Cireis

h - hcrois

Si kg < 1, herais < ho(ko) €t |h — herois| < KohZy, alors il existe Cy > 0, tel que

r1(h) — Ea(R)| < Cikohs, (4.29)

crois-
D’autre part, soit Co = 1 4+ max [(@2)'|- Si herois st assez petit et h € H, lécart entre ¢, et @,
I
donné dans (4.3) pour n = 1 meéne & Cy > max |(¢2)'| et par suite :
X
p2(r1, h) — @2(Es, h)| < Calry — Eaf. (4.30)
902(E2’ h)
h

—1 en ce point. Si h..s est assez petit, les inégalités (4.29) et (4.30) ci-dessus ménent donc a

‘cotan{@} — cotan{@}‘ < Cskoherois

La fonction cotangente est analytique au voisinage de = (20+ 1)%, et a une dérivée valant

2C,C4
1— Ko®

avec C3 =

Finalement, si h...;s €st assez petit,
‘UQ(Tlah)‘ S KOC3hcrois < 1.

On proceéde de méme pour ‘ul(rg, h)‘ O
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Lemme 2.4.14 Jkq > 0, dhy > 0, 3B, > 0, tels que si hepois < hg, alors
¥h € H = {h, |h— herois| < KohZ;,}, on a

crois

Z) - %@;(Ecrois) <R UIQ(Tl (h,), h) < _%QBIQ(ECTOZ’S)J
ii) | uh(ri(h), h)| < By,
ainsi que des relations équivalentes pour u/(r2(h), h).

Preuve : i) On transpose la démonstration de (4.29) pour avoir C' > 0, hy > 0, tel que si herois < ho,
alors

Vh € H, < Crph?

crois®

T (h) - Ecrois

D’autre part,

‘(,02 (7"1, h’) — P2 (Ecroisa hcrois)

S ‘@2(7"1: h') - @2(7"1) + ‘952(7'1) - @2(Ecrois)
+‘§52(Ecrois) - (pQ(Ecroisa hcrois)
L’écart entre o(E, h) et ¢y (4.3) montre qu’il existe C' > 0 telle que si heqi5 €st petit

S 202 Ko hcrois .

S Clh2 + C’2‘7‘1 (h) - Ecrois

‘(102 (’rla h’) - QDZ(Ecroisv hcrois)
Ainsi

‘ P2 (T}'Lla h) _ 902(Ecroisa hcrois)
< ‘902 (Tla h) — P2 (ECTOiS’ hc'roz's)
B (1 - &O)hc'rois

S 202 1 EOI{() + ‘(‘OQ(ECTOiSa hcrois)

Y2 (rlg h) - (p?l(Ecrois: hcrois) h — hcroz’s

+ QDQ(Ecrois; hcrois) hhcrais

EOhcrois
(1 — Ko ) hcrois

+ |(P2 (Ecroisa hcrois)

(1 fOl‘f,()) )

()02(7]:;7 h’) _ ()02(Ecrois: hcrois)

crots

Si ko < Kole),

< € et pour € < ¢,

‘sin2 (M) — sin? (QOZ(ECMS’ hcms))‘ = ‘sin2 (@) — 1| < 2e.

Avec ces inégalités, on obtient C' > 0 tel que :

hcrois

QOIQ(Tl’h) _ A .
‘ sin2(g02 (ri,h)/h) 5 (Berois)

On peut choisir € < €g, kg < Ko(€), herois < ho tels que

< @f‘z (E20rois) )

S Cle + Clhcroz’s-

!
P2 (Tla h) o )
sin2 (902 (7'1, h)/h) 902 (Ecrozs)

— QDIQ (Tl’ h’)
SiHQ(SDz(Tl, h)/h)’

Vh € H,

on obtient finalement

Comme u)(r1, h)
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2 Ecrois 2 Ecrois
_%802( - ) < R ul(ry, h) < _%‘PQ( - )

et donc la premiere partie du lemme.

i7) On montre avec des inégalités similaires que

12 rl;h /
N ‘hSingE(P(Q(ﬁ;)h)/h) - @2(a1,h)/h‘

2(alah) +O(ﬁ1) '
%‘ sin2(¢2(2§2, h)/h) +O((ri — E2)/h) ealon; h)|

et donc il existe des constantes D, D', D" strictement positives telles que

luh(r1, ) + W‘

ub(r1, h) + M‘ < %[D‘,Bl‘ + D' Lh&” < 2D"Ky pour hgpeis < hg.

On a bien i7) avec By = 2D"ky. O
On fixe désormais kg et hg pour avoir ces deux lemmes.

Grace a ces encadrements, on montre que la partie imaginaire de la résonance 7 (h) est donnée par
la formule (4.17) dans le cas intermédiaire 1.a :

Lemme 2.4.15 Si S1(Erois) > 2S2(Ecrois) + 0, il existe hg > 0 tel que Si herois < hg, alors

Vh € H,

Bl (h) ‘ S clllhe_2(sl (Ecrois)_52(Ecrois))/h'-

Dans le cas 1.a, on ne peut donc avoir que la premiére expression de [3; donnée par (4.17).

Preuve : Soit K = {h, €H, ‘ﬂl(h)‘

< C%lhe_Z(Sl(Ec"’is)_52(Emis))/h}. On va montrer que K est un
connexe non vide de ‘H et donc K = H.

* K est non vide

> K1h2..:s, avec donc Ky < Ko, encadrement de

Si herais est petit et h € H tel que [h — heroi
lua(r1(h), h)| (4.27) implique

ualrs, )| > Blug(By )| > PolBerog)irCrosy,

On se trouve donc dans le cas 1.1. 8, est donné par (4.12) donc 3 = O(e 2(51+52)/h) et par suite
heK.

* K est fermé dans H

Les applications h ~— Bi(h) et h +> he 2(51(Berois)=S2(Eerois))/h sont, continues hors de zéro donc ce
point est immédiat.
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* K est ouvert dans H
Prenons h' € K. Par définition de K ‘ﬁl(h’)

La continuité de h +— [3; montre qu’il existe un voisinage de A’ sur lequel

S Clhe—Z(sl (Ecrois)—S2(Eerois))/h' .
11

‘ﬁl(h)‘ < ihe—Q(sl(Ecrois)_SZ(Ecrais))/h < ihe—2(5+52(Ecrois))/h'
- cu G

car Sl(Ecrois) - QSQ(Ecrois) > (5

On reprend la partie imaginaire de ’équation de quantification donnée par (4.16). On peut évaluer
les restes grace a la majoration ci-dessus lorsque h est dans le voisinage de b’ choisi. On obtient

8 — _h e~ 2AS51=52)/h 2 (1400
C11 (1 + ‘6252/h’U,2| )

Ainsi h € K si hgis €st assez petit. O
Corollaire 2.4.16 I existe C > 0 tel que si hepo;s st assez petit et si S1(Eerois) > 2S9(Eerois) + 0,
Vh E %; ‘Bl (h)| S Che_Z(SI(Ecrois)_52(Ecrois))/h'-

On fixe désormais kg et hy pour avoir ces trois lemmes.
Avec ces encadrements, on peut maintenant montrer le théoreme 2.4.12.

Preuve du théoréeme 2.4.12 : On fait une démonstration par I’absurde et on suppose qu’il existe
hcrozs € H tel que 7 (hcrozs) - T2(hcrozs) — Tcrozs

On note .
o251/ AL sin(¢1/h)

p1sin(p1/h)
—25:/n 22, sin(¢2/h) io25148:)/h D122 sin(¢1/h) cos(¢2/h)
p2 sin(ga/h) pip2sin(p1/h) sin(pz/h)

F(E,h) = UjUg —

—1ie

QJ

Lemme 2.4.17 On a F(7crois, izcm-s) =0e a—F(rcms, }Nzcms) = 0.

Preuve : L’équation de quantification en r,(h) s’écrit F'(r1(h), h) = 0 ce qui donne immédiatement
F('Fcroisa hcrois) =0.
D’autre part, F(E, h) est analytique dans D;. Comme [ry(h),r2(h)] C Dy, on peut écrire

LoF
o OF

Or pour h # Perois, r1(h) # r2(h), cela donne

0= F(ri(h),h) — F(ra(h), h) = —((1 = t)r1(h) + tra(h), h)dt(ro(h) — r1(R)).

o= [ VO (1 tyra(h) + tra(h), B

Lorsque h tend vers Aerois, on obtient g—g(fcms, herois) = 0.0

Pour simplifier les notations, on écrit f(7erois, ilcrois) = fureis, pour toute fonction f (E, h).
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Reprenons la preuve du théoréeme. On distingue deux cas.

Preuve dans le cas S (Frois) > 252(Ecrois) + 0 ¢

On étudie les différents ordres de grandeurs que peut prendre \alcms :

1) Si ‘Ialcrois < 67(252(Ecms)+(6/2))/ﬁms’

(fcroisa hcrois) = 0 donne

QU
hj"‘ij

a?croz’s = ie_252CTOis/ﬁCTOis(1 + O(}Nlcroz's))

et un développement limité de Ugerois €0 R(F1er0is) donne Pexistence de C' > 0 tel que
Z Ci]/croise_252(ECTOis)/ECTOiS > Cilcroise(Z[s_z(Sl (EC’I‘Ois)_SZ(EcTois)))/ﬁcrois7

181 (Perois)

ce qui contredit le corollaire 2.4.16.

2) S] ‘ﬂlcrois Z 6_2(52(Ecrois)+(6/2))/hcrois > e_Sl(EC’I‘OiS)/hcroi37

> Chepeise252(Ferois)/herois - On a & nouveau une contradiction

on est dans le cas 2.1 et ‘61(7Lcm-s)
avec le corollaire 2.4.16. O

Preuve dans le cas S1(E rois) < 252(Ecrois) — 0 ¢
On a besoin d’un encadrement supplémentaire dans ce cas :

Lemme 2.4.18 3C, > 0, 3hg > 0 tel que si herois<ho, €t s°il existe herois € H, tel que rl(izcmis) =

To(Perois), alors ]
Ci < ‘ajCToisesl(Ecrois)/h'crois| < C_‘r_, ] — 1’ 2_

Preuve : Pour démontrer ce lemme, on part de I’égalité ag‘%o”

! 7 7 ! —250(Ecrois)/heroi
U/] cr n-sU,jzcrm'g + u1croi9u2 rois 0(6 0( ¢ Ols)/ ¢ ozs/hcrois)

ou on rappelle que SO(Ecrois) = minjzl,Q(Sj(Ecmis)).
On écrit cette égalité sous la forme

anrois = Lalc'rois + O(e_ZSO(ECMis)/h): (431)
~1
ou L = _},1‘2(:7“02'5 .

U1 erois

Grace au lemme 2.4.14, qui estime Ru’;(r;, h) et Juj(r;, h), pour i =1,2, j=2,10n a:

L = —v(1+ O(hcrois)) (4.32)
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ol 7y est réel, et vérifie

1 @IZ(Ecrois) @;(Ecrois)
9~ /1 \ < < 3,.,7.
3 (pll(ECTOiS) " (pll(EC'rois)
.=l _ : ~1! _ ~1/
On rappelle (0.8) : @; > 0 sur /. On note m = EEI}EIzlm(gaj(E)) et M = E£?§1,2(%(E))' I est un
intervalle compact et ¢;, j = 1,2, sont régulieres donc 0 < m < M < oo. Cela donne pour L :
1m M
-— < || <4—. 4.33
4 M ‘ ‘ m ( )

On revient a I’équation (4.31) ci-dessus et on suppose dans un premier temps que

S e_Sl (Ecrois)/hcrois . (434)

Uerois

Autrement dit, on se trouve dans les cas 1.3 ou 1.b liés au premier puits et la partie imaginaire de

Terois = T1(Perois) donnée par (4.18) vérifie

*252 (Ecrois)/ﬁcrois
> h&

‘51 (hcroiS) = 2(011 + 621)

Le lemme 2.4.13 donne

m < c; <2M, i,j =1,2 et donc

_252 (Ecrois)/;lcrm's
€
> h 8 :

181 (Perois)

267251/5107"01'3
m

Pour heois assez petit (tel que < 8]1\4)’ cela meéne a

2]7/ —2(S1+5: ilc’rois
> 2h 251459 hcrois

181 (erais)| >

Or ﬁl(izcmis) = ﬁg(ﬁcms). Cette minoration impose donc qu’on se trouve dans les cas 2.1 ou 2.a
associés au deuxiéme puits. By est donc donné par (4.24) ce qui conduit &

2h 3 ~ - . 651(Ecmis)/ilcroisalcmis 2
2h e~ 2(S1+52) [herois < ‘ Ba(herois)| < 2hgpoise 252 Ferois)/herois —
7 7 alcroisesl(ECTOiS)/ﬁcrois 2
< Qhppgise 252 Eerois)/herois -
On trouve donc
‘eSI(ECTOiS)/ﬁCTOisalcrois 2 ﬂ
16 M

D’autre part, (4.31) donne C' > 0 tel que

i LﬂlCTOiS)eSI (Ecrois)/hcrois < Ce(sl (Ecrois)_QSO(Ecrois))/ﬁcrois i

(/&'207‘02'5

Or S1(Egrois) — 250(Ferois) < —min(S, ) < 0 donc pour hees assez petit,
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16 3
esl (Ecrois)/hcrois ﬂlCTOiS

‘(ﬂ&crois - Lalcrois) 651 (Berois)/herois

(VAN
=
2

<

==

D’ou, avec la minoration (4.33) de |L|

‘a%raise‘s‘l(Ecroz's)/hc’"m's > |Lﬂ'lcroisesl (Ecrais)/h”mﬂ - (ﬂZCrois - Lﬂ'lcrois)e‘s1 (Berois)/herois
i m
m S1 (Ecrois)/hcrois v > m
e ; oA -
> oM Ulerois| = TOM 16M

m . . 7’ ~ 3 7 .
Avec Ct = -t [ —— on a dans ce cas la minoration recherchée : Ol < |1 jepgj5e51 (Ferois)/herois |
12M 16M° jerois

On rappelle qu’on s’est placé dans le cas 1.b ou 1.3 avec ’hypothese ‘fmcmsll < e~ S1(Berois)/herois  Op
a donc déja la majoration recherchée dans le lemme pour uy avec Cy = 1. Afin d’avoir la majoration
pour u; on reprend 'expression (4.18) qui estime £;. On obtient

67252 (Ecrois)/ﬁcrois

NEL |2
C11 ‘UQCroiseSI(Ecmls)/h”ms +021

7252(Ecrois)/}-7'crois
<h £ .
m(]_ + (m/12M)2 ‘ﬂlcTOiseSI (Ecrois)/hcrois

< 2h

181 (Perais)

%)

en fonction de ‘esl(E”m’s)/

h

grace a la minoration de |ﬂgcm~sesl(EC’“°“)/ herois OIS crois |-

D’autre part, (4.24) donne pour B3 (Aerois) :

651 (Ecrois )/ﬁcrois Ialcrois

iLcroi“;e*?SZ(Ecrois)/ilcrois _
Sl (Ecrois)/h

v

B2 (Perois)

CcTo1s 7} )
Uierois

+ 012)

2(622‘6
2

S1(Eoroi Roonoia ~
e ( CTO'LS)/ Crovs ulcrois

Z iLCTOise_252(Ecrois)/ilcrois 5.

)

2M (1 + ‘esl (Ecroi.s)/i:"crois ﬂ'lcrois

Or ‘ﬁl (’Nlcrois) , et donc

= ‘ﬁQ (}Nlcrois)

7 2
9 4M(1 + ‘651 (Ecrois)/hcrois alcrois‘ )

< .
(L + (1) 120M)? i1y (Fereie) e

AM (1 + %)
m(1 + (m/12M)? z?)

‘651 (Ecrois )/il

erois Ulterois 2) -

est bornée sur R. Soit C' sa borne superieure.

La fonction réelle  —

Avec C} = max(C", 1), on ala majoration recherchée dans le cas oul ‘/U,Q (Feroiss Perois)| < €51 (Ferois)/herois

> e=51(Eerois)/herois | o obtient le lemme par des

Si on suppose maintenant que ‘uQ(chis, herois)
calculs similaires. O

S W BCTois 6_252 (Ecrois)/herois .

Remarque 2.4.19 On a en particulier ‘ Bj(ﬁcms)
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Reprenons maintenant la fin de la preuve du théoreme 2.4.12.

Le lemme ci-dessus permet d’écrire @;¢pois = Cje’SI(Emis)/hm’”, C_< ‘Cj‘ <Ci,7=12.

Fcrois = 0 donne 0102 = 1 —+ O(e(sl*252)(Ecrois)/ﬁcrois),

Ot = 0 domne 1, C + s O = (5250 e

d’ott avec I'expression de g5 €n fonction de L donnée par (4.31) et 1’écriture de L dans (4.32) :
022 — L + 0(6(51*250)(Ecrois)/ilcrois) — _ry(l + O(ilcrois))a f)/ > 3ﬂM'

Ainsi Cy = +i/4(1 + O (herois))- Si herois €st petit, on a alors ‘%ﬂgcmg > e~ 51/h /y/2 et donc

‘,Bl(izcm-s) > m\/f_y/4i~zcmise_sl/h, ce qui contredit la remarque 2.4.19 pour A, assez petit. On a
finalement démontré le théoreme pour h € H.

Terminons la démonstration du théoréme 2.4.12 avec le lemme suivant :
Lemme 2.4.20 Si h € J\'H, on ne peut pas avoir r1(h) = ro(h).

Preuve : 1l suffit d’écrire
‘T1 —7“2‘ > ‘E1 —E2‘ = ‘El —7“1‘ = ‘Ez —7“2‘

et d’utiliser 'encadrement (4.26) qui minore ‘El - EQ‘ en herois ainsi que le fait que E; —r; est
exponentiellement petit (proposition 2.4.2). O

Ceci acheve la démonstration du théoréme.

2.4.3 Partie réelle des résonances

Nous cherchons maintenant a évaluer plus précisément la partie réelle des résonances afin de
tracer les graphes h — r;(h), j = 1,2 lorsqu’il y a une interaction entre les deux puits. On se place
sous les hypotheéses du théoreme 2.4.12 et on garde les notations des parties précédentes.

Résonances associées au premier puits

On note oy (h) = E1(h) + w1 (h) la partie réelle de la résonance r(h) proche de Ei(h).
On rappelle que pour € > 0, on note €(h) toute fonction définie sur J telle que |e(h)| < € sur J. On
note o(5,w) une fonction qui vérifie

—hé(w,,@) = ¢(h).
=0

max(‘w|,
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Proposition 2.4.21 Pour tout ¢ > 0, 6 > 0, il existe kg tel que si k > kg, on peut définir des
fonctions W, telles que 1, = wy + ho(wq, B1) et on a les estimations

max(e‘sl/h, 6_252/h)

e(h)

cas 1.1 Si ‘Ug(’f‘l,h)‘ =
Evh
iy = —hesm _2ELR) ) (4.3
C11|U2(7”1,h)‘

cas 1.2 Si |us(r1, h)| = e(h)e™2%/" et S| > 28, + 6

E
Wy = —he‘QSl/hM(l + €(h)). (4.36)
11
cas 1.3 Si |uy(r1, h)| = e(h)e /" et S} < 25y — 6
UQ(Ela h)

C21

Wy =h (1+ €(h)). (4.37)
Preuve : On a R[(1+ &)u(r1, h)| = (1+ O(h))Ruy + hO(52/h2).
On reprend l'équation de quantification (4.15) dans la démonstration de la proposition 2.4.9 et

on va maintenant évaluer la partie réelle de cette équation. Avec les notations S; = S;(ay(h)) =
S;(E1(h)) + O(e=%1/") on obtient :

§Ru2(7‘1, h) (1 — 6—452/h) + 64 (617 h) + O(h)e—452/h

lug(ry, h)[* + e=452/h — 2e=252/hSuy 4 65(By, h)
(4.38)

(1+ O(h))Ruy (11, h) + RO(B2/h?) = e~ 251/

ou on rappelle que

61(8,h) = O(B/h)[e /" + |uy ] et
62(8, 1) = O(h)e™*2/" + e2/MO (B /) us.

Fixons € > 0, § > 0. Pour h assez petit, alors O(8%?/h) = o(wy, B1).
On a le développement limité de u;(r1(h), h) en Ey(h) :

wy + 1 -
IT/BI + 0(’(1]1,,31),
w1 + 161

h

U1(7“1; h) = —C11

ua(ri, h) = ug(E1(h), h) — ca + o(w1, Br),

car w; et 31 tendent vers zéro quand h tend vers zéro.
Dans (4.38) cela donne

- ((1 + O(h))% + o(wr, ﬂl)) [011|U2(7‘1, WP + cie 2" — 2¢11e 22/ " Sy (14, h) — 02167251”]

= ¢ 251 (up (B, b) + O(R)e ") + o(wn, B, ),
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ou

R w B ~ B B )
0(wn, B, ) = SEO(B)e /" + 3wy, ) usfe 22/ + & 208y /h) ([ + 725/7).

Finalement,

up(By, h) (1 — e 452/0) 4 O(h)e 452/"

2 _ _ _ 7
c11|ug|” + 1174520 — 2¢11€7252/h Gy — core251/h

(14 O(h))wi (h) + hé(w1, B1) + hé = —he™251/h

ol 0 = —0

—4S2/h _ 9, o=252/hy —251/h°

2
Cll‘UQ‘ + cq1€ C11 SUg — Co1€

Dans tous les cas de figure, on montre que pour h assez petit, 6 = 0.

Notons
u1(Fo, h) (1 — 6’452/h) + O(h)e=*%2/h

2 .
cur|us|” + crie=?92/h — 2¢y1e7252/hQuy — cyre251/h

@y (h) = —he *51/h

Comme wy = Wy + ho(wy, f1), on a wy = W1 + ho(w, B1) et donc

W+

ug(r1(h), h) = ug(E1(h), h) — cn A + o(wy, By).

On diminue encore hy pour avoir e %" < ¢, h < € si h < hg. On retrouve les cas de la partie 2.5.1 :

max(e51/" e 252/
20 B
On a vu que Bi(h) = 0(6_2(51+S2)/h|u2(7“1,h)‘ ) = he(h)eMax($2,51=92)/h o donc Suy(ri,h) =
e(h)e252/h,
On obtient

cas 1.1 : "U,Q(T’]_’h)‘ =

E
By = _he—QSl/huz(—l’h)2(1 + ¢(h)).
C11|U2(7”1, h)‘

cas 1.2 :|uy(ry, h)| = e(h)e=2%2/h et S; > 25, + 4.
Alors d’aprés ce qui précede, B1(h) = O(e=2(51752)/k) et donc Suy(ry, h) = O(e~AS1=52)/h),
On obtient

E
Wy = —he‘QSl/hM(l +¢(h)).
1

cas 1.3 : |uy(ry, h)| = e(h)e™51/h et S < 25, — 6.

Alors on trouve
Uy (El ) h)

C21

w1 =h (1 + €e(h)).

On a démontré la proposition. O

127



Résonances associées au deuxieme puits

On note la partie réelle de la résonance as(h) = F3(h) + wa(h). Avec les notations de la partie
précédente, on a

Proposition 2.4.22 Soit ¢ > 0. On peut construire une fonction W, telle que Wy = wq + ho(wsy, Bo)

et
cas 2.1 84/ ( )
. e 7t ~ _ U1 EQah
siui(re, h)| = | Wy = —he Ph "2 (1 4 ¢(h)), (4.39)
e e(h) ? 022‘U1(7"2,h)‘2
et

cas 2.2 et cas 2.3

U1 (EQa h)

C12

si [uy(ra, h)| = e(h)e™5Y" by = h (1 +€e(h)). (4.40)

Preuve : On procede exactement comme précédemment pour trouver :

(€577 4 & 252/M) Ry (g, h) (1 + O(h)) + wi (B2, )
e2(S1452)/h g (19, h)|* + e=2(51452)/h(1 + O(h)) — 2(1 + O(h))Suy (12, h) + wa(B, h)

§RU2(T’2, h) =
ou ,
wi(B,h) = O(B/h) [e252/h‘u1(r2, h)‘ T e?SI/h‘ul‘ 4 67251/}1]’

2
ws(B, h) = O(B/h)[|ua(ra, h)| + e2Er+52/b |y, ],
En utilisant les notations en o0, on a pour h assez petit

(1 + O(h))wa(h) + ho(ws + Bs) + hw =

h€252/hU1(E2, h)(l + O(h))
Con€5 52y (g, B)|” + e 2552/ (1 + O(h)) — 2(1 + O(h))Sur(ra, h) — e1z(1 + O(h))e252/h”

S1—|—52)/h,

1
N w . ~
onw = (w — wgﬁ) [62262( — 2099Ug — 6126252/h] sera toujours un o(wy, f).

On note Wy le membre de droite et on montre encore que

wr(ra(h), h) = ur (Es(h), h) — clg%%% + 6(ibn, o).

Le calcul donne le résultat. On note que les cas 2.2 et 2.3 sont ici confondus. O
Grace a ces deux dernieres propositions on peut évaluer précisément 1’ordre de grandeur de w;(r;, h),

1 =1,2; 7 =2,1 lors d’une interaction et déterminer ainsi dans quel cas on se trouve et quelle est
I’estimation de la partie imaginaire de la résonance quand h varie.
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2.4.4 Les graphes

On étudie maintenant le graphe des fonctions A — 7;(h) dans le cas d’une interaction. On va
obtenir le théoréme 2.0.12 qui donne les graphes des figures (F/G2,3) de l'introduction.
On se place sous les mémes hypotheéses que dans la partie 2.4.1 : on fixe € > 0 et § > 0 dans les
propositions 2.4.9 et 2.4.11. On augmente ky pour avoir, lorsque k > kg, [ > ko des résonances r; et
9 proches respectivement de F ; et Ey; qui vérifient les lemmes d’encadrement 2.4.13, 2.4.14, 2.4.15
pour une constante xy > 0 définissant H

On écrit J = JiNJE =[h_, hy].
Soit r1(h) la résonance proche de E;(h) pour h = h_. Au voisinage de h_, on a donc r; = 7.

Cependant, lorsque h tend vers h...;s, on ne sait plus distinguer entre 7; et 7. On suit ici I’évolution
de r1(h) lorsque h € J

Prés de E;(h)

On suppose qu’il existe une constante 0 < k; < Ko, telle que

‘h— - h'croz's| > /{th

crois®

Grace a (4.27), il existe C; > 0 telle que ‘u2(r1, h)‘ > Clherois-
On est dans le cas 1.1 :

‘Ug(’f‘l, h)‘ = max(e_il(/}’:j i avec €(h) = O(hcrois max (e~ /" e72%/h)) < e,
Or
ug(r1, h) = ug(Ey, h) — cglwl%wl + 6(1]11,51),
et donc
uo(Ey, h) — 021?171%1'51 —|o(w1, B1)| < |uz(ri, h)| < |ua(Er, h) — 0211711%1'51 +[6(@1, B1)]. (4.41)

Avec les expressions de 5y et w; en (4.12) et (4.35) qui correspondent au cas 1.1, on obtient
‘Uz(h,h)‘ < ‘UQ(El,h)Hl + e(h)672(51fMin(25'2,Sl))/h‘ + ‘e(h)672(51+527Min(2Sg,Sl))/h‘ + ‘5(101,51)‘-
Si

_ ) —2(S1+82—Min(255,51))/h herois
|h hCT'OZS‘ < €(h’)e Q@Q(Ecrois)ccrois ’

(4.27) implique ‘ug(El, h)‘ = ¢(h)e~AS1+5-Min(252,51)/h On ne peut étre dans le cas 1.1 car (4.41)
donnerait alors

‘UQ(Tl, h)‘ = e(h)6*2(51+527Min(252751))/h.
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Ainsi, lorsque h s’approche de A5, On se trouve dans les cas 1.2 ou 1.3 selon que Si(Ferois) >
259(Eerois) + 9 ou S1(Eirois) < 2S9(FEereis) — 0 (on passe bien sir par les cas intermédiaires mais on
peut ici les omettre).

Notons S; = Sj(Eereis), J=1,2.

Cas 1.2 : S; > 25, + 9.

Pour ‘h - hcrois‘ < e(h)e_Q(Sl_SZ)/h&pg(E}::Z%, on a |’U,2(7"1,h)‘ = 6(h)€_252/h, et ﬁl et ’lI)l sont
donnés par (4.13) et (4.36).
Alors

us(ri, )| 2 [uz(Ey, h)|[1 + O(em2B1=25/m)| — O (em2(S1=8/m) | — |5(1d, By ).

Quand ‘h — Nerois| > e(h)*le*252/h2¢, (Eh e, |u2(E1,h)| redevient grand : on retourne donc
2 CT0o18 Crois

dans le cas 1.1. On obtient le schéma (FIG2) donné dans I'introduction.
Cas 1.3 5| <25, — 0.

Pour |h— herois| < e(h)e‘ZSQ/hm, on a |ug(r1, h)| = e(h)e™51/". B, et 1, sont alors donnés

par (4.14) et (4.37). L’encadrement (4.41) plus haut entraine

‘U2(7"1; h)‘ < ‘0(6_252/h)| + ‘5(1171,,31)

I

et donc uy(ry, h) = O(e 2%/,

Ecrivons E; + wy = E3 + wio. Avec la méme méthode et les mémes notations que dans la partie
2.5.3, I'équation de quantification (4.38) donne 10, = Che 22%=50/hy, (E,, h) et un développement
en Ey(h) implique

"U/Q(r]_,h)‘ < ‘ul(EQ,h)HO(€_2(252_Sl)/h)‘ + ‘0(6—252/11)‘ + |6(u~)12,ﬁ1)‘.
Deux sous-cas se présentent, :
Cas a) 252 — 51 > SQ, l.e. SQ > Sl.

Dans ce cas, ug(r1, h) = O(e 252/") méme lorsque h s’éloigne de heois. On reste donc dans le cas
1.3 avec €(h) exponentiellement petit. La résonance est maintenant proche de Es(h) comme illustré
dans (FIG3). Elle est donnée par r; = Ea + wis + i5;.

Cas b) 52 < Sl, i.e. 252 — Sl < Sg.

Dans ce cas, quand h s’éloigne de heris, u2(E7,h) augmente, et on montre que |u2(r1,h)‘ >
—253/h
_e

0(672(252751)/h)
€

: on revient donc au cas 1.1. Cela donne un graphe du type (FI1G2).

130



On étudie maintenant le cas symétrique d’une résonance associée en h = h_ au deuxiéme puits :

Prés de Ey(h)

Soit, une résonance r5(h) proche de Es(h) lorsque h = h_.
On a uy(Es(h), h) = O(hereis), donc on est dans le cas 2.1 out |uy (ra, h)| = Em

Encore une fois (4.20) et (4.39) nous donne (3, et W, et on calcule
[ur(r2, B)| < ua(Ba, B)|[1+ ()| + |O(e 252/%)| + |6(n, o).

Lorsque h tend vers Rerois, on a uy(rg, h) = O(e”2%2/h).
On retrouve les deux cas précédents :

Cas Sl > 252,
On reste dans le cas 2.1 et on a le graphe (FIG2).

Cas 51 < 252,

o~ 251/h

On a nécessairement |u;| = e(h)e™51/" et ‘Ul‘ =S pour ‘h — Rerois —252/h,

< nlhcroisa 77/ ~ e

On procéde comme précédemment pour obtenir qu’alors u;(ry, h) = e(h)e=252/h,

On a & nouveau deux sous-cas :
Cas a) S; < Sy,

Si ‘h, — herois| €st assez petit, on se trouve dans le cas 2.3.

On montre qu’alors ui(rq, h) = O (e 251+92)/h) pres de Ao

En écrivant cette fois Fy + wy = E} + wy, on trouve wy; = Che 2517452y, (E, h).

Encore une fois, lorsque h s’éloigne de A5, 00 a Uy (12, h) = O(e 251+92)/h) et 1a résonance ro(h)

reste pres de F(h) comme dans (FIG3).

Cas b) S| > SQ,

On se trouve dans le cas 2.2 en h = hgp5. Lorsque h s’éloigne de hgoi5 On a :

o(w1, Br) = o(e(h)e 5/, [uy (Ea, h))|)
ce qui ne permet pas de conclure directement. Cependant, ’étude prés de F;(h) permet de dire
qu’on revient au cas 2.1.

On a obtenu les figures (FIG2,3) de l'introduction. Cela conclut I’étude des résonances dans le cas

de deux puits de potentiel.
On envisage dans la partie suivante le cas d’un nombre quelconque de puits.
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2.5 Cas de M puits

On considere désormais un potentiel ayant M puits pour un intervalle d’énergie I C R vérifiant (0.5)
comme dans le graphe ci-dessous :

FIG8: Potentiel & puits multiple

Pour E € I, on a noté encore une fois a; = a;(F) et b; = b;(F) les points tournants (avec ayr11 = ¢).
On reprend les solutions définies au début de la troisieme partie, au voisinage de chaque point
tournant, ainsi que les fonctions @y et Sy associées a chaque puits. On a un équivalent de (0.8) :

VE eI, ¢,.(E) > 0.

On définit & nouveau un ensemble D;(h) = D; C C ainsi que des fonctions p;, g;, ¢;, ¥; analy-
tiques sur D;. On peut écrire a I'aide de ces fonctions une équation de quantification qui donne les
résonances dans Dj.

Soit Ey(h) € I défini par ¢;(E;, h) = (2k + 1)hnw/2, k € N, h € J, = J. Comme dans les cas de
un ou deux puits, on peut démontrer qu’il existe une résonance exponentiellement proche de FE;(h)
qu’on note r;(h).

On va calculer dans la premiere sous-partie un équivalent de la partie imaginaire de r; dans le cas
ou il n’y a pas d’interaction, puis on établira une majoration de cette partie imaginaire lorsqu’il y
a une interaction.

2.5.1 Le cas sans interaction

On suppose dans cette partie qu’il n’y a pas d’interaction avec les autres puits, c’est a dire que
sur J,

3y >0, |cos(p;(Ei(R))/h)| >, 5 # 1. (5.1)
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Nous allons calculer sous ces hypotheses la partie imaginaire de la résonance r; = a; + 73, exponen-
tiellement proche de E; ce qui va conduire au théoreme 2.0.14 donné dans I'introduction.

On n’a pas besoin de calculs aussi précis que dans la partie précédente. Il suffit ici d’écrire
(—qlsin(djl/h) —plcos(gol/h)) _ (—sin(gpl/h) —cos(¢i/h) ) (1+O(h)).
qicos(¢u/h)  —pisin(gpi/h) cos(gi/h)  —sin(pi/h)
Si
Vg, = Lvy, + Ky,
on calcule L et K grace a

-1

(i) = Water o) (o im0 ()

ou on a repris les notations (3.13) pour les matrices My, (¢, ).
On obtient les termes principaux :

L = —e51T+5i-1 cos (1 /h)... cos(¢1_1 /h) sin(¢;/h) (1 + O(h)),
et
K = —e51T151-1 cos(p1/h)...cos(pi_1/h) cos(gi/h) (14 O(h)).

Ainsi
K = L cotan(g;/h)(1 + O(h)). (5.2)

De plus L ne s’annule pas en 7; car son terme principal est non nul grace a (5.1).

D’autre part, si on écrit v,f en fonction de uZ, on trouve :

Uy, 0 e N oy ST (" ) = ar( e
()= (o 3" J o) = (35
ol A= (aij) = (Zl) H ijqj(@j>¢ja5j)-

j=l+1..M
Remarquons que toutes les matrices qui interviennent ici sont de déterminant 1, et en particulier

detA = 1.
D’apres la proposition 2.1.3, E sera alors une résonance si v, est proportionnel & u}, ce qui s’écrit

L(ay; +ia1z) + K(ag + iagy) = 0. (5.3)

Si as; + tage = 0 en 71y, la condition de résonance devient a;; + a1 = 0 car on a vu que L # 0.
Cela implique alors detA = 0 ce qui est impossible. On a donc as; + ia99 # 0 et on peut diviser
I’équation de résonance (5.3) par ce facteur et par L. On obtient avec I’expression de K en fonction
de L (5.2) : .

ai; + tag
ao1 + 1022

cotan(ip(r;)/h) = — (14 O(h)). (5.4)
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Les coefficients a;; sont réels sur R, et donc leur partie principale est réelle en 7. En prenant la
partie imaginaire de (5.4), on trouve, avec detA =1,

S(cotan(p;(r)/h)) = lag1 + ia |2
21 22

(1+ O(h)) (5.5)
Il nous faut donc déterminer le terme principal de as; + iags. L’expression de A donne

Q21 + 1G9 ~ Q91 ~ —eSittSNtL H COS(@j/h)
Jj=l+1,..M

et on obtient donc
o221 Si/h

X cotan(py(r;)/h) ~ 5, h € J assez petit.

HIT{L |cos<pj/h

On écrit 7, = oy + 16;. Un développement limité de cotany; en «; donne :

@ () 10y By

cotanyp,(r;)/h = cotan(g;(c;)/h) — m(f + 0(%))

et donc

M sin2(<pl(ozl)/h)
5 ~ _h6722l Sj/h ; y h € J.
l I17, cos?(p;/h) -} ()

Cela démontre le théoréme 2.0.14 énoncé dans 'introduction. O

Remarque 2.5.1 L’expression de A avec (5.4) donne également Rcotan (¢;/h) = O( max e~ 25ilhy,
J=lyeeny

2.5.2 Le cas avec interaction

On garde les notations de la section 2.6.1. On écrit maintenant M = N+ L et on se place toujours
pres de E;, | < N, pour s’intéresser a la partie imaginaire de la résonance r;. On suppose désormais
qu’il peut y avoir une interaction avec les L derniers puits. On suppose aussi que S; est petit pour
j=N+41,...,N+ L. On a vu dans la partie précédente, avec seulement deux puits, qu’il n’est pas
facile d’évaluer 1’ordre de grandeur des cotan(y;/h) lorsque le puits [a;, b;] interagit. On va donc ici
simplement majorer la partie imaginaire de la résonance r; et obtenir le théoreme 2.0.15.

On écrit la matrice A sous forme de produit :

A= CM, C = (Cz’j), M = (mij), ou

C= (Zl)Mpz+1(Il+1 ((Pl-l—la 7va-l: Sl+1)'“MpN(IN ((pNa ¢Na SN)a

et

M= MpN+1qN+1 (oN+1, Un+1, SN+1)---MpN+LqN+L (ONt+L, YN+L, SNtL)-
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Comme il n’y a pas d’interaction avec les N premiers puits, on saura évaluer les coefficients de C,
en revanche on ne pourra rien dire sur les m;;.
On peut réécrire la condition de quantification (5.4) avec ces notations :

c11(may + imas) + c1a(may + imos)
co1(may + imig) + coa(may + imys)

cotan(py(r;)/h) = — (1+ O(h)).

En prenant la partie imaginaire de cette expression, avec detC' = 1, on trouve comme en (5.5) :

S{(ma1 + imas) (Mo — iMas)]

|ca1 (a1 + imas) + coa (Mg + imag) |2’

X cotan(py(r;)/h) ~ heJ, (5.6)

soit
| cotan(p;/h)| < Imi1 + imag||mer + imas| .
7 (lear|[mar + imag| + [ego||mar + imas|)?
Orsia>0et >0, f(x,y) = (ax iyﬁy)Q < 2c1yﬁ pour (x,y) c R2+\(O,O), ot donc

1 _ —2(S;4...+Sn—1)/h
‘%cotangol(n)‘ < ﬁ = O(e 2™ N-1)/h),
2|co1092

ce qui conduit a

B = O(he_2ZlN_1 Sf/h).
et donne le théoréme 2.0.15.

En faisant un développement limité de (5.6), on trouve

22x+f SJ'72ZN_1 Sj)
1+ a%[mnmzl + maamaa|(ar) (B +o(B1)) 1+ O(e + !

Scotanp,= : _ = , - )
\021 (mn - Zmu) + 022(m21 - 2m22)\2 |021(m11 - me) + 022(m21 - Zm22)‘2
N+L N-1
Comme par hypothese les S;, N +1 < j < N + L sont petits, »_ S; — > S; <0 et donc
N+1 l
1
S cotany; ~ 5, h — 0.

|co1(m11 — imaa) + coa(Mmaor — iMmag)|

On retrouve le résultat lorsqu’il n’y a pas d’interaction car avec I'hypothese (5.1) on sait évaluer
les (m”)

2.6 Appendice 1 : Solutions exactes ayant un comporte-
ment asymptotique prédéterminé
Nous faisons ici une construction théorique de solutions exactes & partir de solutions formelles.

On vérifiera dans ’appendice 4 que cette construction est valide, et en particulier que les restes sont
bien négligeables pour les solutions formelles choisies.
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Soient u; et uy deux solutions formelles de ’équation
—h*u" + (V — E)u=0. (6.1)

On notera u} et ul leur développement & I'ordre N. Comme le wronskien W(uy,us) est constant,
W(ul¥, u)) est proche d’une constante.
On introduit alors les deux fonctions :

Yi = W(uiva uéV)—l/Zu;_V’ J=12
Comme W(y1,y2) = 1, ces fonctions sont solutions d’une méme équation —h?y"” + Wgy = 0, ol

Wg = YL _ 2t
Y1 Y2

est proche de V — FE.
Regardons maintenant I’équation intégrale

x

V(@) = y(@) + [ K p@a (6.2)
ou ¢ est fixé, y est une combinaison linéaire des y; et

K(z,t) = (42(2)y1 (1) — 11 (2)y2(0))(V (2) = E = Wi(t)).

Une solution ¢ de (6.2) satisfait (6.1) avec les conditions initiales en g : ¢¥(zo) = y(xo), ¥'(x0) =
y' (o).

Pour les solutions qui vont nous intéresser, nous montrerons que K est petit, et on pourra construire
une solution exacte ¥ comme limite d’une suite fonctions. On montrera que le développement a
Iordre N — 1 de ¢ quand h tend vers zéro est égal a celui de y.

2.7 Appendice 2 : Fonctions d’Airy

Pour construire des solutions formelles au voisinage des points tournants, nous aurons besoin des
solutions de I'équation d’Airy :

w" —zw = 0.
On rappelle ici brievement les résultats de [1] et [3] qui nous seront utiles concernant, ces solutions.

Lorsque z tend vers —oo, il existe une unique solution w; ayant le comportement asymptotique :

wl(ac) ~ (_x)—1/46i%(—m)3/2z inan(—$)73n/2, ap =1,
n>0

et on peut calculer les o, € R.
On a de plus :
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. i2(—x5)3/ n _3n
wi(z) ~ —2(—30)1/46 §(-z)? 222 Bn(—2x) 3 /2, By =1,

n>0

avec encore 3, € R.
Cette solution est donnée par l'intégrale :

; 1
wy = 6”/4—/ = gy, (7.1)
mJr

ou I' est le contour défini par

/3

FIG9: Le contour I

—t3/3

sur lequel e est exponentiellement décroissant.

Bien siir, w; est aussi une solution de I’équation d’Airy et on a son développement en prenant

le conjugué des formules ci-dessus. On peut 1’écrire sous la forme d’une intégrale en prenant le
conjugué de (7.1), et on obtient un intégrale le long du contour conjugué de T'.

Lorsque z tend vers +00, il existe une unique solution, a une constante multiplicative pres, décroissant

1

exponentiellement : v = —Q(e_i”/ Yy + €/17m,). v est réelle et :

(@) e B Y (@),

v(z) ~
2 n>0

1
V(@) = eSS ()

n>0

1

Une autre solution réelle est donnée par u = ——(e"™/*w; + e~"/*w,). Lorsque = tend vers 400, elle

S
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est exponentiellement croissante :

et

W (@) ~ \[1/2(2) 43O Y (<1)7 B, (2) 2,

n>0

On voit facilement que W(v,u) = 2, W(w;, ;) = 2i et par construction :
v\ _ wy _ 1 efiw/4 €i7r/4
(u>_T(w1>’ T_ﬁ(e“’/‘l ei"“)'

2.8 Appendice 3 : solutions formelles

2.8.1 Loin des points tournants

Soient a < b deux points tournants successifs. On va construire des solutions formelles de (6.1) en
dehors des points tournants, c’est a dire sur un intervalle |a + ¢,b — €[ pour un € > 0 fixé.
On fixe une détermination de (V — E)/2 et on cherche ces solutions formelles sous la forme :

F(z,h,E) = eide V=24 10 b B, fo,h, B) = 3 b fu(x, B), (8.1)

n>0
On obtient, en annulant les puissances de A :

{ 2VV = Efs+ g70=5J0 =0,
2VV — Efy o+ N%fn—kl =—f), n>0.

Ces équations de transport sont résolues dans |a + €,b — €[ car V # E. On calcule en particulier

(8.2)

fo=C(V —E) (83)

. —1/4
pour un choix de (V — E) .

+1 / I(V — E)'/?
Remarque 2.8.1 Si Fi, =e h Ja f1,2 sont des solutions du type (8.1) correspondant
a deux déterminations différentes de (V — E)*/?, on a le wronskien :

2(V — E)'/?

W(Fl,FQ) = h

fifo+ W(fla.f2)] .

Si fj=>Y_h"fl, j=1,2 cela donne

n>0

C1Cy(V — E)V?

W(Fy, Fy) = (V — E)/A(V — B)1/4

+O(h)

b

2
h
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oi1 C; définit f] comme dans (8.3) et O(h) est uniforme en E.
On peut donc choisir (et on fixe) C; de fagon a ce que :

SiV —E >0 surla+e€b— €[, on choisit F1 5 € R et W(Fy, F3) = C(h) = %(1 + O(h)),
SiV — E <0 sur|a+e¢,b— €[, on choisit Fy = Fy et W(Fy, Fy) = C(h) = %(1 + O(h)).

Proposition 2.8.2 Sur tout compact K Cla + €,b — €|, il existe une vraie solution dont toute
combinaison linéaire des F} est le développement asymptotique.

Preuve : On fera une preuve dans 'appendice 4 qui s’adapte facilement a ce cas. O

2.8.2 Pres des points tournants

Soit @ un point tournant simple : V(a) = E, V'(a) # 0. On se place sur un intervalle I =
la—n,a+n[, n > 0 tel que a soit le seul point tournant sur I. On cherche une solution de la forme :

G(z,h, E) = h Y A(z)w(h=23¢(z)) + WS B(x)w'(h723¢(2)), z €1, (8.4)

avec A=Y h"A,, B=>Y_ h"B,, et ol w est une solution de I"équation d’Airy (appendice 2).
n>0 n>0

L’expression (8.4) dans (6.1) donne en annulant les termes en w et w' :

{ h?A" + h(B(E€') +2B'(£€")) + A(E%6 = (V —E)) =0
h?B" + h(2A’§’ + Ag”) + B(§’2§ — (V — E)) =0 )

En annulant les puissances de h, on trouve :

(E)?=V-E (8.5)
. 2A] f' + A é“” 0 2A! é“l + A 5// B"
0 05 = n n = —Dp
On prend pour (8.5) la solution suivante :
T /
§@) = (g/ V= E)1/2dt>2 . (8.7)

Ainsi définie, £(x) est une fonction réguliere sur I, du méme signe que V' — E, indépendante de la
détermination de (V — E)'/? (pour le voir, il suffit de considérer la puissance 2/3 comme un carré).

3
De plus £(z) ~p—a sgn(V'(a ‘V’ | ! (x — a), ou sgn(x) = £1 pour £z > 0.

On calcule également :
siV(z)—E >0, &) >0et&(z) =sgn(V'(a)) ‘V E‘
siV(z) — E <0, &(z) < 0 et (z) = sgn(V'(a))|V — E| " (

1/2 12,

x)>—1/2.

1/2
On résout ensuite (8.6) :
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Ao(2) = 70(€'(2)) /%, Bo(z) = do(&(2)€' () /2,

pour 7 et dp dans C. Si on exprime A, en fonction de x, cela mene a :

Ao(@) = ~0(sgn(V' (@) ™|V = E|é(@)]*, w € 1. (8.8)

1/6
On voit que lim,_,,A4y(z) = Yo (sgn(V'(a))~Y Q‘V’ ‘ /% existe. En revanche, l’expression (8.7) de
&(z) montre que By ne peut étre continue que si 4o = 0. On trouve donc une solution continue sur
I en posant Agy 1 = By, =0 et

2’k 1
Azez = 5')1/2 Thtl T ff (&) 1+/2 dt] pour k > 0, v, € C. (8.9)

Baksr = sgyre i ettt

En particulier A et B ne dépendent pas de la solution d’Airy choisie.

Remarque 2.8.3 Si V'(a) > 0 et v, € R, (8.8) et (8.9) montrent que la solution ainsi construite
est réelle. Si V'(a) < 0, et 7 € R, on trouve une solution dans iR.

Remarque 2.8.4 Soit G, j = 1,2, deux solutions correspondant a deux solutions d’Airy w;. On
peut calculer le wronskien :

W(G1,Gs) = W(wy, ws)[A, B], [A, Bl = W(A, B) + %(g’AQ - ¢'B?)

On fixe désormais A et B, c’est a dire (), € R dans (8.9), de sorte que [A, B] =1/2+ O(h>).

Par exemple on trouve ¢ = % . On choisit vy = > et on écrit v, = Vhéy. On trouve les 6, en
annulant les puissances de h dans [A, B].

On a alors W(G1,G3) = %W(wl,wg).

On reprend de [3] la proposition :

Proposition 2.8.5 L’équation (6.1) a une solution admettant sur I le développement (8.4) a I'ordre
N, pour tout N € IN. De plus, les restes sont uniformes sur I et ils le restent si on dérive un nombre
quelconque de fois.

Dans la remarque qui suit, on examine rapidement dans quelle limite les constructions ci-dessus
s’étendent lorsque le niveau d’énergie tend vers un maximum du potentiel.

Remarque 2.8.6 On suppose maintenant que E = E(h) tend vers un maximum du potentiel. Plus

précisément on prend V' tel que V' (0) = Vg, V'(0) =0, V"(0) = —2ko < 0, et u(h) = Vo — E(h) >0
tend vers zéro avec h. Alors les points tournants prés de zéro sont donnés par

o == [0+ 00, b= [0+ 00
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On peut refaire la construction précédente par exemple pour le point critique a,, dans un intervalle
1,, ou I, est un voisinage de a,, de taille O(p'?) ne contenant que le point critique a,. (Par exemple
I, = [a, — \/11,0]). On calcule alors, pour x € I, :

¢ =&z, p) = O(u??), (8.10)
An = Ay(z, ) = O(u%)|V (z) — E(h)[ "4,
By = By(w, 1) = O(u™"%)|V (z) — E(h)| 7",

On peut bien entendu faire la méme construction pres de b,,.

On détermine maintenant les matrices de transition entre les différentes solutions formelles construites
dans cette partie.

2.8.3 Formules de connection pour les solutions formelles

On se place au voisinage d’un point tournant, toujours noté a, et on fixe A et B comme dans
la partie précédente. On construit, comme ci-dessus, les solutions formelles g,, hq, fa, f. associées
respectivement aux solutions d’Airy u, v, w,,w; définies dans I’appendice 2.

Comme le souligne la remarque 2.8.3, les solutions A et B ne sont pas toujours réelles, et donc I
n’est pas nécessairement le conjugué de f,. En fait si V'(a) > 0 on a f = f,. Si V'(a) < 0, alors

f;:_fa'

On note, comme dans la partie 2.3, 7~ (a) le point tournant précédant a ou —oo s’il n’y en a pas,
et 7" (a) le point tournant suivant a ou +oo s’il n’y en a pas. Les solutions g,, hg, fo €t fF sont
définies sur |7~ (a) + €, T (a) — €[ pour tout € > 0.

: (1)-r(2)

(o) =7(2) @)

Grace aux développements en oo des solutions d’Airy, rappelés dans ’appendice 2, on peut écrire
les quatre solutions ci-dessus sous la forme (8.1) en dehors des points tournants, lorsque h tend vers
zéro. Par exemple, sur [T~ (a) + ¢, 7" (a) — €[ on a :

on déduit

z 2/3
9o = W0 Au(h™23¢) + WS Bu! (h=2/%¢€), avec € = ¢, = (; / (V- E)l/Zdt)

Orsiz € {V —E >0}, &(x) > 0 et donc h~2/3¢(x) tend vers 400 quand h tend vers zéro. D’oil

go = Bl VBN 1S b, o fo= f2 = YD (1) €[ A o + Big ). (8.12)

n>0 k+l=n
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Remarque 2.8.7 Sion prend E = E(h) comme dans la remarque 2.8.6 c’est a dire tendant vers un
maximum du potentiel, on peut obtenir le développement de g,, = h™ 1/ﬁA(x h, w)u(h _2/35(33, )+
h=Y5B(x, h, ! (h=?/%€(x, 11)) dés que

limh_m‘h_Q/?’f(:c, ,u(h))| = 400

pour z € I,,. Ainsi, dés que lim,__, ﬁ = 0, on obtient :

Y B (o )

Remarque 2.8.8 Si +oo € [T~ (a),T*(a)]N{V — E > 0}, on a I’équivalent (8.12) pour g lorsque
x tend vers +00, h < hy. En effet, £(z) tend alors vers +oc et on peut encore utiliser les équivalents
de u et u' en +oo de 'appendice 2.

1
o, (T, h) ~p_so €”

€T

(V E 1/2
Su(h)

Tous ces résultats sur g, ont bien sir leurs équivalents pour f,, fJ et h,.

Ces développements vont permettre d’exprimer les solutions au voisinage du point tournant a en
fonction de celles définies preés de b = T*(a) le point tournant suivant.

Proposition 2.8.9 Si V — E > 0 sur |a, b, alors g, ~ iZhy, hy ~ iZ'gy et Z = (Z')7" = 5" (1 +
b 1/2
=[v-& .

Preuve : On écrit pour z €]a + €,b — €]

o= K VE TS g

n>0

hy = ehls V=B [ 19§ b,

n>0

et

On peut calculer fg et f§ d’apres (8.8) et (8.12) :

fo(x) = \f\V BT,
car V'(a) > 0, et

fo(z) = \[IV E[™,

car V'(b) < 0. On a choisi (—1)¥/2 =,
Cette écriture donne :
9o ~h—s0 i Zhy, (8.13)

1/2

Z =eSh(1+ 0(h)), S = /

VE‘
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On note Z, = /M.

De méme

ha ~h—s0 02 gy, (8.14)
ot Z' = e /"1 + O(h)).
Montrons maintenant que Z' = % Pour cela, considérons une partition de I'unité sur |7~ (a) +
e, Tt(b) — €[, pour € > 0 fixé : 1 =6, + 6, on

0, = 1sur |T~(a) +e¢, a—2{—b — ¢l et
0, =1 sur ]CLT'H) +¢6,TT(b) —¢,|.
Notons
r= gaaa + iZhbgba

et
s =igyfy + (Z') "heb,,

deux fonctions définies sur |7 (a) +¢, T (b) — €[. Grace a la remarque 2.8.3, on voit que r et s sont
réelles.

Lemme 2.8.10 7 et s sont des solutions formelles de (6.1).

Preuve : Si z €]T (a) + ¢, a_—Q%_b — e[U]O’J—_Q{i +¢6,TT(b) —¢,][, 8, et 6, sont constantes.
Alors " = "0, + Zh}}0y , 8" = g0y + (Z')"'h", et on voit que ces fonctions vérifient (6.1) sur ce
domaine.

Sur ]a-2|-b — €, aé"b + €[, on a g, = 1Zhy(1 + O(h*™®)) et donc r = g4(1 + O(h*)) : r est sur ce
domaine une solution formelle. Il en va de méme pour s.

Finalement : 7 et s sont bien des solutions formelles de (6.1) sur |7~ (a) + ¢, 71 (b) — €[. O

On reprend la démonstration de la proposition. Ce lemme montre que le wronskien de r et s est
une constante formelle, et si on le calcule sur {f, = 1} et sur {#, = 1}, on trouve

W(r, 5) = Wi(ga ha)

7= —W(hs, 9v) Z.

Or on a choisi A et B pour chaque point tournant tel que W(h,, g.) = %W(v, u) =1=-WI(ge, he),
c=a,b;donc 7' =77 ' et
W(r,s) =—Z.

On a obtenu la proposition. O
On a l'analogue pour les fonctions f,, fi, fyet fy.
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Lemme 2.8.11 Si V — E < 0 sur |a, b], alors
— . b
fore =W, fo=Why W =ie®"(14+0(), ¢ = [ IV~ E[""at. (8.15)

Preuve : Si V — E < 0, alors V'(a) < 0 et V'(b) > 0. On peut écrire les solutions fy, fi, d = a,b
sous la forme (8.1). Par exemple :

fo=etl: V‘E'I/th\/g[—ilv — BT+ 0(n)],

fi = ekl V‘E'”Q‘”\/g [V - BI™* + o).

On trouve donc
_ . b
fare =W, fi=—iWf, W=e?"1+0(h), ¢ = / vV — E[Y2dt. (8.16)
d’ou le lemme. O

Au voisinage de chaque point tournant, on a su construire deux bases de solutions formelles
ayant un comportement asymptotique, des wronskiens, et des formules de connexions connus. On
va pouvoir maintenant, construire les solutions exactes de la partie 2. 3.

2.9 Appendice 4 : construction de solutions exactes

On se place toujours au voisinage de deux points tournants consécutifs a < b. On suppose que
V — E > 0 sur |a, b], et donc V'(a) > 0, V'(b) < 0.
On va construire des solutions exactes v, et 1, a partir des solutions formelles r et s sur un intervalle

du type |T~(a)+¢€, T (b) —¢[ pour € > 0 fixé. Ensuite, on utilisera 1), et ¢, pour trouver les fonctions
de la partie 2.3.

2.9.1 Construction de g, ¥,

Si ¢ = a,b est un point tournant et si z €]7 (c), T (c)[, on note :

s el vEE e Gy B> o
sinon

et, pour = €]T (a), T*(b)],

pisiz<b
:07‘: Z + > bl
0P Siz > a

_{ p, Siz > a,
Ps = Zop, six < b.
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Ainsi définies, p, est une fonction de x croissante, p, est décroissante et p;p, = Zy = eS/h.

Pour N € N, on va construire des solutions exactes comme dans I’appendice 1 a partir des solutions
formelles 7 et s. Nous écrirons 7V et sV les développements de ces solutions & I’ordre N.
On commence par quelques majorations. Par définition de r et s,

‘TN‘ < CN,OT, |5N‘ < CNps-
De plus, rV vérifie
=R ()" + (V = E)yr™ = p,O(h"*?), (9.1)
et on a une équation équivalente pour s”. Ainsi :

SN 5) = ()5 - Y (V)" = p O + p, O,
et au vu des majorations ci-dessus on obtient ‘%W(TN, sN)‘ < ZyO(RN).
Cela donne

WY, sM)(x) = WY, sN) (x0) + ZoO(hY),

soit

WY, sN) = 2N+ Z,0(hN), (9.2)

ot ZV est la série tronquée a 1'ordre N de Z, et O(h") est uniforme sur tout compact.

On fait maintenant la construction de solutions exactes a partir des solutions formelles r et s
comme exposé dans ’appendice 1.
On définit les solutions ¥, a partir de s,r de maniere similaire a y; a partir de u;, j = 1,2 dans
Pappendice 1, avec W(ys, y,) = 1.
On a
lye| < CNZ(;IﬂPt, t=s,r.
thII h?yll

On calcule ensuite Wp = =% = === Avec (9.1) et (9.2) ci-dessus, on trouve

Wg(z,h) = V(z) — E+ O(hY).
Il existe donc C' > 0 tel que le noyau
K(z,t) = (ys(2)y, () — yr(2)ys () (V (1) — E — Wr(t))

vérifie :
K (,t)| < CZg BN (pr(2)ps(t) + pr(t) ps(2))- (9-3)
On va a présent construire des solutions exactes 1, et 1, vérifiant (6.2), avec respectivement y = v,
zo ==y t=r5 o0z, =T (a)+2etz, =T — 2e.
Commencgons par la construction de 1,. On définit la suite de fonctions dans [z, z;] :

{ 1/)9 = Yr,
Uit =y, + fo Kz, )y (t)dt
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Alors

vt =t = | [ K@ ou(t)a],

et avec les majorations de K et y, cela mene a

%N/;N/ [or(@)0a0) + (1) s @) ()1t (94)

v — Y2 <

Les expressions définissant p, et ps montrent que
pe(t)ps() = ZoerJe VI
Or z, <t < z donc l'intégrale ci-dessus est négative et
pr(t)ps(z) < Zo.
D’autre part, p,(t)ps(t) = Zy et donc (9.4) devient

CCOnhY

o=t <= [ o)+ ol

Comme p, est croissante, on a p,(t) < p,(x) pour z, < t < x et finalement

2CCyhY

Pr — | <
zy/

Vz € [z, zs),

pr(@)(@ = z1),

On montre ensuite facilement par récurrence que
Cy,Onh*N
1/2
Zy

et on a donc la majoration uniforme pour z € [z, x| :

(x —z,)F

Vk > 1, Vz € [z, x4, p,(:v)T, Cr = (20)F,

k k—1
pk — gl <

C DF
T%m@myypz20@fﬂmmN (9.5)
1 !

vE =g <

Cela implique que la suite (1/¥) converge uniformément en z € [z,, ] et 0 < h < hy. Par construc-
tion, la limite 1, satisfait I’équation intégrale (6.2).

On a de plus
¥z € [z, 3], [Ph(2) —m@)| < 3 [ub -l
0<I<k—1
Avec les majorations (9.5), on trouve
CyhY
F(x) = yr(w)| < Z25pr(2),

Zi?

avec Cy = 20n5C (z, — x5)eP, D = O(hY).
Lorsque k tend vers 'infini, on voit que cette inégalité reste vraie pour ,.
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On a donc montré que v, a le méme développement asymptotique que ¥, a 'ordre N — 1, sur
[z, xs] =[T~(a) + 2¢, T*(b) — 2¢]. Cela s’écrit :

wr — (ZN_l)_l/ZT‘N_l + (Z())_l/Z,OTO(hN).
On construit 1, exactement de la méme maniére pour arriver a

ws — (ZN—l)—1/28N—1 + (Zo)_1/2p50(hN).
De plus

W(djsa wr) =1+ O(hN)
2.9.2 Constructions des solutions de la partie 2.3

On fixe désormais N € IN dans la partie précédente.
Sur [T~ (a) + €, T (b) — €[, on considere les solutions :

1 _ (7N-1\-1/2 1 _ (7N—1y1/2
ha, (Z ) wsa ga, (Z ) wra

et
h2 = W(hL,g})"Y?hL, g2 = W(hL, g})1/?gL.

Par définition W(h,, gb) = W(ts,¢,) = 1 + O(R") et W(hZ, g2) = 1.
Les développements asymptotiques de h? & I'ordre N — 1 sont donnés par :

2\N—-1 _ (p1\N—=1 _ (zN—1\=1/2,)N—1 _ (zN—1\—1 N-1
(he)™ " = (ha)" " = (Z77) 7 = (Z2777) s
et au voisinage de a, s = (Z')"*h, = Zh,, donc
(hQ)N—l — hN_l.
On a bien siir aussi

)N—l N_l.

(g)" =g,

(8-

On trouve grace a (8.11) les développements a 'ordre N — 1 :

On définit alors f2 par :

_ 1 F\N— «N—
N =L (f)N =V,
et W(f2,12) = 1.
En b, on fait presque la méme construction : soient

h; — _(ZNfl)fl/Qw“ g[} — (ZNfl)l/Qws,
et
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hy = Wihy, 93) " *hy, g5 = Why, 03) ™05
Alors W(hg, g;) = =W, bs) =1+ O(RY) et W(hZ, g2) = 1. On pose

f5> 1(h2
) =™ )
(fi g2
On a les développements a l'ordre N — 1 :
(B)Y" = ()N = (272 () ¥ = i) V!

et de méme
(g)" ' = i)
Rappelons que V'(b) < 0 donc les solutions formelles h; et g, sont dans iR.

Le développement de f? est alors donné par :

N-1

_ eiﬂ/4hg+e—i7r/4gg

fi =
V2
A Pordre N — 1 cela donne :

N1 eivr/4(hb)N71/Z- + iefivr/4(gb)N71

(N = 7

soit
(N = e‘i”/‘*(hb)N—l\/t e/ (g)"
2
—(f)N et W2, o) =i

= (fH)N!, avec (8.11). On a aussi (TE)N—l _

On peut maintenant écrire les matrices de transition a l’aide des formules de connexion de ’ap-
pendice 3.
SiV —E >0 sur |a,b], (8.13) (8.14) donnent :

i) = o))
Sisur Ja,b] V — E <0, on a grace a (8.15) :

(£ e romn(§)

Si WN = iei?"/h cela donne toujours a Pordre N — 1 :

hz) (—sin(gﬁN_l/h) —cos(@N_l/h)) N[ he
a) = ‘- oste 1+0(h (b)
() = Cosigny Zanirfm )+ 0™ (gt
C’est avec ces solutions que nous allons pouvoir déterminer les conditions de quantifications pour
les différents potentiels étudiés.

Remarque 2.9.1 Par construction, les O(h) qui interviennent dans cette formule sont uniformes
en E.
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2.10 Appendice 5 : Construction d’'un Automate pour cal-
culer les termes de ’équation éiconale de la partie 2.3

On considere ici le cas de M puits de potentiel, comme a la fin de la partie 2.3.

On peut construire un automate fini ((FIG7) ci-dessous) qui permet de calculer les coefficients C.,
connaissant la suite € = (ex)1<k<nm :

e=-1

e=1
c=cos(@/h)p

e=1

c=cos(y/h)q

c=sin( /h)p

€=
e=1
c=cos(@/h)p

c=cos(y/h)g

e=-1
c=-sin(y/h)q

e=1
c=cos(@/h)p

e=1
c=cos(p/h)p

€=

ay
c=-icos( Y/h)q
e=-1

C=—icos( Y/h)q

FIG7: Automate fini

Expliquons comment sont obtenus les coefficients C, a partir de (F'IG7). Pour cela, prenons I’exemple
du cas de trois puits : M = 3, et déterminons le coefficient en facteur devant e(51=52+58)/% dans
I’équation de quantification.

On part de I’état initial D, et on prend C' = 1. On va modifier cette constante C' pour obtenir C..
On a ¢; = 1 donc on suit la fleche € = 1 et on multiplie C par ¢ = p; cos(p1/h).
Apres cette premieére étape, on est donc dans 1'état + et C' = p; cos(¢1/h).
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€o = —1 donc on suit la fleche e = —1 et on multiplie C' par ¢ = —g, sin(¢/h).
On est donc dans I'état — et C' = —p1gq cos(¢1/h) sin(ys/h).
Pour la derniére étape, on a €3 = 1. On suit donc la fleche € = 1 vers I’état A. C' devient

C = C. = —p1gap3 cos(p1/h) sin(ye/h)) cos(ps/h).

Cet automate permet par exemple de calculer facilement les principaux termes de (3.14) quand
h tend vers zéro.
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Chapitre 3

Construction d’une solution
asymptotique sortante le long d’une
courbe homocline

3.0 Introduction

On étudie a nouveau les résonances pour un opérateur de Schrodinger semi-classique, cette fois
en dimension quelconque :

P=—-hm’A+V(z), z€R"
Le potentiel est supposé analytique sur R". On fait les hypotheses de [9] ce qui permet de définir
les résonances pres de 0. En particulier, on suppose qu’il existe deux fonctions r et R dans C*°(R")
vérifiant :
r(z)R(xz) > 1, r(z) > 1, pour tout o € IN", il existe C,, tel que
Vz € R", [0°R(z)| < CuR(x)' 1% 1027 (2)| < Cur(z)R(z)™%,

et telles que le potentiel V' a une extension holomorphe dans

S={zecCm

S| < CR(Rz)}.

De plus,

V(x)‘ < C'r(Rz)? si x € S. On peut prendre par exemple R = r = (1 + 2?)".

Dans le chapitre précédent, on étudiait les résonances au voisinage d’'un niveau d’énergie E différent
des valeurs critiques du potentiel. En particulier, si p(y,n) est le symbole principal de P, on avait
dp # 0 dans la surface d’énergie p(y,n) = E. Les trajectoires captées étaient donc fermées et
régulieres.

Dans ce chapitre, on étudie les résonances voisines d’'un maximum du potentiel. On suppose
V(0) = VV(0) = 0, V"(0) < 0 et on s’intéresse aux résonances a une distance O(h) de 0. On a
donc maintenant

p(0,0) =0, dp(0,0) = 0. (0.1)
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Notons H, le champ hamiltonien de p : H, = g—g% - 8—5% On suppose l'existence d’une fonction

fuite notée G € S'"! telle que

Hy(G) > my/Cy

si (z,€) € p~1(0)\K, pour un compact K.
Soit

]T—(yan)7T—|—(y7n)[ — T'R"
t = e (y,n)

la trajectoire classique maximale. (7, et —7_ sont semi-continues inférieurement, a valeur dans
10, +00]). On définit les variétés lagrangiennes sortantes dans p~t(p) par

At = {(y,n) epl(p), HetHP(y, 77)” ne tend pas vers + oo quand ¢ tend vers T_(y,n)},
et les variétés lagrangiennes entrantes par

A, = {(y,n) e p(p), HetHP(y, 77)” ne tend pas vers + oo quand ¢ tend vers T+(y,77)}.
Comme €'*7(0,0) = (0,0), on a en particulier (0,0) € Ay N Ag—. On fait 'hypothese :

(H1) 11 existe une unique géodésique gy minimale pour la métrique dy = (—V) dy? joignant 0 &
N = {y € R",V(y) = 0}\{0}. De plus, si go N N = {yo}, on a VV (y) # 0.

On montrera que cette hypothese implique I'existence d’une courbe intégrale de H, différente de
(0,0) :

R — p~'(0)
t — (1), telle que lim; 1Y (t) = (0,0)

Ainsi 79 C Ag,+ N Ag—. On suppose ensuite
(H2) Ao+ N Ao,— =70 U {(0,0)} = 7.

Comme 0 est un maximum non dégénéré du potentiel, il existe un voisinage de 7, W tel que

V(y,n) € Wo, dp(y,n) # 0si (y,n) # (0,0).

Cela traduit le fait que vy, est une courbe homocline.
C. Gérard et J. Sjostrand [4] ont étudié le cas dp # 0 dans p~'(0), avec ’hypotheése

(H2’) Il existe une trajectoire classique hyperbolique v, telle que Ao+ N Ag_ = 7.
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Ils ont déterminé les résonances de P dans la région [—¢, 9] — ¢[0, C'h]. Pour cela, ils se raménent
a I’étude d’un opérateur unidimensionnel a valeur matricielle grace a un changement de variables
symplectique quantifié. Ils construisent ensuite un probléeme de Grushin inversible grace a une
solution sortante de (P — p)u = 0 le long de v, (i.e. une solution ayant son microsupport sur la
lagrangienne sortante). Ils obtiennent alors une condition de quantification.

Dans le cas qui nous intéresse, c’est a dire sous les hypotheéses (H1) et (H2), on cherche donc a
construire une solution asymptotique sortante u de (P—p)u = 0 le long de . On suppose |p| < Cyh.
Au voisinage d’'un maximum local de potentiel, une transformation FBI permet de construire des
solutions WKB, dans le cas de la dimension un. C’est ce que font par exemple C. Marz pour étudier
le spectre d’un opérateur de Schrodinger périodique pres d’un maximum du potentiel [11], ou bien
S. Fujiié et T. Ramond pour déterminer les résonances dans le cas d’une trajectoire hétérocline,
c’est a dire entre deux maxima du potentiel [3].

En dimension quelconque, on ne peut utiliser la méme méthode. Cependant, B. Helffer et J.
Sjostrand ont construit dans un voisinage €2 de 0 des solutions WKB dans le cas (0.1), lorsqu’il
s’agit d’un minimum strict du potentiel [8] . On va adapter leur méthode pour obtenir une solution
asympotique sortante dans un voisinage microlocal de (0,0). Pour cela, si v+ = 7o |+e>5, OU B est
assez grand pour que 7,(v+) € Q (7, est la projection de R** — R" : (y,7n) ~ y), on fait la nouvelle
hypothese sur la variété lagrangienne sortante (qui sera le microsupport de la solution recherchée) :

(H3) Il existe un voisinage de 7, V. tel que my soit un difféomorphisme de V.n Ao+ sur son
image.

Ainsi, il existe une fonction ® définie sur V, = m,(V,) telle que V, N Aoy = {(y,n), n =
V(D(y)7 ye V—I-}
On verra que si le potentiel s’écrit V (y) = Vi(y1) + Va(y2, ..., Yn), ot les coordonnées y sont choisies
telles que go C {(y2,...,yn) = 0}, alors (H3) est vérifiée sur tout un voisinage de {v(t), t > 0} et
on trouve ®(y) = ¢ _(y1,0) + ¢4 (0, y2, ..., yn) (p+ définissent les variétés lagrangiennes entrante et
sortante locales au voisinage de (0,0)).
Cette fonction ® sera la phase de la solution asymptotique sortante au voisinage de 7.

A partir de cette fonction @, on reprend la phase construite dans [8] : pour B > 0 assez grand et €2
un voisinage de 0 assez petit,

5 € O ([B, +oo[x0), V(t,y) € [B, +oo[x0, 5

De plus, si y € Vy, il existe ¢, > B tel que %(te(ty,y) =0 et @(ty,y) = 2(y).

Enfin, ¢ est développable (Cf définition 3.2.1) :
p(t,y) ~ e (y) + D e Mot y),
j=>0

oll ¢;(t,y) est un polyndme en t.
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On construit ensuite une solution asympotique de
(Dt + P — p)’U =0

de la forme '
v~ e Brg, (8 y, p).

n>0

On obtient des équations de transport qui, grace aux résultats de [8], ont des solutions développables.

On pose ensuite, pour une fonction troncature y qu’on précisera :

+o0
u(y, p,h) = /B xvdt.

On montre que cette fonction est solution dans Q de (P — p)u = O(h*). On verra que son micro-
support est contenu dans Ag ;. La ”phase stationnnaire en +00” donnée dans [8] permet de calculer
un équivalent de v quand h tend vers zéro, dans deux ouverts de 2. On fait ensuite I’hypothese
générique :

(H4) la plus grande valeur propre de V”(0) est simple.

Alors on aura un développement WKB de u pres de m,(70N€2). Afin de prolonger ces développements
le long de 7y, on renforce 'hypothese (H3) :

(H5) Il existe un voisinage simplement connexe de {o(t), ¢ > 0} noté Wy, tel que la projection
7zt Moy N Wy — R" est un difféomorphisme.

Cela permet de prolonger le développement de u le long de go\{%o}. En (yo,0), la lagrangienne
sortante Ag 4 ne se projette pas bien en y. Cependant, une transformation de Bargmann résout se
probleme : soit ¥(z) = (3)?/2, on note T : D'(Q) — HY¥*()) définie par

Tv(z,h) = / e*(wfy)Q/Qhw(ﬂi —y)v(y, h)dy, v € C5°(R")

n

ol w € C§°(), w =1 dans un voisinage de 0. Soit x la transformation canonique associée, et soit
H = k(79) C C*™. La projection 7, réalise maintenant un difféomorphisme de x(Ag ) sur son image
au voisinage de (o, 0).

L’hypothése (H5) donne I'existence d’une fonction ¢, qui paramétrise /~\8, + le complexifié de £(Ao +)
dans un voisinage de 7. Le calcul de T'v montre que cette fonction ¢, est la phase qui intervient
dans le développement de Tu.

On définit alors Popérateur P par PT = TP. Dans un voisinage de zéro, on a

(P — p)Tu = O(h™).

Cela permet de prolonger T'u le long de 7,(50) de deux manieres :
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2eme prolongement

Zone ou Tu est défini

T (v )

ler prolongement

FIG1: prolongement deTu le long det, (\?O )

On montre que les deux solutions obtenues sont proportionnelles avec un facteur C'(p, k). On a
donc une solution multivaluée. On peut espérer obtenir un premier ensemble de résonances avec
la condition C(p,h) = 1. Cependant, il reste a construire grace a la solution u un probléme de
Grushin inversible. Une des difficultés est qu’ici 'opérateur (P — p)ou s’écrit Q(z,0/0x, h)D,, pour
un opérateur ) non elliptique en (0, 0).

Ce chapitre s’organise de la maniere suivante :

La partie A est consacrée a la dimension un, et on y utilise les techniques de [3] [11] ... Dans
la premiere partie, on fait les hypotheses du chapitre 2, et on détermine les résonances a l’aide de
solutions de (P — E)u = 0 : on exprime la solution exponentiellement décroissante a gauche K_ en
fonction des solutions de Jost & droite. Au voisinage de zéro, maximum local du potentiel, on ne peut
plus utiliser comme dans le chapitre précédent les solutions d’Airy pour construire des solutions de
Pu = Eu. Comme dans [3], on fait une transformation FBI qui raméne & un opérateur ”modele”
Qo pour lequel on peut faire des calculs explicites (partie 2). Dans la troisieéme partie, on rappelle
brievement les résultats de [11] concernant I'opérateur @)y et les microsupports des solutions. Cela
permet de déterminer la solution de Jost sortante a droite. On calcule un équivalent de cette solution
dans la partie 4, et on ’exprime avec les phases qui interviennent dans le développement de K_.
On en déduit dans la cinquiéme partie une équation de quantification, et on termine en étudiant le
lieu des résonances.

La partie B est consacrée a la construction d’une solution WKB le long de la trajectoire homocline
en dimension quelconque. Dans la premiere partie, on rappelle les hypotheses et on fixe les notations.
On rappelle ensuite la construction et les propriétés de la phase auxiliaire, démontrées dans [8]
(partie 2). Cela permet de construire une fonction u telle que (P — p)u = O(h™) au voisinage de
0 (partie 3 et 4). Dans la partie 5, on calcule un équivalent de u quand h tend vers 0. La partie
6 donne la définition de la transformation FBI 7. On y définit aussi P. Dans la septiéme partie,
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on calcule les développements de Tu au voisinage de 0 dans des domaines proches de 7;(%). On
prolonge ensuite T'u le long de 7, (%) grace a 'hypotheése (H5) et on obtient le coefficient C'(p, h)
(partie 8). Enfin, dans la derniére partie on étudie les solutions de C(p) = 1.
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A-La dimension un

3.1 Hypotheses et Notations

On considere un opérateur de Schrodinger semiclassique P sur R :
P =h*D?+V(x), Dy = ~0,.

On note p(z,€&) = €2 + V(z) le symbole principal de cet opérateur.
On suppose que le potentiel satisfait les hypothéses du chapitre précédent, qui permettent de définir
les résonances par dilatation analytique : pour 0 < 6y < 7/2, 6 > 0,

V est analytique dans S = {z € C, |Jz| < tanfy|Rz| } U {|Sz| <6 }. (1.1)

De plus dans cette zone,

lim%(w)ﬁfoo%‘/ = +0o0, limgcg(x)_H_ooV =V > —o0. (1.2)

On reprend du chapitre précédent les résultats qui donnent une caractérisation des résonances a

Paide de solution de
Pu = Eu. (1.3)

Si—26p < =260 < Arg(E — V) <0,
il existe une solution exponentiellement décroissante quand Rz tend vers —oo notée K_,
il existe deux solutions de Jost J; définies par

Ji(x, h, E) ~ eFVE-V/h i Ry 5 400, 2 €S.
Pres d’un niveau d’énergie strictement supérieur a V;, les résonances sont données par la proposition :
Proposition 3.1.1 E est une résonance si et seulement si J, est colinéaire a K_.

On étudie dans ce chapitre les résonances proches d’'un maximum de potentiel. On suppose donc

V(0)=V'(0)=0; V"(0)=—-k*<0, k>0, (1.4)
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et on s’intéresse aux résonances proches de 0 quand h tend vers 0. Pour utiliser la proposition 3.1.1
ci-dessus, on doit supposer V5 < 0.

On considere un potentiel vérifiant en plus :
V(z) <0siz >0, V(z)=0ssiz € {a,0} et V'(a) <0. (1.5)

y

y=V(X)

FIG 2: le potentiel

Ce potentiel satisfait les hypotheses (H1) et (H2). La dimension un implique alors que les hy-
potheses (H3) a (H5) sont vérifiées.

Le point tournant a est simple. Le chapitre 2 (partie 2.2) donne donc une premiére expression pour
K_:

K_ = C’[e‘i“/4u; + ei”/4uj],

olt C est une constante et u= sont des fonctions définies dans la partie 2.3 du chapitre précédent.
Elles admettent le développement quand h tend vers et a + € < x < —¢, € > 0 :

i[e 124, |h —
uE (@, h, E) = eXfila V2 dt\/;[iiﬂ/ ~ BT+ 0(h)].
Si Jy = au, + Bu], la proposition 3.1.1 devient donc
Proposition 3.1.2 Soit E € C tel que —26y < —26 < Arg(E — Vp) < 0. E est une résonance ssi

a(E, h)

B(E, h)

Il faut donc exprimer la solution de Jost sortante J; dans la base (u, ,u]).
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E(h)

Lorsque la résonance E(h) proche de 0 vérifie lim;, = 400, on peut, au voisinage des
points tournants proches de 0, construire des solutions ainsi que des matrices de transition avec des
solutions d’Airy. (Cf chapitre 2 Appendice 3, remarques 2.8.6, 2.8.7). On obtient donc dans ce cas
les résonances.

Dans ce chapitre, on considere les résonances dans un disque D(roh) = {z € C, |z| < roh} pour ry >
0. Pour de telles résonances, I’équation d’Airy approxime mal (1.3) prés du point tournant double
0. On construit des solutions pres de 0 grace a une transformation FBI qui raméne microlocalement
I'opérateur P a un opérateur modele pour lequel des calculs explicites existent. On obtient un
développement asymptotique de J, et par suite les coefficients o et S qui donnent les résonances
grace a la proposition 3.1.2.

On obtiendra une équation de quantification trés semblable & celle de [11] pour le cas d’un potentiel
présentant deux maximums égaux. En particulier, le nombre de résonances dans D(rgh) est encore
de l'ordre de |logh|. Signalons que la méthode est légérement différente puisque S. Fujiié et T.
Ramond calculent une matrice de scattering grace a des solutions WKB exactes alors que nous
nous servons des solutions construites dans le chapitre 2 (Appendices 1, 3, 4).

3.2 Reéduction microlocale

On prend désormais E € D(roh) ={FE € C, |E| < roh}, 19 > 0.
Pour z proche de zéro, I’équation

—h*u" (z) + V(2)u(z) = Bu(z)
s’écrit

—h2"(z) — (k?% + O(m3)> u(z) = Eu(z).

En posant h = h% et p=FE/k*> € D(%%h) = D(rh), on obtient

12,

—h (@) - (%2 + O(:U3)>u(x) = pu(z).

Les solutions de (1.3) sont les solutions de

Qu = pu (2.1)

ol Q est 'opérateur h semiclassique de symbole principal

o) =5+ W), way =2 22)
On a
oa,6) = 55T +06)
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On étudie maintenant ce nouvel opérateur Q). Nous noterons désormais h au lieu de h.
Soient F la transformation de Fourier en h et I' la conjugaison dans C.
A T'aide d’une transformation FBI, on peut ramener I’étude de ) microlocalement pres de (0,0) &

celle de 'opérateur Qy = 5(x(hD;) + (hD;)x) de symbole principal qo(x,&) = x€ [3] [11] :
?

Théoréme 3.2.1 Soit () 'opérateur de Schrédinger défini par (2.2) pour un potentiel V' vérifiant (1.4).
11 existe
1. Une fonction réelle sur R, F(t,h) ~ Y b7 f;(t), avec fo(0) =0; f5(0) =1; et fi =0,

j>0
2. Une transformation canonique k d’un voisinage de (0, 0) dans un voisinage de (0, 0), de fonction

2 2
canonique (z,y) = /2y — x_‘gi +O(a?, %), et
3. Une transformation FBI U associée a k,

telles que

UT'F(Q, )U = Q.
De plus, on a fyoqok = qg, et on peut prendre U tel que

siA=ToF '=FoTlalorsTolU = U o A.

On fixe désormais F, U, k comme dans le théoreme. On peut calculer une réalisation de U :

Proposition 3.2.2 On peut choisir un symbole analytique classique d’ordre zéro o(z,y, h)
oo(z,y) + hoi(x,y) + ..., avec 0¢(0,0) = 1, tel que

Uu(z, h) = 21/46”/8(27Th)_1/2/ e%w(x’y)o(x, y, h)u(y, h)dy. (2.3)
Reprenons de [11] quelques résultats sur og qui seront nécessaires dans la suite :

Lemme 3.2.3 On a

r ooz, V! (x,

I[O-O(x y);4 — 0( ¢ ( y))1/4 (24)
Preuve : Examinons les conséquences de U = UA. On note ka(y,n) = (—n, —y) et kr(y,n) =
(y,—n) les transformations canoniques associées respectivement a A et I'. kk4 = Kkrk entraine
facilement,

i)y = (@, 0 (,9)
L) vrteg) 2 “o e, v () (2:5)

D’autre part, avec I’écriture (2.3) on a

21/4e—i7r/8 i
I'Uu(z, h) = o e " gz, y, R)u(y)dy (2.6)
m
et
21/4 /8
AUu(z, h) = ~rh //eh(w =YD (2, 1, h)dnu(y)dy. (2.7)
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On élimine I'intégrale en 7 a l’aide de la phase stationnaire dans (2.7). Les égalités (2.5) montrent
que :

le point critique de la phase ¥ (x,n) — yn est n.(z,y) = ¥, (2, y),
la valeur critique de cette phase est —(z,y),

et on trouve

UAU(:L‘, y) = m

(x 1/}’ z,y) ‘
Avec (2.6), I'U = UA donne

00(90 Yy (2,9))
‘1/2

Lloo(z, y)] =
ac W z,Y))

On dérive alors une fois par rapport a y 1’égalité (2.5) ) pour obtenir le lemme. O

Revenons a la recherche de solutions de (2.1). Gréace a la transformation FBI du théoreme 3.2.1, on
est ramené a la recherche de solutions de

Qou’ = p'u’. (2.8)
En effet, si u° est solution de (2.8), alors Uu" = u est solution de (2.1) , avec
p'=F(p h). (2.9)

(pour h < hg, F(p, h) est inversible prés de zéro).

On commence donc par étudier les solutions de (2.8). C’est 1’objet de la partie suivante.

3.3 Etude de Q et Qg

On résume ici les résulats de [11] concernant 'opérateur Q.
On peut calculer les solutions de (2.8) :

ul (e, p) = ul(z) = H(xa) o #F7",

ou H(z) =1siz>0et H(z) =0 sinon.
Une deuxieme base de solutions est donnée par

vl (z) = Bul.(z), B=F 'T =TF.

Ces solutions sont reliées par la matrice de transition :

(i) = (i) 1)
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ou M = M(p',h) = (my;) est la matrice définie par :

7 - !
M1 = Mgy = ei%loghe—iw/4e7rp’/2hF(1/2 + 10 /h)’
V2T

/ N
M1z = Mo = ei%loghei”/4e—7fp’/2hF(1/2 +p /h)
V2m

On calcule M~! = (m;;!) :

1

o . , I-\ 1 2 ) h
m1_11 = m2—21 — 6—1%loghez7r/4e7rp /2h ( /\/2_7:,0/ )’

/ oAl
mi) =my = e*i%loghefiw/élefﬂ'p’/QhF(1/2 Q;P /h)

Remarquons que M est unitaire pour p’ € R.

On prend désormais p dans un domaine D = {%z < 0} N D(rh). On note a(p) < b(p) < c(p) les
points tournants pour p < 0. Par analyticité du potentiel, on peut prolonger ces fonctions & D pour
ho assez petit, h €]0, ho| :

FIG 3: évolution des points tournants

La transformation FBI donne quatre solutions formelles de Qu = pu pres de zéro :

u:t(x:p: h) = Uu(:)l:(mvplah)a
U:I:(x7pa h’) = UU?I:(x7p,ah)7

ol la relation entre p et p' est donnée par (2.9).
La matrice de transition entre (u,u_) et (vy4,v_) est la méme que celle entre (uf,u?) et (v%,0°)

donnée en (3.1).
De plus, I'U = U A donne pour p € R,

On a noté uy = '(uy).

Les microsupports de ces solutions au voisinage de (0,0) sont les images par x des microsupports
des solutions de (2.8) au voisinage de (0, 0). Donc
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uy a son microsupport dans y\y__,

u_ a son microsupport dans y\ v+,

vy a son microsupport dans y\vy_,

v_ a son microsupport dans y\y_4,
ol 4+ sont dessinés ci dessous :

q(xg )=0
v, Y
\ /
(2.0) / (c)b\\

FIG 4: les micro supports

La solution de Jost sortante a droite a donc un développement asymptotique proportionnel a v
lorsque = > 0. On construit alors une vraie solution ayant le méme développement asymptotique
que v; a l'ordre un (par exemple a 'aide de la méthode de I’Appendice 1 du chapitre 2 (partie
2.6), ou en suivant C. Marz [11] Appendice A3). Cette solution est exponentiellement décroissante
quand z tend vers +oo dans Re?, donc elle est proportionnelle & J,. On note encore cette solution
Vg

La proposition 3.1.2 de I'introduction montre qu’il suffit maintenant de chercher un équivalent de
v+ quand h tend vers 0 lorsque z < 0 et de Pexprimer dans la base (u,,u/).

3.4 Equivalent de v

On prend désormais p € R. On étendra ensuite par analyticité les résultats a D.
Comme v, = u_, on commence par étudier u_ pour z < 0. La réalisation (2.3) de U mene &

- (U -
u_ =Uu’ (z,h) = 21/46”/8(27Th)_1/2/ enV @ g (z,y, h)|y|*T hdy.

—0o0

Si py = fo(p), le théoreme 3.2.1 donne p' = F(p, h) = pfy + O(h?). On écrit donc u_ :

U = 21/4€i7r/8(27rh)—1/2/0 e%(w(z,y)ﬂgloglyl)o(x’ Y, h)|y|1/26(i/h)(p’—pﬁ)log\yldy’

—0o0

oll on choisit la détermination de log réelle sur R*™.
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On va appliquer la méthode de la phase stationnaire pour obtenir un équivalent de u_ quand h
tend vers 0. Pour cela, étudions la phase de 'intégrale ci-dessus notée :

U(z,y,p) = ¥(z,y) + pologly| = ¥ (z,y) + polog(—y)- (4.1)

Lemme 3.4.1 Pour 0 < ¢y < zy petits, il existe Cy > 0 tel que si —xy < x < —¢q et |p| < Oy,
la fonction y — ¥(z,y,p) a un unique point critique y.(z, p) holomorphe en x et p. De plus,

Ye(, p) < 0.

Preuve : On considere d’abord le cas pj = 0. Alors p = f5 ' (p)) = 0 et donc ¥(z,y,0) = ¥ (x,y). Le
théoréme des fonctions implicites appliqué a la fonction y — 1y (z,y) en (0, 0) donne pour |z| < o
Iexistence d'une application holomorphe y.(z) telle que ¢, (z,y.(x)) = 0. Le développement de 1)
donné dans le théoreme 3.2.1 implique

ye() = V2 + O(a”).

Remarquons que pour z, assez petit et —zp < z < —¢p < 0, y.(z) < —ép.

Si on restreint z a —xy < x < —¢p, la fonction

(@,y,p) — Yy (2,9, p)

est holomorphe au voisinage de (z, y.(z),0).

Le théoreme des fonctions implicites en ce point donne existence de y.(z, p) holomorphe en (z, p)
telle que Wy (z,yc(2,p), p) =0, pour |z —z| <€, |p| <¢€ €= e(x).

x étant dans le compact —zy < © < —¢p, on obtient la premiere partie du lemme et en particulier
la constante Cj.

Ye(z, p) < 0 découle de y.(x) < —¢€y, quitte & diminuer Cy > 0 (dans la suite, on va diminuer un
nombre fini de fois xy et Cy). O

Pour —z¢p <z < —¢; et |p‘ < Cy, on note

®(z, p) = V(x,yc(z, p), p) = V(@ yc(x, p)) + polog(—ye(=, p))

la valeur critique de la phase ¥(z,y, p).
La phase stationnaire sur v N, *([—zp, —¢€]) donne :
21/4e—i7r/8€i<1>(;c,p)/h
u_(z,h,p) = 7 72 [o0(z, Ye(z, p)) + O(R)].
[ye(w, )2 |08, (2, ye(w, p), p)|

On en déduit le développement de v, sur y_y =7 __ en prenant le conjugué de cette expression :

21/4ei7r/8€—i5(x,p)/h
vy (e, b, p) = = T3 [lou(e, (. p))] + O(B)) (42)
ye(@, p)| V20 (2, yel(, p), )|
On calcule maintenant le développement de v, sur y__. Pour cela, on utilise la matrice de passage
M donnée dans (3.1), ou plutot son inverse :

-1 -1
Vp =My Uy + Mg U
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Sur v, on a donc v, = mpyu_ soit :

21/46—1'71'/861'(1)(m,p)/he*(i/h)p’loghefiﬂ'/élefﬂ'p’/2h,(27.‘.)71/21'*(1/2 _ Zp’/h)
‘1/2 [o0 (2, ye(z, p)) + O(h)].

(4.3)
Les formules (4.2) et (4.3) donnent un développement asymptotique complet de vy sur [—xo, —€0]-
Afin d’exprimer v, dans la base (u,,u;

,U+(~T7 ha p) =
[ve(z, p)|"*| W, (2, el p), p)

—,ul), il faut écrire les phases ®(z,p) et —®(z, p) qui inter-
1/2
V- E‘ / dt de uX. On étudie

T
viennent dans le développement de v, en fonction des phases + /
a

donc la fonction @(z, p).

3.4.1 Etude de ®(z,p)

Lemme 3.4.2 ®(z, p) vérifie I'équation éiconale q(z, ®!.(z, p)) = p, pour —zy < x < —¢q, |p| < Cp.
Sur cet ensemble, ®' (z, p) < 0.

Preuve : Prenons —zy < z < —¢ et |p| < Cp pour avoir le lemme 3.4.1. Par définition de la phase
U(z,y, p), le point critique y.(x, p) vérifie

/

Uy (T, ye(@, p)) + P/ ye(, p) = 0, soit ye(z, p) (=1, (2, ye(z, p))) = pb,
ce qui s’écrit
QO(yC(:L‘a p)a _w;(xa yC(xa ,0))) = p6

Rappelons que « est la transformation canonique associée a ¢(z,y) et fo(p) = pj. L’égalité foogor =
qo donne donc

q(x, Y5 (7, (2, p))) = p-

Or on calcule
q);(xa p) = %(ﬂf, yc(x, p))a
d’ou la premiere assertion du lemme.
On a d’autre part o (z,y) = V2y — z + O(2%,9?) et y.(z, p) = V22 + O(p, %) comme on le voit
dans la démonstration du lemme 3.4.1. Ainsi ¢! (z, y.(z, p)) = = + O(p, %) est bien négative pour

—z9 <z < —¢g et |p| < Cp si xy et Cy sont assez petits. O

On calcule a présent ®(z, p) a I'aide de la fonction réelle analytique ¢, définie par :
ole)= [ W = p)dt, v €1, (4.4)

ou

VAN
=

—

S

x )sip <0
<zx<0sip>0 ~
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Le lemme 3.4.2 donne immédiatement pour —zy < z < €y et |p| < Cy

(2, p) = —(2(p — W(2)))"/?,

ou la détermination de la racine carrée est choisie réelle positive sur |a(p), b(p)[ et est prolongée par
analyticité dans C\(]—o0, a(p)] U [b(p), c(p)]). On note sur la figure ci-dessous les valeurs prises par
cette racine carrée le long de I’axe réel.

1/2
FIG 5: Determination de (2(0 —WW)) /

Avec la méme détermination, on a

ola) = [ (o= W)

et donc ! (z, p) = —¢'(z). 1l existe donc une constante C(p) indépendante de z telle que
®(z, p) = —p(z) + C(p). (4.5)

Remarque 3.4.3 La formule (4.5) permet de prolonger ®(x, p) sur I,. On note encore ®(z, p) ce
prolongement.

On détermine C(p) en prenant (4.5) en x = b(p). Pour cela, on calcule d’'une part ¢(b(p)) et d’autre
part ®(b(p), p)-

Etude de ¢(b(p)) :

Pour p < 0, les points tournants sont réels et

olp) = plblp)) = | (()) (20p— W)Y2dt > 0.

On prolonge cette expression pour |p|e?, —m < 6 < 0 grace & I'intégrale d’action

olp) = 5 [ @o—w)' e

oll ¥ = 4, est un contour entourant le segment [a, b] comme en (FIG5).
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Remarque 3.4.4 Comme dans (3], on peut montrer 'existence d’une fonction holomorphe R(p)
vérifiant pour |p| petit :
1 lS (p)

o(p) = 9| o

ou S(p) est application holomorphe définie par I'intégrale d’action

logp+R<p>], (46)

S(0) = 7 [ 20— W)t

i
v = {ee”, 0 <t < 2w} est un chemin entourant les deux points tournants prés de zéro (FIG5). Ici,
on a choisi la détermination habituelle du log sur R™ prolongée dans le demi plan {%z < 0}, de
sorte que si p < 0, logp € —im + R.

Preuve : Notons la dépendance des contours en p. Quand p tourne une fois autour de 0 dans le
sens trigonométrique a partir de p < 0 (Cf (FIG3)), les points tournants b(p) et c(p) échangent
leur position en tournant dans le sens trigonométrique autour de 0. Le chemin d’intégration ¥ =74,
et transformé en un chemin ¥,2i~, dessiné ci-dessous.

Y=Y,

FIG6: les contours

On voit que les chemins 4,.2i= et 7, + 7 sont homotopes et donc ¢(pe®™) = ¢(p) + %S (p), ce qui

mene au résultat. O

Lemme 3.4.5 On a S(p) = —2mp + O(p?). De plus, S(p) € R* si —p € R*.

1/2
Preuve : (2(p—W))Y/? = (—2W)/2 (1—}-#) / , o1 d’apres la détermination choisie (—2W)'/2 =

(W)
—z + O(z?). Dol
1

S(p) = ;/7 [(—QW)”Q + W + O(_fwﬂdt
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On conclut la premiere partie du lemme grace au théoreme des résidus.
La deuxiéme assertion est due au choix de la détermination de la racine carrée et du contour . O

Etude de ®(b(p), p) :

Soit —z¢g < x < —€p et |p| < Cp. On reprend le point critique y.(x, p) défini dans le lemme 3.4.1.
Posons &(z, p) = ¢¥L(z,y.(x, p)). On a vu dans la démonstration du lemme 3.4.2 que

{ q(z,&(z,p)) = p
yc(x, :0) = 7Tyomil(x’ f(fE, p)) .

La premiere égalité permet de prolonger z — £(x, p) pour z € I,
La deuxiéme permet de prolonger y.(z, p) sur le méme intervalle. Remarquons que cette fois y.(z, p)
n’est plus nécessairement négatif mais complexe.

Si on pose n(x, p) = =, (7, y.(x, p)), on a bien sir

2 (ye(z, p),n(z, p)) = - (4.7)

Définissons

(1)2('7;’ p) = 1ﬁ(x,yc(x,p)) + pglog(—yc(x, p))’ T € IP'

On a bien stir &9 = & si —zy < x < —¢. De plus (4.7) ci-dessus implique

(®2)!, = YL, ye(w, p)) = &(z, p) = —(2(p — W))Y2 = @ pour z € I,

et donc ®; = @ sur I,. On va utiliser 'écriture ®,(x, p) pour calculer ®(b(p), p). On doit d’abord
calculer y,(b(p), p) = y(p) :

Lemme 3.4.6 On a
y(p) = _7:\/;6:

ol la racine carrée est positive sur R™ et est prolongée analytiquement dans {%z < O}, donc si
oh <0, y/ph € —iR™.

Preuve : Soit n(p) = n(b(p), p), £(p) = £(b(p), p) = 0.
On note toujours sr et k4 les transformations canoniques associées a la conjugaison I' et 4 A (définie

dans le théoreme 3.2.1).
On a

kr(b(p),€(p)) = kr(b(p),0) = (b(p),0)

donc
kr o £(y(p), n(p)) = kr(b(p),0) = (b(p),0) = £(y(p),n(p))-

Avec ko k4 = Kr o K, on obtient ko ka(y(p),n(p)) = k(y(p),n(p)), soit en composant par k! :

ka(y(p);n(p)) = (y(p),n(p))-
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Comme k4(y,n) = (—n, —y), on an(p) = —y(p). Ainsi go(y(p), n(p)) = po, donné par (4.7), implique
y(p)* = —pp.
Pour trouver ’argument de y(p), on remarque que
T—§ v+¢ 2 (2
) =\ 7= = + O ’
w09 = (2555 ) + o)

et donc

(b(p), 0) = £(y(p),n(p)) = K(y(p), —y(p)) = (V2u(p),0) + O(y(p)?*)
Si p est négatif on sait que b(p) l'est aussi donc dans ce cas y(p) = —/—pp < 0.
Sip>0, b(p) € iR™ et y(p) = —z'\/;(). Cela donne le lemme. O

On peut maintenant calculer ®(b(p), p) = P2(b(p), p)-

Proposition 3.4.7 On a

/

(b(p), p) = Lllogpy — 1+ inl,

ol la détermination du log est choisie réelle sur R™ et est prolongée analytiquement dans
{—7r < Argz < O}.

Preuve : On calcule explicitement %[QQ(I)(/)), p)] :

dun coté SL(b(p), y(p), p) = vL(b(p), y(p)) = £(p) = 0,
et de I'autre %\;’(b(p),y(p), p) = Uy (b(p), y(p)) + ro/y(p) = —nlp) + po/y(p) = 0.

Par définition de ®y(x, p) = ¥(x, y.(z, p), p), cela donne
0P,
Ipo
Comme ®4(56(0),0) = $,(0,0) =1(0,0) =0, on a

(b(p), p) = log(~=y(p))-

Po
22(b(p). p) = [ 1og(~y(p))d.
L’expression de y(p) donnée dans le lemme précédent permet de conclure. O
On a besoin d’un dernier lemme pour exprimer C(p) :

Lemme 3.4.8 p = %S(p), ou S(p) est défini dans la remarque 3.4.4.
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Preuve : Considérons l'intégrale d’action

1= | ndy

ot 0 = {(y(1), (1), y(®) = roe”, n(t) = L, 0.< ¢ < 2} € a5 ().

On calcule facilement I = 2impj.
Faisons le changement de variable (y,n) — (z,£) = &(y,n). Comme & est proche de la rotation
d’angle 7/4, on a

{((®),6() = K(y(®), n(t)} = £(0) ~ {(2'(1),§'(t)), 2'(t) = roe"/V2=¢'(1)}-

Avec fyoqo k= qy, on ade plus q(z(t),£(t)) = p et en particulier

§(t) = £(2(p — W(z(1))))"2.

On détermine le signe de £(¢) en t = 0 : £(0) ~ % > 0 et donc £(t) = —(2(p — W(x(1))))"/? avec la

détermination de la racine carrée donnée dans (FIG5).

Ainsi i /27r £0) dz(t) it = —iS(p)
0 dt Pl

Ces deux expressions de I menent au lemme. O

On peut maintenant écrire C(p) = p(p) + ®(b(p), p) ou encore

S(p)

A

C(p) = »(p) [log(—S(p)/27) — 1 + im]. (4.8)
Avec cette expression de C(p), on a montré :

Proposition 3.4.9 La phase ®(z, p) intervenant dans le développement de v, s’exprime en fonction
de p(z) définie en (4.4) et de C(p) :

®(z, p) = —p(z) + C(p).
On termine cette partie par un résultat sur la constante C/(p) :
Lemme 3.4.10 C(p) e R sip € R.
Preuve : Si p < 0, on a vu que ¢(p) > 0, S(p) > 0 donc le choix de la détermination du log

entraine C'(p) € R.
Si p > 0, la remarque 3.4.4 donne ¢(p) en fonction de S(p) :

e(p) = %(%) log p + %R(p)-
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On montre facilement qu’il existe une fonction réelle analytique Ry(p) telle que R(p) = %S (p)+Ro(p)
(d’abord pour p < 0, donc pour p > 0).
Ainsi

o(0) = 52 togp + £S(0) + 5 Ro(0)

et

Clp) = &logwr %Ro(p) _50) l10g<_s(p)> -1

R.
47 A7 2T <

O

3.4.2 Développement asymptotique de v,

On écrit maintenant vy avec la phase ¢(x) : si —zo < x < —¢g et |p| < Cy,

Uy = A(h’: p)eicp(w)/hb+ (ZL‘, Ps h’) + B(h’a p)e_i(p(x)/hb* (37, Ps h)a b:l: ("I:a Ps h) = Z hnb:l:,n (37, p) (49)

n>0

Les fonctions A(h, p), B(h,p), bin(x,p) sont connues grace aux développements (4.2), (4.3) et a
la proposition 3.4.9, pour —zy < z < —¢p et |p| < Cy. On obtient

A(h; ,0) = 91/4,im/8,—iC(p)/h
{B(h> p) = 21/46—3i7r/86ic(9)/h6—ip1(logh)/he_,np//2h%Zif,/h) (4.10)
et
bio(z,p) = Lloo(@,ye(2,p))]

e(@,0) V2|3 (2,9 (,0)

b, .’L’, — UO(wyyC(wap))
o(®, ) ve(@,0) /2|92 (2,90(2,0)) |

v, est solution de Qu = pu et L vérifient I’équation éiconale donc nécessairement les fonctions
by, satisfont les équations de transport usuelles. Cela permet de les prolonger sur [a(p) + €y, —¢€o]
pour € > 0 fixé. Le développement de v, (4.9) peut donc étre étendu sur [a(p) + €y, —€p]. Sur cet
intervalle, on écrit

)|1/2
(4.11)

vy = au, + Bu,

oll les fonctions uF sont définies dans la permiére partie. On les réécrit maintenant avec h et W

plutot qu’avec h et V : (on note toujours h = h)

u(z, b, p) = EHA0 @ (W = p|4(2) 7 + O(h)].

Afin d’expliciter « et 3, on a besoin du lemme :

Lemme 3.4.11 oy(z,y.(z,p)) € R si p € R.
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Preuve : On écrit I’équation de transport satisfaite par by :

1
¢'(2)b + 59" (@b = 0, —z0 <7 < —6o.

Cela montre que Argb. ( est indépendant de z. Si on remplace by o par leur expression en fonction
de 0g (4.11) on obtient le méme résultat pour Argoy(z, y.(z, p)).
En particulier, avec les notations précédentes :

si p <0, Argoo(z, ye(z, p)) =Argoo(b(p), y(p))

De plus, d’apres la démonstration du lemme 3.4.6,

y(p) = —n(p) = ¥, (b(p), y(p))-

Avec I'égalité (2.4) démontrée au début de ce chapitre, cela entraine

oo(b(p),y(p)) € R,

et donc oo(z,y.(x, p)) € R, si p < 0. Par analyticité, cette propriété s’étend a p > 0. O

On calcule & présent, avec ce lemme et les formules de A(p, h), B(p, h) (4.10) :

= De  R18he=0'm/2h 90\ 712D (1 /2 — il 1) eiCO/R,

B = De_ic(”)/h(—i),

ol ”
O-O(xayc(xap)) |2(W_p)|

1/2
lve(x, p)| |92, (2, e, ). )| h/2

est nécessairement indépendant de x.

On peut enfin écrire une équation de quantification grace a la proposition 3.1.2 de la permiere

partie : il suffit d’écrire % = —1i. C’est ce qu’on fait dans la partie suivante.

D = e’i7r/8

3.5 Equation des résonances

La condition _
a e—'m/4
= = —/];,

E eir/4

se traduit par

e~ oBte 12 (o) 2 (1/2 — iff ) HOD = 1,

ou encore :

['(1/2+1iS(p)/2mh)
V2r

%f)logh — i# +2C(p) + (h/7)log

= [2k + 1]7h.
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Avec I'expression de C(p) (4.8), cela donne la condition de quantification :

2¢(p) — SQ(p) IOg(;S(hg) ﬁl g(lﬂ(l/2 +\j~;ﬂ)/27rh)

On prolonge cette expression pour p € D, —1 < Argp <0 par analyticité. On a démontré :

) = (2k + 1)7h.

Théoréme 3.5.1 On considere un opérateur de Scrédinger P dont le potentiel vérifie (1.1), (1.2), (1.4)
et (1.5) . Pour tout ro > 0, les résonances de P dans D(roh) = {z € C, |z| < roh} sont données par
= |V"(0)|p et I’équation de quantification :

20(p) — 52(5) log(éi (}fg) + %log(r(l/ 2 +\j‘%”)/ %h)) = (2 +1)rh. (5.1)

Le développement limité de S(p) du lemme 3.4.5 et la remarque 3.4.4 qui donne ¢(p) en fonction
de S(p) menent a

_ 3 2
20(0) — plogh + Kp + ﬁ,log(””2 ip/h+O(p /h))> = (2k+ D)rh+elp,h)  (5.2)
7 V2T
ou
0
©(0) = [ (—2W)Y%dt € R,

K =R (%) +10g( ife),
e(p, h) = O(p?)logh = O(h*)logh car p € D(rh).

Comme dans [3], on précise le lieu des résonances déterminées par I’équation de quantification (5.2) :

Lemme 3.5.2 Si p vérifie (5.1), alors il existe C > 0 et hy > 0 tel que

1
Vh < ho, |p Og}fh)\ > C.

Preuve : Supposons que le lemme ne soit pas vérifié. Il existe alors une suite (h;),>1 tendant vers

0 telle que [p(h;)| < (h;/(jloghy)).
Alors

log (F(l/2 —ip(hy)/hy) (1 + 0(p(hj)))))

1
= ~log?2 1/jlogh.).
Jon 5 108 + O(1/jlog h;)

Dans (5.2) cela donne
1y
20(0) = (2k + 1)7h; — 2—;log2 + O(hj/7)

et la partie imaginaire de cette expression implique log2 = 0 : on a une contradiction. O

Lemme 3.5.3 Sp = O(h/logh).
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Preuve : En prenant la partie imaginaire de (5.2), on obtient :

L(1/2 —ip(14 O(p))/h)
V2r

—Splogh = hR log ( > — X(Kp) + Se(p, h)

ol €(p, h) = O(h?*logh).

P - ) s . L, a logh .
Avec ‘ h‘ < r, et en multipliant I’équation précédente par 1/h on trouve que —Sp T est borné
d’ou le résultat. O

Proposition 3.5.4 i) Il existe un intervalle Jy, de |0, hy| tel que si h € Ji, il y a une unique
résonance dans D(0,ryh) donnée par

pr(h) =

2 —
©(0) — (2k + )7h L0 h
logh logh

ott O(h/logh) est uniforme en k.
i1) Si de plus Rtp = O(h/logh), cette résonance est donnée pour h € Jy par :

_ 2p(0) = (2k + 1)7h 4 i(h/2)log2 h
Pk = logh ((10gh)2>'

hlog2 h
Spp = — Ol ——= |-
Pk~ "Talogh] (<1ogh)2)
Preuve : On commence par montrer 7). Si ®p = O(h/logh), alors p = O(h/logh) grace au lemme
précédent. De plus

En particulier

1Og<r<1/2 —ip(1+ O(p»/h)) _ log2 O( 1 )

V2 2 logh |

L’équation (5.2) devient
h
2¢(0) — plogh + 1510g2 — (2k + 1)7h = €1(p, h),

ou €1(p, h) = O(h/logh) est une fonction analytique en p prés de zéro.
Il existe Ji, un intervalle de |0, ho| tel que si h € Ji, le membre de droite de I’équation a une unique
racine dans D(rh) :

_ 2¢(0) — (2k+ 1)mh + i(h/2)log2
Pr = .
logh

Quitte a diminuer hgy, on obtient ii) avec le théoréme de Rouché. O

Pour montrer le premier point, on répete la démonstration précédente en négligeant les termes en
h/logh. O
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3.6 Zone de résonance

On détermine maintenant une ”zone de résonance”, comme dans [3], au voisinage de laquelle se
trouvent les résonances.

Définition 3.6.1 Soit x dans I’ensemble d’analyticité S du potentiel. On définit les lignes Stokes
passant par x comme étant I’ensemble

pes,séﬂup—wqyﬂﬁ:o.

On reprend de [3] la proposition

Proposition 3.6.2 Soit p € C indépendant de h. Soit Cy les chemins de & qui coincident avec
Re? hors d’un compact. S’il existe v € C, toujours transverse aux lignes de Stokes, avec 0 €
| — (1/2)Arg(Vy + p), 0o[, alors p n’est pas une résonance pour h < hy petit.

Preuve : Soit v un tel chemin. On utilise simplement le fait que ’opérateur P — p est elliptique le
long de . O

Soit A = {p € C, dy € Cy transverse aux lignes de Stokes} et B le complémentaire de A. On

voit que B = {p € C, il existe une ligne de Stokes qui relie a(p) a b(p) ou bien a(p) a c(p)}. Avec
la définition de ¢(p) et la figure (F'IG6), cela conduit au lemme

Lemme 3.6.3 B = {p, —m < Argp <0, S(p) = 0} U {p, - < Argp <0, Sp(pe ) = 0}.

On cherche a présent a décrire B quand p tend vers zéro. On a

R'(0
2( )p + O(p*logp),

p
#(p) = ¢(0) — Slogp +
ol on calcule R'(0) = —im + R;(0), R;(0) € R. Ainsi S¢(p) = 0 donne

S{p(logp + im — K)] = 0(\p210gp

), K =—Rj(0) € R. (6.1)

(#(0) € R) ,
Ecrivons p = et 3 € [—m, 0] U [-37, —27], o — —o0. L’équation (6.1) ci-dessus devient

e®[Bcosf + asinf + wcosf + Ksinf] = 0(62a|a|),

soit
(B + m)cosf + (o + K)sing = O(e*|a]) — 0, « — —o0.

Nécessairement, sinf tend vers zéro quand « tend vers —oo. Pour —7 < § < 0, la seule solution
est § = —m car d'une part si 3 tend vers —m sans étre identiquement —m, on obtient & = O(1) et
si d’autre part 8 tend vers zéro, on trouve

T
a~——>0, <0
g
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donc @ — +o00. Dans les deux cas a ne tend pas vers —oo donc ces solutions ne sont pas accep-
tables.
Les mémes arguments donnent une unique solution lorsque —37 < 8 < —27 :

«

s
~ — —00, B — —2m. 6.2
B+2m p (6.2)
Si on écrit maintenant p = e**% = 1 + 4y, ensemble donné par (6.2) s’écrit
T

:w'i‘O(

’ g o)

Prés de zéro, B est donc de la forme :

. . T x
B=lz+iy, y=0, xﬁO]U[x—i—zy, yzm—%O(W), a:ZO].

y

FIG7: graphe de B
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B-La dimension quelconque

3.1 Hypotheses et Notations

3.1.1 Géométrie globale

On considere l'opérateur de Schrodinger dans R" :

P=—-hA+V
ou le potentiel V est analytique sur R" et a un maximum strict en zéro :
V(0) = VV(0) =0, V"(0) < 0.
On note p(y,n) = n* + V(y) le symbole principal de cet opérateur. Le champ hamiltonien H, =

2773% - VV(y)a% s’annule en (0, 0) et le théoréeme des variétés stables [1] nous donne l'existence de

deux variétés lagrangiennes entrante et sortante 'y dans p~'(0) données par n = V. (y), lorsque
y est dans un voisinage de zéro noté ).

0 est un maximum strict du potentiel, c’est donc un zéro isolé.

On note

N ={yeR", V(y) =0}\{o}

le reste des points de R"™ pour lesquels le potentiel s’annule.

Définition 3.1.1 Une courbe 7 joignant y; a ys est une géodésique minimale pour une métrique d
si et seulement si sa longueur pour d est minimale parmi les courbes joignant y; a ys.

On fait une premiere hypothese sur V :

(H1) Il y a une unique géodésique minimale pour la métrique dy = (—V') . dy? joignant {0} & N.
On la note go, et on note yo = go N N. On suppose de plus que VV (y,) # 0.

Proposition 3.1.2 ¢t — m,e'»(y,,0), t < 0 est un paramétrisation de go.
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Preuve : On commence par étudier gy au voisinage de 0. Si a et b sont deux points sur gy, on note
gola, b] la courbe gy restreinte au segment [a, b] :

— 9

g, [a.b]

Lemme 3.1.3 On peut choisir By € go N2, By # 0 tel que go|Bo, 0] soit paramétrée par
my e (Bo, Vip1(Bo))], t < 0.

Preuve : 11 suffit d’utiliser le résultat suivant de [7] (proposition 3.1) : on peut fixer ¢, tel que
04 (0) = 0 et alors dans Q ¢ (y) = do(y,0). Pour By € go N Q, By # 0, la longueur de la courbe
myle"2 (Bo, Vo1 (Bo))], t < 0 qui vade By a0 est ¢ (By) = do(0, Bp). Cette courbe est donc minimale
et par unicité de go, c’est go[Bp,0]. On a le lemme. O

Reprenons la démonstration de la proposition.
On fixe maintenant 5y € goN§2, By # 0 et on va montrer qu’on peut paramétrer la géodésique entre
Bo et yo par m,[e!7 (8o, Vi, (5))], 0 < t <ty pour £y € R. Cela donnera la proposition.

Soit <, > le produit scalaire usuel sur R™. On considére sur TR™ = R*" :
L(v) =< (=V (1)) 0,0 12, v € T,R"

Soit O = {y € R", do(y,0) < |golo}\{0}, out |7|o désigne la longueur du chemin v pour la métrique
do. Dans O, V(y) < 0 donc L définie la métrique riemannienne donnée par dy [10]. Les composantes
de cette métrique sont

9i;(y) = (=V ()%, y € O.

Il existe alors une unique connection riemanienne notée V et on montre que les géodésiques pour
cette métrique sont les courbes o(t) vérifiant Vo'(t) = 0 soit :

o"(t) = W[Q(—VV(a(t))a’(t))a’(t) +0'()2VV (a(t))]-
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Ainsi, si ((t) = —MJ’@), on a apres reparamétrisation (o(t),((t)) = e (c(0),¢(0)) C p~1(0).

Remarquons que |¢(0)| est défini par p(c(0),¢(0)) =0 et ((0) = |L,((%))||0'(0).

Soit (y;); C go une suite tendant vers y, telle que V(y;) < 0. Alors

do(0, ;) = do(0,%0) — do(¥0,¥;) < do(0,%0) = [golo

donc y; € O. On a également By € O donc la géodésique minimale joignant y; & By se parametre
par wyeth (Bos Vi (Bo)), 0 <t <t;. L'unicité de go montre qu'il s’agit de go[5o, y;]-

Si (t); est bornée, il existe une sous suite convergente. Soit ¢y sa limite. On a alors (yo,7m) =
e e (By, Vi, (By)). Comme p(yo,n9) = 0, Mo = 0 et on a la proposition.

Si (t;); n’est pas bornée, il existe une sous suite encore notée (¢;); qui tend vers +o00. Pour ¢; <t <
tj+17

Ty (Bo, Vo1 (Bo)) € goly» yiral
donc nécessairement €7 (3y, Vi, (By)) tend vers (yo,0) quand ¢ tend vers +oo. Ainsi n(t) =
e (Bo, Vo (Bo)) tend vers 0 et n'(t) = —VV(y(t)) tend vers —VV(yy) # 0. Ce n’est pas
possible, on a donc démontré la proposition. O
On note (y(t),n(t)) = v(t) = €'*7(y,,0), t € R. On a un premier résultat sur -y, :
Lemme 3.1.4 On a y(—t) = y(t), n(—t) = —n(t) pourt € R.

Preuve : Soit z(t) = y(—t), ((t) = —n(—t). Ces fonctions vérifient

{0 = 2= = =it = 20
t

et

On obtient le lemme par unicité de la solution. O
On suppose

On écrira désormais 5, = Ag,— N Ag,4. Par hypothése sur le potentiel, il existe un voisinage de 7o
dans p~'({|p| < €0}) noté Wy ot dp(y,n) # 0si (y,n) # (0,0).

On termine cette section en prolongeant les fonctions ¢ dans un voisinage de go\{yo}-
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Proposition 3.1.5 Il existe un voisinage Wy de go\{vo} et un voisinage Wy + de {y(t), =t < 0}
tels que Wy(W(),:t) =Wy et

i) les fonctions ¢4 se prolongent dans Wy par ¢4 (y) = +dy(0,y),

i1) les lagrangiennes Ay sont encore données par n = V4 (y) dans Wo,i-

Preuve : Montrons ¢). Dans €, on a déja ¢+ = +dy(0,y) ( [7] , proposition 3.1).

Comme les fonctions y — +dy(0,y) sont analytiques dans un voisinage Wy de go\{vo, 0}, elles
donnent bien un prolongement de (.

Montrons 7). Les variétés lagrangiennes Ag 4 et Ag, = {(y,n), 7= Vdo(0,y)} sont confondues dans
un voisinage de {v(t), t < 0} N Q. Comme la fonction y — dy(0,y) vérifie dans Wy I’équation
éiconale

p(y, Vdo(0,9)) = 0,

elle donne bien un prolongement de Ag ; sur un voisinage de {7y(t), ¢ < 0}. Il en va de méme pour
Ao_.O

3.1.2 Géométrie pres de 0

On étudie ici les fonctions ¢4 qui définissent les variétés lagrangiennes entrante et sortante dans
respectivement W ;.

Lemme 3.1.6 On peut choisir les coordonnées y et ¢ tels que
iz y] +O(y

ou 0 < A\ < Ay < ... <\, sont les valeurs propres positives de la matrice fondamentale de H) en
(0,0). Ainsi
/2

o=+ P

An/2
Preuve : Quitte a faire un changement de variables orthonormé en y (et donc symplectique si on

fait le changement orthonormé correspondant en 7, ce qui ne change pas le symbole p(y,n) en n),
on peut supposer que

A2/2
v (0) - _ )‘%/ 2 ’
A2 /2
Soit alors le changement de variables symplectique

(v s
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A
Le symbole de I'opérateur s’écrit p(7, 7 Z 3]( 2 _ gf) + O(%?) et donc
J

0 0 -
H,= Z)‘[%a~ +y”8~]+0(2 ).

Si F}, est la matrice fondamentale de H, en (0, 0),

At

An

Les valeurs propres de F}, sont donc £A;, 1 < 5 < n, et les vecteurs propres associés sont engendrés

respectivement par 9+ = (e;, +e;), ot (e;); est la base canonique de R". On peut donc choisir
j j» +€j )i

o= (7) = £5°/2+ O(7°).
Si on revient aux coordonnées (y,7n) on trouve bien le lemme. O

Remarquons que les vecteurs propres de Fj, sont maintenant donnés par

[2 I\
U;t = ( x@j,i Ejej) € ]RQn. (11)
J

Soit v+ = Yo|+t>B, ol B est assez grand pour que 7, (y+) C Q.
On fait une nouvelle hypothese :

(H3) 11 existe un voisinage de v V., tel que la projection my soit un difféomorphisme de V. NAg +
sur son image.

Ainsi, il existe une fonction ® définie sur V, = 7, (V) telle que V,NAg y = {(y,n), n=VO(y), y €
Vi}.

De plus Ag; C p~'(0) donc p(y, V®(y)) =0, y € V.

Lemme 3.1.7 Siy € my(v4), V®(y) = Vy_(y). On peut donc choisir ® telle que sur m,(7y,),
d=0¢p_.

Preuve : Soit y € my(74), et soit n € R"™ tel que (y,n) € 4.
Comme v CT'_NAgy, on aalafoisn=Ve(y) et n=Vo_(y). O

A partir de la fonction ® on va construire une phase auxiliaire puis des solutions asymptotiques de

(P — p)u = 0 au voisinage de 0.
Auparavant, donnons un exemple pour lequel ’hypothese (H3) est vérifiée.
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Example 3.1.8 On se place en dimension deux afin de simplifier les notations, mais I’exemple qu’on
étudie ici s’étend en dimension quelconque. On considere un potentiel V' vérifiant les hypothéses
(H1) et (H2). On suppose qu'il existe un voisinage de 0 encore noté 2 sur lequel la géodésique g
se paramétrise par :

Yo = f(y1), y1 >0,

pour une fonction f réguliere dans un voisinage de 0 et telle que f(0) = f'(0) =0

(On verra dans la suite qu’'une telle paramétrisation existe pour une fonction f réguliére hors de 0
et vérifiant f(y1) = O(yy), > 1.)

On fait le changement de variables :

-y () /y)ye

MU ) /)
_— Y2 — fly)

T ) /)
Dans ces coordonnées, gy C {72 = 0}.
On fait le changement de variables dual en 1 pour obtenir 7 tel que (n)? = (7)?. Le symbole de
I'opérateur s’écrit maintenant :

q(7, 1) = ply,n) = (0)* + W (@),
ou W(g) = V(y). On calcule :

ow , . oV

—(0) =—(0), 7=1,2
57 (0= 5,0
et
oO*WwW oV oV
—(0) = —=(0) + —(0) f"(0 2,
*W o’V oV
—(0) = O——O"O4,
07107 0Y10y 391( )f ( )/
et enfin
*wW _ A%

—(0) = =—(0).
o5 " = 95
En particulier, VIV(0) = 0, W"(0) = V"(0). On suppose que le potentiel W s’écrit sous la forme :

W(g) = Wi(th) + Wa(92),

ou on fixe les fonctions W telles que W;(0) = W5(0) = 0. L’équation éiconale pour les fonctions ¢
devient :

(Vi) + Wi(ih) + Wa(32) =0

et un développement limité en 0 de ¢, (lemme 3.1.6) montre que
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<3wi

5 (31,0)) + W) =0,

(%(07@2))2 + Wa(§) = 0.

On définit la fonction ® par

Q(7) = - (91,0) + ©+(0, 72)-

D’apres ce qui précede, ® vérifie I’équation éiconale. Il suffit donc de montrer que dans un voisinage
de (0,0), la lagrangienne Ag = {(¢,7), 7= V®(§)} est contenue dans Ag ..
L’hypothese sur W implique une certaine linéarité du flot :

e (g,7) = e ((g1,0), (711, 0)) + €< ((0, %), (0, 7))

En particulier,

e (§, V(7)) = e ((§1,0), Vo (§1,0)) + e ((0,32), Vo1 (0, §2))-

Si g est assez petit, alors il existe ¢’ tel que §; = my(0(t')) et donc

ee(7, V(7)) = w(t + 1) + €™((0,2), Vo (0, 52))-

Lorsque ¢ tend vers —oo, yo(t + t') et e'4((0,7a), Vo4 (0,72)) tendent vers (0,0) donc on a bien
Ag C Ag4 et par suite on a I’égalité entre ces deux variétés lagrangiennes. Comme Ag est définie
sur tout le voisinage de {y(t), ¢t > 0} noté Wy _ (défini dans la proposition 3.1.5), on obtient
I’hypothese (H3) sur W _.

En particulier,

(y1 — 1)°

V(yb y2) = 3 - (yl - 1) - 33/3

vérifie toutes les hypotheses sur W : la géodésique minimale pour ce potentiel est donnée par :

go={yeR? y,=0,0<y, <3}

En effet, si (yo1, Yo2) # (0,0) et V(yo1,%02) = 0, alors, y3,/3 — y3, = 3y2, > 0 donc yo; > 3.
Si (y1(t), y2(t)), 0 <t < 1estunchemin qui réalise la distance entre 0 et (yo1, yo2), avec (y1(0), y2(0)) =

(0,0) et (y1(1),y2(1)) = (yo1,Yo2), on a :

(0, (Yo1,902)) = /01[—91 (£)°/3 +51(8)” + 3y ()] /*[y1.(1)” + ya(1)*]' /7t

> [ T3 e 07

ol ty est défini par y;(¢y) = 3. D’ou :
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d(O, (yOI: yO?)) Z d(oa (05 3))a
et go ={(11(2),0), 0<t <t} ={y € R?, 12 =10, 0 <y <3}.

Pour un tel potentiel, la variété lagrangienne sortante admet donc une projection en y qui lui est
difféomorphe sur un voisinage de {7y(t), ¢t > 0}. Cette propriété se conserve si on perturbe un peu
le potentiel.

3.2 Construction d’une phase auxiliaire

Dans cette partie, on rappelle et on approfondit les résultats de [8].

Soient 0 < py < pp < ... les différentes combinaisons linéaires sur IN des A;, 1 < 7 < n. On a
41 = A1. On note py = 0.

On commence par rappeler brievement la construction de la phase auxiliaire de [8](paragraphe 3).
Tout d’abord, on reprend quelques résultats généraux sur la développabilité. Soit Q un voisinage de
zéro assez petit.

Définition 3.2.1 Une fonction u(t,z) € C([B,400[x2) est dite développable s'il existe des
fonctions u; € C*°([B, +00[x{1) polynémes en t telles que

u(t, z) ~ Z e_“jtuj(t, z),

jzn

c’est a dire que pour tout N € N, a« € N", k € IN et tout € > 0,
N
DEDS | ult 2) = 3o ™"y (t, 2) | = O vn=e),
j=1

uniformément sur [B, 400 x ().

Soit, (t, z,0/0z) = Alt, z)za% un champ de vecteurs tel que A(t,z) = A(z) + AA(t, z) ou AA(t, z)
est réguliere, développable, et A(0) est la matrice diagonale Ay, ..., A,.
On reprend de [8] le théoréme

Théoréme 3.2.2 Si v € C“([B,—i—oo[xf)) est développable, et si pour tout € > 0, v(t,z) =

N
O(e z‘ ), N > 1, alors la solution du probléeme

0 .
8—1Z+1/u:v, U= =0 (2.1)
est développable.

On en déduit le corollaire
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Corollaire 3.2.3 Si w € C®(Q), w = O(|z|N), N > 1, la solution de

0
8_1; +vu =0, uy=p =w (2.2)

est développable.

Preuve : Soit x une fonction troncature valant 0 en B et 1 si t > B + 1. Soit u une solution
de (2.2) et & = xu. Alors 4 est solution de (2.1) avec v = —Wu(t, z) = —%w(@B,t(z)) ol ®,,(2),
est définie pour z € Q, B < s <t par

0P, () L -
s = (5 00u(2)), Pu(2) = 2

[8] donne ®p4(2) = O(elc=)t 2

N
O(‘z‘ ). De plus t — v(t, z) est a support compact, donc v est développable. Il suffit maintenant
d’appliquer le théoréeme précédent. O

), OFOs®p,(2) = O(el=%) pour k € N, a € N". On a donc v =

Corollaire 3.2.4 Le flot €’(z) est développable.

Preuve : I suffit de prendre w(z) = z;, j =1, ...,n dans le corollaire précédent. O

On va maintenant appliquer ces résultats de développabilité aux chemins ~..

Dans [8], I'étude se faisait au voisinage d’'un minimum du potentiel. Si g(y,n) est le symbole de
Popérateur concidéré, B. Helffer et J. Sjostrand étudient p(y,n) = —q(y,in) ou le symbole p a
exactement les propriétés de notre opérateur, au voisinage du maximum local 0. On peut donc
appliquer directement leurs résultats a notre étude. Comme eux, faisons le changement de variables
symplectique centré en (0,0) : (y,n) — (9,7) tel que I'_ soit donnée par g = 0 et Iy par 1 = 0.
Alors le symbole principal devient p(y,7n) = A(y,7)y.n, et on peut prendre A(0,0) la matrice
diagonale Aq, ..., A,. 7+ est maintenant donné par :

(O:ﬁ(t))a t > B car T+ C F—a

2
+
—
o~
~
Il

ol ¢ désigne la matrice transposée.

On augmente B pour avoir m;(7v4) C Q). Le corollaire ci dessus appliqué au champs 7 = —tA(0, z)%
montre que 7y, (t) est développable :

Yo (t) ~ D e (). (2.3)

j21

De méme, pour ¢t < —B, on obtient

T (8) ~ Y (D), (2.4)

Jj>1
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Ici fjjE sont des polynomes en t.

Revenons aux coordonnées (y, n). Si on écrit le développement (2.3) dans 1’équation ddL; = H,(v+),

on montre que f; est indépendant de ¢ et est un vecteur propre de F, pour la valeur propre —A;.
On suppose que f;” # 0 et que la plus petite valeur propre positive A; de la matrice fondamentale
F, est simple. Cela revient a faire I’hypothese :

H4) La plus grande des valeurs propres de V" (0) (qui sont strictement négatives) est simple.
g

Quitte a faire une translation en ¢ et le changement symplectique (y,7) — (—y, —n), on peut

2 A
supposer fi" =] = (1/)\—161,—1/7161).

Les mémes raisonnements pour y_ donnent f; indépendant de ¢ et vecteur propre de F, pour A;.
Le lemme 3.1.4 donne dans (2.4)

fi =0l (2.5)

Remarque 3.2.5 Ce développement asymptotique montre que pour t assez grand, m,(7(t)) se

paramétre par y; = f;(y1), y1 > 0, pour des fonctions f;(y1) = O™, Or po/py > 1 : on a le
résultat annoncé dans ’exemple 3.1.8.

On peut maintenant construire la phase auxiliaire. Notons Ag = Ay N V.. Soient Ty = {y €
Vi, ®y) = @(v(B))}, To = {(y,m), vy € Ty, n = V(y)}. Soit Ay une variété lagrangienne
intersectant proprement Ag en I'y. On a dans V, :

p(y, VO(y)) =
® — p_ =0 al'ordre deux sur m, (v ).

7

Si on reprend les coordonnées (7,7), on a donc [8] (théoréeme 3.13) :

Proposition 3.2.6 Si B > 0 est assez grand et Q) assez petit, on définit

Ay = {etHﬁ(z), M), (4,7) € Ao, m5(e*H5(§,9)) € Q pour B< s < t}

Alors il existe une fonction réguliére f(t,7) telle que Ay est donnée par i = f(t,9), § € Q.
De plus,

Vt> B, Vk €N, Va € N*, Vj € Q, Ve >0, 0F0sf = O(e=179"),

Enfin f vérifie I'équation

af
8yj By
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(] A
Posons ¢(t,y) = / f(t, 2)dz, ou on integre le long d’un chemin joignant 0 & § dans 2. En intégrant

en gy I'’équation vérifiée par f entre 0 et 7, on obtient
0 A
57 +0(0, Vi) = 0.
Grace au théoreme 3.2.2 et au corollaire 3.2.3, on arrive a

Théoréme 3.2.7 La fonction ¢(t, 1) définie ci-dessus est développable.

En revenant aux coordonnées (y,7), si on note 2 un voisinage de zéro petit, la lagrangienne A; est
définie par une fonction réguliere o(t,y), pour y € Q, t > B. Cette fonction est développable. On
résume les propriétés de ¢ [8] (lemme 3.14 et formule (3.41)) :

N O 0
(P1) i) 5‘? +p<y, 5(5) =0,
i) Siy € Vi, infisp o(t,y) = B(y).

(P2) o(t,y) est développable :

ot y) ~ oi(y) + D e Mot y).

j21

ou g;(t,y) est un polyndme en t.
0
(P3) On a ¢1(t,y) = ¢1(y) et a—g(y, Vi (y)-Veuly) =2V, Vo = mei(y).

, |1/ (2 —p2te) }

(P4) Pour € > 0 petit, fixé, soient Qi:{r =(0',r) €QCR" xR, +r, < —|r ‘
ol r désigne des coordonnées locales centrées en 0 telles que 7, = ¢;(y). On a alors :
i) Dans Q_, %% < 0 pour t > B.
it) Yy € Qy, 3, > B, %‘f(ty,y) = 0. De plus, t — @(t,y) est strictement décroissante pour
2
B <t <t, et strictement croissante pour ¢ > ¢,. Enfin, %?(ty, y) > 0.

iit) 92(B,y) <0, y € Q.

Avec ®(y) = gl]l; ©(t,y) sur V., cette fonction ¢ permet de prolonger ® de maniére réguliére sur

Q4. On a maintenant :
Vy € Q*a (I)(y) = QO-I—(y)’ (2 6)
Vy € Qp, @(y) = o(ty, y). '
De plus, ce prolongement vérifie dans (2. ’équation éiconale. On étudie un peu P :

Proposition 3.2.8 Si on note ®"(0%) = limy_ g yeca, ®"(y), alors
Y

1
cI)//(O+) — 5 )\2
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Preuve : On reprend le résultat de [8] (paragraphe 3) qui se démontre grace a des développements
limités de ¢(t,y) :

Lemme 3.2.9 Siy € Q, o1(y) = —v2M\y1 + O(y?).

Soit y € Q.. Dérivons 'égalité ®(y) = ¢(t,,y) : on obtient avec (P4)ii) V®(y) = Vp(t,,y). Une
nouvelle dérivation donne

"(y) = " (ty,y) + Vt,0,Vo(ty,y),

ou on note ¢"(t,y) la dérivée seconde en y.

D’autre part, si on dérive %'?(ty, y) = 0, on trouve

atVQO

et donc OV (0T 0)
CI)"(y) = (P”(tya y) - = (p62g0 Al (tya y)a (2-8)
t

ou ! désigne ici le vecteur transposé.

Lemme 3.2.10 Quand t tend vers +oo, on a les équivalents :
i) ©"(t,y(1) ~ 1 (y(1),
i) Vo(t,y(t) ~ —pe ™™V (y(1)),
i1i) 9 p(t, y(t)) ~ —pte " o1 (y(t)).
Preuve : Quand ¢ tend vers +o0, on a grace a (P2) o(t,y) ~ ¢4 (y) + e #y(y), donc
©"(t,y) ~ @l (y) + el (y),
OVe(t,y) ~ —pe " Vo (y).

Comme V¢;(0) = —v/2XM1e; # 0, et ¢’ (0) # 0, on peut prendre y = y(t) dans ces expressions ce
qui donne %) et 7). On ne peut pas faire le méme raisonnement, pour 97¢(t,y(t)) car ¢1(0) = 0.

Cependant, si on dérive 1’égalité %(‘te(t, y(t)) = 0, on trouve :

PLCYI) 1 00t y() 1) = 0, soit

%g@ + 0,V (t, y () 2V (y (1) = 0,

d’ou
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% = —20,V(t, y(t) Vo_(y(t)),

ou encore
Folty(t -
L(MM ~ 2V, (y(1) [ — me ™ Ve (y(1))]-
Avec la propriété (P3) cela donne le résultat. O

On peut terminer la démonstration de la proposition 3.2.8. L’expression de ®” (2.8) devient, quand
t tend vers 400 :

(= me Vi) (= me ™ Verly(®))
—pie "oy (y(1)) ’

"(y(t)) ~ ¢ (y(t) —
soit

" (y(1)) ~ ¢ (0) — e (Vepr (0)Veor (0)) (er (y (1))

Avec y(t) ~ e ’“ﬂ/ =e ’“t\/—el, et p1(y) = =2y + O(y?),

" (01) = — Aerel et on a le résultat. O

Remarque 3.2.11 Une étude des restes dans les développements du lemme 3.2.10 montre qu’en
fait ®"(y(t)) — ®"(07) = O(e—(uz—ul)t)_

Remarque 3.2.12 Comme ®(y) = ¢, (y) siy € 2, on a bien sir

M
limy_)(),yeg_ (I)”(y) = .
An

Le lemme 3.2.9 donne de plus
Corollaire 3.2.13 On a m,(y+) C Q4.

On diminue le voisinage de la géodésique minimale gy Wy pour avoir Wy N C Q..

Gréce a ¢, on va construire une solution sortante de (P — p)u = O(h*°) ou ‘p‘ < Cyh.

Si D, = %%, on commence par chercher une solution de (D; + P — p)v =0, pour t > B, y € Q.

3.3 Solution de (D;+ P — p)v =0

On cherche une solution v sous la forme v = e¥/kq(t,y, h, p). Avec (P1)i), a doit vérifier :

h(d
—h* Aa+ n (8—C; +2Vop(y,t)Va+ (Ap — y)a) =0 (3.1)
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ou v = %p (et donc ‘l/‘ < (). On cherche a telle que quand h tend vers 0, a(t,y,h,p) ~
Zh"an(t, y,v) dans le sens suivant :

Définition 3.3.1 On dit que a(t,y,h,p) ~ > _ h"a,(t,y,v) si

VN €N, Vk € N, a € N", 3hg, 3C >0, 0§ (alt,y, h,p)— Y. h*ak(t,y,v))| < CANTL, h < hq.

0<k<N

(3.1) conduit a
E,,a() =0 . 0
{E,,an:iAan_l’ L= §+2WV+A“’_V'

On résout ces équations de transport, et avec le changement de variable z = y—y(t), y(t) = 7, (v(?)),
on montre que ( [8] remarque 3.11) :

t Y,V Zak:J t Y, V (Su+uj)t7 (32)
7>0
ou ay,; est un polynome en ¢ et
1 n
S,,:Ag0+(0)—1/:52)\j—1/:50—1/. (3.3)
7j=1

Etude des fonctions ay ;

En mettant I'expression (3.2) de ao(t,y,v) dans ’"équation £,aq = 0, on obtient, grace a (P2) :

A | Oao _ _
2 e [% +2) eIV NV + 3 e A prag; — (So + Mj)ao,j] ~ 0.
3>0 k>0 £>0

Cela donne

Oag
e S+N])t[ 8t’] +2 Y (VerVaoy + Apragy) — (So + Mj)ao,j] ~ 0.

5>0 p+m=h;

Si Ly = % + 2V, V 4+ Ap, — Sy, on prend les fonctions ag ; indépendantes de v, telles que
Loagp =0

et

([,0 — u]-)ao,j + Z (QV(kaCLO,l + Acpkao,l) =0. (34)

Bk = R i F b

On fixe ag indépendant de ¢. Comme Sy = Ap,(0), ago doit vérifier

2V V + Dpi — Apy(0))ago = 0.
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On détermine une solution en imposant ag(0) = 1.
De plus, l'opérateur différentiel Ly est régulier sur [B,+o00[x€2, on peut donc définir ag;, | # 0
par (3.4) et ag;(0) = 0.

On obtient une fonction réguliere aq(t,y,v) telle que

ao(t,y,v) ~ Y e_(s"ﬂ‘j)tao,j(t, ), (3.5)
Jj20
On étudie de méme les fonctions a;; pour obtenir une fonction a;(t,y,v) qui vérifie I’équivalent de
(3.5).
On construit maintenant une réalisation de la série formelle obtenue.
Quand il n’y a pas d’ambiguité, on note S = S,. On a RS = Sy —Rv et on s’intéresse aux résonances
pour lesquelles il existe g > 0 tel que

§RS,, 260. (36)

c’est a dire telles que Rv < Sy — €y ou encore |Sp| < (Sp—€)h- (3.5) donne alors pour les fonctions
an,

Yy € Q, Yn € N, 3C,, Yk < n, Va e N", |a| < n, |8£“8§‘an(t,y,l/)‘ < C,e ot/?, (3.7)

Soit une fonction troncature x valant 1 sur [0,1/4] et 0 sur [3/4, 1]. On choisit une suite (d,), qui
tend vers 400 et telle que

Vn > 0, X(6,h)A"C, < 27" L,

On définit alors les fonctions

at,y,v,h) = Y han(t,y,v)X(0ah),

n>0
et
v(t,y,v,h) = ei‘p(t’y)/ha(t, y, v, h).

Proposition 3.3.2 La fonction v vérifie dans B, +oo[x

VN € N, Vk € N, YVa € N", dhg > 0, 9C > 0,

OFOS (D + P = p)v)| < ChNe 2. (3.8)
v est donc une solution asymptotique de (Dy + P — p)v = 0.

Preuve : On calcule :

(Di+ P = p)v = e/ ( 3 B (6ah) Lyt — i Y h"X(0n—1h) Aap_y).

n>0 n>1

Il existe hy tel que si h < hy, alors

(Dt +P - ,0)7) = ei‘p(t7y)/th+l Z hnX(5N+nh’) (‘CVU’N+’I'L - Z.5&(5N+n71h)AaN+nfl)a

n>1
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si on choisit d,, tel que X(5,h)X(0,_1h) = X(0,_1h). Avec (3.7) on obtient une constante C' telle que
0135 (D, + P — pJo)| < O+ 1=kl
ou

C= Cw(2n2k+|a|+2 protmNn

t 2 . A
+ 2 on<kt|al+2 MAXm<k, [6/<|al, ye, t>B ‘660 / 82"65 (EVCLN—i—n - ZX(6N+n—1h)AaN+n—1) )

avec C,, une constante qui dépend des dérivées 0;"d0p, m < k, |B] < |a/.
Cela donne la proposition. O

Remarquons qu’on a maintenant, quand ¢ tend vers l'infini

u(t,y, b, p) = 90 a(t,y b, p) ~ 9IRS e vl (¢ y, b,

j>0
ou
&j (ta Y, h’) = Z hk)%(ékh)a'k,j (ta y)
k>0
D’ou
v~ ei‘pp(t’y)/hz e_(50+“f)tdj(t, y, h), (3.9)
j>0

A\ vt 8
ou @, = ¢ + pt vérifie % +p(y, Vo,) = p.

A partir de v, on construit une solution de (P — p)u = 0.

3.4 Solution de (P —p)u=0

On commence par définir une fonction troncature y.

Soit, € > 0 fixé. La propriété (P4) 4ii) donne 'existence d’un compact voisinage de zéro K C € tel
que

0
Yy € K, a—f(B,y) < —e<0.

Pour y € Q, il existe £, > B tel que pour B < t < 1, —f(t, y) < —€/2. Si ty = mingeg t, > B, on a

Q

Vy € K, VB <t <t,

9y
a(t, y) < —€/2 < 0.

Quitte a restreindre €2, on peut supposer K = ).
On construit alors x : [B, +oo[— [0, 1] réguliere telle que
X(t)=0si B<t<t/2
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x(t) =1sit >t
On définit u(y, h, p) dans Q par :
+00
u(y, h, p) = /B v(t,y, h, p)x(t)dt.

Cette intégrale est absolument convergente grace a (3.9) et (3.6).

Proposition 3.4.1 La fonction u définie ci dessus est solution de (P — p)u = O(h™) dans ).
+o00
Preuve : (P — p)u = / (P — p)v(t,y)x(t)dt donc
B
(P = pJu= [(r(t,y) - Dot )x(t)it

our(t,y) = (Dy + P — p)v vérifie la majoration donnée par (3.8). Ainsi

(P — p)u= O(h*®) — %/%X(t)dt —om=)-" [vx] )+ % /vx’(t)dt.

v
x(B) =0 et |v(t,y)| < Ce 2 tend vers 0 en +o0o donc le deuxiéme terme du membre de droite
est nul. Finalement,

(P = pu=0(h®) + 1 [ #/a(t, y, n)(t)dt.

Enfin sur le support de Y/, %‘(g < —€/2 < 0 et on conclut avec la phase non stationnaire [5].

3.5 Développement de u

On calcule a présent ’équivalent de u quand h tend vers zéro dans les ensembles €24 définis dans
(P4) :
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3.5.1 Dans Q_

On se place dans toute cette partie dans un compact K_ C {2_. On veut obtenir le premier terme
du développement semi-classique de u(y, h, p), donc il suffit d’étudier I’équivalent quand h tend vers
zéro de

/B e t/hg (¢ y, v)x(t)dt.

On suit la méthode de [8] (paragraphe 5), et on utilisera certains des résultats qui s’y trouvent.
Fixons y € K_.

Dans Q_, (P4)i) montre que t — 7 = ¢(t,y) — v+ (y) > 0 est une bijection pour ¢t > B.

Soit a(y) = ¢(B,y) — ¢+ (y). On fait le changement de variable ¢t — 7 dans 'intégrale définissant

u :sib(r, h,v) = —a(t,h, I/)Tg—};_, on a

aly) dr
u(y, b, p) = /O e /"(r, h, p)i(T)%E“"*(y)/", (5.1)

ol x(7) = xor (1) vérifie x(o(t,y) — o4 (y)) = x(t). Si fio = 0 et fi; < fio < ...forment ensemble
des combinaisons linéaires des p;;1 — p;, on a de plus

bO(Ta Y, I/) = _LLO(ta y,v 7—_ ~ Z T (Svtiy /Nlb lOgT, y) (52)
ar 55
J>
A priori, les b; sont des polynomes en logr et le calcul montre que by est indépendant de 7 :

1

bo(y) = —@1(y) %M age(y).
H1
On a le graphe de la fonction y :
y
1 0
y= X(1)
0 | T T
ot .y)-oy) o r2y)-ey) o) '

FIG9 : Graphe de l;(
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On prolonge x par zéro pour 7 > «a(y). (5.1) et (5.2) montrent qu’il faut étudier deux types
d’intégrales : pour u > 0, k € I,

et
+oo |
I/.L,k:/ ezT/hT'u(—lOgT)kfe_
0

Etude de I,
On définit 79 > 0 par 275 = mingex (¢(to,y) — ¢+ (y)) de sorte que x = 1 sur [0, 7p]. Ainsi :
70 d
=" girngndT +/ () T = K+ K
En utilisant I’holomorphie de e*™/"7#~1 si 7 # 0, on déforme le contour de K /}a en :

Im z

Ty Re z

FIG10: Déformation de contour

Alors pour € > 0

€ . dr
K= [t
0 T

du

u

/2 i
—I—/ eee)/h(ee A1 (iee®) d0+/ —u/h () —

On fait une intégration par parties dans la premiere intégrale pour trouver :

|/6 e”/hT“d—T\ = O(e* + e /h).
0 T

Quand € tend vers 0, cette intégrale tend donc vers 0. De méme,
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[ e )b = O(en)

Comme de plus 'intégrale

A d
/ e’“/h(iu)“—u

U
tend vers 'intégrale absolument convergente en 0

A d
/ g u/h (1u)H —u,
0

U
on écrit maintenant :

iAo 0T d
qu/o e/t V eirihgndT +/ eT/hrh )TT =L+ I+ ) =1+ J,

On calcule I (Cf [8] lemme 5.2) :

n=| ! e—u/h(iu)u%“ — (h)"T () + O (k).

On parametre le chemin définissant I :

1
IZ = —/ e’(ﬂ”m)/h(ﬁs +10) 1Bds, B=1iA -1
0
et on fait une intégration par parties :

h ~ h . I
- [eﬂq/h(iA)“*1 — e”"/hT(ﬁ‘_l] + Ze”"/h(,u - 1)/ e (Bs + )P 2 Bds.
0

I’ =—
K 7

D’autre part, une intégration par parties dans 2 mene a

h . 1. h +oo h [t .
13 = ——.e”"/hTél - —(u— 1)/ T2 dr — —,/ GZT/hT“_l}zl(T)dT

¢ ? T0 2 J1g

et comme X' € C§°([ry, +00]), cela donne
h . h foo
Iz = —;e”"/hﬁﬁ‘ - ;(,u — 1)/ T 25 dr + O(h™).
70

Finalement,

h —h\*
B g = g === e = (T = Dl 9+ 00,
pour tout k. Donc J, = O(h*). On a démontré le lemme suivant :

Lemme 3.5.1 I, = (ih)*T'(u) + O(h*™).
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Etude de I,

On reprend le contour donné par la figure (F'1G10) et on fait tendre € vers 0 pour trouver, avec des
notations similaires a celles utilisées dans 1’étude de 1, :

Ju,kzl +(12k+1) IM+JM

On obtient pour I ,
A
I, = / e Myt (—logu — im /2)*i*du
’ 0
k A
=> C,f(—iﬂ/?)k_pi"/ e~ Myt (—logu)Pdu,
p=0 0

car on fait une déformation continue du contour d’intégration telle que log(iu) = in/2 4 logu. Avec
les résultats de [8], cela mene a

I, = z Cp(—im /2)57P (ih)" [T (1) (—logh)? + CI" (1) (—logh)P ™ + ... + T@) ()] + O(h™).
Pour le calcul de J, 4, une intégration par parties donne

h
Juk = _Z[(M = Dk = kJurk1] + O(h)

et donc J, , = O(h*).

Finalement,

Lemme 3.5.2 On a

T = Z Ch(=im/2)* P (ih)* [T () (~logh)” + CI" () (~logh)? * + ... + T® ()| + O(h™).

Grace a ces deux lemmes, on obtient le premier terme de u dans K_ :

: 1
Ve > 0, u(y, h, p) = etr+(@)/h _—
1

(21() M a00(y) (ih) T (S/p) (1 + O(AM /=) (5.3)
3.5.2 Dans 2,

Soit Ky un compact de 2. On peut tracer le graphe de t — ¢(t,y) — ¢+ (y), pour y fixé dans
K+ :
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o(By) - ® )

FIG11: Graphede t___ @(ty) — ¢ (y)

Soit t; = max t, + 1 ou t, est défini dans (P4). Soit x; réguliére, définie par x; = 0 sur [B, ;] et
+
x1 =1 sur [t + 1, 4+00[. Comme ty < 11,

Supp x; N Supp X' = 0

et
Vy € K, t, € Supp (x(1 — x1)) qui est compact.
o
X
X 1
[ [ [ .
t
0 12 to t1
FIG12: Graphe deX

On écrit

+oo | h +oo | h
u(y, h, p)=/B e“/halt,y, h, V)x(l—X1)dt+/B e Maxxidt = uy + ug
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On applique la méthode de la phase stationnaire a l'intégrale définissant u,. Pour y € K, il y a un
unique point critique ¢,. On trouve donc, avec (2.6)

ui(y, b, p) = (2h) 2™ e  e(y, h,v), e =Y hea(y, v), (5.4)
n>0
. aplty,y, Vv
ou co(y) = 62—20(%
W(ty,y)‘

Pour calculer us, il faut & nouveau faire "une phase stationnaire en +00”. De maniere analogue a
ce qu’on a fait pour y € Q_, on fait le changement de variables 0 < 7 = ¢, (y) — ¢(t,y), t > t;. En

effet, sur le support de x1, %—f >0ett — @i(y) —@(t,y) est bijectif pour ¢ > t;.
Cette fois, v, (y) — @(t,y) = (—p1(y))e~ Tt — et ¢, < 0sur K, C Q.

On définit b(7, y, h) comme dans (5.1), avec maintenant by(y) = %(—(pl (y)) /M aq0(y) dans (5.2).
On prolonge x1(7) = x1(t) par zéro pour 7 > ¢, (y) — ¢(t1,y). Alors

+o0o . d )
us(y,hyv) = [ T b )i e,

On voit qu’on doit cette fois utiliser les équivalents de I; = (—ih)*T'(u) + O(h™) et Iy ce qui
donne

Ve > 0, uy = #rW/" [(‘@1(1/))_5/”1’uiao,o(y)(—ih)s/mr(s/m)(l + O(hﬂl/m_e)] .
1

Finalement, dans K,
u(y, h,v) = uy +uy = /" (2rh) 2™ e(y, b, v)

eior/h [<—¢1>S/’“ %#fy%—mf/mr(sml)u + o(hf‘””“)] | 9

On va maintenant prolonger le développement de cette solution. Pour cela, on étudie les fonctions
qui interviennent dans ces développements.

Dans €2_, on a

u(y, v, h) = uo(y, v, h) (1 + O(hﬁ1/2ﬂl))’

ou

; 1
Ug = e“"+(y)/hd0—(ih)s/“lF(S/m),
M1

do(y) = aon(y) (o1 (y)) /.

Lemme 3.5.3 Dans Q_, 2V .V + Ay, —v)dy = 0.
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-5/ Vo

Preuve : On a Vd, = Vao,o(gol)_s/“l — %ao,o(%) 01

soit

Vdy = (¢1)™5/M(Vag — % _‘(D_Vgpll)'

Ainsi
2V, V + Dpi —v)do = (1) /M (2V [Vao,o - %ao,ov—gp(‘f—l] + (Aps = v)agp).
Avec S = Sy — v, cela donne

2V V+Ap, —v)dy = (p1) 5/ [(2V€0+V—50+AS0+)G0,0—060,0(Mﬁpl 2V Vo —SO‘H/)]

Comme (2Vp . V+Ap; —Sp)age = 0 et 2V, Vi = i, (lemme 3.2.9) on trouve bien le lemme.
([l

Ainsi, on peut prolonger le développement de u dans tout ouvert connexe contenant €2_ sur lequel
la fonction ¢, est définie et a son gradient non nul.

Dans Q,, on a

u(y, h, v) = u1(1 4+ O(h)) + ug(1 4+ O(hM1/?1))

ou
= ei¢/h(27rh)1/2ei”/4co(y, V)
et
ioi/h L sy
up = e+t —(—ih)>" I (S/ ) fo,
M1
fo = aoo(y)(—pi(y) =5/

Alors

Lemme 3.5.4 Dans Q,, 2V®Vc¢y + (AP — v)cy = 0.

Preuve : On rappelle que %—Qt(’g(ty, y) > 0 et par définition cy(y) = (ty’ y,v) . Ainsi
‘ atQ ‘
Veo(y,v) = (8827920) [Vty%a— + Vao(ty,y,v) — —QQ(Vtyaaif + 328;90) (%2]52 )71].
On rappelle que
Vi, = —%Qi;(ty,y). (5.6)
dag

En mettant ces deux équations dans £,aq = o T 2VVay + (Ap — v)ag = 0, prise en (t,,y), on
trouve :
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da OV/ot 82\ 1/2 Vo _0Vp/0t 0’1 _
a—to[l-i-QVgo.W(tyay)] +(E?) [2chVco+(Ag0—u)co] —l—cchp.[ 50 _6290/8152 8t3] = 0.

(OV p/0t)?
0*p/ot*

Comme Vo(ty,y) = VO(y), et Ap(ty,y) = A®(y) + (

da. OVp/ot

)(ty,y), on obtient :

+(%—1‘§)1/ “[2VaVey + (A% - 1))

0°Vyp OVe/0tdp
+CO[V<P(tyay)-[ o ROV 8t3}
OV /ot)?
G pa ] =0

Or si on dérive par rapport a t I'égalité %—f + p(y, V) =0, on trouve

+

92 oV
—Qo(ty, y) +2Vo(ty,y) 4

o2 ot (tya y) =0 (57)

et le terme en % est nul.

Dérivons encore une fois cette égalité :

o 0*V AY
OVe/0td e _ &
o*p/ot* o> ot

Comme Vo(t,,y) cette derniere égalité montre que ¢, vérifie bien 1’équation

du lemme. O
Enfin, on a le lemme 3.5.3 pour fy dans ), exactement de la méme maniere que pour dy dans €2_.
On étend maintenant ’hypotheése (H3) en

(H5) La projection m, : Ag 4+ N V~V0,_ — R" est un difféomorphisme sur son image.

La fonction ® se prolonge donc sur Wy un voisinage de go\{yo} et I'équation n = V®(y) définit
Ao+ dans le voisinage de {yo(t), t > 0}, W, _.

Cette hypothese et la proposition 3.1.5 permet de prolonger le développement de u dans W, grace
aux lemmes ci-dessus.

Lorsque y tend vers yo, y € Wy, 'équation éiconale montre que Vo, et V® tendent vers 0 donc les
équations différentielles ci-dessus ne permettent pas de prolonger les fonctions cq et fo en .

Pour prolonger ces fonctions en ce point, et obtenir un développement de u sur un voisinage mi-
crolocal de 7, il faut faire une transformation FBI (associée a une transformation canonique k)
qui rende la projection en x de x(Ag ) difffomorphe sur son image dans un voisinage dans C* de

K’(yOaO)'
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3.6 Transformation FBI

Soit la transformation FBI T associée a la transformation canonique :

kK (y,m) — (2,8) = (y —in,n) de phase ¥(z,y) = i(z —y)*/2.

On a noté (y,n) les coordonnées avant la transformation et (z,&) les nouvelles coordonnées. Si
w € C§°(R™) vaut 1 dans un voisinage de 0, on prend une réalisation de 7T :

vw € C°(R*™), Tw(z, h) :/ e~ @02k (1 — y)w(y, h)dy.

n

Dans la suite, on n’écrit plus w (i.e. on pose w = 1) car cela modifie Tw par un terme exponentiel-
lement petit quand A tend vers zéro. On n’a donc pas besoin ici de tenir compte de ce terme.

On commence par chercher un opérateur pseudodifférentiel P ayant un symbole

ﬁ(xagah) ~ Z hnpn(ajaé-); P12 = 0

neN/2

et vérifiant pour tout w € C°(R"), .
TPw = PTw. (6.1)

Soit donc w € C§°(R"™). Deux intégrations par parties en chacune des variables y; menent a
TPw = /n e (==9)*/2h [—(x —y)” +nh — V(y)]w(y)dy. (6.2)
D’autre part,
PTw = (27rh)_"/RQn el @2/ (g € h)/R” e~ =9 1hyy (4 dydde,

soit,
PTw = (27rh)_”/ w(y)/ @55, € h)e 2 dzdedy.
n R2n

On écrit la phase de la deuxieme intégrale
(z—2)§+i(z —y)?/2=i(z —y)*/2+i(z — 2)*/2 — (z — 2)(§ —i(z — v)),

et avec un changement de variables, on obtient :

n

PTw = (27Th)’"/ e’(“yﬁ/%w(y)/ o) e W /Phemiun/hp(x i+ iz — y), h)dudndy.
"x(R"—i(z—y

Soit x une fonction troncature valant 1 pres de 0. On a, modulo O(h*) :

PTw = (27rh)_”/ e~ (=0 2hy (g — y)w(y)/ e~ Phemiun/h (x4 iz — y), h)dudndy.

R"X(R"™—i(z—y))

n
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On suppose que p est analytique sur R?" et admet donc une extension holomorphe sur un voisinage
de R?". En choisissant bien x (en fonction de x), on peut faire une déformation de contour pour
trouver, avec v = u + 17 :

PTw = (2rh)™" /R LTV (@ = y)w(y) /

[ e (4 i(z — y), h)dvdndy.

On peut calculer I'intégrale en v et

n

PTw = (27rh)_”/2/ e~ (E=9*2hy (g — y)w(y)/ e~ 2p(x, Vhn +i(z —y), )k 2dndy.  (6.3)

R™

Etudions I'intégrale en 7. On cherche p(z, &, h) sous la forme p(z, &, k) = > h*py(x,£), P12 =0,
keN/2
on a donc :

(e, Vi + i(x — y), h) = Po(w, Vhn + i(z — y)) + hpr (2, Vhn +i(z — y)) + O(h/?),
B(z, f77+i(x —y),h) = oz, i(z - y)) +fa§ (a,i(z — y))n

+ (/209 652 P,z —y))n +hpi(e,i(z —y)) + O(h*?),

et donc

/n e 2p(x, Vi + i(z — y))dn = /R e " fo(x, iz — y))dn

B 0%py
>/ + —
+h/ n 2d7)[ 1<Z§]<n PE.DE, (z,i(x —y))nin; + Pz, i(x — y))

+ O(h%?)

car le terme en A s’annule (par imparité). Le changement de variable n; — —n, donne, pour
]
/ e Pymidn = 0,

et une intégration par parties mene a

JL e Pt = [ ey = (2m)"

Finalement, si on revient a (6.3), on trouve, modulo O(h™).

2~

86;720 (SC, Z(iU - y)) +ﬁ1(.’£, Z(.’E — y))) + O(h3/2)] dy

- 1
PTu = / e~ @2y (y) lpo(a: iz —y))+ h(
En comparant avec (6.2), on a nécessairement : po(z,i(z —y)) = =V (y) — (z — y)?, ce qui donne

Po(z,§) =& = V(z +1f),

%Tr[%?a(’ (@,i(z — )| + iz, i(z —y)) =n

et
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d’ou
Bi(z,€) = —5TV"(x +if).

A posteriori, le symbole p est bien analytique sur R*® (par hypothese sur V) et les calculs ci-dessus
sont justifiés.
Dans la suite, on aura besoin seulement de ces deux premiers termes du développement de p(x, &, h).

Notons 7y, ]\0 +, ... 'image par £ des ensembles qu’on a défini dans la premiere partie.
Soit Ag + le complexifié de la variété lagrangienne Ao ~+- On note de plus

(z(t),£(1) = %o(t) = £(y(1),n(t)) = € (yo,0).

On calcule

%%(x’g) =26 —iVV (z + i)

(a: &) # 0si (z,€) # (0,0). En particulier %ﬁé’ (y0,0) =
—iVV (yo) # 0 : la variété Ag, 4 aune prOJeCtIOD en x difféfomorphe sur son image au voisinage de

(yOaO)
L’hypothése (H5) et la proposition 3.1.5 donnent alors ’existence d’un voisinage simplement

connexe de 7, noté W tel que la projection 7, : AO +N W — C? est un difféomorphisme sur
son image. )
Ainsi il existe une fonction 1, définie sur W = 7, (W) telle que

A5 ={(2,8), €=V (a), €W}
Comme (0,0) € Agy Na(W) ot a(W) est I'adhérence de W , on a
;clino Vi, (z) = 0. (6.4)
De plus :
Lemme 3.6.1 Siy € (), alors
i) siy—iVo,(y) € W, Vi, (y —iVe,(y)) = Vei(y),
i) siy —iVO(y) € W, Vipi(y —iVe(y)) = VO(y).

Preuve : On rappelle que ' sont les lagrangiennes entrante et sortante locales au voisinage de
(0,0). On a d’un coté :

K;(P-F) = I{{(y7vw+(y))7 Yy € Q} = {($,£), 5 = —%37, Sz = V@+(§R.’E)},

et de I'autre, K(R*") = {(z,¢), £ = —Sz},

AS = {(2,€), £ = Vi, (2)} dans W.
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Comme I'y C Ag 4,
k([4+) C k(Ag4) C /~\87+ N &(R?™), donné dans W par {(z,&), € = —Sz = Vi (x)}. Ainsi

A(T'y) € {(@,6), €= —Sa, S =V, (a)}.

On a montré que {x, Sz = —ch+(§Rx)} C {x, Sz = —Viy (x)} ce qui donne la premiére partie
du lemme. La seconde se démontre de la méme facon. O

Dans la proposition qui suit, on fixe la fonction 1, qui n’est définie pour le moment que par son
gradient.

Proposition 3.6.2 On peut choisir 1, analytique sur W telle que
siz=y—iVO(y) €W, y € Uy, ¥y () = —i(S2)?/2 + ®(Ra),

siz=y—iVp,(y) €W, y € Uy, Yi(z) = —C(0) — i(S2)*/2 + ¢4 (Rz), 0t C(0) =/%€d:v-

Preuve : Soit W, C W des voisinages de 7,(k(7+)). On note 0* =  lim _ z. On sait que Vo,
z—0,c€W+

tend vers zéro quand z tend vers 0%, et on choisit ¢, telle que v, (0F) = lim+ Yy (z) = 0. Alors,
z—0
siyeQy,y—iVP(y) e W,

V[ (y — iVO(y)] = (1 —i®"(y)) Vi (y — iVO(y)) = (1 —id"(y))Ve(y),
grace au lemme 3.6.1.

En intégrant, on a pour une constante C' :
Yy —iVe(y)) = —i(Ve(y))*/2+ &(y) + C. (6.5)

Comme ®(0) = V&®(0) = 0, on obtient bien la premiere égalité du lemme en faisant tendre z vers
0+.
Siy e Qy,y—iVei(y) € W, on a de la méme maniere ’équivalent de la formule (6.5) pour ¢
avec une autre constante C. Or ¢, (0) = Vg (0) = 0 donc
. 0—
C=4¢.(07)= - Vi, (z)dz

et on intégre le long de 7y pour calculer C. O

On reprend maintenant la solution u de (P — p)u = O(h*°) définie dans la partie 3.3, et on va

calculer un développement de T'u prés de 7, au voisinage de zéro. On pourra prolonger ensuite Ty
le long de 7y car T'u est une solution asympotique de (P p)w = 0 par construction de P.
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3.7 Développement de Tu au voisinage de zéro

Soient K, CC K. CC €4 des compacts. Dans cette partie, on calcule Tu lorsque z € {x €

C", Rz € KQE} et on étudie les équations différentielles vérifiées par certaines fonctions qui inter-
viennent dans le développement obtenu pour 7'u.

3.7.1 Développement de Tu pour Rz € K"
On rappelle les notations : v = 2}% S =5 —vr.

Proposition 3.7.1 Soit Cy >0 ,Cy > 0 et
A= ACy,K') ={z € C", Rz € K", |Sz + Vp,(Rz)| < Colp|}. Il existe hy > 0 tel que si
0<h<hyzeA,|p/hl <Ci, alors

(10,0(%1‘)
(det(1 — ig!t (Rx)))"/

Tu(z) = 8 /2heie+@RD)/h i (B) (o, (Ra))~o—)/m [1+0mm/2m)], (7.1)
ot (S
C(h) = (ih)S/mw(gﬁh)nﬂ
M1

et |O(h /)| < C(K™, Cy, Cy) /2.

Preuve : Soit x tel que z € K’ . On a, modulo un O(h*) qu’on n’écrira pas,

Tu= [ e u(y)x (y)dy,
ol x; € C§°(K_), x1 =1sur K.

Tu(zx,h) :/ 6_(m_y)2/2hxlei“’+(y)/hei(”/”1)(log‘pl(y))/h(@1)_50/’“ao,o(y)c(h)(1+O(hﬂ1/2“1))

n

ot c(h) = (h)S/MT(S/ )/ .

Six € Aon lécrit z =y — iV, (yo) + thag = x¢ + ihag, ol o € R", || < CyCy. Ainsi

TU,(.’IZ', h) — / e*(wo*y)Z/QhXIeiW+(y)/heV/N1108901(Z/) (gpl)*so/ul a0 O(y)eiao(m*y)efha%c«(h)(1 + O(hﬂlﬂ’“)).
La phase de cette intégrale a un unique point critique yo = Rz. La méthode de la phase stationnaire
donne alors (7.1) (Cf. [13]). On choisit ici la détermination de la racine carrée du déterminant qui
se déforme continuement en 1 sous ’homotopie [0,1] 3 s — (1 — s)(1 — i/, (Rz)) + s1. O

On note )
_ ago(Rz) (1 (Re)) 5" do(Rz)

20) = et (1 — it Ra) 77~ (@et(1 — i, (Ra))) 72
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Proposition 3.7.2 La fonction oy(y, v) vérifie I’équation

2, Voo + [STe((2+ V() (1= i, (1) ol () + iV"(9)) — v]a =0

Preuve : L’expression de o donne :

In |a0(y, 1/)‘ =In ‘do(y, 1/)‘ - %ln ‘det(l - zgo'fr(y))|

Ecrivons (1 —i¢/}) = e, pour une matrice B(y) réguliere. En dérivant, on a —i¢’) = VB(y)e® =
VB(1 —ig) et donc
VB(y) = =il (y)(1 — i) "

De plus, log(det(1 — i¢" )) = TrB(y), et donc

Vlog(det(1 —i¢' ) = VIrB(y) = Tr(VB(y)).

Ainsi
d
Vay _ Vd_oo — STV B(y)
Voo - Vo Iy~ ig(u)(1 — i ().

Cela donne
2V90+7.4—((’]“) = 2V¢+Vd—ff° +iTr [V o (y) (1 — ig' (y)) ).

Grace au lemme 3.5.3 et avec V¢ + ¢'* + V" /2 =0 (issu de p(y, Vo (y)) = 0), on obtient
2V, V20 = —Ap, +v = iTr[(V"/2+ ¢P)(1 = il (1) ],
2V, V20 — x|y +i(V"/2+ )1 — iy (1) + .
L’égalité (1 — i) 1 (1 —i¢) = 1, donne (1 — ig’]) ™t = i(1 — ig]) 1o/l + 1 et donc
VAL~ i) = (V21— igh)) gl iV 2
Finalement
G (V)24 )1~ i @) = (L= V21— gl )l + V)2
ce qui donne la proposition. O
Si on revient a I’étude de T'u, on a
Remarque 3.7.3 Si ‘%m + Vg0+(§Rx)‘ > € pour € > 0, la phase non stationnaire montre que

Tu(x) = O(h™).
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3.7.2 Développement de Tu pour Rz € K/,

Soit maintenant x tel que ¥z € K’ . On calcule :

Tu = / e () /o (u1 + u2)x2(y)dy
oll X2 € C°(Ky), x2 =1 dans K, et u; et uy sont définies dans (5.5).

Proposition 3.7.4 Soit Cy >0 ,Cy > 0 et
B = B(Cop,K) = {z € C", Re € K, Sz + VO(Rz)| < Cylp|}. 1l existe hy > 0 tel que si
0<h<hy,xe€bB,et|p/h| <Ci, alors

CO(%:E)V)
(det(1 — i®"(Rz)))"/?

Tu(z) = 82 /2hei®®D)/h 0y () [1+0(h)],

ou ¢(y,v) est défini aprés (5.4) .
Ci(h) = (2mh)m+D/2¢in/4 (7.2)

et |O(h)| < C(KY,, Co, C1)h.

Preuve : On écrit a nouveau =z = yy — iVP(yo) + ihay et on utilise comme précédement la phase
stationnaire. Dans le compact K’ qui ne contient pas 0, on a Vo, # V@ et la remarque 3.7.3
montre que pour x € B et |p| assez petit, le terme Tuy (avec la phase @) est négligeable. On
obtient ainsi la proposition. O

On note
co(Rz,v)

(det(1 — 0" (Rx)))1/2

On démontre ’équivalent de la proposition 3.7.2 de la méme maniere :

Bo = 50(%%’/) =

Proposition 3.7.5 La fonction (3, vérifie
1
VOV, + 5T]r[(2 + V(1 = i®") 7" + iV By = vhs.
On a enfin le dernier développement de Tu :

Proposition 3.7.6 Soit Cy >0 ,C; > 0 et
C =CCy,K,) ={r e C" Re € K, Sz + Vo, .(Rz)| < Cylp|}. 1l existe hy > 0 tel que si
0<h<hyzeC,et|p/h| <C, alors

ao,0(Rz) (—1 (Rz)) =5/

ulxr) = e(%$)2/2hei‘p+(%w)/h 2 ﬂ1/2ul .
Tu(z) Co(h) et(l — it (R2))) [1+O(h/2m)], (7.3)
ol B B 2
Calh) = (—ih)S/mr(S/ul)%, (7.4)

et |O(h/?m)| < C(KY,, Co, Cy)hi /2.
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On note

o(z) = ao,o(%x)(—%(%x»—wm.
det(1 — ig" (Rz))|"/*

On a la proposition 3.7.2 pourt J, exactement de la méme maniere que pour «q.

On peut maintenant prolonger le développement Tu le long de .

3.8 Prolongement de T'u le long de 7,

Dans x(£2), la fonction w = T'u est une solution asymptotique de

(P—=plv=0 (8.1)

Dans ce domaine, on réécrit cette solution sous la forme

w = e¥+/tg(z, h).
Les propositions de la partie précédente donnent le terme principal go(x) du développement de
g(z, h) dans k(€24 ). Grace a (8.1) on prolonge go(z) au voisinage de 4, : on a I’équation de transport
pour gp : si

Opo
0§

EO (37 V¢+( ))V+zﬁ1(x,Vw+ 1/2 Z

8@65 V) 0,01 (z),

alors (Lo — v)go = 0.

Lemme 3.8.1 Soit B(y) = go(y —iVP(y)), y € Q4, y —iVO(y) € W. Cette fonction vérifie
VS + STr[(2+ V(1 — i) 18" + V"] = vp.

Preuve : On rappelle le résultat du lemme 3.6.1 : si y € Q, Vi (y — iVP(y)) = V&(y). Une
dérivation donne (1 — i®"(y))y! (y) = ®"(y) et donc

Hy) = (1—i®@"(y)) " " (y).

L’équation (£ — v)go = 0 devient alors

(2Ve(y) +iVV(y))Vao(y —iVO(y))

TV () + 5 Trl(2 = V') (1 = 10" () 78 w) = V] aoly — V() = 0.

Une dérivation de I’équation éiconale montre que

VP +iVV = 2(1 — id")Vd
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et donc

2V(y)(1-i0"(y)) Vaoly—iVO())) +[1Tr(2—V"(y))(1—i9" (1))@ (4) + V")~ ] goly —
iV®(y)) = 0.

Cela donne le lemme car V3(y) = (1 —i®"(y))Vgo(y — iVO(y)). O
On a de meéme :

Lemme 3.8.2 Soit 6(y) = go(y — iVei(y)), y € Qy, y — iV, (y) € W. Cette fonction vérifie
1
2V, V6 + 5Tr[(2 + V(1 — i) TN +iV"]6 = ve.
La fonction g, ainsi définie est bien un prolongement des fonctions Sy et dy le long de 7, :

Corollaire 3.8.3 36’1, (?2 tels que,
i) Vt > B, Bo(y(t)) = Cigo((t)),
i1) Vt < —B, do(y(t)) = Cago(z(t)).

Preuve : On va démontrer le point i) de la proposition, le point i7) se démontrant de la méme
maniere.
Soit t > B. On rappelle qu’alors

y'(t) =2Ve(y(1))
z(t) = y(t) —iVe(y(t)) € W et 2'(t) = 2V, (z(2)).

Les équations différentielles vérifiée par les fonctions 5y(y), 5(y) = go(y — iV P(y)) montrent que si
t > B, fo(t) = Bo(y(t)) et f(t) = B(y(t)) vérifient une méme équation différentielle d’ordre un :

718 = [r(a() + V] £,

ou r(z) = =Tr[(1 = V"(z)/2)¥} (x) + iV”/Q]. Ces fonctions sont donc proportionnelles et on a le
corollaire. O

Avant de calculer les deux constantes Cf, (;‘2, résumons les résultats obtenus jusqu’a présent. On
a construit une solution asymptotique de (P — p)w = 0 au voisinage de 7, dans x(£2). Grace aux

propositions 3.7.4, 3.7.6 on en a obtenu un développement asymptotique dans x(£2,) lorsque A tend
vers 0. Le corollaire ci-dessus permet d’écrire le long de . cette solution sous la forme :

vVt > B, Tu(x(t)) — €i¢+/hcl(h)élgo(m(t), I/)(l + O(h)),
Vi < =B, Tu(z(t)) = e®+/"Cy(h)Cago(z(t), v)(1 + O(hF1/21)),

On peut donc prolonger le premier terme du développement de Tu le long de 7, de deux fagons,
comme suggéré par la figure (FIG1).
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La fonction go est définie modulo une constante multiplicative. On la choisit de sorte que go (z(0)) =
1. On calcule maintenant C;, j =1,2.

On commence par le
Lemme 3.8.4 Soit f(t) = go(x(t),v), on a vu que
7(t) = [r(o(t) + 0] £ 1),

ou r(z) = —Tr[(l + V' + iV (x))/2)¢ (x) — V(2 + iV@M(x))/Q]. De plus, les intégrales
suivantes sont convergentes

+oo
A, = / (r(x(t)) +So — pl)dt,
0
A = /  (r(x() + So)dt,
0
et si By = ef=,
f(t) ~ B el=Stmtert ¢ s 4oo,
f(t) ~ E_e~%ote"t ¢ — —00.
Preuve : L’équation différentielle vérifiée par f et la condition f(0) = 1 donne
t
£(1) = exp[/o r(2(s))ds + vt].

D’autre part, pour ¢t > B, r(z(t)) = r(y(t) —i:VO(y(t))) = —Tr[(l —i®") (" — iV”/Z)(y(t))]. On

rappelle la remarque 3.2.11 : ®"(y(¢)) — ®"(01) = O(e_(’”_’“)t). Cela donne 'existence de C' > 0
tel que

‘r(x(t)) — 7"(0+)‘ < C'e~(p2—pm)t,
Or r(0%) = =Sy + u1 grace a la proposition 3.2.8 et on obtient bien
+00
/ ‘r(x(t)) +Sp — ,ul‘dt < 400, f(t) ~ Epel=Sotmtert ¢ s 4o,
0
Les mémes arguments donne la deuxiéme moitié de ce lemme.[]

On calcule maintenant les constantes C'j, 1=1,2:

Proposition 3.8.5 On a,

-1

G, = [\/iul (det(1 — 9" (0%))) "/ 2E+] ,
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et
~ 2=S/m

" (det(1— ig" (0)) B

Preuve : On calcule C5 en écrivant :

L Boly(®))
@ = B o) — V()

Par définition,

Go(ta y(t)a V)
07p(t,y(8)]""? (det(1 — i®" (y(1))) /2
On a les équivalents ou limite, quand ¢ tend vers +oo :

Bo(y(t)) =

ao(t,y(t),v) ~ et = e~ (501t avec (3.5) car ago(0) = 1,
det(1 —i®"(y(t))) —det(1 — ®"(0T)),
BFp(t,y(t) ~ —pier(y(t))e ! ~ 2pie M.

Cela donne

elu—=9)t
Bo(y(t)) ~ V2det(1 — i@"(0))

Avec le lemme 3.8.4, on trouve bien I'expression de Ch.

quand t tend vers +oc.

Calculons maintenant C;. On a & nouveau

— doly(0)

t—=o0 goo(y(t) — Vo1 (y(t))
On rappelle que

_ an(u(0) (o1 (u(8)) "
00 = Gt — i O

Sit> B,

%pl(y(t)) =2V, (y(t)) Vi (y(t)) = urpi(y(t))

donc ¢1(y(t)) = Ce*'. Comme de plus ¢; ~ —/2uy quand y tend vers 0, on trouve, avec
Péquivalent de y(t) :

Vt < —B, ¢1(y(t)) = —2em?

et par suite
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95/ —St
« t)) ~ e
o(y()) (det(1 — iy (0)))"/?
ce qui termine la démonstration de la proposition, toujours grace au lemme 3.8.4. O

On a construit une solution asymptotique sortante de (P — p)w = 0 pour z € m,(k(2)) ayant sur
7(k(£21)) le développement
w = Tu = e¥+/"gy(z)(1 + O(h#/?1)).

Ce développement, se prolonge le long de 7,. On I’écrit encore

w = ei¢+/hgo($)(1 + O(hﬂ1/2lil))’

pour une fonction gy qui est multiplié par C(p) = C1(h)C,/Cy(R)Cy lors du ”passage en zéro” dans
le sens ¢ croissant. On rappelle que C; j = 1, 2 sont données dans la proposition 3.8.5et C;, j =1,2
dans les propositions 3.7.4 et 3.7.6. On calcule

i S/ )eiCO/h
Ofp) = G2 TS )0

[det(1 — i, (0))] " E-

(2mh) Y/ 2eim /4 ] -1
V2 [det(1 —io"(0%)] B,

ou encore

_ e EL (14 ap\ Y2 (RS ic(o)/n
Clp) = I B (1 — wl) (7) € L(S/p1).

La fonction w est analytique en p (car I’équation différentielle vérifiée par w est bien siir analytique

en p). Le développement obtenu pour w montre qu’il existe une fonction €(p, h) analytique en p,

vérifiant €(p, h) = O(h"1/2) si |p| < Cyh et telle que w sera une solution monovaluée seulement si
C(p) =1+ €(p,h). Cela s’écrit :

(iny2) oy (SO =D _ peinta iy gy -Solun -ic@yn E= (1= in 1/2(1+e( h)
M1 B EL\1+1u P

Motivé par le cas de la dimension un, on fait la conjecture :

Conjecture 3.8.6 Il existe une résonance de P dans {z € C, |z — p| = O(h*)}, ou p € {z €
C, |z| < Cyh} vérifie C(p) =1 + €(p). Soit

C(0) = logh ~ " log (2)+ D rog [0/ ;;_;/h)ﬂ/m)] _

1 1

h(2k7r+(7r/4—%logz’)+ilog(h/2)(%_§)+i(A+_A)+ —.10g(1 — iy

14+2u

o )) +é(p, h), (8.2)

ot € = hlog(1 + €(p, h)) est une fonction analytique telle que é(p, h) = O(h}*+i/2m),
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Remarque 3.8.7 En dimension un, on a Sy = p1/2, et donc dans cette équation, 7 /4— Z-%)l logi =0

So 1
et log(h/2) <,U_(1) — 5) = 0. Avec u; = |V"(0)|, on retrouve I’équation de quantification donnée dans

la partie A.
On étudie ’équation (8.2) :
Proposition 3.8.8 Sin > 2, et si C! > Sy, il existe ky > 0 assez grand tel que pour k > kg, il

existe un intervalle Jy tel que si h € Ji, il existe une unique solution p(h) € {z € C, |z| < C'h}
de (8.2). De plus

Spu(h) =~ (S0 — m/2)h+ O(),

log h
(C(0) = 2kmh) s h
h) = .
Roi(h) log h +0(10gh)
Preuve : Si |p| < C'h, C" > Sy, I’équation (8.2) s’écrit :
C(0) ~ 2 logh — h(2km + z‘log(h)(@ - 1)) = v(p, h),
1 w2

pour une fonction analytique v(p, h) = O(h) uniformément en k et p.
Cette équation sans second membre a une unique solution dans {z € C, |z| < C'h} :

(C(0) — 2kmh)p

i(h) = orh —i(So = p/2)h,
pour h dans un intervalle J, tel que ‘(C(O}?lg;}imh) < (C"—So)/m +1/2.

Si h € J, est assez petit, le théoreme de Rouché donne ensuite ’existence d’une unique solution
pr(h) de (8.2) dans {z € C, |z| < C'h} et de plus

(C(0) = 2kmh)
log h

pr(h) = —i(So = m/2)h+O(

ogh)
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