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Introduction

Un des principaux problémes de la géométrie algébrique est la recherche
d’invariants des variétés algébriques en vue de leur classification. Pour en fournir,
la cohomologie des faisceaux quasi cohérents est le moyen le plus efficace.

Pour une variété X munie de l'action d’un groupe algébrique linéaire G,
sit: L — X est un G—fibré en droites (c’est-a-dire que L est un fibré en
droites, que G opére dans L, que pour cette opération 7 est G—eéquivariant et
que laction de G dans les fibres est linéaire), alors les groupes de cohomologie
du faisceau inversible associé sont des représentations de G qui peuvent étre
dignes d’intérét.

Par exemple, si X est une variété de drapeaux, c’est-a-dire une variété pro-
jective, lisse (disons sur C) et homogéne pour un groupe semi-simple, le fameux
théoréme de Borel-Weil-Bott décrit complétement les groupes de cohomologie
Hi(X,L) des fibrés en droites sur X ([Bot]): il y a au plus un degré i ou ce
groupe n'est pas nul et en ce degré H (X, L) est une représentation irréductible
de G.

D’ailleurs, on les obtient toutes ainsit.

On connait aussi la cohomologie des faisceaux inversibles sur les variétés
toriques, qui sont des variétés normales contenant un ouvert isomorphe & un
tore (C*)" (n > 0). Grace a la classification combinatoire de ces variétés, leur
cohomologie se préte bien aux calculs, & ’aide du complexe de Cech.

On voudrait généraliser la détermination des groupes de cohomologie des
fibrés en droites au cas des variétés sphériques: ce sont des variétés normales avec
une action d’un groupe réductif connexe G et qui ont un nombre fini d’orbites
pour un sous-groupe résoluble maximal B de G. Leur famille comprend & la fois
les variétés toriques, les variétés de drapeaux ainsi que les variétés symétriques
avec leurs compactifications.

Etant donnés un G—fibré en droites 7 : L — X ou X est sphérique, et un
recouvrement ouvert affine de X (qui permet de définir un complexe de Cech
dont I’homologie est la cohomologie de L sur X), les termes du complexe sont
certes des représentations de g, ’algébre de Lie de G, mais leur structure de
g—modules n’est pas claire. C’est pourquoi, on se servira aussi du complexe de
Grothendieck-Cousin (cf. [Ke78]). Ses groupes d’homologie sont précisément les
groupes de cohomologie de L sur X et il fait intervenir des groupes de cohomo-
logie & support dans des cellules, qui sont certaines sous-variétés B—invariantes
de X.

On rappellera la définition des groupes de cohomologie & support dans le
chapitre I. Dans le cas qui nous concerne, ces groupes sont aussi des g—modules

t En fait, on les obtient déja toutes avec HO.



particuliers : les g — B—modules (cf. la section II1.1). On peut les analyser : on
les décompose en somme directe de sous-g—modules de longueur finie dont on
détermine une suite de composition finie.

Cette analyse suffit, dans le cas des variétés de drapeaux, pour retrouver le
théoréme de Borel-Weil-Bott et, dans le cas des variétés toriques, la structure
des groupes de cohomologie des fibrés en droites (ainsi que pour déterminer
leurs groupes de cohomologie & support dans des sous-variétés toriques).

Cette méthode aboutit aussi dans le cas de la compactification magnifique
d’un groupe adjoint et, plus généralement, pour une compactification « régu-
liére » d’'un groupe réductif connexe: on obtient ainsi une description compléte
des groupes de cohomologie des fibrés en droites sur ces variétés (théorémes
V.2.2 et V.3.2). Dans le cas de la compactification magnifique, le résultat a été
annoncé dans [Tch] et aussi démontré avec les mémes méthodes, de maniére
indépendante, par Syu Kato ([K]). La démonstration est plus difficile dans le
cas général.

On rappellera au premier chapitre les résultats usuels sur les groupes de co-
homologie & support dont on se servira. On énoncera également le théoréme de
Grothendieck-Cousin (I.3.1) qui relie la cohomologie d’un faisceau F au com-
plexe de Grothendieck-Cousin associé & F et & une filtration de fermés.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéressera aux cas des variétés munies de
Paction d’un tore T'. Aprés quelques conventions sur les caractéres (I1.2.1), on
introduira les cellules de Bialynicki-Birula (II.3) puis on estimera les caractéres
de groupes de cohomologie de faisceaux cohérents & support dans ces cellules
(¢f. le théoréme I1.3.2). Pour ce qui concerne les variété toriques, on donnera
une formule pour les groupes de cohomologie des faisceaux inversibles & support
dans une sous-variété T —invariante (théoréme I1.4.2) ; on s’en servira 4 la fin de
la démonstration du théoréme principal V.3.2.

Au début du chapitre ITI, on pose quelques notations et on rappelle la défi-
nition des g — B—modules avec quelques-unes de leurs propriétés (IT1.1). Aprés
cela et aprés avoir rappelé comment l'algébre de Lie de G agit sur certains
groupes de cohomologie & support, on retrouve le théoréme de Borel-Weil-Bott
(théoréme II1.3.1).

Dans la partie I11.4, on étudiera pour eux-mémes les groupes de cohomologie
du faisceau structural d’un groupe réductif G & support dans les doubles classes
BgB~ (g € G).

Le chapitre IV consiste & fixer les notations concernant les variétés réguliéres
et & donner une décomposition et des filtrations, en tant que g—modules, des
groupes de cohomologie & support dans les cellules et dans certaines B—orbites
des faisceaux linéarisés, cohérents localement libres (cf. le lemme IV.4.1 et le
corollaire IV.4.4.1).

Enfin, au cours du dernier chapitre, on énoncera et démontrera le théoréme
principal de cette thése sur la cohomologie des fibrés en droites sur les compacti-
fications réguliéres des groupes réductifs (théoréme V.3.2), en commencant par
le cas de la compactification magnifique (théoréme V.2.2).
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Dans ce texte, K sera un corps algébriquement clos et de caractéristique 0,
on entendra par variété algébrique un schéma X, séparé, réduit et de type fini
sur KK et on notera par &x son faisceau structural.
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Chapitre 1

La cohomologie a support

On va introduire dans ce chapitre les groupes et les faisceaux de cohomolo-
gie & support. On énoncera leurs principales propriétés, qui serviront dans les
chapitres suivants.

La section essentielle, ici, est la section 1.3 ou 'on définit le complexe de
Grothendieck-Cousin que ’on utilisera pour déterminer certains groupes de co-
homologie (dans les chapitres II, III et V).

En guise de premiére approche des termes du complexe de Grothendieck-
Cousin, on donne, dans la section 1.4, des critéres d’annulation des groupes de
cohomologie & support (cf. le théoréme 1.4.1).

La section 1.5 servira surtout au chapitre III, dans ’étude des groupes de
cohomologie & support du faisceau structural d’un groupe réductif (cf. la section
I11.4).

On terminera par le rapport entre les groupes de cohomologie & support
fermé et les groupes « Ext ».

Soient X un espace topologique et F un faisceau abélien sur X.

I.1 Groupes de cohomologie & support (d’aprés
[Ke78]|, [G67])

I.1.1 Deéfinitions

Si Z est un fermé de X on définit le groupe des sections de F o support dans
Z:
I'z(F): ={o € FX) : olx_z =0} .

Si Zy C Z; sont deux fermés de X, on remarque que
[z, (F) €Tz (9)
et on pose
FZI/ZZ (?) L= I‘lZ1 (?)/FZZ (?) .
Soit HY, ,, () le i—éme groupe dérivé du foncteur I'z, /7, ( ) en 5.
Si Z est un sous-espace localement fermé de X, on pose:

H.(F): = HL

L 7 a(F) (Fi>0) .
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On notera parfois 0Z = Z — Z le bord de Z.
Remarques : Pour tout ¢ > 0:

- Hy(F) = (0);
- H%/@(IT) =(0);

H} (9) = H(X,9);

si Z est ouvert, H,(F) = HY(Z,%|z);

— si Z est réunion de deux ouverts disjoints: Z = Z' LI Z", alors HL(F) =
~ HY ;. (5)=Hj \ 5,(F]2,\ 2,) (¢ [Ke78, lemme 7.7]).

Si A est un anneau ncethérien, commutatif et unitaire, on définit le foncteur
Tr( ) sur la catégorie des A—modules par:

ri(M)y={meM : I"m=(0) pourunn >0}

(pour tout A—module M) et on note Hi( ) le i—éme groupe du foncteur dérivé
a droite correspondant.
Le rapport avec le début de la section est donné par la proposition suivante :

Proposition I.1.1 ([G67, théoréme 2.3]) Si M est un A—module et M le
faisceau correspondant sur le schéma SpecA, si I est un idéal de A et V(I) le
fermé de SpecA associé, alors :

H{(M) = HY, (M)

pour tout ¢ > 0.

I.1.2 Quelques résultats préliminaires

Pour les deux lemmes suivants, on suppose que Z3 C Zy C Z; sont trois
fermés de X.

Lemme I.1.2 (d’excision [Ke78, lemme 7.9]) Pour tout ouwvert U de X qui
contient Z1 — Zy et pour tout 1 > 0, les morphismes induits par la restriction a

U
Hy,7,(%) = Hyouz,00 F1v)

sont des isomorphismes.

Lemme 1.1.3 (Grothendieck (|G67] et [Ke78, lemme 7.6]))
On a une suite exacte longue :

0— H%Z/Z3 () = Hgl/zs(g) - Hgl/ZZ(-rfr)

~ Hy, 17 (5) = Hy 1y (F) = Hy 1y (F) ...
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Remarque : Si Z; = X et Z3 = (), on obtient la suite exacte longue:
0 HY (F) > H'(X,F) > H' (X \ Z2,F|x\ ) = Hz(F) — ...

EXEMPLE : Pour le fermé Z = {0} de l’espace affine

X =A%,
on a: .
HEO}(ﬁAd) =(0)sii#d
et:
H?O}(ﬁAd) = @ K.zt ... x5
Q1,...,0q<0
avec la structure de K[zy, . .., z4]—module ou la multiplication des monomes est

la multiplication usuelle sauf qu’on obtient 0 chaque fois qu’apparait un exposant
positif ou nul (¢f. [Ha68, p. 380 et proposition 11.9 e)] et [Ku, proposition 11.9
e)]). On utilisera aussi, & plusieurs reprises, le lemme suivant :

Lemme 1.1.4 S5i X est une variété algébrique alors tout faisceau quasi cohérent
sur X, F, qui est annulé par Iy, lidéal de définition d’une sous-variété fermée,
Y, de X1, peut étre considéré comme un faisceau de Oy —modules surY (et vice
versa). Dans ce cas, on a pour chaque paire Z1 C Zo de sous-variétés fermées
de X et pour tout ¢ > 0:
q _ 179
Hzl/ZQ (3) = Hzmy/zmy(ﬂY) :
Démonstration : Soit j : Y — X l'inclusion canonique. C’est une immer-
sion fermée donc un morphisme affine et les hypothéses sur F font que:

Gt F =T .

Dés lors, grace a une suite spectrale de Leray qui dégénére (cf. [G62, V.3.2]
[Ke78, lemme p. 377))

Vg2>0, H%l/zz(ff) = H%l/zz(j*j*ff)

— q - %
= Hj1(4,)/5-1(2) T T)

= H%mY/ngy(?'Y) :

Q.e.d.

I.2 Faisceaux de cohomologie & support (d’aprés
[KeT78], [G67])

I1.2.1 Définition

Etant donnés deux fermés Z, C Z; de X, on définit %”Zil /2 (F) comme le
faisceau associé au préfaisceau :

U= H%1OU/Z20U(EF|U) .

t par exemple F = O0x /Jy .
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C’est aussi le i—eéme faisceau dérivé (en F) du foncteur

Ly 2,0 )

qui apphque a un faisceau abélien G sur X est le faisceau 'y, /5, (9) associé au
préfaisceau

U Tz nu/z.008lu) -

Si Z est un sous-espace localement fermé de X, on définit aussi

HET) = Ay, (F)

Remarque : 1l existe aussi une version locale du lemme 1.1.3: si Z3 C Z5 C
71 sont trois fermés de X, alors on a une suite exacte:

0— f%ﬂzog/zs(g) - %201/23(:;) - «%ﬂzol/zz(?)

- '%pzlg/za(?) — %le/za(?) — %211/22(?) —+ ...

Lorsque J est un faisceau quasi-cohérent sur une variété algébrique X alors
le faisceau J7 /7 (F) est aussi quasi-cohérents sur X, pour tout ¢ > 0 (cf.
[Ke78, théoréme 9.6 a)]).

I1.2.2 Passage du local au global

Dans le cas ot X est une variété algébrique contenant deux fermés Zs C Zj et
ol F est un faisceau quasi-cohérent sur X, il y a une suite spectrale convergente
qui «relie» les cohomologies locales et globales:

EY" = HY(X, A7, ,,, (%)) = Hy'F, (F) .

Si de plus, Z; — Z, est une sous-variété affine alors:
Lemme 1.2.1 ([Ke78, théoréme 9.5 d)])
I(X, %zil/zz(?)) = Hél/z2 (%)
pour tout i > 0.

(On rappelle la démonstration en annexes (¢f. A.1).)

I.3 Complexe de Grothendieck-Cousin

Voici le théoréme principal de cette partie sur les groupes de cohomologie &
support :

Théoréme 1.3.1 ([MuR],[Boz],[Ke78],[Ha66]) Soit X D Z, 2 Z; 2...D
Zn D Zny1 = O une filtration de X par des sous-espaces fermés.
Pour chaque tripletTZpH C Zyp11 C Zy, les p+ g—iémes différentielles de la
suite exacte longue du lemme 1.1.83 définissent des morphismes
B Y ) = By n )
t Par convention, Z; = 0 si k > n.
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pour tout p > 0 et tout ¢ € Z. Ces morphismes font partie d’une suite spectrale
convergente :

Pt = Hy T, (F) = HE()

En particulier, pour ¢ =0, la suite
400 1,0 qn—10 n,0

B i 0—HY (9D HY () S  HE () 0

est un complexe : c’est le « COMPLEXE DE GROTHENDIECK-COUSIN ».
Si pour tout g # 0 le g-iéme complexe E*? est nul, c-a-d si:

Vp,Va#0, Hy', (5)=(0) (D),

alors pour tout i > 0, H%O (X,F) est le i-eme groupe d’homologie de :

* d° dt a7t d"
Ef° : 05 HY ) (F) S HY 1 (F)S ... HE (F)S0.

(On peut aussi voir A.2 pour la démonstration.)

Remarques.— 1) On appelle le complexe E*? le g—iéme complexe de
Grothendieck-Cousin associé & F et a la filtration X D ... D Z, D ...

2) On verra dans la section suivante (cf. le théoréme 1.4.1) que la condition
(O) est vérifiée si:

— X est une variété lisse irréductible,
— F est un faisceau localement libre de &'x —modules et

— pour tout 0 < p < n, Z,— Z,4,1 est vide ou est une sous-variété localement
fermée de X affine, lisse et de codimension pure p (c-a-d dont toutes les
composantes irréductibles sont de codimension p).

3) Lorsque Zy = X et lorsque F est localement libre, d’aprés [Ke78, théo-
rémes 9.5 d) et 10.5], il suffit que X soit de Cohen-Macaulay et que chaque
Zp — Zpya soit affine de codimension > ¢ pour que (0) soit vérifiée.

EXEMPLES :

1) (cf. [Ke78, introduction p. 311]) Soient 0 et oo les points [0: 1] et [1: 0] de
la droite projective IP! et, pour tout n € Z, soit %, le faisceau &p1(n.{oo})
des fractions rationnelles sur P! qui ont un poéle d’ordre > n en oo (on
décrit ainsi tous les faisceaux inversibles sur P! | & isomorphisme preés).

On a une filtration: P! D {oo} D @) qui vérifie (avec les faisceaux .%,) la
condition (O), d’apreés la remarque 2.

Le complexe de Grothendieck-Cousin correspondant est :

0 T(AY, %) S Hl () >0
(ot A! est la droite affine P! \ {oco} ={[z:1] : z € K}).
Or:

T(A',.%,) = Kz] , H{y(Zn) = Hiooy (Lalpi\ o)) = P Ko

i>n
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et d° est le morphisme:
K[z] - @;.,Ka’

RN ' sir>n
0 sinon .

On retrouve donc les résultats suivants:

VneZ, H(P', %)= P Ko et H' (P, %)= P Ko

0<j<n n<j<0
(en particulier, H'(P!, %,) = (0) & n > —1).

2) L’espace projectif associé a ’espace vectoriel des matrices d’ordre 2:

M(2,C) = {( °«! ) : a,b,c,de(D}

Ps . :{[a Z] :(a,b,c,d)e®4\{0}} :

c

est:

ol I’on note entre crochets la classe d’une matrice modulo les homothéties.
On a une filtration par les fermés suivants:

Zo: =P3;
Z1:={Z8 €]P3};
_ [a 0] 3.
Z _{_co_e]p},
_ [a 0] 3.
Z _{_OO_G]P},

Zy = 0.

Pour tout 0 < i < 3, Z; \ Z;;,1 est isomorphe & l'espace affine A3~¢.
Suivant la remarque 2) ci-dessus, il en résulte que pour chaque faisceau .2,
cohérent et localement libre sur P2, le groupe de cohomologie H'(PP?,.%#)
est le i—éme groupe d’homologie du complexe de Grothendieck-Cousin :

0= H%s(L) = Hi2(L) = Hi. (L) = Hpo(Z) = 0 .

Cet exemple sera continué plus loin (cf. la page 29).

* % 3k

Lorsque, par exemple, X est une variété algébrique o agit un groupe (algé-
brique) connexe B dont le nombre d’orbites est fini, il y a une fagon particuliére
de construire une filtration de X par des fermés:

On pose pour tout ¢ > 0, Z; la réunion des B—orbites de codimension > i.

Ona: X=2y227Z12...0 Zgimx 2 0.

1l s’agit de fermés car chaque adhérence de B—orbite (2 est 'union de 2 et
d’orbites de codimension > codim(2, X).
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De plus chaque orbite étant lisse, la variété Z; \ Z;11 = |_| Q
Q2 de codimension i
est lisse et de codimension pure ¢ (si elle n’est pas vide). Elle est affine si chaque

orbite est affine; c’est le cas quand B est affine et résoluble (par exemple si
B est un sous-groupe de Borel d’un groupe réductif). Dans ce cas, la filtra-
tion ci-dessus et n’importe quel faisceau .#, cohérent et localement libre sur
X vérifient la condition (0); et en conséquence, pour tout ¢ > 0, le groupe
de cohomologie H(X,.%) est le i—éme groupe d’homologie du complexe de
Grothendieck-Cousin :

0—...— ey Hiy(2) % ay H}Y L) = ...=0.
Q: codim(Q2,X)=i Q: codim(92,X)=i+1
I.4 Annulation de groupes de cohomologie & sup-
port

On suppose dans ce paragraphe que X est une variété algébrique.

Le théoréme qui suit, démontré dans [Ke78, théorémes 9.5 & 9.6], est un ré-
sultat d’annulation des groupes de cohomologie & support. Il justifie la remarque
n° 2 du paragraphe précédent.

Théoréme 1.4.1 Soient £ un faisceau localement libre sur X, que l’on suppose
irréductible et lisse, et C' C X une sous-variété localement fermée.

- Si C est fermée, alors:

HE(Z) = (0) sip < codim(C, X) .

— Si C est localement fermée et affine, alors:
HY(Z) = (0) sip < codim(C, X) .
— Si C est fermée et si son idéal de définition o est localement engendré
par codim(C, X) élémentst, alors
HE(F) = (0) sip > codim(C, X)
pour tout faisceau quasicohérent F sur X .

— Si C est localement fermée, affine, si Jo son idéal de définition dans
Pouvert X —0C, est localement engendré par codim(C, X) éléments, alors :

HZ(F) =0sip > codim(C, X)
pour tout faisceau quasicohérent F sur X .

En particulier, si C' est une sous-variété localement fermée, affine, lisse et de co-
dimension pure (toutes ses composantes irréductibles ont la méme codimension),
alors :

HY(Z) = 0sip # codim(C, X) .

te-a-d: Vo € C, le localisé (J¢). peut étre engendré comme idéal par codim(C, X)
éléments de Ox .
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Remarque : Le dernier point du théoréme est faux si C' n’est pas affine
(méme si C, X sont irréductibles et lisses). Par exemple si on considére la droite
projective P! comme un fermé de P2 via:

Pt - P2
[z:y] — [0:z:y]

alors (suivant les notations de [Ha97, §I1.5.11]), on a:
H2, (Op2(~3)) = K £ (0) -

En effet, d’aprés la remarque qui suit le lemme 1.1.3, en posant £ : =
Op2(—3), on a une suite exacte longue:

. HY(P? \ PL,%) » HR.(Z) —» H*(P?, %) - H*(P? \ P,.%) — ...
Or P? \ P! est isomorphe & ’espace affine A? donc:
HY(P? \ P!, %)= H*(P? \ P',.2) = (0)

et:
H L (Z) ~ HY(P?, %)~ K

(cf. [Ha97, théoréme I1.5.1]).
Démonstration :

1. Si p < codim(C, X)

La C—profondeur de & est profz(#) : = inf profs,  (%). Clest aussi
zeC '
inf prof(Ox ;) puisque £ est localement libre. C’est encore inf dim(€x ;)
zeC zeC
comme X est de Cohen-Macaulay.

Donc, d’aprés [Ha97, II, ex. 3.20], on a:
profz(¢) = codim(C, X)) = codim(C, X)
de méme, on a:
profyo(£) = codim(0C, X) > codim(C, X) +1 .

Grace au théoréme 3.8 p. 44 de [G67], on en déduit que:

Or, on a une suite exacte:
HE(L) = HE(L) = AT (L)
d’aprés la proposition 1.9 p. 9 de [G67]. Ainsi: 7 (%) = 0.

2. Si p > codim(C, X)
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Selon [G62, Exposé III, lemme II1.2], on a:
HE(Fx—8c) =0
si J¢c est localement engendré par codim(C, X) éléments.
3. Si C est affine

Ici, on suppose seulement que C' est affine.
D’aprés le lemme d’excision 1.1.2 et le lemme 1.2.1, les groupes de cohomo-
logie globale vérifient :

Hg(?) = Hp(?|X\ac) = F(X \ aC, e;fcp(ﬂX\ac))
pour tout p > 0.
4. Cas général

Si X' est une variété algébrique irréductible, lisse, et si C est une sous-variété
de X', fermée et lisse, alors les localisés de 'idéal de définition de C dans X',
Jc,z peuvent étre engendrés par dim O/ , — dim Oc , éléments d’aprés [Se75,
corollaire du §IV.D.2] ou [Ha97, Chap. II, théoréme 8.17]. De plus, si C est de
codimension pure ¢ alors dim O , — dim ¢, = ¢ pour tout z € C.  Q.e.d.

Les paragraphes 3 et 4 ci-dessus permettent de déduire les assertions globales
du théoréme & partir des locales.

1.5 Points associés

On suppose encore que X est une variété algébrique irréductible.
Dans la suite on rencontrera des morphismes:

Hy(£) —» HEH (L)

ol .Z est un faisceau localement libre sur X et C, C' sont des sous-variétés de X
de codimensions respectives ¢ et ¢ + 1. Voici un lemme qui donne une condition
nécessaire pour que de telles applications ne soient pas nulles:

Lemme 1.5.1 Soient £ un faisceau localement libre et de rang fini sur X, C,C'
des sous-variétés affines, lisses , irréductibles et de codimensions respectives i et
i+ 1 dans X.

Etant donné un morphisme de €x—modules

d: (L) = AN E)

si C' n’est pas inclus dans C, alors lapplication induite sur les sections globales :
d(X): Hy (L) » HS ()

est nulle.

Pour démontrer ce lemme, on va se servir de la structure de schéma de X : on
va considérer des points de X, vue comme schéma, qui ne sont pas forcément des
points de la variété (ce sont plutot des fermés irréductibles de X). On rappelle:
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1.5.1 Définition et propriétés remarquables

Définition 1 Soit F un faisceau de Ox-modules sur un schéma X . Pour chaque
x € X, on désigne par mx , l'idéal mazimal de anneau local Ox ;. Les POINTS
ASSOCIES de F sont les points de l’ensemble

Ass(F)={r € X : o € F,, Ann(o) =mx}.

Si par exemple X est un schéma affine, SpecA, et p un idéal premier de A
(p € X), alors p définit un sous-schéma fermé Y de X dont le faisceau d’idéaux
est: Jy = pOx. Dans ce cas, Ass(Ox /Ty) = {p}.

Proposition 1.5.2 (|G67, Lemme 5.3]) Soient X un schéma localement nce-
thérien et Y un fermé de X. Si F est un faisceau cohérent sur X tel que

Vy ey, profy, Fy2>i,

alors : .
Ass(H4 () C {y € Y | profy, , (F,) = i}.

Corollaire 1.5.2.1 Si C' est une sous-variété affine, lisse, irréductible et de
codimension ¢ dans une variété algébrique, irréductible et lisse, X, et si £ est
un faisceau localement libre de rang fini sur X, alors:

Ass(H5(Z)) € {9}
0w g est le point générique de C dans X.
Démonstration :
Si C est fermé

alors pour tout y € C,
prOfﬁX,y ("gy)

profs,  (Ox,y) car £ est localement libre
= dim Ox,, car X est lisse

dim X — dimy d’aprés [Ha97, ex. I11.3.20]
dimX —dimC =c¢

(AVARAYS

avec égalité seulement si j = C, c-d-d seulement si y = g.
En particulier,

{y €C : profy, = C} C {9}

et il suffit d’appliquer la proposition ci-dessus (1.5.2).

Avant d’achever la démonstration de ce corollaire, dans le cas ou C est seule-
ment localement fermée, remarquons que la propriété de posséder au plus un
point associé a des conséquences trés fortes:

Proposition 1.5.3 Si F est un faisceau quasi-cohérent de Ox-modules sur un
schéma localement neethérien, X, et s’l existe un point g € X tel que

Ass(F) € {g}
alors pour chaque y € @, Dapplication :

JTX9) — 9,
Ty o — oy

est injective.
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Démonstration : Siy € {g}, on a un diagramme commutatif:

X,5) —-=9,
N
e

11 suffit donc de montrer que r4 est injective. Soit s € ker(r).
1€rcas: si X est affine et si 'anneau I'(X, &x) est noethérien;
onpose M =T(X,F) et A=T(X,x). On a:

(I.1) Jda€A—-g, as=0.
Si s # 0 lidéal Ann(s) est propre. Comme A est ncethérien, la famille
{Ann(7)|T € M, Ann(s) C Ann(r) C A}
admet un élément maximal Ann(t). L’idéal p = Ann(t) est alors premier. De
plus, 'image £ de ¢ dans &, = M, vérifie:

PAp = Ann(%).

Par conséquent, p € Ass(F) et p = g.
Or, d’apres (I.1),
a € Ann(s) C Ann(t) =g

ce qui est absurde.

Cas général : On peut recouvrir X par des ouverts affines U; isomorphes a
des spectres d’anneaux ncethériens. Puisque

Ass(F|y,) = Ass(F) ﬂUi,
si g € Uy, le premier cas montre que s|y, = 0; sinon g ¢ U; et on a:
0= Ass(F|U;) C{z} (Vz € U;) ;

on en déduit encore grace au premier cas que s|y; = 0.
Par conséquent, s = 0. Q.e.d.

1.5.2 Fins des démonstrations du corollaire 1.5.2.1 et du
lemme 1.5.1

Soit F : = HE(L).
SizeC, alors tout ouvert contenant z est aussi un voisinage de g (le point
générique de C). D’ou une application :

$:F. o F, .

¢ est injective: en effet, soient W un ouvert de X qui contient C' comme
fermé et U un voisinage ouvert, affine, quelconque de z. Si 0 € F(U) et si
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¢(0,) = 04 = 0, alors il existe un ouvert affine V' contenant g inclus dans UNW
tel que:
(7|V =0.

Or,
F(U) = Honu(Zlv), F(V) = Hony (Zv) et FUNW) = Heau(ZLluaw )

car CNU est affine (cf. le lemme 1.2.1). Donc, le diagramme suivant commute :

(4] ¢ C
HCOU($|U) - HCOV("S’p'V)
Hény (ZLunw)

(¢, 7, s sont les restrictions ad hoc).

En conséquence, oy = é(0) = s(r(c)) =0 = r(o)y = 0.

Mais r est une bijection en raison du lemme d’excision (I.1.2). De plus,
comme C' NU est fermé dans U N W,

Ass(Flunv) C {9}

d’aprés la premiére partie de cette démonstration.
La proposition 1.5.3 permet de conclure sur l'injectivité de ¢ car:

r(0)g=0=>71(0)=0=>0=0=0,=0.

Finissons de montrer que Ass(F) C {g}.
Notons, pour tout y € X, mx,, I'idéal maximal de ’anneau local O 4.
Soit z € Ass(F). On a x € supp(F) ; donc z € C. Soit o, € F,, tel que:

Ann(o;) =mx -
Comme o, # 0, 0, # 0 car ¢ est injective. D’oti:
Ann(o,) Cmx,,
et en particulier :

Va, € mxy, ag € mx,qg -

Soit, U = SpecA un voisinage ouvert, affine de z.

reC={g}=>gecU

z et g sont des idéaux premiers de A vérifiant :

r2yg
(car z € {g} ) et:
a a
VIExAz, IEgAg.

On en déduit que pour tout a € z, a € g et donc que = C g.
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En conclusion, = = g. Q.e.d.

On démontre maintenant le lemme 1.5.1:

si C' n’est pas inclus dans C et si o € HS(F) = T(X, #5(L)) (cf. le lemme
1.2.1), on va montrer que d(X)(c) = 0.

On choisit z € C' \ C, on a:

(HE(Z))z = (0) (car z ¢ O)
= (d(X)(U))w = dm(gw) =0.
OrzeC'C @, ol g est le point générique de C', donc d’aprés la proposition

15.3:
(d(X)(0))2 =0=d(X)(0) =0

Q.e.d.

1.6 Cohomologie & support et « Ext »

Le théoréme suivant, di & Grothendieck, peut étre vu comme une définition
équivalente des groupes de cohomologie & support :

Théoréme 1.6.1 ([G67, théoréme 2.8]) Si X est une variété algébrique et
Y wune sous-variété fermée (de X ), d’idéal de définition Jy, alors pour tout
faisceau F, quasi cohérent sur X, on a des isomorphismes :

Vi >0, lim Extl, (Ox /7, F) ~ Hy ()
n>0

Vi >0, lim Extly, (0x/9%,5) ~ /(T .
n>0

Sous les hypothéses du théoréme, définissons enfin le FAISCEAU CANO-
NIQUE de Y dans X :

Wy/x

dont on aura besoin & plusieurs reprises dans la suite.

Définition 2 ([Ha66, §III.1, définition p. 140]) Si n est la codimension
de Y dans X et Ny,x : = (Jy/I3)Y le foisceau normal de Y sur X, alors on
pose Wy x : = A" Ny,x (Y désigne le dual des faisceaur de Oy —modules).
C’est un faisceau cohérent sur'Y .

Remarque : Pour toute variété lisse irréductible, X, on note 2x/x son
faisceau des différentielles (c¢f. [Ha97, définition §11.8.9]) et wx : = /\dlmX Qx/x
son faisceau canonique (ou faisceau dualisant).

SiY et X sont lisses et irréductibles, alors wy,x est un faisceau inversible
sur Y et:

wy,x = Exty (Oy,O0x) = wygiw}/(

(¢f. [Ha66, remarque 1 du §I1.1, p.141, proposition IT1.7.2 et théoréme I11.7.11]).
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* % 3k

Terminons le chapitre avec la proposition suivante :

Proposition 1.6.2 Soit X une variété lisse irréductible.
SiY est une sous-variété de X, lisse, fermée et irréductible, de codimension
¢ et d’idéal de définition J, alors pour tout faisceau quasi cohérent JF :

Vn>0,Vi>c Exty (0x/I",F)=(0) .

Si, de plus, X est affine, alors on o aussi:
Vn >0, Vi>c Exty (0x/I",F) = (0)
(pour tout faisceau quasi cohérent F).
Démonstration : De la suite exacte courte:
0 — J7/Iv 5 Ox /T — Ox /T — 0
provient une suite exacte longue:
(©000) ... Exty (0x/I",F) — Extly (Ox /I, F)
- Extl, (9"/7"T,F) —> ...
Or, comme Y est lisse, pour tout x € X, I'idéal J, peut étre engendré par c
éléments et le localisé 37 /I +! est un Oy ;—module libre de rang fini (cf. [Ha97,

théoréme 8.17 et 8.21A(e)] et [Ma70, p. 110]).
Le complexe de Koszul donne alors une résolution, de longueur ¢, de J7 /J7+1

0= Le—...—Lo—I0/3nH 50

par des Ox ;—modules libres (cf. [Ma70, théoréme 43 p. 135 et corollaire]).
On en déduit, gace & [Ha97, prop. I11.6.5], que pour tout ¢ > c:

Exty  (97/T3+!, F2) = b (Home, , (v, F2)) = (0) .
Mais alors, pour tout z € X et tout ¢ > ¢, les localisés :
(Extly (973, 9),

sont nuls (c¢f. [Ha97, prop. I11.6.8]).
Ainsi: .
Vn>0,Vi>c, Exty (3"/9",F) =(0) .
En reportant cela dans la suite exacte (G<O<), on trouve des morphismes
surjectifs :

Vi>e, Vn>0, Exty (0x/1",F)— Extl, (0x/7",9F) .
Aprés une récurrence sur n, on en déduit que pour tous ¢ > cetn > 0:

Extg, (0x /7", 3) = (0) .

* % 3k

Dans le cas ou X est affine, on utilise que:
Vn, Vi, Exty, (Ox/7",F) =T(X,Exty, (Ox/7")
(cf. [Ha97, ex. I11.6.7]). Q.e.d.
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Chapitre 11

Actions de tores

Pour une variété algébrique sur laquelle agit un tore T, les groupes de co-
homologie & support T'—invariant des T —faisceaux sont des T'—modules. Leur
structure est connue si on sait calculer leur caractére. On étudiera ces derniers
dans le cas ot le support est une cellule de Bialynicki-Birula (cf. la section I1.3)
et dans le cas des faisceaux inversibles sur les variétés toriques.

II.1 Tores

Un TORE est un groupe algébrique isomorphe & (IK*)™ pour un m > 0.

Pour un tore T', I’ensemble des morphismes de groupes algébriques x : T' —
K* forme un groupe pour la multiplication point par point: c’est le réseau
X*(T) des CARACTERES de T'. On définit de méme X, (T') le réseau des SOUS
GROUPES A UN PARAMETRE de T formé des morphismes de groupes algé-
briques A : K* — T

On note additivement les multiplications dans X*(T") et X.(T):

Vx,x' € X*(T), VAN € X (T),VteT, VzeK*

(x+ X)) = x(O)x(#) et (A + X)(2) = A2)N (2) -
X*(T) et X,(T) sont en dualité via le crochet :

( ){ X*(T)x X.(T) — Z
’ ' X A — (X,)\)
défini par: V z € K*, x(\(z)) = 2002

JUSQUA LA FIN DU CHAPITRE T DESIGNERA UN TORE.

II.2 Caractéres des T—modules

I1.2.1 Caractéres

Si M est un T'—module rationnel, M se décompose en une somme directe
d’espaces popres
M = @xex+(m) My
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ou My : ={me M : VteT,t.m = x(t)ym}. On dit que la dimension de I’es-
pace vectoriel M, est la multiplicité de x.

Si M, # (0), on dit que x est un POIDS de M ; on note P(M) ’ensemble
des poids de M comptés avec leur multiplicité.

Lorsque tous les M, sont de dimension finie, on dit que M/ ADMET UN
CARACTERE ou que M est ADMISSIBLE. On peut alors définir une application :

[ X*(T) Z
[M]: { X : dim(M,)

c’est le CARACTERE de M. On introduit les applications

X*(T) — Z
X . Sy —
eX : \ { 151‘)\—X
0 sinon

et on convient d’écrire [M] comme une somme formelle

[M]= ) dim(M,)eX .

xX€X*(T)
Remarques : Soit h I'algébre de Lie de T'.

— On identifie X*(T") avec un sous-groupe de h* via:

XT) — b
A dy

et X.(T) avec un sous-groupe de h via:
X.(T) — b

v — dy)(1)

— Si M est un h—module, on notera
My: ={meM :VHebh,Hm=AH)m}

I’espace propre associé & un A € h*. Contrairement au cas des T'—modules,
M n’est pas forcément égal & ®Aeh* M. On dira que M est ADMISSIBLE

S1:
M= P M,
AEh*

et si tous les M) sont de dimension finie. Dans ce cas, on notera encore
[M]:b" > Z
le caractére du h—module admissible M.

Pour un T—module M de dimension finie, on notera M* son DUAL RES-
TREINT : c’est le dual de ’espace vectoriel M ot T' agit ainsi:

VteT,Vne€ M* Yme M, tn(m)=n(t""m) .
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I1.2.2 Produit tensoriel

Etant donnés deux T—modules, M et N, qui ont chacun un caractére, le
T—module M ® N n’a un caractére que si pour tout £ € X*(T), ’ensemble

{(n,v) € P(M) x P(N) : A+v=¢&}

est fini.
On va rappeler une condition suffisante (sur P(M) et P(IN)) pour que cette
propriété soit vérifiée.
On fixe un sous-groupe & un paramétre ¢ et une famille finie {ay,...,ar}
de caractéres tels que:
<ai7 C) >0

pour tout 7. On pose Q) : = Ele Na;.
Si f e ZX (M) on appelle support de f ’ensemble
suppf = {x € X*(T) : f(x) #0} .
Soit Z[[X*(T)]] ’ensemble des f € ZX (T) dont le support est contenu dans une
réunion finie d’ensembles de la forme

v-Q (veX¥(T))

(€ et les a; sont fixés, seul v varie).
Si f,g € Z[[X*(T)]], alors le produit

X*(T) — Z
f-9: £ — f(uw)g(v)

ptv=¢§

est bien définit en raison de la condition sur les supports (cf. [Di, §7. 5.1]). En
particulier, si P(M) et P(N) sont inclus dans une réunion finie d’ensembles de
la forme v — Q, [M ® N] existe.

Si A, £ € X*(T) avec £ # 0, on pose pour abréger :

A

e . _ Atk X*(T)
T = Ze €7 .
k>0
e
On s’apercoit que T € Z[[X*(D)]] si (¢,¢) < 0.

Donc, plus généralement, si M est un T'—module de dimension finie dont
tous les poids « vérifient :
(a, () <0

on peut définir:

et

[loerpan 1 —e*)

Si A =0, c’est le caractére de l’algébre symétriqgue de M

€ Z[[x*(T)]] .

S(M): =@ S"M

n>0

1 Pour cette multiplication et pour +, Z[[X*(T')]] est un anneau.
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autrement dit :

P(S(M)) = z neg.a : Ya, ng € N
a€P(M)

ott la multiplicité d'un poids v € P(S(M)) est le nombre de suites (na)acp(nr)
telles que ) noa = v.
On notera aussi A(M) : = @,,~q A" M lalgébre extérieure de M. C’est un
T—module dont le caractére est:
H (1+e€%) .

acP(M)

On va exprimer avec ces notations le caractére de certains groupes de coho-

mologie & support.
A

On adoptera les mémes notations (S(M), AM, li—eﬁ’ Z[bh*], Z[[v*]], P(M),

le produit, le support) pour les h—modules admissibles.

I1.3 Cellules de Bialynicki-Birula

Soit X une variété algébrique compléte, lisse et irréductible. On suppose
qu’un tore T agit (algébriquement) sur X et que ’ensemble X7 des points fixes
est fini.

On va introduire des sous-variétés de X, ou cellules, isomorphes & des T'—mo-
dules.

1l existe un sous-groupe & un paramétre ¢ de T tel que X7 = X¢ (’ensemble
des points fixes de () (cf. [BB73, lemme 2.3]).

Quand z € X7, T, X est un T— module. On définit sa partie positive :

T.X, : = PTX)\
A
somme des espaces propres de poids A tel que (A, () > 0 et sa partie négative :

T,.X_: = @X(TmX))\

somme des espaces propres de poids A tel que {\, () < 0.
Comme X¢ est fini, T, X = (T, X)4 ® (T, X)_ (cf. [BB73, théoréme 4.1]).

I1.3.1 Décomposition cellulaire

A. Bialynicki-Birula a défini dans [BB73| une décomposition de X en union
disjointe de sous-variétés localement fermées et T'—invariantes (cf. aussi [Ko]);
on rappelle ici cette construction.

Comme X est compléte, pour chaque z € X, le morphisme

(K — X
Co { a +— ((a)x

se prolonge 4 la droite projective:

Go: PP X
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de maniére unique.
On pose

lim ((a).z : = (,(0) et lim ((a).z : = ((c0)
a—0 a—00
avec0: =[0:1]etco: =[1:0] € P
On associe & chaque point fixe 2 € X7 une CELLULE DE BIALYNICKI-
BIRULA

Cx): ={ye X : lim¢(a).y =2} .
a—0
EXEMPLE : On poursuit ’étude de ’exemple 2) page 16.

Soient X : = P(M(2,T)) = {[‘Z fl] : (a,b,c,d) € T4\ {0}}etT: -

{ [ g (1) ] T € IK*} un tore maximal de PGL(2, C).

X est une T x T—variété et méme une PGL(2, C) x PGL(2, C) variété pour
I’action:

Y g1,92 € PGL(2,C), VM € M(2,C), (g1,92).[M] = [91.M.g2""] .
Ccr —

. N N i _9
Soit le sous-groupe & un paramétre ¢ : ; ([ g (1) ] 7 [ zO (1) ]) .

Pour tout z € C*, on a:

e a]=[5t][e e][e 1]

_ [ 2%a 2b
T 22 d
On en déduit:
[a b ] 2%a b
7C(z)'_c 0] | zc 0]
[a 0] za 0
7<(z)'_c 0| | ¢ 0]
[ a 0] (1 0
_C(z)‘_o o] o 0]'
Il en résulte que:
b Ty = 0 1 sid=0etb#0
. a 0 0
hn%g(z)'[c d]:< [0 0]
= 20 =11 ) sib=d=0etc#0
"1 0
T3 = sib=c=d=0.
\ _0 0_

Ces points sont les points fixes de X pour T' x T (et pour () et on a:
Y0<i<3, Cxi)=2Z; \ Ziy1 ~ A%
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(suivant les notations de 'exemple 2) page 16).

* 3k Xk

De retour au cas général, voici les principales propriétés des cellules de
Bialynicki-Birula:

Théoréme I1.3.1 (|[BB73, théorémes 2.1, 2.5, 4.1, 4.3])
1° Pour tout x € XT, C(z) est une sous-variété localement fermée de X .
20 Pour tout x € X7, il existe un voisinage ouvert U de = qui est affine,
T —invariant, et un morphisme T — équivariant

¢:U—->T,X
vérifiant :
- ¢(z) =0;
- ¢ H(TpX)y) = C(z) (il en résulte que C(z) est fermé dans U) ;
—do|, =id|1,x ;

et induisant un isomorphisme :

o) 1 C(@) 3 (ToX)4 -

En particulier, C(z) est isomorphe d un espace affine avec action linéaire de
T.
3 On a la décomposition « cellulaire » : X = |_| C(x).
zeXT

Pour la démonstration, cf. aussi [Ko]

Soient z € X7 et Jc(w)/i%(z) le faisceau conormal de C(x) dans U (cf. [Ha97,
Déf 1T §8.9.1]). C’est un faisceau localement libre sur C(z), les variétés C(x) et
X étant lisses (c¢f. [Ha97, II théoréme 8.17]).

C’est aussi un faisceau T'—linéarisé sur C(z) : rappelons qu’étant donnée une
variété algébrique V' munie de I’action d’un tore T', on dit qu’un faisceau F, quasi
cohérent sur X, est T—LINEARISE, si pour tout ouvert U de X, T'—invariant,
le groupe des sections F(U) est un T—module rationnel et si ces structures de
T—modules rendent les restrictions et les morphismes

Ox(U) @, F(U) = F(U)

T —équivariants f. On dit également que F est un T —faisceau. Pour un tel fais-
ceau, les fibres F|, en les points € X7 sont des T—modules rationnels.
On note

\Y%
(jC(w)/UQC(m)) : =Homg,  (Jo(2)/9% () Oc(a))
le dual du faisceau conormal: c’est le faisceau normal de C(z) dans X.

Corollaire 11.3.1.1 On a un isomorphisme de T—modules et de €(C(x))—mo-
dules :

L (C), Oow/%m)") = S(TX)QTLX)- .

t Comme X admet un recouvrement par des ouverts affines T'—invariants (cf. [Su, corollaire
2]) ceci coincide avec la définition usuelle des faisceaux T—linéarisés de [Ke78, §1].
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\%
Démonstration : On pose N: = (JC(w)/j%(w)) . Il suffit de montrer que
Ny = (TxX)- .

Or, puisque C(z) est un fermé lisse de U, qui est lisse aussi, d’aprés [Ha97,
chapitre II, §8, Applications|, on a une suite exacte de &¢ (,)—modules (T'—liné-
arisés) :

0—)70(:6) _)TUg?JﬁC(z) - N-=>0

ot To(a) et Ty sont les faisceaux tangents de C(x) et U.
En prenant les fibres en x, on trouve une suite exacte :

(*) Te@)le = Tule =+ N|z =0 .

Mais, T (q)|e = ToC(x) et Ty|, = T,U = T, X sont les espaces tangents de
C(z) et X en z (cf. [Ke93, lemme 6.3.3]).
Gréce au théoréme 11.3.1, on sait que 'application:

T,C(x) = T X

est l'injection canonique (T, X)y — T, X. D’ou, en raison de (x), un isomor-
phisme de T'—modules:
T X/(TeX)y ~ Nl -

Comme T, X = (T, X)_ ® (TpX)y,onaN|, ~ (T, X)_. Q.e.d.

On va maintenant estimer le caractére de certains groupes de cohomologie &
support dans ces cellules en utilisant notamment le corollaire précédent.

11.3.2 Cohomologie a support dans des cellules de Bialynic-
ki-Birula

Dans la section précédente, on a vu en particulier que les cellules C'(z) sont
des espaces affines. Donc, étant donné un faisceau . localement libre et de rang
fini sur X, on sait (c¢f. chapitre I, théoréme 1.4.1) que les groupes Hé(m) ()
sont nuls si ¢ # codim(C(z),X). On va maintenant s’intéresser au degré ¢ =
codim(C(z), X).

En général, si F est un faisceau T'—linéarisé sur X (cf. la section précédente),
alors les groupes de cohomologie & support Hé(w)(f}') sont des T'—modules ra-
tionnels (¢f. [Ke78]).

Pour le théoréme suivant, on introduit une relation d’ordre (partiel) sur les
caractéres: si [M] et [M'] sont des caractéres de T—modules, on écrira

[M] < [M']

si pour tout A € X*(T'), dim My < dim Mj.
Cela étant posé, on a:

Théoréme 11.3.2 Soient F un faisceau cohérent et T—linéarisé sur X, x € X
un point fize de T et ¢ la codimension de la cellule C(x) dans X. Le T—module
HE(,)(F) a un caractere et:
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E e>\+w
AEP(F|s)

[aerrx) (I —€ ) Taep x_)(1 —€%)

[HE)()] <

ot w est le poids de \°“(T,X_) (c’est aussi le poids de wc(z))x o )-
C’est une EGALITE quand F est localement libre.

Remarque :

E e>\+w
AEP(Flz)

HaefP(TmXJr)(l —e ). [aep,x_)(1 —€)

est le caractére de

+y* - ¢ -
S(TX")@S(TeX )@ N\ (12X )2 s -

EXEMPLE : Soit U un sous-groupe unipotent maximal d’un groupe réductif
connexe G. Soit T un tore maximal de G normalisant U. Notons par {a : a >
0} = &' I’ensemble des poids de l’algebre de Lie T1U de U, pour action de T'.

Si w € W, le groupe de Weyl de (G, T), si on note w(U)" : =wlUw 1 NU

et p: = % Ea>0 a, on retrouve le caractére suivant :
. eP—w(p)
[H) 4+ (60)] =

[laso@ —e7vl)) -

En effet, aprés avoir ordonné &1, on obtient un isomorphisme de 7' —variétés :
) b

[[osoUa = U
(ua)a>0 = Ha>0 U

ol, d’une part, chaque U, est un espace affine ot 7" agit via le caractére « et,
d’autre part, T opére sur U via:

VteT, tu: =tut™ .

Soit 7 un sous-groupe & un parameétre de T tel que: Va > 0, {a,v) > 0.
Le seul point fixe de T est 1 et la cellule de Bialynicki-Birula associée & 1 et
au sous-groupe 3 un paramétre w(y) est:

Cl)={ueU : limw(y)(a)u=1}.

a—0
Or:
VaeK", w(7) (a)'(ua)a>0 = (a<a’w(7))ua)a>0
et
(,w()) >0 (w(e),7) >0 w ' (a) >0
d’ou:

C(1) ={(ua)a>o : Va, w_l(a) <0, uq =0}

= H Uy, x {0}/{e>0:w ™ (2)<0}]
a>0: w1 (a)>0
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=UNwUwNU=w(U)"

qui est de codimension /(w) dans U.
D’aprés le théoréme :

ew

[H) L (60)] = = 2 -
o Haer(noy )@ =€) Haconv)_ )1 —€%)

Mais, T1U = @, K.dus ot chaque du, est un vecteur propre de T' de
poids « et:

(MU)_ = P Kdu,
a>0: w1 (a)<0
(TU)4 = @ Kdu, .

a>0: w1 (a)>0
En particulier, w qui est le poids de /\l(w) (T\U)_ est égal a:
S azp-ul) .
a>0:w~1(a)<0

Ainsi:
epf’w (P)

Ha>0(1 - e_w(a))

qui est le caractére d’un module de Verma (cf. le chapitre III page 53).

[Hi,(EUU))+ (ﬁU)] =

k) kX

Démonstration du théoréme I1.3.2 : Quitte & remplacer X par l'ouvert
affine et T—invariant U du théoréme I1.3.1 (quitte aussi & abandonner I’hypo-
thése que X est compléte qui n’intervient plus dans cette démonstration une
fois que la cellule C(z) est définie), on peut supposer que C(z) est fermée dans
X.

SiJ: =J¢(y est I'idéal de définition de C(z), on a:

H¢ () (F) = lim Extg, (Ox /", 9)
n>0

et pour tout n > 0 une suite exacte longue (de T'—modules) :
(#%)... = Exty (Ox /7", F) = Extl (Ox /I"M,F) = Exty (3"/7"T,F) — ...
dérivée de la suite exacte courte:

0—J3"/1" = Ox JI"T — Ox /T =0 .

De cela, on déduit que si M™ est I'image de Extg  (0x /I",F) dans HE (F)
(Vn >0), alors:

— d’une part H () (F) = Upso M";

— d’autre part, pour tout n > 0, M™ C M™ avec M™*!/M™ qui est un
sous-quotient de P" : = Extj, (J7/I"1, F).
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En particulier, pour chaque A € X*(T), l'espace propre (M"+!/M™), est
de dimension < dim P{. En fait, on va montrer que @P” est un 7'—module
n>0
admissible (ou & caractére) et on conclura que:

H¢,)(F) a un caractére < Z[P”] .
n>0
Puisque les variétés C(x) et X sont lisses, le faisceau:
(jn/jn+1)v — Sn(J/j2)v = SN

est localement libre sur X (cf. [Ha97, théoréme 8.17] et [Ma70, p. 110]). De plus,
comme C(z) est isomorphe & un espace affine, on a a I’aide de [Ha66, définition
b) du chapitre III, §1 et proposition 7.2, chapitre III]:

P™ = Exty (3"/7", )
Flo@ (C@)  ®  S"N(C(z))

= we(a)/x (C(x)) o)

ﬁ(C( )

(00t We(z)y/x = /\C N est le faisceau canonique de C(z) dans X)

ot wly = A°Nle = A((TwX)-) est la fibre en = de we(y)/x -

Or, F(C(x)) est 'image de é’(C’(:t:))(]I%)fﬂz par un morphisme T'—équivariant ;
il suffit en effet, d’aprés le lemme de Nakayama, de choisir des T—vecteurs
propres dans F(C(zx)) qui relévent une base de la fibre F|, . Il s’ensuit que son
caractére satisfait & ’inégalité :

(©0) [F(C(x))] < [0(C(2))] - [F].]
< [S((TX)3]- 5]

(le - désigne le produit des caractéres défini dans la section I1.2.2).
On a ainsi:

Vn 20, [P"] <e” - [Flo]- [S(TeX)3)] - [S"NIe ]

et @ P™ admet un caractére vérifiant :

n>0
[@n>0P"] =D [P <€ [Fla] - [S(TX)P)] - D _[S™N]]
n>0 n>0
< e [Flo] - [S(TX)})] - [SN2)]
<€’ [Flo] - [S((TX)})] - [S(TeX)-)]
w - )\ - 1 - 1
e /\Eg,z(;:m)e Hoerrx (T =€) Taeprx_)(1—€)

Lorsque F est localement libre,

Exty '(9"/9"H,F) =0
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d’aprés [G67, proposition 3.7] car prof.(,)F = profe(,)Ox = cet:
Ext ! (0x/7",F) =0
suivant la proposition 1.6.2.
Donc, il résulte de la suite (**) une suite exacte courte:

0 = ExtS, (Ox /9", F) = Ext (Ox /T, F) = Bxt, (/9" 9) 50 .

Par conséquent,

n>0

avec M™: = Exty (Ox/I",F) et M™H/M™ = P = Exty (I"/I"+1, 5).
D’ou:
[H () (F)] = D[P

n>0

=e%. Z e)‘. 1 . 1

AEP(Fla) [Moer@xpy@ =€) Tlaepax_)(1—€%)

car l'inégalité (O<) est, dans ce cas, une égalité. La raison en est que C(z) étant
un espace affine et F un faisceau localement libre, F(C(z)) est un &(C(z))—mo-
dule libre (cf. par exemple [Is, appendice, prop. 8]). Q.e.d.

Remarque : Ce théoréme est démontré aussi dans [Wu]. Pour le cas ou X
est un T'—module et C(z) un sous-T—module, cf. aussi [Ke78, théoréme 11.9

e)].
Du théoréme I1.3.2, on utilisera surtout le cas d’égalité mais aussi 'inégalité
par l'intermédiaire du corollaire suivant :

Corollaire I1.3.2.1 Soient C' une cellule de Bialynicki-Birula de X de codi-
mension ¢ et F' un fermé T —stable de X, d’idéal de définition J.
Si FNC # 0, alors pour tout faisceau F, cohérent et T—linéarisé sur X, on
a:
lim HE(F@I™) = (0) .
— Ox
n>0

Démonstration : Comme lim H¢ (F éX) J™) est un T'—module, il suffit de
n>0 X
montrer que pour tout caractére A € X*(T),

(lim HE(F € )x = (0)
n>0 X

c-a-d que pour chaque A € X*(T), il existe Ny tel que:
Vn 2 Ny, (H&(F©I%)x = (0) .
On fixe A € X*(T) et on suppose que:
(o) HE(F &I #(0) -

Soit z € X7 tel que C = C(x) est la cellule de Bialynicki-Birula associée &
x et au sous-groupe a un paramétre ¢ (¢f. le début de la section II.3).
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Soit w comme dans le théoréme. D’apreés ce dernier :
[S@eX ) S @X A T X )TN >0 .
Dongc, il existe un poids u de F ® I*|, vérifiant :
(00) p+w+61+d2=2A

pour certains poids d1, d2 de, respectivement, S(T, X)* et S(Tp X_). Or:

P(S(TeX4)*) + P(S(TeX_)) =Y N.a

ot a parcourt ’ensemble de poids —P(T, X ;) U P(TX_).
En particulier, si I'on note 6 : = 61 + d, alors (J,¢) < 0 et d’aprés (es), on
a:

p=A—w-—9
= (1,0 2 (A —w,() (ewe) .

Or, (FeI)|, =F|. 0®| I"|, et I™|, est une image T'—équivariante de S™(J|,).
X |z

Soient 1, .. ., ty les poids de J|, . Comme FNC(z) est un fermé non vide et
T—stable de C(z), I|¢(z) (C(x)) est un idéal propre et T—invariant de &(C(z))
d’ou:

I ow@ (Clz)) € P S*(T=X)3) -

k>0

Il en résulte que les p; sont «strictement négatifs» au sens ot (u;,¢) < 0 pour
tout 4.
Cela étant dit, il existe a1,...,aq € N et un poids f de F|, tels que:

a1 +...+ta;=netp=apm+...+agus+ f .

Par conséquent :

(...):>a1<l"’17C)+"'+aq<Mq7C> Z </\_w_faC)

=>ne< - A—w-— 1,0

ou —e: = max{(u;,¢) : 1 <i<gq} <0 et finalement, si M : = max{—(\ —
w‘f:C : fE?(?|w}7
M
n<—.
€

On peut donc choisir Ny : = % + 1 pour que:

Vn > Ny, (HE(F ©TY), = (0) -
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I1.4 Variétés toriques

Etant donnés un faisceau inversible .# sur une variété torique X et une filtra-
tion « bien choisie » (¢f. la section I11.4.7), le complexe de Grothendieck-Cousin
associé (cf. le théoréme 1.3.1) est composé de modules dont on peut calculer le
caractére. On va ainsi retrouver les caractéres des groupes de cohomologie de
&£ sur X.

Au chapitre V, on généralisera ce résultat aux compactifications des groupes
réductifs.

En fait, pour un faisceau inversible sur une variété torique, on va déterminer
les caractéres de ses groupes de cohomologie & support dans toute sous-variété
invariante par le tore. On obtiendra une expression avec les données combina-
toires du faisceau et de la variété (cf. les théorémes I1.4.2 et 11.4.4).

On utilise les notations de [Is] et [O88], rappelées ci-dessous.

I1.4.1 Eventails

Soit N ~ Z" un réseau de rang r et de dual M : = NV.
On pose:

Nr: =N®zR;

Mi: =M®zR;

(,): Mg x Ng = R le crochet de dualité;

T: =Ty : =N ®z K* = Homz(M,K*) le tore associé¢ a4 N T,
m : Ty — K* le caractére qui est ’évaluation en m € M ¥

K* — T . R N
: { Noole sous-groupe & un paramétre associé 4 n € N. 9

z — Nz

On appellera cone de N tout cOne strictement convexe, rationnel et polyédral
de Ng (cf. [O88, §1.1]). Pour un tel cone o, soient :

Ro : =0 + (—0) le plus petit sous-espace de Ny contenant o ;
dimo : =dimRo et codimo : =r —dimo;

int o l'intérieur relatif de o ;

ovV: ={me Mg :Vné€a, (m,n)>0}le cone dual;

intoV: ={me Mg : Vneo \ {0}, (m,n) > 0} lintérieur de o ;
ot: ={me Mg :Vn€o,(m,n)=0};

S,: =MnoV.

+On identifie n ® a € N ®7 K* avec le morphisme m € M + a{™n) ¢ K*

fL’application m m est un isomorphisme entre M et le réseau des caractéres de T'.

§ L’application n — <, est un isomorphisme entre N et le réseau des sous-groupes a un
paramétre de T'.
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Le monoide S, est de type fini d’aprés le lemme de Gordan (cf. [088, 1.1.(ii)])
et saturé (c-a-d que si ¢ € N* et m € M, alors c.m € S, entraine que m € S).
Par conséquent, la IK—algébre M —graduée associée :

K[S,]: = @ Km

mESy
dont la multiplication est définie par linéarité et par:
Ym,m' € M, m-m =m+m',

est intégralement close et de type fini. C’est donc l'algébre des fonctions régu-
liéres d’une variété affine normale, (2,, dont les points sont les morphismes de
K-—algebres:

K[S,] - K .

Ceux-ci s’identifient aux applications :
f:8, - K
telles que:
fO)=1etVm,m' €S,, f(m+m')= f(m)f(m') .

Dans ,, il y a un point particulier, 2,, qu’on appelle POINT-BASE de (2,
et qui correspond & ’application :

S, — K
{1 sime MnNot
m — .
0 sinon .

Dorénavant, on ne fera pas de différences entre un point de €2, et I’applica-
tion: S, — K correspondante.

Le tore Ty est un véritable tore algébrique ~ IK*" qui agit (algébriquement)
sur les variétés ), via:

Tn x Uy — Q,

(taf) '—>t'f

ot pour tout m € Sy, (t.f)(m) = t(m)f(m).
Pour cette action, 'orbite du point z, € Q, est la sous-variété

orb(o)
des f € Q, telles que:
VmeMnot, f(m)#0etVmeS, \ Mnot, f(m)=0.

Dans Q,, orb(o) est 'unique orbite fermée de Tn. Sa codimension est dim o
(¢f. [088, §1.3, prop. 1.6]).
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Convention: Dans la suite, on sous-entendra que 0(Q,) = K[Q,] est
muni de Uaction induite de Ty définie par :

Vtetn, Vi € O(Qy), Vw € Qp,
) (w) = Pt~ w) .

Avec cette convention, si m € S,, m € €(£),) est un vecteur propre de poids
—1m.
Pour les cones de N, on notera respectivement < et < les relations « étre
une face de » et « étre une face stricte de ».

Sio <7, alors S, C S, et la restriction de S, & S, induit une immersion
ouverte Q, — Q..

Définition 3 Un EVENTAIL de N est un ensemble A de cones de N tel que:
— chaque face d’un cone de A est dans A ;
— Pour tous o, T € A, 0 N7 est une face de o et de T ;
- A est fini.
Son support est le sous-ensemble |A|: =], a0 de Ngr.

Plus généralement, pour toute partie ® de A, on notera
[®|: = U o
ced

son support.

A un éventail A est associée la VARIETE TORIQUE X (A) obtenue « en
collant chaque paire de variétés affines (Q,,;) le long de Q,n, » (c¢f. [O88,
§1.2, theoréme 1.4]).

X (A) est une variété algébrique normale et de Cohen-Macaulay (cf. [Da,
Cha. I, théoréme 3.4]), ou les actions de Ty sur les €, induisent une action
(algébrique) de T .

Dans X (A), pour cette action, les ouverts affines Ty—invariants sont exac-
tement les (Qy)oea, les Tiy—orbites sont les (orb(o))s,eca et orb(0) = Tiy est
I’unique orbite ouverte.

* %k %

Réciproquement, a toute variété X, irréductible et normale, qui contient un
tore algébrique T et qui est munie d’une action de 7T':

TxX—=X
U U
TxT——>T

qui prolonge la multiplication de T, correspond un éventail A de X,.(T), le
réseau des sous-groupes & un paramétre de 7', tel que:

X ~X(A)
comme T'—variété (cf. [O78, théoréme 4.1]).

ON GARDERA CES NOTATIONS JUSQU’A LA FIN DU CHAPITRE.
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I1.4.2 Fibrés en droites

Les objets combinatoires correspondant aux fibrés en droites sur X (A) sont
certaines applications linéaires par morceaux sur |A| qu’on appelle les fonctions
d’appui:

Définition 4 ([O88]) ' On dit qu’une application h : |A| — R est une FONC-
TION D’APPUI s’il eriste une famille {h, : o € A} d’éléments de My telle
que :

— pour toute paire de comes, 0 <71, de A, hy —h, e MNot;
— Pour tout n € o, h(n) = (hy,n).

Remarque : On a en particulier h, —h, € M N (cN7)t (Vo,7 € A).

D’aprés [088], tout faisceau inversible sur X (A) est &x(a)—isomorphe & un
faisceau Ty —linéarisé sur X (A). Et, a chaque faisceau inversible Ty —linéarisé,
on peut associer une fonction d’appui a valeurs entiéres sur NN|A| ([O88, propo.
2.4]).

On aura affaire plus tard (cf. chapitre V, section V.3.11) au cas suivant :

On se donne un faisceau inversible .Z sur X (A) qui n’est pas Tv—linéarisé
mais seulement linéarisé pour un tore Ty correspondant & un sous-réseau N’
de N de méme rang r.

L’inclusion N’ < N induit un morphisme surjectif de tores:

Thne —» TN
et une inclusion des réseaux duaux:
M<— M': =N'" .

On peut associer directement (et canoniquement) & ., sans passer par un
faisceau Tv—linéarisé, une fonction d’appui h, & valeurs entiéres sur N' N A.

En effet, si 0 € A, 6(Q,) est un anneau Ty —linéarisé (ou M'—gradué?)
et Z(Q,) est un €(,)—module projectif de rang 1 qui est T —linéarisé (ou
M'—homogene). Donc .£(€,) est un €(Q,)—module libre de rang 1 qui admet
(au moins) un générateur homogene h, (cf. [Is, proposition 8 de ’appendice]).
Soit —h, € M' le degré de h,. h, est aussi un vecteur propre de T+ de poids
he-

Proposition I1.4.1 En tant que €(§,)—modules T —linéarisés,

Z() = 0(Q)QKh,

= P EKm

me—hs+MNoV

et, modulo M N oL, h, est indépendant du générateur homogéne choisi pour
Z(Q).

t On omet volontairement la condition « & valeurs entiéres sur N N |A| ».
C_f OQ)y sim' €M
1On pose O(Qo ) + = { 0) sinon
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Remarques :
— En particulier, si 7 est une face de o, alors h, = h, modulo M N7+

— si le point-base z, de louvert 2, ((cf. section I1.4.1) est un point fixe de
Tn dans X (A), alors le caractére h, est aussi le poids de la droite .|, ,
qui est la fibre de £ en z, ;

— le faisceau .}, est noté &x(D_p) dans [O88, §2.1].

Démonstration~: La premiére partie de la proposition vient du fait que
Z(Q,) = 0(2,).h,.

Si f, est un autre générateur homogeéne (c-a-d T'—vecteur propre) de
Z(Q,), de degré —hl , alors f, = ay.hy pour un élément homogeéne et inversible
de £(f,). Forcément, a, est homogene de degré € MNoVN—(MnNo¥) = MNo=.
D’ou h!. € hy + MNot. On en déduit 'indépendance de la classe de h,. Q.e.d.

Définition 5 On dit que Uapplication :

h - |A| — R
"1 n — {hs,n)sin€o

est la FONCTION D’APPUI ASSOCIEE A .Z et on écrira :

.,ip:.,gh.

11.4.3 Cohomologie & support

Soit N’ un sous-réseau de N de méme rang 7.

Soient h une fonction d’appui sur |A| & valeurs entiéres sur N' N |A| et,
comme précédemment, %} le faisceau associé, inversible et Tn»—linéarisé sur
X(A).

Pour deux espaces topologiques B C A, on notera H*(A, B;R) les groupes
de cohomologie relative, & valeurs dans R, définis par exemple dans [Spa, Chap.
5, sec. 4, ex. 5].

Cela étant posé, on va démontrer le:

Théoréme 11.4.2 Pour toute sous-variété stricte Z de X(A), fermée (éven-
tuellement réductible) et Tn—invariante, les groupes de cohomologie a support
dans Z du faisceau £}, ont pour caractéres comme Tn'—modules :

Vi>0, [Hy(Z)]= Y dim HN(V(h,m),V(hm) N |Ax\ 7| R).e™
meM (h)
o :

'(hy: ={me M :VneNN|A|, (m,n) —h(n) € Z}
hy + M (pour tout o € A);

- V(h,m): ={ne€|A| : (m,n) —h(n) > 0};

~Ax\z: ={0€A:Q, CX\ Z}={0c €A : ortb(o)NZ =0}, c’est
léventail de la variété torique X \ Z.

||§
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Remarque :
Lorsque Z = X, on a, d’aprés [De70] et [Da, théoréme 7.2]:

Vi>0, [Hi(%)] = [H(X, %)) = Y dmH (ALY (h,m);R).e™ .
meM'(h)

I1.4.4 Démonstration du théoréme a I’aide de la cohomo-
logie de Cech

On garde les notations de la section précédente: X = X (A) est une variété
torique et Z est un fermé strict, Ty —stable, de X.

On va calculer les caractéres des groupes de cohomologie a support a ’aide
de la cohomologie de Cech.

Soit m € M'(h).

D’aprés [O88, théoréme 2.6] et [Fu, proposition du §3.5]), on a des isomor-
phismes:

(©) @i(A): (H'(X, %h)5 = Hymy (1AL R) (Vi >0)

ot Z(h,m) : ={n€|A| : (m,n) — h(n) <0} est un fermé de |A| et ou l'on
identifie R avec le faisceau constant de fibre R sur A qui est muni de la topologie
usuelle de Ng ~ R".

En particulier, si X est affine, on a:

Vi>0, H(X, %) = (0) =
(O0) Vi >0, (Hy(X, %)) =H" 1 (X \ Z, %)
et par suite:

Vi>0(Hy(X, %)) = H;—(;’m)mx\ L(Ax\ 2|, R) -

avec: Ax\z: ={0 €A : Q, CX(A) \ Z} ={o €A : orb(o) N Z = 0}.
En général, X n’est pas affine et on n’a pas d’isomorphisme comme (<<).
Néanmoins, on a toujours une suite exacte longue:

(*) 0= HY(X(A), %) — HYX(A), Z) — HY(X(A) \ Z, %) — ...
D’un autre coté, puisque:

R sip=0

HP(A’R):{ (0) sip>0,

pour tout ¢ > 0, est vérifiée:

Hy g my(IALR) = H (AL A] \ Z(h,m);R) = H(|A] \ Z(hm);R)

ou H *( ,R) est la cohomologie réduite & valeurs dans R (¢f. [Spa, Chap. 5,
sec 4, §2]) et on, par convention, pour tout espace topologique E :

R SiE=0

H ' (E,R): ={ 0) SiE#(
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(cf. aussi [Sta, définitions 3.4, 3.9, 3.10]).
On obtient une autre suite exacte longue:

(++) 0= H'(|A] \ Z(h,m);R) = H*(|Ax\ 2| \ Z(h,m);R)

— HY(|A]\ Z(h,m),|Ax\ 2] \ Z(h,m);R) = H°(|A] \ Z(h,m);R)
= H(|Ax\ 2|\ Z(h,m);R) = H'(|A]\ Z(h,m), |Ax\ 2|\ Z(h,m);R) — ...

(¢f. [Spa, Chapitre 5, Section 4, §13]).

En prenant ’espace propre associé au caractére m € X*(Tn:) dans la suite
() et en tenant compte des isomorphismes naturels (<) on obtient un dia-
gramme commutatif:

(HH (X (A), %)~ P8 Al Z(hm),R)

. vi(Ax\ z)
(H'(X(A) \ Z,£))

~
m

HY(|Ax\ 5] \ Z(h,m),R)

ou lorsque ¢ > 0, les fleches horizontales ¢; sont des isomorphismes.
Grace au lemme des cing (cf. [Bou, §1, corollaire 3]), on en déduit des iso-
morphismes de IR—espaces vectoriels :

(Hy (L) = H'HIAL\ Z(h,m), |Ax\ 2] \ Z(h,m);R)
pour tout i > 0 (en particulier, (Hy (%))~ = (0)).
*
Lorsque m ¢ M'(h), pour tout ouvert affine Q,, o € A,
T(Q0, 1))y = (0)
donc pour tout i > 0:
(H (X, Z))5 = (H'(X \ Z,2));, = (0) .

Il s’ensuit :

(Hy ()5 = (0) -
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Cela démontre le théoréme 11.4.2.

* 3k Xk

On va retrouver les caractéres des groupes de cohomologie & support & ’aide
du complexe de Grothendieck-Cousin et en obtenir une expression avec les
groupes de cohomologie d’Ishida.

I1.4.5 Complexe d’Ishida

On commencera par rappeler la définition de la cohomologie d’Ishida avant
de faire le lien avec le complexe de Grothendieck-Cousin dans la section 1.3.
On conserve les notations de la section 11.4.1.

I1.4.5.1 Un isomorphisme canonique

Si o est un cone de N, de dimension d, alors le réseau M N ot est de rang
r —d. On pose

Y/ :/\T_dMﬂaJ‘;

c’est un Z—module libre de rang 1 (isomorphe & Z mais en général non canoni-
quement).

Soit 7 un cone de N, de dimension d + 1 dont o est une face. On définit de
méme Z, .

M.-N. Ishida ([Is]) a introduit une application linéaire canonique

dr/o * Lo = Xy

de la fagon suivante :
Chaque élément k de Z, s’écrit de la forme:

k=miAmasA...Am._4

outm; € MNot et my,...,mp_qg€MNTE.

De plus, le semi-groupe (74 (—¢))NN/Ro N N a un unique générateur : on
le note a, /-

Soit alors :

QoM Ama A Ame_q): = (M1,0;/5).MaN... AMy_g .

Cette définition ne dépend que de k, o et 7, de plus ¢, /, est un isomorphisme
(¢f. le paragraphe qui précéde le lemme 1.4 de [Is]).
11.4.5.2 Parties localement fermées d’un éventail

Si @ est une partie de A, on dit que:

— & est OUVERTE si:

VroeA 71<ocetce®=17€d ;

— & est FERMEE si:

VrioeA 71<ocet7€P=>0€d ;
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— ® est LOCALEMENT FERMEE Si:

Vr,o0,p€E A, 71<p<ocetT,c€EP=>ped .

Cette terminologie s’explique par le fait suivant :

® est ouverte (resp. fermée (resp. localement fermée))

& U orb(o) est ouvert (resp. fermé (resp. localement fermé)) dans X (A) .
oed

11.4.6 Cohomologie d’Ishida

Soit @ une partie localement fermée de A. M.-N. Ishida a défini un complexe
(€(2),d) >0
ou pour tout j > 0:

e(®): = P Z

o€2(j)

avec ®(j): ={o € ® : dimo = j} et ou les différentielles
d’ : @I (D) = I (D)
ont pour (o, 7)—iéme composante :

{ dr/o sio <7
0 sinon .
Définition 6 Il est démontré en [Is, lemme 1.4] que (C*(®),d*) est bien un
compleze.

On Uappelle le COMPLEXE D’ISHIDA de ® et on note H*(®) son homolo-
gie. C’est un Z—module de type fini. On note H*(®,XK) I’homologie du compleze

(e*(@)%m, & ® 1).

On exprime dans la proposition suivante les groupes de cohomologie d’Ishida
en fonction de groupes de cohomologie relative de sous espaces de la sphére de
]N]R ~R": o

Nr: =Ng \ {O}/R; = S"'.
On notera, pour toute partie ® de A, ® le sous espace |®| \ {0}/R; de Ng.
Remarque : ® est homéomorphe & |®| N S™1.

Proposition 11.4.3 (JO88, §3.2, remarque p. 120]) On suppose que A est
simplicial.

Soit ® une partie non vide de A.

Si ® est ouverte, alors:

Vi>0, H(®K)=H ' (9,R) .
Si en revanche, ® n’est que localement fermée, alors:

Vi>0, H(®,K) = H (31,3, R)

pour toutes parties ouvertes et non vides &2 C ®; de A telles que ® =
®; \ Do
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En fait, dans [O88], on ne trouve que la version « ® est ouverte » de cette
proposition mais la démonstration est identique dans le cas général (c¢f. B.2 en
annexe).

I1.4.7 Complexe de Grothendieck-Cousin « torique »

On reprend les notations de la section 11.4.3:
- X : = X(A) est une variété torique et lisse;
— % est un faisceau inversible et T —linéariséf sur X (A);

— Z est une sous-variété fermée (qui peut étre réductible) et Ty —invariante
de X(A).

— Ax\ z est I’éventail de 'ouvert X \ Z, i.e. Ax\z ={0 € A : orb(o) C
X\ Z}.

On va retrouver les caractéres des groupes de cohomologie & support :
Hy (%)
en démontrant le

Théoréme 11.4.4 Soit ®,, .z la partie localement fermée de A formée des
cones 0 € A qui:

— sont inclus dans {n € A : {m,n) — h(n) >0} U {0} ;
— et rencontrent |A] \ |Ax\ z|.

Alors : R
[HZ gh = Z dlm]KH th;]K) m
meM’(h)

Remarque : On a:

{ m € M'(h)

3 Vv
Vn€o \ {0}, (m,n)—h(n) >0 & meh, + MnNinto

et:
oN[A[\ [Ax\z| #0 & orb(o) C Z

Dot: ®ppz = {0 € A : orb(c) C Zetm € h, + M Ninto"} pour tout
m € M'(h).

EXEMPLE : On suppose que M' = M.

Dans le cas ou X = A" et Z = {0}, A est l’ensemble des faces du cone
o =Ryei+...+Ryer ol {er,..., e} est une Z—basede N et, Ax\ z = A\{o}.

En particulier:
,

|AX\Z|: U Z R+€k

J=1 k=1: k#j
et:
Al \ [Ax\z|=Rie1+...+Rie, =into .

t T est un tore de dimension 7 dont Ty est une image
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On en déduit que:
Proz={r€A :tNintec#P}N{reA: 7C{neo: (mn)>0}U{0}}

[ o si pourtout 1 <j<r (m,e;)>0
1 0 sinon .

Le complexe d’Ishida correspondant est donc:
0—...2%Z,—-0

et
; K sii=retVy (m,e;) >0
H (®m0.2,K) = { (0) sinon . I i)

Par conséquent, on retrouve le caractére:

[Hiy (Oar)] = S ™.

m:V j,(m,e;)>0

I1.4.7.1 Filtration de la variété torique

Pour tout p > 0, soit Z, la réunion des T —orbites de X (A) de codimension
2 P

Comme X (A) n’a qu’un nombre fini d’orbites et puisque le bord d’une orbite
est une réunion disjointe d’orbites de dimension strictement inférieure, les Z;
sont des sous-variétés fermées et Ty —invariantes de X (A).

De plus, Z, \ Zp41 = U orb(o) est une union disjointe d’ouverts

o :dimo=p
affines (dans Z,, \ Zp41), donc une sous-variété affine de X (A) de codimension
p. Puisque X (A) est de Cohen-Macaulay, il en résulte, d’aprés le théoréme 1.3.1
et sa remarque 3, que:
+ —
Vq#0, HYY, (Z) = (0)
et que: '
HY(X(A), Zn)

est exactement le i—éme groupe d’homologie du complexe de Grothendieck-
Cousin : -
GC*: 0= ... @ (Hf)’rb(a)(.,%)) > ...
o :dimo=p

Pour chaque (o,7) € A(p) x A(p+1), la différentielle dP a pour (7, 0)—iéme

composante un morphisme :
(O) d‘r/o : (H(I;rb(a—) (-’gh)) - (H(I;i[;}-,-) (-’gh))

qui, d’aprés le lemme 1.5.1, est nul si Porbite orb(r) n’est pas incluse dans

Padhérence orb(o) c-a-d si o n’est pas une face de .
En passant, on a aussi:

(00) Vg #0, HY () =P HEL! (%) = (0)

Zp \ Zp4a orb(o)
o
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ce qui entraine la:

Proposition I1.4.5
Vd# dimo, Hyy,\(Zh) = (0) .

Remarque : Ce dernier résultat est une conséquence immeédiate du théo-
réme 1.4.1 dans le cas oit X est lisse mais non dans le cas général.
On aura besoin d’analyser:

Hon o (L) -

D’aprés le lemme d’excision 1.1.2, d;{f%g) (&) = dr{)n(g) (Zla, ) Or, Q, est
un ouvert affine de X(A) qui contient orb(c) comme fermé. Soit I, l'idéal
correspondant,.

Avec les notations du premier chapitre, on a:

Hgni) (L) = Hi™ (£h(Q)) -

Mais, £, (Q,) = é’(Qg)%]Kﬁ,, suivant les notations de la section 11.4.2;

donc: N
Hoim o (L) = HE™ (0 (2,))@Kh,

Puisque orb(c) est 'unique orbite fermée de Q,, son idéal de définition I,, est
l'unique idéal maximal homogene de €(Q,) = K[M NnaV].

Si on fait I’analogie avec le cas, non homogéne, d’un anneau local avec son
idéal maximal, on peut penser que:

Hm (0(0,)) = Y

o

le dual du faisceau canonique w, de &(Q,) et donc que:

S;{)‘Eg) () = w, ®1Kh

= (x) Hobio) (L) = D K
meE—hs—int oVOM
(d’aprés 088, §3.2, remarque (i) p. 126] et [Is, proposition 6.2 p. 131]).
On va démontrer (x) dans la suite (c¢f. le lemme 11.4.6 et le théoréme B.1.1
dans les annexes).

I1.4.7.2 Lien avec le complexe d’Ishida et fin de la démonstration
du théoréme 11.4.4

Pour établir le lien avec le complexe d’Ishida, on pose
z: ={0c €A : orb(oc) C Z} .

Remarque : Comme Z est fermé, & est une partie fermée de A.
Soit m € M'.
Soient, :
®ppn: ={c€A :meh,+MnNintc"}
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(c’est une partie ouverte de A) et
rnz: =PzN Py

(qui est une partie localement fermée de A); on notera H*(®y, 5, 7; K) sa coho-
mologie d’Ishida (cf. la section 11.4.6).
Suivant le paragraphe qui suit la remarque de la page 48, on pose:

K, (m): = K, sim€h,+inte¥NM
o\m) = (0) sinon .

Sid: = dimo, alors on reconnait que K, (m) est la c—iéme composante de
€4 (®,,,n, K), le d—iéme terme du complexe d’Ishidade ®,, j, (cf. la définition 6,
page 45).

Soient ¢ < 7 deux cones de A ; on note encore:

dr /o * KO’(m) - ]KT(m)
le morphisme défini par Ishida (¢f. le début de la section 11.4.5) si:

meh,+int7™VNM Chy,+intc¥ N M

et ¢, /o : = 0 sinon.
Avec ces notations et en marquant d’un indice m les espaces propres associés
au caractére 7, on a:

Lemme 11.4.6 Il existe une famille d’isomorphismes (de K—espaces vecto-
riels) :
o+ (Hyntoy (Zhla, ) = Ko (m)

(o]

telle que pour toutes paires de cones 0 < 7 de A avec dim7 = dimo + 1, le
diagramme suivant :

i dr/o imT
HYmo (Sala, )q —= HIET (Gl )y

l% l%

K, (m) ——" K, (m)

commute (pour la définition des d,;,, cf. (¢) page 47).

Remarque : En particulier, pour tout o € A, on a:

Himo(00,)= P K.

mE—MnNint oV

Puisque .}, est un faisceau inversible, il suffit de démontrer ce lemme lorsque
h = 0. Pour cela, c¢f. , dans les annexes, le théoréme B.1.1.
k% %k %

On va cette fois filtrer X en commencant par Z : on pose , pour tout p > 0,
Z, : = Z,N Z; cest la réunion des orbites incluses dans Z et de codimension
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> pdans X et, Z, \ Z,, est la réunion disjointe des orb(o) incluses dans Z et
de codlmensmn p, c-a-d telles que o € ®4(p).
La proposition I1.4.5 a pour conséquence :

Vi 0, Hy , (Z)= D Hip (%) =0)sij#p

ocedz(p)

et donc, d’aprés le théoréme 1.3.1, appliqué & la filtration
XDZ=Z227Z1D...,

H}(%,) est précisément I’homologie du complexe de Grothendieck-Cousin :

5C 0= ...» P Hipeo( L) S...=0.

ocED (i)

En prenant pour chaque m € M’ les espaces propres associés au caractére
m (notés avec un indice M), on trouve que

(Hz(Zh)5,
est I’homologie du complexe:
* dP
g¢,:0—>...—> @ Orb(a) L))y =~ ---—0
a€®z(p)

pour tout ¢z > 0.
Par ailleurs, en tenant compte des notations du lemme 11.4.6, on pose pour
tout p > 0:

@ Po @ Orb(a h) - @ ]Ka'(m

g€Pz(p) oc€dz(p) o€®z(p)

Mais,
@ ]Ka(m) = ep((}m,h,Z;IK)

c€d@z(p)

est le p—éme morceau du complexe d’Ishida de ®,, 5,z (cf. la définition 6, page
45) et en raison du lemme I1.4.6, le morphisme

(‘Pp)pzo : Se:n - € (‘I’m,h,ZQIK)

est un isomorphisme de complexes ( i.e. tous les ¢, sont des isomorphismes et
commutent avec les différentielles des deux complexes).
En conséquence :

Vme M, Vi>0, Hy (L) = H (®mpzK) -

Q.e.d.
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Chapitre 111

Actions de groupes réductifs

Dans ce chapitre, on considére un groupe réductif G et son algébre de Lie
g. Aprés avoir posé les principales notations propres & G, on va introduire la
classe des g — B—modules (B étant un sous-groupe de Borel de G) (cf. la section
ITI.1). Les termes des complexes de Grothendieck-Cousin dont on se servira aux
chapitres IV et V sont de cette classe.

On va notamment rappeler comment ces g — B—modules se décomposent
grace aux caractéres centraux de g (cf. la proposition IT1.1.2). On mentionnera
aussi la définition des modules de Verma tordus qui apparaitront au chapitre V
comme quotients successifs de certains groupes de cohomologie & support.

On rappellera également la définition générale des faisceaux linéarisés pour
un groupe algébrique linéaire f(cf. la section II1.2) et comment I’algébre de Lie
agit sur les groupes de cohomologie & support de tels faisceaux (cf. le théoréme
I11.2.2).

On utilisera ensuite le complexe de Grothendieck-Cousin pour redémontrer
le théoréme de Borel-Weil-Bott (I11.3.2) par la méthode qu’on emploiera pour
démontrer les théorémes principaux du chapitre V.

Enfin, on étudiera les groupes de cohomlogie du faisceau structural de G, &
support dans les B x B~ -orbites.

Pour ce chapitre et pour les suivants, soient (c¢f. [Di, 1.10.2 et 1.10.22] et

[Sp81]):
G un groupe algébrique réductif et connexe sur K ;
g son algébre de Lie;
bh une sous-algébre de Cartan de g;
g =n"®dhdnt une décomposition de Cartan de g (cf. [Di, 1.10.2 et 1.10.22]) ;
b: =hent , b : =hdn;
® = &t LI d~ le systéme de racines associé;

(X o, Hy, Xo)acs un systéme de générateurs de Cartan de gt;

tqui est équivalente a celle donnée pour les tores a la page 30.
1 c’est-a-dire tel que:

- Va€e® gao={X€g|VHebh, [HX|=a(H)X} =KXa;
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go: =KX, Va€d);

Z.® C b* le réseau des poids radiciels;

A la base de ® associée a b;

B et B~ les sous-groupes de Borel de G' d’algébres de Lie b et b~ ;
U et U™ les sous-groupes unipotents maximaux de B et B~ ;

T le tore maximal BN B~ ( d’algeébre de Lie b);

U, le sous-groupe additif (~ K) de G d’algébre de Lie g, ;

(,) :b* xh — K le crochet de dualité;

X : = X*(T) le réseau des caractéres de T';

Y : = X.(T) le réseau des sous-groupes a un paramétre de T';
Remarque : VAeX,Vvey, (\,v)eZ

aV le sous-groupe & un paramétre de T tel que:

VAED , Vaed, (\aY)=\H,);

p: :%Zaeqﬁ'aetpv: :%Eaedﬁ'av T;
W : = N(T)/T le groupe de Weyl de G ;

Vwe W, l(w): =|{a€d®" : w(a) € " }| = dim BwB — dim B la longueur
de w;

wo € W I’élément de plus grande longueur;
< 'ordre de Bruhat sur W: Vw,w' € W,w < w' si BwB C Bw'B.

On écrira w < w' si w < w' et w # w'.

Comme au chapitre II, section I1.2.1, on identifie X & un sous-groupe de h*
et Y & un sous-groupe de b.

Le groupe W agit sur T par conjugaison. Il en résulte une action de W sur

heth*:
YweW,VHEWVIED, wH=Adw)(H) et (wA)(H) =Aw ".H) .
On note * ’action «tordue» de W sur h*:
VweW,Vieb, wxd: =w(A+p)—p .
Si a € P, la réflexion s, est 'unique élément de W tel que:
VA ebh* sa(A) =2 — () av)a .
On pose aussi:

b*t: ={Xebh* : Va€e @t (A,a") > 0} Pensemble des poids DOMINANTS ;
- Vac (ba [XOHX—OL] = Ha 5
- Vaed, a(Hy)=2.

tOna:VaeA, {(p,aV) ={(a,pV) =1
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hb**t: ={Aeph* : Va e ®t,(X,a") > 0} I'ensemble des poids DOMINANTS
REGULIERS ;
Xt:=XnpFT et XTt: =Xnptt;
P: ={)\ebh* : Vae ?,(\av) € Z} ’ensemble des poids ENTIERS ;
Pt =Pnpt;
P+ = PAprtt;

Q+ L= EO{EQ"’ ]N.a.
De Q1, provient une relation d’ordre partiel sur h* ; on pose:

A<psip—reQt (YApep).

Soient aussi :

Yt: ={veY : Ya € &+, (a,v) > 0} 'ensemble des sous-groupes & un
paramétre dominants ;

Y~ : = —Y7T I'ensemble des sous-groupes & un paramétre antidominants ;

Yt+:. ={weYy :Vae dt (av) >0}

Pour un sous-groupe & un paramétre v, on notera v > 0, respectivement
v < 0, la propriété v € Y*+, respectivement —v € Y++.

Ul(g) lalgébre enveloppante fde g;
Z(g) son centre;
Z(g)' : = Homk_a1¢(Z(g), K) 'ensemble des CARACTERES CENTRAUX;

M) : = U(g)U%)]K,\ le MODULE DE VERMA de plus haut poids X € h* 1.
Les modules de Verma sont des exemples de g—modules admissibles (en tant
que h—modules) (cf. la page 26).
Pour tout A € h*, on a:

(¢f. |Di, prop. 7.5.7]).
On notera aussi:

L(X) le g—module simple de plus haut poids A € h*;
X le caractére central de M (A) (et de L()\));

Wx: ={reb* : xa =x} (x € Z(9)").

t Et plus généralement, U(a) sera 1’algébre enveloppante d’une algébre de Lie a.
1K, est la droite IK munie de ’action de b définie ainsi:

Ybeb Ve K,bx: = Ab)z
avec A(b) = A(h)sib=h+n (h € h,n €nt).
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Remarque : L()) est 'unique quotient simple de M (\) et si A € X, L(\)
est un G—module (rationnel) : le G—module irréductible de plus haut poids A.
On dira qu’un poids A € h* est REGULIER si Va € &,{\,a) # 0 et SINGU-
LIER sinon.
Dans ce cas, on désignera comme au chapitre II par [M] le caractére de M.
Enfin, soit ¢ : G — G 'unique automorphisme de G tel que
1°VteT, ¢(t) =t1;

2°Va€®, p(Xy) =X _qo0up: =dp. : 99
Apparaitront des modules d’un type particulier :

ITI.1 Les g — B—modules

Définition 7 Soit M un g — module. On dit que M est un g — B—MODULE
st Daction de la sous-algébre b C g dérive d’une action rationnelle de B sur
M. Si M est finiment engendré en tant que U(g)—module, on dit que c’est un
g — B—module de TYPE FINI.

EXEMPLE : Si A € X, alors le module de Verma M () est un g — B—module
de type fini.

Les g — B—modules de type fini sont des g—modules réguliers au sens de [Di,
§7.8.15]. En particulier, & isomorphisme prés, les g — B—modules simples sont
les

LX), NeX

(Cf. [Di, 7.1.11, 7.1.12 et exercice 7.8.15])
Remarque : Comme K est de caractéristique nulle, un sous-g—module
d’un g — B—module est encore un g — B—module (¢f. [Hu95, théoréme 13.2]).

IT1.1.1 Caractéres centraux

II1.1.1.1 Espaces propres généralisés et décomposition des g— B—mo-
dules

On rappelle d’abord le:
Théoréme IIL.1.1 (cf. [Di, proposition 7.4.7]) xa» =x, <A € W x p.

Pour chaque g—module M et chaque caractére central x, on définit des sous-
g—modules:
M)((k) : =

{meM | Vz,...,zr € Z(g), (71 — x(z1)id) - - - (2 — x(21)id).m = 0}

.= (k)
et M, : = U M,
k>0
L’ESPACE PROPRE GENERALISE associé 3 .
Si M est un g—module, on dira que M admet un caractére central (respecti-

vement un caractére central généralisé) x € Z(g)' si M = MS) (respectivement
M = M,).
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De méme que les T—modules se décomposent en somme directe d’espaces
propres pour les caractéres de 7', les g — B—modules se décomposent en somme
directe d’espaces propres généralisés pour les caractéres centraux de g:

Proposition ITI.1.2 i) Pour tout k > 0, M>(<k) c M,(Ckﬂ) et on a:

o My= P M.

X€EZ(g)’ X€EZ(g)’

Si M est un g — B— module ou si M admet un caractére alors :

M= P M, ;

X€Z(g)’

ii)

iii) Si M est de type fini comme U(g)—module, alors M admet un caractére et
une suite de Jordan-Hélder.

On trouve ’énoncé dans [Di, exercice 7.8.15]. Cette proposition est démon-
trée dans [BGG] lorsque M est de type fini. Cette démonstration s’adapte sans
difficultés au cas général, cf. la section C.1 en annexes. [Cf. exercice 7.8.15 de
[Di] et [BGG]]

Le fait (4¢) a pour conséquence que le foncteur :

M — M,

est exact sur la catégorie des g — B—modules, autrement dit :

Si M' - M — M" est une suite exacte de g — B—modules ou de g—modules
ayant un caractére, alors pour chaque x € Z(g)', la suite M} — M, — M} est
aussi exacte.

La proposition suivante est évidente:

Proposition IT1.1.3 Si M est un g—module ayant une suite de Jordan-Hdlder,
alorst:

[My s L)) = 0sixa # x -

Si M est un g — B—module dont toutes les composantes M, (x € Z(g)')
sont de longueur finie, on notera

[M: L)
la multiplicité de tout g—module simple L dans M, ol x est le caractére central

de L.

Proposition I1I.1.4 Si 0 - M' — M — M" — 0 est une suite exacte de
g — B—modules, alors sont équivalentes :

i) Pour tout x, M, est de longueur finie ;
i) Pour tout x, M, et M sont de longueur finie.

Dans ces conditions, on a [M': L1+ [M" : L] = [M : L] pour tout g—module
simple L.

Remarque : Les conditions de cette proposition sont vérifiées si par exemple
M est admissible (cf. [Di, §7.6.1]).

1 Si M est un g—module qui a une suite de Jordan-Holder, on notera [M : L] la multiplicité
d’un g—module simple L dans M.
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I11.1.1.2 Caractéres des espaces propres généralisés

En général, il est difficile de déterminer les composantes M, de M (par
exemple de calculer leur caractére). Mais si M est admissible et si on sait ex-
primer le caractére de M comme une « combinaison linéaire » de caractéres
de modules de Verma, on aura le caractére de M, en ne gardant dans cette
combinaison que les modules de Verma de plus haut poids dans W . En effet :

Proposition II1.1.5 Soit E une partie d’une réunion finie d’ensembles de la

formev — Q7T (v € bh*).

Alors, pour toute famille d’entiers (nx)xck, le caractére (formel) :

S M)

A€l

est défini.
De plus, si M est un g — B—module admettant un caractére de la forme:

[M] =" ma[MOV)],
AEE
alors pour tout caractére central x de g, le g—module M, a pour caractére :

M= D m[MO)]

AEENWY
oa Wx: ={Xe€b* : xo=x}-

Remarque :
Supposons que M est un g — B—module dont le support du caractére vérifie
la méme condition que E ci-dessus. Alors le caractére de M s’écrit :

M= > mMW)

AEsupp[M]

avec pour tout A, ny = <(H (1—e%)- [M]) (N).

a>0
Démonstration : Pour justifier que le caractére

S nalM )]

AEE

est défini, il suffit de montrer que pour tout u € h*, 'ensemble :
{Ae E : [M(A)](n) >0}

est fini. Compte tenu de la condition sur le support de [M], il suffit de vérifier
que:
{Aev—Q" : MW >0}

est fini.
Or:

- [M(N)](p) # 0= u < A (cf [Di, proposition 7.1.8.ii]) ;
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~sigeQt, p<v—qeqg<v—yp;
-Veéebh* {geQF : ¢ <&} est un ensemble fini (¢f. [Di, Chapitre 7]).

Cela démontre la premiére partie de la proposition.

Soient v1,...,vy € h* et F la réunion des ensembles v; — Q7.

On suppose que E C F. En particulier, supp[M] C F. Soit x un caractére
central.

Le g—module M, est de longueur finie d’aprés la proposition III.1.4; donc,
le caractére [M,] est une combinaison linéaire finie des caractéres [L(\)] ou A
décrit ’ensemble fini Wx. Puisque M, est un sous-g—module de M, on peut
se restreindre aux A € Wx qui sont inférieurs (selon 'ordre <) & un poids
p € supp[M].

Mais, les [L(\)] s’expriment, & leur tour, en fonction des [M(v)] avec v €
Wx etv < A (c¢f. [Ke78, théoréme 12.9]). Il existe donc une famille d’entiers
(n) A)aewx tels que:

[My]= Y ni M)

AEW X

et n'X’ y 7 0 seulement si X est inférieur & un poids de M. A fortiori, les A pour
lesquels n;’ » # 0 appartiennent & F'.

Or:
[M] = [P M)

ZZ Z ”;,A[M(/\)]

X AEWX
=D B MN] =D m[MW)] .
AeF AEF
Ce qui s’écrit aussi:
oNeF n;“,/\e/\ . D oaeF nyet

Ha>0(1 - ea) B Ha>0(1 - ea)

(¢f. la section I1.2.2 sur le produit de caractéres), d’ou:

VAEF, nl \=n .

Par conséquent :

(Ml = D mh s\ IM)]

AeWx

= Z ”;A,A[M()\)]

AeWx

= ) mMO)

AeENWx

Q.e.d.
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Dual restreint

Si M est un g—module qui admet un caractére, en général, le dual usuel de
M n’est pas admissible. Aussi 4 I'aide de ’endomorphisme ¢ vu en page 54, on
définit un autre dual M*, le DUAL RESTREINT de M :
1° on munit Homg (M, K) d’une structure de g—module définie par

VX €g, V)€ Homg(M,K), XA: = —A(p(X). —) ;

2° on note M* le sous-g—module de Homg (M, K) défini par :
M*: ={X € Homg(M,K) : U(h).\ est de dimension finie sur K} .

Lorsque g = b, on retrouve le dual restreint défini en section I1.2.1. Si M =
@ My, alors M* = @ Homg (M, K). L’action de g sur M* est telle que

Aeh* Aeb*
(M*)» = Homg (M, K) si bien que M* admet le méme caractére que M.

Proposition II1.1.6 (JAL]) Si M est un g — B—module admissible, alors M*
ausst.

Une famille importante (au moins pour la suite de ce texte) de g — B—
modules est constituée par:

IT1.1.2 Les modules de Verma tordus, d’aprés [FF] et [AL]

Si g est semi-simple, on note M*(\) le MODULE DE VERMA w—TORDU
de plus haut poids A. C’est un g — B—module de type fini, de plus haut poids
A qui est U(w(n) Nn~)—libre et dont le dual restreint est U(w(n) Nn)—libref.

Remarque : M™()\): = le module M**°()) de [AL, p. 13].

De plus, M¥()) admet x» comme caractére central et a le méme caractére
que M(X):

et

Ha€<1>+(]‘ - e—a) .

[M(N)] = [M(N)] =

En particulier :
MY(X\) = M(\)* et M™(\) = M()\)

et plus généralement, les sous-quotients simples de M ¥ (\) et de M () sont les
mémes et apparaissent avec la méme multiplicité (cf. le §2.2 de [FF]). Donc, si
1 est un poids dominant :

(IIL.1) [M*(X) : L(w)] = { (1) Ssiir/}o:lf

En effet,
[M*(A) : L(p)] = [M(A) : L{p)] >0
= p< Aet xu=xa
Su<detpueWsx\.
Or, si pu est dominant, alors:
VweW, wp+p) <p+pcadwxp<p.
Ainsi, A < p et finalement, A = p.

t ot I’on note w(n) 'algébre de Lie du groupe wUw™!.
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I111.1.3 Suite de composition

Au chapitre suivant, on aura besoin de calculer des caractéres de certains
g — B—modules. On utilisera pour cela, et surtout pour obtenir des expressions
en fonction des caractéres des modules de Verma, des filtrations «en forme de
w—drapeau».

Définition 8 Soit w € W. Si V est un g — B—module et si D C X est un
ensemble de caractéres, on dit que V admet un wW—DRAPEAU DE TYPE D s’
existe une suite de composition de 'V :

V=VyD2V1D...2VNn D Vny1=(0)

telle que
1° chague quotient V;/Viy1 (0 < i < N) est isomorphe ¢ M™(v) pour un
veD;
2° pour chaque v € D, il y a un et un seul entier i pour lequel M™(v) ~
Vi/Vips -

On conviendra que (0) est le seul g — B—module qui admette un w—drapeau
de type 0.

1l résulte de la définition précédente qu'un g — B—module, V', qui posséde
un w—drapeau de type Y est de type fini et a pour caractére:

Vi=> [M@)] .

La proposition suivante est immédiate :

Proposition III.1.7 Soit 0 — V! - V — V" — 0 une suite exacte de g —
B—module. Si V' et V" admettent un w—drapeau respectivement de type D' et
de type D" ou D' et D" sont deuxr ensembles disjoints de caractéres, alors :

V' admet un w—drapeau de type D'|JD".

I11.2 Faisceaux linéarisés

Soit K un groupe algébrique linéaire sur K et K son algébre de Lie.

I11.2.1 Définition

Soit X une variété algébrique munie d’une action & gauche (algébrique) de
K:
{ KxX — X
o
(9,2) +— gz

Cette action induit des isomorphismes d’anneaux :
(g, )t : Ox(U) = Ox(g7'U)

(Vg € K,V U ouvert de X). Le faisceau €x est un exemple de K —faisceau.
Kempf a donné dans [Ke78, §1.1] la définition générale des K —faisceaux quasi
cohérents :
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Si F est un faisceau quasi cohérent sur X, on lui associe une fibration
m:F—>X

qui est un morphisme affine de schémas tel que:

1.0p = S*F = @S’“S—“

k>0

lalgébre symétrique de F (c¢f. [Ha97, ex. I1.5.17]). Une telle fibration est unique
(& isomorphisme de schémas sur X prés), on dit que c’est le SPECTRE RELATIF
de l'algébre symétrique de F sur X et on le note:

F = Specyx S*F .

Remarque : Lorsque JF est un faisceau inversible, F' est un fibré en droites et
tous les fibrés en droites sur X s’obtiennent ainsi (¢f. [Ha97, ex. I1.5.18]).

Définition 9 On dit que F est un faisceau K —LINEARISE, ou un K —FAIS-
CEAU, s’il existe une action & gauche (algébrique) de K sur F' = Specyx S*F :

o :KxF—F

— qui rende w K —équivariant, c-a-d que le diagramme :

KxFZ >F

lidK X lﬂ

KxX-Z—X
commaute;

et

— qui soit «linéaire dans les fibres», c-a-d que pour tout g € K, les isomor-
phismes
d(g,): F—>F

sont induits par des isomorphismes de Ox(U)—modules :
(x) F(U) = F(g'0)

(ot I’on considére F(g~1U) comme un €x (U)—module via I’isomorphisme
a(g, )t : Ox(U) = Ox(97'U)).

Remarque : Une autre définition (équivalente) des K —faisceaux est celle
de Mumford: si px : K x X — X est la projection canonique sur X, alors F est
K —linéarisé s’il existe un isomorphisme de &k x x —modules

¢:0"F = pkF

qui vérifie les conditions de cocycle de [Mu, 3, définition 1.6].
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EXEMPLE : Si X est une K —variété normale et si D est un diviseur de Weil
K —invariant (combinaison linéaire de diviseurs premiers K —invariants), alors
le faisceau cohérent associé €x (D) est un K —faisceau.

Les produits tensoriels, extérieurs, symétriques et les restrictions & des sous-
variétés K —invariantes (et en particulier a des points fixes pour K) de faisceaux
K —linéarisés sont encore K —linéarisés.

Etant donné un faisceau K —linéarisé sur X, on a d’aprés (*) des isomor-
phismes :

Ty : F(U) = F(gU)
pour tout g € K et tout U ouvert de X.
On en déduit :

Proposition I11.2.1 Pour tout g € K et tout x € X, il existe des isomor-
phismes de Ox ;-modulest :

Tyo 32 = Fgu

tels que
1° Vg, e K,Ve € X, Ty gp0Tg0=Tyga;
2° Ve X, Th, =idg,.
Démonstration : Il suffit de poser:
Tyo: =lmTyu .
Usa

Le fait que o' : K x F — F soit une action (& gauche) entraine les conditions
1° et 2° . De plus, en raison de 1° et 2° , chaque morphisme T} , est un isomor-
phisme d’inverse -1 4 ;. Q.e.d.

Lorsque K laisse 'ouvert U stable, les isomorphismes T ¢y font de F(U) un
K —module rationnel. Mais, en général, si U est un ouvert quelconque de X,
F(U) n’est pas un K—module. Néanmoins, on va voir qu’il subsiste une action
de ’algébre de Lie R.

111.2.2 Action de I’algébre de Lie sur les groupes de coho-
mologie

On note encore F un faisceau K —linéarisé sur X.
Kempf a montré dans [Ke78|:

Théoréme I11.2.2 ([Ke78, Lemmes 11.1 et 11.3, théoréme 11.6])
(cf. aussi [Ku, lemme 2.11])

Pour des fermés Z' C Z de X les groupes de cohomologie & support (cf. la
section I.1) H ) 7 (F) sont «naturellement» des R—modules et pour cette struc-
ture, on a:

1° si F — F' est un morphisme de K — faisceauz, alors les morphismes

7/2/(F) = Hy €]

sont des morphismes de R—modules ;

t Ox,» opére sur Fy » via I'isomorphisme Ox ; ~ Ox 4., induit par o(g,.)
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2° le compleze du lemme de Grothendieck 1.1.8 et par conséquent les mor-
phismes de la suite spectrale de Grothendieck-Cousin (cf. le théoréme 1.3.1)
sont des morphismes de KR—modules ;

3° si K[X] est Uanneau des fonctions réguliéres sur X, alors les morphismes :

K[X]ox Hy,, () — Hy . (9)
feom — fm

sont des morphismes de R—modules.

4° Si Z et Z' sont K—invariants, alors Uaction de R sur les Hy,,,(F) dérive
d’une action rationnelle (algébrique) de K et les faisceaux Ay (F) sont
K —linéarisés.
Dans le paragraphe qui suit, on rappelle la paramétrisation par des caractéres
des faisceaux inversibles et linéarisés sur un espace homogeéne.

I11.2.3 Espaces homogénes

Soient H un sous-groupe fermé de K, K/H le quotient muni de sa structure
de variété algébrique et p : K — K/H la surjection canonique (cf. [Ja] et [Sp81]).
Pour Paction a gauche de K, K/H est une K —variéteé.

Soit v : H — IKK* un caractére de H. On note K, la droite affine KK munie
de laction de H via v.

On peut alors définir une relation d’équivalence sur K x K, (cf. [Ja] et
[KKLV, exemple §2.1 |:

Vge K,Ya€K,,VheH, (g,a) ~ (gh,h " .a) .
D’aprés [Ja], le quotient K x K,/ ~ est une K —variété algébrique (pour
I’action de K & gauche sur K et triviale sur IK,,. On la notera:
K xg K, (ouLg/u(v)) -
On a également une surjection K —équivariante:
m:KxgK, > K/H

qui envoie la classe d’un couple (g,a) sur gH. C’est en fait une fibration et
méme un fibré en droites. Le faisceau associé est donc un faisceau inversible
K —linéarisé sur K/H : c’est le faisceau

-zK/H(V)

tel que pour tout ouvert V- de K/H, £k, (v)(V') est 'ensemble des applications
réguliéres

fip (V)= K
vérifiant :

Voep {(V),VheH, flvh)=v  (h)f(v) .

Proposition IT1.2.3 (JKKLV, exemple §2.1]) En le point H € K/H, la
fibre Zg/u(v)|a est une droite dans laquelle H opére par le poids v. Réci-
proquement, si £ est un faisceau inversible, K—linéarisé sur K/H, alors &
est isomorphe (en tant que faisceau K —linéarisé) a Lk /p(v) on v est le poids
de la droite (H—équivariante) £ | .
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II1.3 Cas des variétés de drapeaux et théoréme
de Borel-Weil-Bott

On revient aux notations du début du chapitre.

Soit X : = G/B~ une variété de drapeaux. Si A € X, A se prolonge de
maniére unique en un caractére de B~ (de valeur 1 sur U™) que l’on appellera
encore X. On considérera le faisceau inversible et G—linéarisé £, 5- () (cf. la
section I11.2.3).

I11.3.1 Cohomologie & support dans les B—orbites
D’aprés la décomposition de Bruhat :
G/B~ = | | BuB~/B™ .
weWw

Les B—orbites sont des sous-variétés localement fermées et lisses de X. On
peut donc former les groupes de cohomologie & support

Hj,\p- /8- (Za/-(N) -
D’aprés le théoréme 1.4.1, ils sont nuls sauf (éventuellement) en degré
k = codim(BwB~/B~,G/B7) =l(w) .
D’aprés le théoréme II1.2.2, ce sont des g — B—modules et on a:

Théoréme II1.3.1 ([Ke78, lemme 12.8], [Br, prop. 7 et rem. p.55] et
[FF, §2, p. 165])

I° ngg_/B_(fg/B—(x\)) est un g — B—module de type fini, de caractére
central x» et de caractére :

ew*)\

" oco: (1= )

[ 5 (Zayp-(N) = [M(w=N)] .

BwB~ /B~
2 Si G est semi-simple,

HJIEEZ%B—/B— (Za/p-(N) = M™(w * A)

en tant que g — B—modules.

Remarque : Pour démontrer le 1° , il suffit d’appliquer la formule du théo-
réme I1.3.2. En effet, comme dans ’exemple page 32, on vérifie que BwB~ /B~
est une cellule de Bialynicki-Birula associée au point wB™~ et & un sous-groupe
4 un paramétre > 0. On utilise aussi que:

P(Typ-G/B™) =w.P(g/b”) = {w(a) : a >0}

et que le poids de la droite .Z;/p- (A)|wB- est w.A.
Pour la suite, on posera

YweW,YueX, M¥(u): = Hywo p (Layp-(w™" * p))
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(méme si G est réductif sans étre semisimple) et on dira que M ¥ (u) est le module
de Verma w—tordu de plus haut poids p.

On déduit du 1° que le g — B—module ngg_/B_(Zg/B_ () admet une
suite de Jordan-Holder et comme son caractére est celui de M (w * A), il en a la
suite de Jordan-Hdlder (& permutation prés des termes). En particulier si p est

un poids dominant :

w 1 sip=wxA
@2 [ES pe (Zeys-(V)  L(w)] :{ 1 osu=w

(¢f. le paragraphe I11.1.2).
A partir de cette description des groupes de cohomologie & support dans les
B—orbites, on peut retrouver le:

I11.3.2 Théoréme de Borel-Weil-Bott

Les groupes de cohomologie H (G/B~,. %55~ ())) sont des G—modules et
leur description est contenue dans le théoréme suivant :

Théoréme II1.3.2 (Borel-Weil-Bott)

; _ 0 si A + p est singulier ou si i # l(w))

(3 j—
HY(G/B™, Zg/p-(N) = { L(wy * \) sinon ,
ot lorsque XA + p est régulier, wy est Uunique élément de W pour lequel wy * A
est dominant.

Remarque : Si G est semi-simple et simplement connexe, tout fibré en
droites (ou faisceau inversible) est isomorphe & un unique £, p- () (cf. [A81]).
Donc ce théoréme détermine tous les groupes de cohomologie de tous les fibrés
en droites sur G/B~.

Démonstration : On applique le théoréme de Grothendieck-Cousin a
Za/B- (M) et ala filtration

G/B~ =] 2,
p>0
ol pour tout p >0, Z, : = U BwB™ /B est la réunion des B—orbites
w: l(w)>p

de codimension > p.
Comme Z, — Z,; est union disjointe d’ouverts : les orbites de codimension
p,on a:

HPY,  (Zap-N)= D His p-(Lays-(V) = (0)siq #0

w: l(w)=p

et la suite spectrale de Grothendieck-Cousin (théoréme 1.3.1) dégénére au rang
2:
Hk(G/B_;ga/B—()‘))
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est le k—iéme groupe d’homologie du complexe:

ge* ... @ Hy5- - (Za/p-(A) = - ..

l(w)=p

Or, H*(G/B~, %5/~ (\)) est un G—module (de dimension finie) ; il suffit
donc de calculer ses multiplicités selon les g—modules simples de plus haut poids
1 € Xt. On peut méme se contenter des plus hauts poids

p € Xt NW,,

car les termes du complexe GC* ayant tous x) comme caractére central, il en
est de méme pour H*(G/B~, %5 - (\)) et pour ses sous-quotients simples.

Mais d’aprés IT1.2 (a la fin de la section précédente), les seuls termes du
complexe de Grothendieck-Cousin ayant une multiplicité non nulle en un poids
p € Xt NW,, sont les

Hpyp- /8- (ZayB-(N)

avec wxA = p (et [(w) = k). Comme dans ce cas la multiplicité est 1 et puisqu’il
existe au plus un tel w € W et au plus un seul g € Xt N W,,, on trouve le
résultat annoncé.

Q.e.d.

Le point important de cette démonstration a été ’étude des multiplicités des
termes du complexe de Grothendieck-Cousin.

On généralisera cette méthode au chapitre V pour déterminer les groupes
de cohomologie des faisceaux inversibles sur d’autres G—variétés: les compacti-
fications de groupes réductifs.

Avant cela, on va s’intéresser au cas du faisceau structural &g :

I11.4 Cohomologie a support du faisceau structu-
ral de G

Les caractéres des g—modules H Hw) (6G/p-) sont bien connus, en re-

BwB~ /B~
vanche, les ngg_ (Og) n’ont en général pas de caractéres comme T' x T'—mo-
dules.

D’aprés les paragraphes précédents, ce sont des g x g — B x B~ —modules
car G est une G x G—variété (pour les actions par multiplications & gauche et a
droite de G sur lui-méme). Il sont nuls sauf (éventuellement) en degré i = l(w)
la codimension de BwB~ dans G, car BwB~ est une sous-variété affine, lisse
de G (cf. le théoréme 1.4.1). On sait aussi que ces groupes font partie d’une
résolution de K[G], 'algébre des fonctions réguliéres de G':

Lemme I11.4.1 La suite

0-K[G—...» P Hp,p-(0a) . o H™) (65) >0

woB~
w:l(w)=i

est exacte.
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Démonstration : Il suffit d’appliquer le théoréme de Grothendieck-Cousin &
la filtration
Uz

p>0

avec Z, =J,, . l(w)>p BwB™, pour obtenir le complexe ci-dessus. On a affaire a4
une suite exacte car puisque G est affine:

Vi>0, H(G,05) =0 .
Q.e.d.

A priori, les Hg:ﬁ}g_ (Oc) ne sont pas de type fini en tant que g x g—modules
(a posteriori non plus selon le chapitre suivant). Ils le sont néanmoins en tant
que modules sur l'algébres des opérateurs différentiels d’ordre fini de G, D(G)

comme on pourra le déduire du théoréme démontré dans cette section

I11.4.1 Formule de récurrence
Pour la structure de g X g—module de :
Y, (0c) = K[BB],

cf. le chapitre V et la proposition V.3.7 (page 124) ot lon fait appel a une
compactification de G. On y montrera que ses espaces propres généralisés ont
une filtration finie avec gradué associé une somme directe de duauz de modules
de Verma (pour g x g). Je n’ai pas de réponse par une approche directe.

On peut exprimer les groupes de cohomologie & support

HgZ)B—(ﬁG)

en fonction des groupes « qui précédent », c-a-d les:

Hy" - (0c)

avec w' < w.
Pour cela on introduit la notion suivante :

Définition 10 Etant donnés deux g—modules N C M et un sous-groupe fermé
H de G, on dit que N est un SOUS-H—MODULE RATIONNEL de M si N
est un H—module rationnel et si les deux actions de l’algébre de Lie de H : par
restriction de celle de g et par dérivation de celle du groupe H, coincident.

La somme des sous-H—modules rationnels de M est encore un sous-module
rationnel : il s’agit du PLUS GRAND SOUS-H-MODULE RATIONNEL de M.
On le notera :

(M)Hfrat .

Pour toute racine simple a € A, on introduit le sous-groupe parabolique
minimal engendré par B et s, (ou par B et U_,). Rappelons que P, = BLIBs,B
et que plus généralement :

Proposition IT1.4.2 (JHu95, lemmes A, C du §29.3]) Soit o € A. Si
w, T € W vérifient :

w = 847 avec l(w) =1(1)+1,



IIT.4. COHOMOLOGIE DU FAISCEAU STRUCTURAL DE G 67

alors :
P,7TB~ = BwB™ UBTB™ .

C’est une réunion de deur B x B~ —orbites, l'une, BwB~, fermée et l'autre,
B7B~, ouverte (dans P,7B™ ).

Avec ces notations, on a:

Théoréme I11.4.3 Soient w,7 € W tels que w = soT pour une racine simple
a €A etlw)>I(1).

Pour laction de Py, a gauche ( c-a-d celle de P, x {1} vu comme sous-groupe
de G x G),

(H575-(00))

Py —rat

est un sous-module de Hg:g_
a:

H),-(06) = Hyj ), (06)] (Hy - (06))

(en tant que g x g et K[G]—modules).

(Og) pour les actions de g x g et de K[G] et on

P, —rat

Remarque : On va au passage démontrer que:

(HpTp—(06)) Py vas = Hy ) - (63) -

I11.4.2 Démonstration du théoréme

Soient w, 7 comme dans le théoréme.
1—iére étape

On va d’abOI‘d mOnlI‘eI‘ que
BIB P IB B’U)B

puis que H;,(Q p- (Og) est le plus grand sous-P, —module rationnel de:

Hy - (06) -

On aura pour cela besoin de la proposition suivante :

Proposition 111.4.4 Soit P un sous-groupe parabolique de G contenant B.
Pour tout w € W, la variété PwB est affine.

Démonstration : Comme PwB ~ PwBw™!, il suffit de démontrer que
PwBw™! est affine.

Soient R, (P) le radical unipotent de P et R, (P)~ le sous-groupe unipotent
opposé. On a:

PwBw ! = PuUw ! = P.(wUw ! N R,(P))

~PxwlU)NR,(P)~
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comme T —variété algébrique.
Or P et w(U) N R, (P)~ sont affines, d’oul le résultat. Q.e.d.

Lemme II1.4.5 On a une suite exacte de (g x g, K[G])—modules :

l (@) 1 o@) i
0= Hyl) 5 (06) "5 Hy Ty (06) 'S Hygyy (06) = 0
Démonstration : P,7B~, BTB~ et BwB~ sont localement fermés dans
G car ce sont des orbites (pour P, x B~ ou B x B™). On peut donc former les
groupes de cohomologie & support dans ces sous-variétés. A cause des hypothéses
sur w et 7 et de la proposition III.4.2, si on pose:

Z1: =PyrtB- =BtB~, Zy: = BwB~

et Z3: =90P,rB~(: = P,7B- \ P,7B7),

alors sont vérifiées :
Zl \ Z3 :PaTB_,Zl \ Z2 :BTB_,ZQ \ Z3 = BwB™ .

Apreés avoir appliqué le lemme de Grothendieck 1.1.3 & g et aux fermés Z3 C
Zs C Zj, on obtient une suite exacte longue:

(*x) ..o Hp 5 (0c) = Hy 3 (0c) = Hyt'y_(0g) = ...

Or, P,7B~,B7B,BwB~ sont des variétés lisses (car ce sont des orbites) et
affines (pour P,7B~ cf. la proposition I11.4.4). Donc d’aprés le théoréme 1.4.1,

Hli:‘aTB— (é)G) = H%TB_ (ﬁG) = HgtulB_ (ﬁG) = (O)
si i #1(r) = codim(BTB~,G).
On tire donc de (x) une suite exacte courte :

0 Hp 5-(0c) = Hy - (0g) = Hgt' o _(0g) =0

C’est une suite de K[G]—modules et aussi de g x g—modules d’aprés le théoréme
IT1.2.2. Q.e.d.

Si on note ‘ .
j:Hp, . p-(Oc) = Hp, p-(0c)
et
q: Ay, p-(0c) = Ayt p-(06)

les morphismes correspondants pour la cohomologie locale, ’inclusion et la
surjection du lemme sont respectivement j(G) et ¢(G).

* % %
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2—iéme étape

En tenant compte de la premiére étape, il ne reste plus qu’a montrer que
H;D(:l p-(0g) est le plus grand sous-P,—module rationnel de Hg:g_ (Og).

Si K est un groupe algébrique et si X = Spec(A) est une K—variété algé-
brique affine, on dira qu'un A—module M est G—linéarisé si le faisceau quasi
cohérent M associé sur X est un G—faisceau. Cela revient & dire que: M a une

structure de G—module rationnel qui rend 'application :

A®]KM — M
a®m — a.m

G —équivariante (action de G sur A étant celle induite par 1’action de G sur
X).
Soit M le plus grand sous-P,-module rationnel de Hggg_ (Oc).

Proposition I11.4.6 M est un sous-K[G]-module de Hg:)B_(ﬁg).

Démonstration : Posons N = HJIB(:)B_(ﬁ’G) et considérons le morphisme
de Lie(P,)-modules (cf. le théoréme I11.2.2):

{ K[G]egxk N — N
m:
a®n — a.n

Il s’agit de montrer que m(K|[G] @k M) C M.
L’application m induit un isomorphisme de Lie(P,)-modules:

m(K[G] @k M) ~ K] ex M/ker(m) NK[G] @x M -

Or K[G] ®x M est un P,-module rationnel dont ker(m) (| K[G] ®k M est un
sous-Lie( P, )-module. Donc ker(m) (| K[G] ®k M est en fait un sous-P,-module
rationnel de K[G]|®k M. Ainsi, m(K[G]®k M) est un sous-P,-module rationnel
de N qui contient M. Mais M est le plus grand, d’ou M = m(K[G] @k M).
Q.e.d.

On a en particulier montré que M est un K[G]—module P, —linéarisé, c’est-
a-dire que le faisceau M associé est P,—linéarisé sur G.

Comme P,7B~ est P, x {l}—invariant, Hg:lB_(é’g) est déja un sous-
P,—module rationnel de Hg:g_(ﬁ’g) d’aprés le lemme I11.4.5. Comme M les
contient tous,

HyT) - (0c) S M .

La démonstration s’achévera donc avec la proposition suivante sur I’inclusion
opposée :

Proposition 111.4.7
(T
MCH) , (6c).
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Démonstration : Comme B7B~ est un ouvert de P,7B~, siu € BTB™,
on a:

A= (06), = ATy (06)u = (M)u .

P,7B— - BrB—

Pour ce qui va suivre, soient @,T et 5, des relevés de w, T et s, dans N(T)
orcément, 5, € et soit q la surjection de &g—modules:
forcément, 5,° € T) et soit ¢ | tion de € dul

T q w
Hip - (06) = Ay (06)
On remarque d’abord que si z € M, q(G)(z), = 0. En effet, soit s : = ¢(G)(7);
s~=qx(z>) € (%ég:}”%_ (0c)) ;- Avec les notations de la proposition I11.2.1,

T~-1 ~~0T~ ~

Sa ySaW Sa,W
est Papplication identité sur (M )z et sur (%;(:)B_ (0a));- Donc:

Tr=T~-1 ~~0T~ ~(z~) .

Sa  sSaW Sa W W

Or: .
T‘;—lia(mg) € MS:; = ‘%Iic(,:—)B— (ﬁg)szg

car spw € BrB~. De plus, puisque %”;@B_ (Og) est un P,-faisceau,

1 € Ty oo - (06) 5) C - (0a); = ker(ay).

SasSaW

En fait, grace a la proposition 1.5.3 sur les points associés, cela suffit car

w € BwB~ = {g} (ou g est le point générique de BwB~ dans G). Q.e.d.

I11.4.3 D(G)—modules

On note D¢ le faisceau des opérateurs différentiels sur G (¢f. [Ka90, §1.1])
et D(G) lalgébre I'(G,Dg) (c¢f. [DG70, Cha. II n° 5.3] et [Ja, partie I, §7.18]).

On va étudier ici les groupes de cohomologie & support du faisceau structural
de G en tant que D(G)—modules.

Remarque : Cette algébre est la sous-algébre de Endgk (K[G]) engendrée
par les multiplications par des fonctions de KK[G] et par g qui opére dans K[G]
par dérivation & gauche!, respectivement par dérivation & droite.

En effet, comme G est lisse, D(G) est engendré, comme K —algebre par K[G]
et par Derk (K[G], K[G]), I'ensemble des dérivations de K[G] (cf. [Bo87, §1.1,
p. 207] ou [Bj93, théoréme 1.1.8]). Or, d’aprés [Sp81, corollaire 3.3.4], on a un
isomorphisme de K[G]—modules entre Derk (K[G], K[G]) et K[G]%g.

D’aprés [Ka78, §1, lemme 1.1], les faisceaux %ég:”%_ (Oa) sont des faisceaux

de Dg—modules (ou Dg—faisceaux) et les morphismes :
(w (T
‘%ﬂB(w];— (Oc) = %B(ﬂ;— (Oc)

sont Dg—équivariants.

t cette opération est appelée convolution & droite dans [Hu95, §9.2]
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En prenant leurs sections globales T'(G, ), on s’apercoit que 'on a des
morphismes surjectifs de D(G)—modules:

1 1l
7Y (66) - HYY), (66)

lorsque w = s,7 pour une racine simple a, w,7 € W, tels que w > 7.
On en déduit le fait suivant :

Proposition IT1.4.8 Quand G est semi-simple et simplement connexe, pour
tout w € W,

Hjllg(Z)B—(ﬁG)

est un D(G)—module monogéne.

Démonstration : Grace aux morphismes surjectifs rappelés ci-dessus, il
suffit de traiter le cas w = 1. Or, comme G est simplement connexe, ’algébre
K[G] est factorielle, le fermé G \ BB~ a donc un idéal de définition principal.
Si on le note (f), alors:

13- (0) = T(BB~,06) = KIGI[] -

Ce D(G)—module est de type fini selon [Ka78, prop. 2.9].; il est donc engendré
1
par F pour un k > 0 assez grand.

En effet, soient f1,...,f. € T(BB~,0g) des générateurs. Pour tout 1 <
j <e, il existe k; > 0 tel que f; € K[G].f %. Si on pose k : = m%ulxkj, alors
]:

fi € K[G].f~* pour tout j.
Comme D(G) contient en particulier K[G], la fonction f~* engendre bien
I'(BB~, 0g) comme D(G)—module. Q.e.d.

Remarque (Levasseur):

Plus généralement, on peut montrer que les D(G)—modules ng)B_(ﬁg)
sont monogénes si G est seulement réductif et connexe. En effet, le faisceau
de Dg—modules J#3,_(0g) est holonome (cf. [Ka78, Théoréme 1.3]). Donc,

comme G est affine,
L(G, #5p-(06)) = Hyp-(0c)

est un D(G)—module de longueur finie. Puisque D(G) est un anneau simple
et non artinien, il en résulte que HY,_ () est monogene (cf. [Bj93, Chap. I,
théoréme 8.18]) ; on conclut aprés comme ci-dessus.
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Chapitre IV
Variétés réguliéres

Soit G un groupe réductif connexe pour lequel on adopte les notations du
début du chapitre III.

On va rappeler ci-aprés la définition des variétés sphériques. On compte
étudier les groupes de cohomologie des fibrés en droites sur une telle variété X,
avec le complexe de Grothendieck-Cousin. Pour cela, on va utiliser une filtration
de X par des fermés telle que les termes du complexe associé soient des (sommes
directes de) groupes de cohomologie & support dans des cellules de Bialynicki-
Birula ou des B—orbites (B étant un sous-groupe de Borel de G).

On va s’intéresser dans ce chapitre a de tels groupes de cohomologie & sup-
port, principalement & leur structure de g — B—modules. On va commencer par
construire des filtrations de ces g — B—modules et déterminer les gradués as-
sociés correspondants. Puis, on va prendre pour chaque caractére central x de
g, Pespace propre généralisé associé (cf. la proposition II1.1.2). On va ainsi se
ramener & ’étude de g — B—modules de longueur finie, par exemple dans le cas
ot le support est une B—orbite de rang mazimal (pour la définition cf. la page
74). On donnera une suite de composition de ces espaces propres généralisés
avec des quotients successifs isomorphes & des « modules de Verma générali-
sés ». Ces derniers sont en fait des groupes de cohomologie de fibrés en droites
sur des variétés de drapeaux et & support dans des B—orbites. On en connait le
caractére central et la multiplicité selon tout G x G—module simple. Cela nous
suffira pour les démonstrations du dernier chapitre.

Juste aprés avoir donné la définition des variétés sphériques, on va rappeler
la notion de variété réguliére. Ces variétés présentent des avantages. En effet,
les adhérences de leurs G—orbites sont des intersections transverses de divi-
seurs lisses et leurs B—orbites sont exactement les intersections de cellules de
Bialynicki-Birula et de G—orbites (¢f. la définition 11 et la section IV.1.5). C’est
pour cela qu’on ménera 1’étude des groupes de cohomologie & support sur des
variétés réguliéres. Pour ’objectif final qui est la détermination des groupes de
cohomologie des fibrés en droites sur une variété sphérique, ce n’est pas une
restriction trop forte: on peut toujours se ramener au cas ol X est réguliére,
d’aprés la proposition IV.0.11.

Une variété X, sur laquelle G agit est SPHERIQUE si elle est normale et n’a
qu’un nombre fini de B—orbites.

Les COULEURS de X sont ses diviseurs premiers B—invariants qui contien-
nent une G—orbite mais ne sont pas G—invariants (cf. [BB96, §2.2]).
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Désormais, X est une G—variété irréductible.

Parmi les fonctions rationnelles sur une B—variété irréductible Y, on consi-
dére celles qui sont des B—vecteurs propres. Dans le réseau des caractéres de
B, X*(B) = X, leurs poids forment un sous-réseau de rang fini r(Y): c’est la
définition du RANG de Y.

Proposition IV.0.9 ([Kn, corollaire 2.4]) Pour toute sous-variété (locale-
ment fermée) irréductible B—invariante Y de X, on a: r(Y) < r(X).

Cela entraine que pour toute B—orbite Q de X, r(Q) < r(G.Q); en cas
d’égalité, on dit que Q est une orbite de RANG MAXIMAL.

Remarque : Soit £ € X. Si on note B, le stabilisateur de x dans B, alors
le rang de l'orbite B-x est:

r(B-z) =r(B/B;) =r(B) —r(Bg) =dimT — r(B;)
ou r(B;) est la dimension d’un (de tout) tore maximal de B,.
Lien avec les variétés réguliéres

La notion de variété réguliére est due a Bifet, De Concini et Procesi dans
[BCP], cf. aussi [B98] et [BB96].

Définition 11 On dit que X est REGULIERE si sont vérifiées :
1° X est lisse et a une G—orbite ouverte et dense X2 dont le complémen-
taire est un diviseur a croisements normauzt. On appellera DIVISEURS

LIMITROPHES les composantes irréductibles de X — X2,.

2° Chaque adhérence de G—orbite est l'intersection transverse des diviseurs
limitrophes qui la contiennent (c-a-d que si A est l’adhérence d’une G —
orbite et si Dy, ..., Dy, sont les diviseurs limitrophes contenant A, alors
lidéal de définition de A est la somme des idéauz de définition des D; :

jA:jD1+---+=ﬁDn )

P Six € X alors sur Uespace normal ¢ G -z dans X, T, X/T,G-x, le
groupe d’isotropie de x, G, agit avec une orbite dense.

(Pour cette définition on peut remplacer G par n’importe quel groupe algé-
brique linéaire connexe.)

Les variétés toriques complétes lisses sont des exemples de variétés réguliéres.

Remarque : Si F est un fermé G—invariant et irréductible d’une G'—variété
réguliére X, alors non seulement F est lisse mais c’est aussi une variété réguliére
(cf. [BB96, prop. 2.5]).

Le rapport avec les variétés sphériques est donné par la proposition suivante :

Proposition IV.0.10 (|[BB96, 2.2.1.]) Si on suppose que X est compléte et
lisse, alors X est réguliére si et seulement si X est sphérique et sans couleur.

t Cela signifie que si Dy, ..., D, sont des composantes irréductibles de X — X g, alors ce
sont des diviseurs lisses et si elles se rencontrent en un point z € X, alors les équations locales
fi,---, fn des D; en z sont linéairement indépendantes modulo m2 (c-d-d que les f; sont une

partie d’un systéme régulier de paramétres en x).



IV.1. QUELQUES PROPRIETES DES VARIETES REGULIERES 75

De plus, pour toute variété sphérique compléte, on a:

Théoréme IV.0.11 [l existe une variété sphérique réguliére X et un mor-
phisme B
p: XX
birationnel, G—invariant et propre.
En particulier, pour tout faisceau inversible £ sur X :

Hi(X, %)= H(X,p".2)
pour tout ¢ > 0.
Compactifications

On appelle COMPACTIFICATION d’un espace homogéne © pour G, toute
G —variété compléte et normale qui contient ® comme ouvert G—invariant.
On ala:

Proposition IV.0.12 ([BB96, 2.2.2.]) Un espace homogéne pour G admet
une compactification réguliére si et seulement s’il est sphérique.

ON SUPPOSERA DORENAVANT QUE X EST UNE (G—VARIETE REGULIERE
COMPLETE.

IV.1 Quelques propriétés des variétés réguliéres

On notera X la G—orbite ouverte de X et X% sa B—orbite ouverte.

IV.1.1 Poids des diviseurs limitrophes

Si D est un diviseur limitrophe de X, le faisceau cohérent &'x (D) est inver-
sible car X est lisse.

Donc si z € X7, la fibre &x (D)|, est une droite ot T', et méme G, agissent
avec un poids p,(D) € X.

L’axiome 3° de la définition des variétés réguliéres a pour conséquence :

Proposition IV.1.1 Soient x € XT et D1,...,D, les diviseurs limitrophes de
X contenant z.
Les caractéres py(D1),...,ps(Ds) sont Z—linéairement indépendants (dans

).

Démonstration : Soit G le groupe d’isotropie de .
L’adhérence d’orbite G - z est l'intersection transverse des D; (i = 1 & s).
Donc l'espace normal & G - z dans X est:

8
T.X/T.G-z = @ Ox (D)l ()
i=1
(cf. |BB96, §2.4]).
C’est un K —espace vectoriel de dimension s avec une base (correspondant
a la décomposition (x)) de G,—vecteurs propres ey,...,es de valeurs propres
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respectives py (D1), .. .,pz(Ds). Dans cette base, l’action de G, sur T, X /TG -x
est ainsi donnée par:
VgeG, Vay,...,as € K,

g-(a1,...,as) = (a1pz(D1)(9); - -, aspz(Ds)(g)) -

Pour que cette action ait une orbite dense, il faut (et il suffit) que les p,(D;)
soient Z—linéairement indépendants. Q.e.d.

IV.1.2 La « grosse cellule »
On pose Xo: = {x € X : B-x est ouvert dans G-z} et

P:={geG : gX}=X3} .

P est un sous-groupe parabolique de G qui contient B. Soit L le sous-groupe
de Levi de P qui contient T'. D’aprés [B01, §2], il existe une sous-variété fermée
et irréductible, S, de Xy, L—invariante, dont tous les points sont fixés par le
sous-groupe dérivé (L, L) et telle que lapplication :

Ru(P) xS = XO
(n, s) = n.s

est un isomorphisme de variétés algébriques.
De plus, S rencontre chaque G—orbite O, de X en une seule T'—orbite (donc
S admet une T'—orbite ouverte dense).

IV.1.3 G-orbites fermées

D’aprés [B98, §1.4] et [BB96, §2.2], toutes les G—orbites fermées de X sont
isomorphes & G/Q ou @ D B~ est le sous-groupe parabolique opposé & P.

IV.1.4 Intersections propres

Soit Y une sous-variété fermée, irréductible et B—invariante de X.
Alors G.Y : ={g.y : g € G,y € Y} est une sous-variété fermée, irréductible
et G—invariante de X qui vérifie:

Théoréme IV.1.2 (|B98, 1.4. ii)]) Pour toute sous-variété fermée irréduc-
tible et G—invariante Z C G.Y, et toute composante irréductible C de Y N Z,
on a:

codim(C, Z) = codim(Y,G.Y) (Y et Z s’intersectent proprement dans G.Y)

etG.C =7 .

IV.1.5 Cellules de Bialynicki-Birula et B—orbites

On va de nouveau faire appel aux cellules de Bialynicki-Birula (cf. la section
I1.3).

L’ensemble des points fixes de T, X7, est fini. En effet, chaque B—orbite
comporte au plus un point fixé par T et il n’y a qu’un nombre fini de B—orbites.
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On peut trouver un sous-groupe 4 un paramétre { > 0 (c-d-d que pour tout
a € dt) (a,¢) > 0) tel que
X¢=x"T

(cf. par exemple [BB73, lemme 2.3]) (X¢ est ’ensemble des points fixes de
Paction de ((K*)).

ON FIXE CE ( POUR LA SUITE.

Pour un tel ¢, les cellules de Bialynicki-Birula:
Cz) ={y € X : lim ((a).y = =}

sont des sous-variétés B—invariantes de X car pour tout b € B, lirr%J C(a)bl(a™)
a—

existe et appartient & T'.

On a vu au cours de la remarque sur le théoréme I11.3.1 que, dans la variété
de drapeaux G/B~, les cellules de Bialynicki-Birula (pour un sous-groupe a
un parameétre > 0) coincidaient avec les B—orbites. Plus généralement, d’aprés
[BL, §2.1 p. 219 et prop. du §2.3], 'intersection d’une cellule et d’'une G—orbite
de X est soit vide soit une B—orbite.

On obtient ainsi toutes les B—orbites de X :

Vye X, B.y=C(z)NG-y

ou z : = lim ((a).y.
a—0

IV.2 Filtration des groupes de cohomologie a sup-
port dans les B—orbites

L’objectif est d’obtenir des filtrations dont les quotients successifs sont de la
forme : un groupe de cohomologie, & support dans une B—orbite, d’un faisceau
inversible sur une G—variété homogéne (par exemple une variété de drapeaux)
dont on connait un peu mieux la structure de g — B—module (c¢f. le lemme
Iv.4.3).

k* ok X

Afin d’étudier les groupes de cohomologie sur X & support dans une B —
orbite, on va aussi s’intéresser aux groupes de cohomologie sur X & support
dans une intersection d’une cellule et de ’adhérence d’une G—orbite. Dans cette
intension, on fixe les notations qui serviront dans la suite.

IV.2.1 Notations

Soit D: ={D,...,D,} ’ensemble des diviseurs limitrophes de X.

Siz € X7 et si C(x) est la cellule de Bialynicki-Birula associée (& z et & (),
on note ¢(x) la codimension de C(z) dans X, b(z) la codimension de B-x dans
X et b(x) la codimension de B-z dans G-z. Soit Z un fermé de X, irréductible
et G—invariant, d’idéal de définition Jz et tel que:

r€ZCGC() .
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On pose Cz(z) : = C(x) N Z (c’est la cellule de Bialynicki-Birula de Z associée
az et () et cz(r) la codimension de Cz(z) dans X.

Comme Z est G—invariant et € Z, on a: G- C Z; soit I Tidéal de
définition de G-z dans Z.

En ce qui concerne les diviseurs, on note D* ’ensemble des diviseurs limi-
trophes contenant z. On divise cet ensemble en deux parties:

Iz: ={DeD :z2€Dmais ZZ D} et J,z: ={DeD : ZCD} .
Cette partition s’explique par le:

Lemme IV.2.1 Comme faisceaur cohérents sur Z :

12/9% = €@ Ox(-D)lz

DEL,Z

et comme faisceaux cohérents su

rGz:
T@Vm= D ox(-Dg -
DE};,Z

Démonstration : En effet, Z (respectivement G.z) est l'intersection trans-
verse des diviseurs limitrophes qui le contiennent (respectivement des diviseurs
limitrophes de Z qui le contiennent).

Cela suffit pour la premiére égalité (cf. [BB96, début du §2.4]). Pour la
seconde, on utilise en outre que, dans la variété réguliére Z, les diviseurs limi-
trophes sont les D N Z non vides avec D € D ne contenant pas Z (cf. [BB96,
§2.4 et §2.5, prop. 2.5]). Or, pour un diviseur premier G—invariant, on a:

DDGxe D>

ce qui montre ’égalité annoncée. Q.e.d.

Remarque :

— Comme Z est lisse, on en déduit que pour tout m > 0:

12/ =S™(12/9%) =85™ ( € Ox(-D)) |z

DEL,Z

- @ ox-)
E
ou E parcourt I’ensemble des diviseurs de la forme Z np.D avec:

DE};,Z

VD, np>0et ZnD=m.
D
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— De méme, pour chaque m >0, on a:

/jm—i-l @ ﬁX

ou cette fois E parcourt I’ensemble des diviseurs de la forme Z np.D
DE-,];,Z
avec:
VD, np>0et anzm

— On vérifie aussi que:

/\dim X—dim Z

wz/x = (JZ /322)\/

=0x( Z D)

DE/I‘/E,Z

(cf. la définition 2 page 23).

ON CONSERVERA CES NOTATIONS JUSQU’A LA FIN DU CHAPITRE.

IV.2.2 Début du cas général

On va ici obtenir une filtration des groupes de cohomologie & support dans
les B—orbites en utilisant que ces derniéres sont l'intersection d’une cellule et
d’une G—orbite (cf. la section TV.1.5).

Dans le théoréme suivant, on exprime le groupe de cohomologie & support
dans une B—orbite d’un fibré en droites . sur X comme une réunion de groupes
de cohomologie & support dans des cellules de la forme Cz(z) (z € X7 et Z
une adhérence de G—orbite comme ci-dessus). Ensuite, dans la section suivante
(IV.3), on traitera le cas de ces derniers groupes de cohomologie & support.

Théoréme IV.2.2 Soit B-y une B—orbite de X de codimension b(y).
Siy € C(z) pour un (unique) x € X7, alors le g — B—module HJI.;Z’) (&) est
la réunion croissante

b(y) U Hb(y) g ® J )

e )
n>0 G

ot I est lidéal de définition (sur X ) du fermé F, réunion des diviseurs
limitrophes D; qui contiennent x mais ne contiennent pas y.

Remarque : Par définition, F' est un diviseur, donc puisque X est lisse,
son idéal Jp est inversible ce qui permet de définir les faisceaux inversibles J;"
lorsque n > 0.

Démonstration : On rappelle que D = {Dy,...,D,} désigne ’ensemble
des diviseurs limitrophes de X.

On a By = G-yN C(x). De plus, F est ainsi défini que:

By=(@y\ F)nCla) .
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. En effet, adhérence G-y est l'intersection transverse des diviseurs limitrophes
qui la contiennent c-d-d qui contiennent y :

G-y étant 'unique orbite ouverte de G-y, elle est obtenue en retranchant a
G-y tous les diviseurs limitrophes qui ne contiennent pas y:

Gy=Gy\ U D
D:ygD

=@y\ U b\ U D

D :ygD,xeD D:ygD,x¢gD
=@y\PHx\ U D
D :z¢D
car comme X \ D est un ouvert T'—stable, on a:
2¢D=>Cz)CX\D=>y¢D.
Dés lors: L
By=Clz)NGy=C(z)Nn(G-y \ F) .

Supposons pour simplifier que F' est la réunion des diviseurs limitrophes
Dy,...,Ds (1 <5 <r), posons C: = Cg(z) et notons F(D) : = ffgb Ox (D)
p.q
pour chaque faisceau de &x —modules F et chaque diviseur D de X.
Si on appelle j : X \ F — X linclusion canonique, alors:

lim . © 97" = juL|x \ » -

I 0}(

n>0
Or, Pinclusion j est affine car F est un diviseur et X est lisse (¢f. [Ma70] et
[Ha68, exemple 1 p. 421]). Donc:

lim HYY (& © 95") = HYY (lim £ © 95"
n>0 n>0
=HgY («Z|x\F)
b
= HJVp(L]x\r)

(la derniére égalité se déduit d’une suite spectrale de Leray qui dégénére (cf.
[Ke78, lemme p. 377] et [G62, V.3.2])).
En conséquence :

i B 2 9377 = K (2)
n>0

Pour terminer, il ne reste plus qu’a démontrer que les morphismes

b HY 2 @ 15" — HXY £ @ 77771
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sont injectifs pour tout n.
Remarquons que pour tout 1 <4 < s, C € D; car y € D;; en particulier,
CﬁDigCet dmCND; =dimC — 1.

Puisque J;.' = Ox(3°;_, D;), les ¢,, sont les composés des morphismes '

—1 1
i b _ b _
¢ - HWV (2 03,13 D)) = Ho(Z @ 973 Dy))
j=1 j=1
0<i<s.

Mais, les ¢?, sont tous injectifs.
En effet, si 0 < i <s,n >0 et si on pose:

M: =2eI"()_D;) ,

=1

alors :

¢, : HE" (M(=D3)) - HE® (W)
a pour noyau H é(ﬁ)ojl (M| b, )- Ce noyau est nul car d’une part, M|p, est un fais-
ceau inversible sur D; et d’autre part, C' N D;, qui est une cellule de Bialynicki-
Birula de D;, est une sous-variété affine et lisse de codimension b(y) dans D;.

Q.e.d.

IV.3 Filtration des groupes de cohomologie a sup-
port dans les cellules

On conserve les notations de la section IV.2.1

Soient notamment z € X% et Z C G.C(x).

Si A est un faisceau cohérent, localement libre sur X, alors, d’aprés le
théoréme 1.4.1, ng(w)(///) = (0) lorsque ¢ # cz(z). Le théoréme qui suit
donne une « double-filtration » de H ((zz)) (#) dont le gradué associé est somme
de groupes de cohomologie sur la G—orbite G-z, & support dans la B—orbite
B-z (qui a la particularité d’étre aussi une cellule de Bialynicki-Birula de G-z
vu que B-x = C(z) NG-x).

Théoréme IV.3.1 On a une filtration croissante de IK—espaces vectoriels :

Cz(w) — m
HE () =) M

m>0
avec M = (0) et pour tout m > 0, une filtration décroissante :

MmHM™ = | My
n>0

tc-a-dque: Vn > 0,¢n = ¢S 0...0¢%
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avec ﬂnZO M™ = (0) et dont les quotients successifs sont:

MM = HaD (A7)

ot A" est le faisceau cohérent localement libre sur G-z suivant :

A= (D ox®) o g,
(@em) 2.0
E décrivant Uensemble DfnZn des diviseurs de X de la forme :

- Z np.D + Z np.D

DE/I‘;:,Z DE-,I;,Z
avec

a) VD € I~z,z (respectivement jz,z), np € N (respectivement np € N*);
b) Z np =n et Z(np—l)zm.
DE};,Z DE-};,Z

De plus, si M est G—linéarisé alors il s’agit de filtrations et de quotients de
g — B—modules.

Remarque : Grace aux remarques sur le lemme IV.2.1, le faisceau .,
s’écrit aussi:

_ 1V +1 )
A7 = (I )IFY | ﬁff__mﬂg—w/j"@ 0%/// | 0‘2_@02/)() =

T

c’est sous cette forme qu’il apparaitra dans la démonstration.

* 3k Xk

On va démontrer ce théoréme en trois étapes.
On se raméne d’abord & un calcul de groupes de cohomologie sur Z gréce
au lemme et au corollaire suivants:

Lemme IV.3.2 Soient V une variété algébrique (sur K) lisse, irréductible et
Z une sous-variété fermée, lisse de V de codimension z.

Si M est un faisceau localement libre, de rang fini sur V alors le faisceau de
cohomologie locale SF (M) est la réunion croissante des sous-faisceaus

Extg, (Ov /17, H) .
Et, on a un isomorphisme de &y —modules (ou de €z—modules) :

Extj, (Ov /95", ) [Exty, (Ov 95, M) = (wzx @ Mz 8 (07 /75))

Remarque : Si V est une G—variété, si Z est laissé stable par G et si A4
est G—linéarisé, alors 1’isomorphisme ci-dessus est G—équivariant.
Démonstration : De la suite exacte courte

0 — I /I7H = Oy [T — Oy /3% — 0
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dérive une suite exacte longue:
(0) ... — Exty, (Ov /3%, M) - Extyy (Ov /15, M)
— Extly (0%/I7H, M) — ...
Or comme Z est lisse,

Extd (G ) = (U sij#z
Exty, (02, M) = Extl, (07,00)0 M =wyx @M sij=z
Ov Ov

d’aprés [Ha66, proposition 7.2].
On en déduit que la suite spectrale [CE, (2)4, §5 XVI]

(Extly, (7% 75+ Ext), (07,.4)) = Bxti3) (77 /7570, )
dégénére et donne un isomorphisme pour tout m > 0:
(Bt 03 /75y 9 40) = Bty (0 /75,4

Le faisceau J%/J%7*! est localement libre sur Z car Z est lisse (cf. [Ha97,
Théoréme 8.17 (2)] et [Ma70, p.110]). On note (3% /I7*')V son dual en tant que
O 7z—module.

On a donc, pour chaque ¢ et chaque m :

Exth, (9% /95, ) = (Bxtl (On,wzyx @17 9 0% /75)))
= (Bxt5; (07, 07) Qwzyx 412 & (73/95))
0 sii# z
- wz/Xg;//ﬂza@;(Tz”/J?H)V sii=z
D’autre part, d’aprés la proposition 1.6.2:
Extz!! (Ov /9%, 4) = (0)

pour tout m > 0.
D’ou la suite exacte courte, tirée de (O0), pour chaque m > 0:

0 Ext}, (Ov /9%, .4) - Exty, (Ov T3, M)
— wz/X ®%|Z ® (jg/JTZn_'—l)v -0
6z 6z
qui achéve la démonstration car

5 (M) = Tim Bxty, (O [5,.4) .

m>0

Q.e.d.

Corollaire IV.3.2.1 Soient

— V une variété algébrique wrréductible et lisse sur K ;



84 CHAPITRE IV. VARIETES REGULIERES
— Z une sous-variété de V, lisse, fermée, irréductible et de codimension z
dans 'V ;

— C une sous-variété de Z, localement fermée, affine, lisse et de codimension
c dans V.

Si M est un faisceau cohérent et localement libre sur V' alors on a la filtration
croissante :

He(4) = | ) HE® (Exty, (Ov[I%,.4))

m>0

et pour tout m >0 :

HE* (Bxtl, (Ov 3%, M) [HE * (Exty, (6v/I5H, )
= H (wyyx @ M2 8 (03 /75)Y)

Remarque : Si V est une G—variété, si Z est laissé stable par G et si
M est G—linéarisé, il s’agit d’une filtration et de quotients de g—modules, de
g — B—modules si, en outre, C est stable par B.

Démonstration : Comme Z est un fermé lisse de V' et comme . est locale-
ment libre de rang fini sur V, le faisceau S () est nul si j # codim(Z, X) = z
(cf. le théoréme 1.4.1). En particulier, la suite spectrale [Ke78, 8.4 d)]

H (A7 (M) = He ()
dégénére et donne un isomorphisme
O HE (g (M) ~ HE (M) -
D’un autre coté, d’aprés le lemme IV.3.2; on a une suite exacte courte:
0 — Bxty (Oy /9%, #) — Exty, (Oy 35+, )
- wZ/Xé@;//ﬂzd@;(j?/TZnH)V —-0.

Maintenant, si on applique le foncteur I'c(...), on obtient une suite exacte
longue :

(O) ... HL(Exty, (Ov /9%, .4)) » HL(Exty, (Ov /931, .4))

j m 1
> HY (wzyx @ M|z D (OF/75)) ..

1 (wzix &Mz O3 1757)Y) = Osij#e—z

car C est affine, lisse, de codimension c—z dans Z et wz/x @ M|z 8 (13 /37 Y
z z

est un faisceau localement libre et de rang fini sur Z.
Par conséquent, pour tous m > 0 et 7 > ¢ — z, le morphisme:

HY, (Exty, (Ov /9%, .#)) —» HL (Exty, (Ov /957, 4))
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est surjectif. Il en résulte, par récurrence sur m, que pour tout j > ¢ — z,

HY (Ext}, (Ov |93, .4)) = (0)

pour tout m > 0.
On déduit donc de (O) les suites exactes courtes

0 — HE* (Ext, (Ov /37, .4)) — HE (Ext, (Ov /377, 4))

— HE* (wZ/X QM7 ® (J?/ﬂg’“)v) -0
Oz Oz
Finalement, en utilisant < on a:

HE (M) ~ HE*(HF (M)
~ lim HE * (Extp, (Ov /957, 4))
n>0

U HE (Extl, (0v/374,.4))
n>0

1R

On applique ce corollaire & C = Cz(x), Z,V = X et A.

Ensuite, on utilise le

Lemme IV.3.3 Soient C,H CV trois variétés algébriques telles que
- H soit une sous-variété fermée et lisse de V', d’idéal de définition Iy ;
— C soit une sous-variété localement fermée, affine et lisse de V ;
- CH soit lisse;
- codim(C N H, H) = codim(C, V) ;
- C,CNH etV sont irréductibles.

Si ¢ est cette codimension commune, alors pour chaque faisceau localement libre
de rang fini, £ sur'V, on a:

He(2) = | He(Z @ T5)
n>0

et pour toutn > 0:
HE(L @ Ty) [H(Z 9T3) = Henn(Mn @ T5/T5) .
by Oy On
Démonstration : Soit n > 0. On a une suite exacte courte de &y —modules :

0%3038;3%“—)323%—)323%/32“%0
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dont dérive une suite exacte longue:

() ...— Hé(,%g),fl’;]“) — Hg(zg) n— Hg(ggﬂz/ﬂg+l) - ...
Or, d’une part, C' est affine, lisse de codimension ¢ et le faisceau .Z 0;83, 3%“ est
quasi-cohérent sur V' donc:

Hé(i”g%f]?{“) =(0)sii>c
(cf. le théoréme 1.4.1).

D’autre part :
MOTH I = Mg @ T T
Ov Ou
et: ] )
HE (M @ T3 )T5) = Hean (M1 @ 95/95)

ﬁv 0H
pour tout ¢ > 0 (cf. le lemme 1.1.4). Puisque C'N H est affine (c’est un fermé de
la variété affine C'), lisse et de codimension ¢ danc H, puisque 4 |u g?ﬂ g, JIntt

H

est un faisceau localement libre et de rang fini sur H (car H est une sous-variété
fermée, lisse de V') on a:

Ho (M @ T3 /T3 = (O)sii £ ¢

On extrait donc de () une suite exacte courte:

(©) 0 B (A STF) = H (M ©Ty) = Houg (M im T3 /T5) =0
Par ailleurs, 1’égalité .# = UnZO M g% J% entraine que

He(A) = lim HE (A 9 T)
n>0
= U Hi (M @ TY)
Ov
n>0

a cause de (0O). Q.e.d.

On vérifie maintenant que

C=Cy(x),H=Gz,V=2Zet £ = (JTZ“/J’;“)V(? M|z
z

satisfont aux hypothéses du dernier lemme. Or,

— lintersection Cz(z) N G-z = C(x) N G-z = B-x est lisse;

- Cz(z) et G-z sont des sous-variétés irréductibles, respectivement B—stable
et G—stable. Elles s’intersectent donc proprement dans G.Cz(z) = Z
d’apreés [B98, ii) du théoréme §1.4]. A fortiori, Cz(x) qui est un ouvert de
Cz(x) et qui rencontre G-z (au moins en ), I'intersecte proprement dans
Z. Dés lors:

codim(Cz(z) N G-x,G-x) = codim(Cz(x), Z) .
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— % est un faisceau localement libre de rang fini sur Z car les faisceaux
Mz, (IF/IFTHY,wyz x le sont aussi.

Pour terminer la démonstration du théoréme IV.3.1, il reste & montrer que:
N,,>0 M7 = (0) ; il suffit pour cela d’appliquer le corollaire I1.3.2.1 aux faisceaux

(0% (35 oM |,

aC=Cz(z)eta F=G-x.
Q.e.d.

* k% X

On va se servir de ces filtrations pour analyser les g — B—modules H]I;S’) ()
(y € X, & faisceau inversible et G—linéarisé sur X). En général, ceux-ci ne sont
pas de type fini, c’est pourquoi on s’intéressera plutdt i leurs espaces propres
généralisés
b
(Hpy (£))x

associés aux caractéres centraux x de g.

IV.4 Suites de composition

On va démontrer ci-dessous (cf. le corollaire IV.4.4.1) que pour toute B—orbi-
te 2 de codimension b et de rang maximal (¢f. la définition page 74), et pour
chaque Yy,

(HQ(Z))x

est un g — B—module de longueur finie et on va en donner une suite de com-
position finie dont le gradué associé fait apparaitre certains modules de Verma
généralisés.

Dans le cas ou le support est une B—orbite de rang maximal, le point im-
portant est que les quotients successifs des filtrations de la section précédente
(¢f. le théoréme IV.3.1) sont des g—modules qui ont un caractére central (cf.
lemme IV.4.3 et la sous-section ITI1.1.1.1).

Pour les groupes de cohomologie & support dans une cellule de Bialynicki-
Birula, c’est plus facile car on a affaire & des g — B—modules avec un caractére
(cf. le lemme IV.4.1).

Rappelons en effet que si M est un g — B—module qui admet un caractére,
alors pour chaque caractére central x € Z(g)', le g — B—module M, est de
longueur finie (¢f. la remarque sur la proposition I11.1.4).

k ok X

Si & est un faisceau inversible, G—linéarisé sur X, sur la droite .Z|,, le
groupe d’isotropie G, agit via un caractére que 1’on notera p,(-%) (on a déja
posé p;(D) : = p.(€x (D)), au paragraphe IV.1.1). En particulier, avec les
notations de la section III.2.3,

Llee = Lea(pe(ZL)) et Ox(Dj)lge = Laa(pz(Dj)) -
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On continue de noter D = {Dy,...,D,} la famille des diviseurs limitrophes
de X. Les ensembles suivants vont intervenir pour la description de suites de
composition :

I, : :fa.m:{DED : x € D mais C(z) € D}

Z,

I : ={p.(D) : Del,}
Jo: =J, cam ={D €D : Clx) C D}

Jo: ={ps(D) : D€ J,}
et ¥y,

I’ensemble des caractéres v de G, le groupe d’isotropie de z, tels que:

(HYD) (Lao(1)))y, # (0) -

On garde les notations de la sous-section IV.2.1.

IV.4.1 Cas ou le support est une cellule

Les groupes de cohomologie & support (Hg((g;)) (%)) ayant un caractére (cf.
le théoréme I1.3.2), leurs espaces propres généralisés, (H é((“;)) (-Z))y sont de lon-
gueur finie. Plus précisément :

Lemme IV.4.1 Siz € X7, si % est un faisceau inversible, G—linéarisé sur
X et six est un caractére central, alors le g — B—module (Hé((“;)) (Z))y a une
suite de composition finie :

(HE)©)) = Mo2 M. D My 2 Mysy = (0) (N> 1)

X -

et il existe une bijection
{0,...,N} 5 (po(£) = NI, + N*.J,) [ | #ox

telle que pour chaque 0 <i < N,

M; M1 = (HES’(,%E(U(@')))

X
On a noté p,; () —N.I, +N*.J, 'ensemble des caractéres de G, de la forme:

pe (L) — Z mgsd + Z ngo

0€l, 0€EJ

oulmsENsidel, et ng € N*sid e J,.

Remarque : Rappelons que ¢ est le sous-groupe & un paramétre grace
auquel sont définies les cellules de Bialynicki-Birula de X.

On verra plus loin que:

I, = {p.(D) : D est un diviseur limitrophe, x € D et (p,(D), () > 0}
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et que:
Jy = {pz(D) : D est un diviseur limitrophe et (p,(D), () < 0}

(¢f. la proposition 1V.4.2).

Démonstration du lemme IV.4.1 : On reprend les notations du théo-

réme IV.3.1 avec A4 = %, on pose M : = Hé(&))(.,?), on note pour tout
m > —1
Tma1 :Mm—i-l s Mm+1/Mm
la surjection canonique (par convention, M~ : = (0)) et
Myt = anl, (M)

On trouve ainsi en prenant les composantes associées & x une filtration crois-
sante:
— m
M, = | M
m>0

et des filtrations décroissantes :

DM O MM D L DM DL

DML DML DL DM D

Or M, et a fortiori les M? sont de longueur finie (¢f. la remarque de la propo-
sition III.1.4). Il existe donc un entier mg et pour chaque p, un entier n, tels
que:

My = MPH sim > mg et ME, = (0)sin>mn, .

On obtient une suite de composition finie:

— mo+1
M, =M"
_ prmo+l A mo+l
= Mgt DL D Myt | =
mo mo —_
Mg o.M =

Myt D ... 2(0)

dont les quotients successifs non triviaux sont les g— B—modules non nuls parmi
les

(2 ca)

X

m,n > 0. Or, d’aprés le lemme d’excision Hgf)(ﬂg) = H,’Q?(ﬂgﬂ@)

D’autre part, si on pose Z : = G.C(z), on a:

A7 =P Ox(B) 8 L5
E
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ou E décrit I'ensemble de diviseurs D%7 (cf. le théoréme IV.3.1).

D’ou, en tant que faisceaux G —linéarisés:

M7 o = D Low(p=(L) +v)
et en tant que g — B—modules:

(52 car)) =@ (1 onta(2) + 1)

X v X

ou 'on somme, & chaque fois, sur les poids v de la forme:
V:—Zn56+ Zmd
sel, seJ,

avec, pour tout § € I, (respectivement J;), ng € N (respectivement ns € IN*)
et D _scr, N6 = n (respectivement ) 5 ; ns = m).
La réunion sur m, n > 0 de ces ensembles de caractéres est exactement :

~NI, + N*J, .

Finalement, on trouve que M, = (H, (CJ((“;)) (-Z))x posséde une suite de compo-
sition finie dont les quotients successifs sont les g — B—modules

(HZB(;)(.ZG% (§))> non nuls
X

tels que € € p, () — NI, + N*J,. De plus, comme les caractéres de ensemble
I, |J J; sont Z—linéairement indépendants (cf. la proposition IV.1.1), chaque &
élément de p,(¢) — NI, + N*J, apparait au plus une fois dans cette suite de
composition. Q.e.d.

Pour déterminer les ensembles I, et J,, il s’agit de savoir si, étant donnés
un z € X7 et un diviseur limitrophe D,

Cz)CDoul(z)ZD .

La proposition suivante donne une réponse & cette question en fonction du
signe de (py(D),¢) ou ( est le sous-groupe & un paramétre avec lequel sont
définies les cellules.

Proposition IV.4.2 Soient D un diviseur limitrophe et x € X*. On a:

[z € D et C(z) € D] & (p,(D),¢) >0 .

Cette proposition justifie la remarque qui suit le lemme 1V.4.1.
Démonstration : Sont équivalentes:

z€Det C(z)CD

C
#
©0#C@)NnD g0
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s xzeDet T,(Clz)ND) gTwC(x)
sz eDet (T,D)4 ; (T, X))+ (%)

(pour cette derniére équivalence, cf. le théoréme I1.3.1).
Or, si € D, sont vérifiées :

Ox(-D)ls = (0x(—D)|p)la
= (Ip/Tp)l=
= (T,X/T,D)* .

On remarque qu’en particulier, p,(D) est un poids de T, X/T,D donc de

T,X et (p,(D),() #0.
On a ainsi une somme directe de T'—modules:

T,X =T,D& (6x(-D)|;)" .
En prenant les parties positives, on trouve:

[ (D) © (Ox(=D)s)* s (pa(D),C) >0
(©) (T””X)+‘{ @Dy i (pe(D).¢) < 0

De plus, si x € D, alors p,(D) = 0 car c’est le poids de la droite:
Ox(D)|z = Ox|z -
1l en résulte, par (%) et (<), ’équivalence voulue :

z €D et C(w);D@(pz(D),C) >0.

Q.e.d.

IV.4.2 Cas ou le support est une B—orbite de rang maxi-
mal

On suppose toujours que z € X 7. On note encore P le sous-groupe parabo-
lique de G associé & X et ) son groupe parabolique opposé (cf. les paragraphes
IV.1.2 et IV.1.3).

DANS CETTE SECTION, ON FAIT L’HYPOTHESE QUE L’ORBITE G-z EST
FERMEE.

Alors d’aprés le paragraphe IV.1.3, G-z ~ G/Q. 1l existe donc un w € W tel
que = w.z, pour un unique z, € X fixé par ). On peut choisir w € W< : =
{fweW : Vae ®],w(a) >0} (ou L est le sous-groupe de Levi PN Q et &}
Pensemble de ses racines positives par rapport & BN L) et, dans ce cas, un tel w
est unique et sa longueur vérifie : [(w) = codim(BwQ/Q,G/Q) (cf. [B9S, §1.1]);
on le note w,. En résumé, il existe un unique couple (wy,z;) € W@ x X9 tel
que T = Wy.2;. _

Remarque : En particulier, [(w;) = b(z).
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Cela étant dit, on a:
Pe(Law) = P,z (£lea) = wo(pz. (L]c2))

= wz-(sz (zle))

= we-(0g/q(Z|a/q))
et, en conséquence, #;  est I'ensemble des caracteéres v de G, = w,Qu, ! tels
que:

(HE (Low @)y = (HS2 ) o Zoows )y # (0)

(ott 'on a repris, pour Zg.( - ) et Zg/q( - ), les notations concernant les
faisceaux inversibles sur les espaces homogeénes de la section I11.2.3).
Mais :

Lemme IV.4.3 (|Br, §3, prop. 3] et [BB82, prop. 3.5]) Avec les notati-
ons ci-dessus, siw € W et si X est un caractére de Q, alors le g — B—module
ngg /Q(.ZG /(X)) n'est pas nul et admet xx pour caractére central.

On appellera les g — B—modules H]ls(:ﬁg /0 (Za)q(N)) ci-dessus modules de
Verma généralisés.

Ainsi, #, ,, est aussi 'ensemble des caractéres v de w,Qu, ' tels que Xw=ty =
x c-a-d I’ensemble :

wy {v € X*(Q) : x» = X}

(X*(Q) designe le réseau des caractéres de Q). C’est un ensemble fini de cardinal
< |W]| (¢f. |Di, prop. 7.4.7]).

On va déduire de tout cela que

(HZ (£)x

et en corollaire que
b
(Hpy ()
sont des g — B—modules de longueur finie pour tout Z, sous-variété fermeée,
irréductible et G—invariante de G.C(z), et tout y € C(x).
A cette fin, on rappelle que D est ’ensemble des diviseurs limitrophes de z
et que:

IL,z={DeD :zeDetZ¢D},
Jez={DeD: ZCD}.

On note aussi:

Lyz: = {pm(D) . D¢ I;,Z}  Jez: = {pm(D) . D¢ L,Z}

et —INI, z+N*.J; 7z 'ensemble des caractéres de G, de la forme — ) 5, nsd+
> se, , 6 avec, pour tout & € Iz (respectivement J; z), ns € N (respecti-
vement ny € N*).

Théoréme 1V.4.4 Pour tout caractére central x de g, le g — B—module

H éZZ((a;)) ('g ) X
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admet une suite de composition finie

H(C;ZZ((?)(D%)X =My2 M D...2 My 2 Mny1 = (0)

dont les quotients successifs M;/Miy1 0 < i < n sont & permutation prés les
Hwe
Hy (Loa(v))
ot v décrit ’ensemble
Pz (L) — NI z + N*"Jp z) Nwz.{v € X*(Q) : xoo =X} -
Remarque : En particulier, on a:

(HEON L))y = (0) © (0ol L) ~ NIz + N Ty 2) N Wiy = 0

Démonstration : En reprenant mutatis mutandis la démonstration du
lemme IV.4.1, on trouve cette fois que les g — B—modules

(HZ D (£)x

ont une suite de composition, a priori infinie, dont les quotients successifs non
nuls sont & permutation preés:

HO (L6 (6)

avec £ € (pac (,S,ﬂ) - NIZ,Z + ]N*Jz,Z) n Wz,x-

Or, #;  est fini.

Par conséquent, pour chaque caractére central Y, il n’y a qu’un nombre fini
de quotients successifs non nuls parmi les:

HY (260 ()

(on utilise encore que I 7 |J J,,z est constitué de poids Z—linéairement indé-
pendants).
On a donc une suite de composition finie pour chaque

(HEED () -

Q.e.d.

D’aprés [B01, §3, théoréme 3], lorsque y € X, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) y € C(z) pour un z € X7 dont 'orbite G-z est fermée;
(ii) la B—orbite B-y est de rang maximal (cf. la définition page 74).
On déduit de ce fait et du théoréme précédent le:

Corollaire IV.4.4.1 Soit Q une B—orbite de X de rang mazximal. Soient b la
codimension de Q dans X et x lunique point fize de T tel que Q C C(z). On
garde les notations wy, Q et Lo -) du début de la section.
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Alors pour tout caractére central x de g, (Hsb) (05,”)))( est un g — B—module
de type fini qui admet une suite de composition finie :

(Hg(.,s,ﬂ))x =MyDM; D...D My 2D My =(0) .

dont les quotients successifs M;/M;11 0 < i < n sont & permutation prés les
« modules de Verma généralisés » (cf. la page 92) :

H (Lo (v))
ot v décrit ensemble
( o(L) + LI, 7q + ]N*Jm’m) Nwg.{veX*(Q) : xo=x} -
Remarque : Puisque £ = wg.2;, que p,(-£) = w;.p,, (£) et que:

HEY (Loo(v) = Hw?, (Lo, (wi'v)) = Hyo), o (Lajgwy'v)

ce corollaire signifie aussi que

(H&(2))

X

admet une suite de composition finie dont les quotients successifs sont & permu-
tation preés les

Hpo/0(Ze/0())

ou, cette fois-ci, v décrit I’ensemble :

(pzz (ZL)+ LI, g5+ ]N*szm) NWy .

Démonstration :

Soit y tel que 2 = B-y. Posons C' : = C@(JJ) et F' le diviseur de X qui est
la réunion des diviseurs limitrophes D contenant x mais non y.

D’aprés le théoréme IV.2.2:

Hp, (£) = HA(ZL ") .

n>0

Soit x un caractére central. On a une réunion croissante de g — B—modules:

(Hp, (D)x = |J (HE(Z ©T5M)x () -
n>0

S’il s’agit d’une union finie, ¢c-d-d si & partir d’un rang N, on a:
V>N, (Hp, (L)) = (HE(L @ Tp™)x

alors le théoréme précédent permet de conclure. En effet, d’une part :

i:D;dz,D; By
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=>pw($ & jf_?n) =pw($) +n'( Z pz(Dz))

i:D;dz,D; By

=p.(Z) + n.( Z Pz (0))

sl —
z,Gy

et d’autre part: {J,,»o(n — N) = Z.
En fait, la réunion (x) est bien finie. Pour le vérifier, il suffit de montrer que
pour tout g — B—module simple L(A), de plus haut poids A € X, la multiplicité

[(HE(Z @ T5™))x « L]

est finie et majorée indépendamment de n.
Or, le théoréme ci-dessus entraine que:

[(HL(Z © T5™)x : L]
= Z[Hﬁéﬁ:gm Zeo(w; ' v)]

(ot v parcourt 'ensemble p, (£ ® ") = NI 7 + N*J, =z Nw, {p € X*(Q) :
Xu = X})
I(wy
< Y HR b 0(Zae)) s L]

Vi Xv=X

qui est un entier indépendant de n car {v : x, = x} est fini de cardinal < |W]|.

Q.e.d.

* k% X

Lorsque X est une compactification réguliére d’un groupe réductif G, consi-
déré comme une G x G—variété, tout point fixe de T" x T appartient & une
G x G—orbite fermée, autrement dit, toutes les B x B~ —orbites sont de rang
maximal, (¢f. [B98, proposition Al] et [DCP]). Donc, pour ces variétés, tous les
groupes de cohomologie & support dans les B x B~ —orbites sont de longueur
finie et ont une suite de composition donnée par le corollaire ci-dessus. Cela
s’applique en particulier aux groupes H}Bw p-(0g) vu en section II1.4, cf. aussi
V.3.7.

Mais en général, dans une variété réguliére, les orbites d’un sous-groupe
de Borel ne sont pas toutes de rang maximal et les groupes de cohomologie &
support n’ont pas toujours de filtrations avec des modules de Verma généralisés
comme gradués associés. Par exemple:

Considérons H : = GL(2,C) comme un sous-groupe fermé de G :
PGL(3,C) via l'injection :

a b 1 00
(cd)H 0 a b
0 ¢ d
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Parmi les compactifications réguliéres de ’espace homogéne G/H, il y a:
X = P? x P?*, ou 'on a noté P? et IP2* P’espace projectif IP(C?) et son dual
P(C3*) (c¢f. [BBY6, §2.1|).

L’action de G sur X est diagonale:

Vg e PGL(3,C), Vv e C® \ {0}, VA e T \ {0},
g9-(v], [A]) = (lg-v], [g-A]) -

Pour cette action, X admet deux G—orbites:
G/H = {([v],[A)) € X : A(v) # 0}

qui est ouverte et :
D ={([v],[\) € X : Av) =0}
qui est fermée.
Choisissons un sous-groupe de Borel et un tore maximal de G:

bii b2 bigs
B: = 0 ba2 bas | : biibaabss #0
0 0 bys
I 0 0
etT: = 0 zo O : 212223 £ 0
0 0 I3

La variété G/H est de rang 1.
En effet, si on note {ey, €2, e3} la base canonique de C? et {e}, 5, e}} sa base

duale, alors le point z1 : = ([es], [e] + €3 + e3]) a pour stabilisateur dans B:
a b 0
Byy={|0 a-b 0|eB
0 0 a
D’ou:

dim B-z1 = dim B — dim B,
=5—-1=4
=dim X .
Ainsi, B-z; est la B—orbite ouverte de G/H et:

r(G/H) =r(B-x1)
=dim7T — r(By,)

=1.

D’un autre coté, le point zg : = ([es], [€3]) de X est fixé par T et appartient
a Porbite ouverte G/H. Son stabilisateur (dans B) est

b1y bz O
B, = 0 b2 O €B
0 0 bsg
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et le rang de sa B—orbite est :

r(B-zg) = dimT — 7(Byg,)
=dim7T — dimT

=0.

La B—orbite B-zy n’est donc pas de rang maximal.

Remarquons également que B est une cellule de Bialynicki-Birula (de codi-
mension 1 dans X). On peut donc calculer le caractére du T—module Hy, (Ox)
a ’aide de la formule du théoréme I1.3.2; on trouve:

e_(a+2ﬁ)
(1- e*(a+6))2(1 —eh)2

[Hﬁwo(ﬁx)] =

ol «a et Bsont les caractéres de T suivants:

[ I1 0 0 T
o 0 zo O —
| 0 0 = 2
I Iy 0 0 i T
B:1 0 zo 0 =2
| 0 0 a3 | 73

(ce sont les racines simples associées & G, B, T').
Ce caractére s’exprime comme une somme de caractéres de sl(3, C)—modules
de Verma (on note sl(3, C) ’algébre de Lie de PGL(3,C)):

[Hpeo (Ox)] =D nalM(N)]
A

ou A décrit ’ensemble des poids de la forme —Na — INS.
En se servant de la remarque qui suit la proposition II1.1.5, on s’apercoit

que:

e—a—2ﬁ

(1—e2B)2(1 —eF)2 (

m= A== e-p-e ) »
_ (1 —e e 228
Tl Aa-c P

En particulier, n_gq_28 = =1 <0.

11 résulte alors de ce coefficient négatif que le g — B—module H}%O(ﬁx) ne

peut pas avoir de filtration dont le gradué associé soit une somme directe de
modules de Verma tordus M¥()).

) .
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CHAPITRE IV. VARIETES REGULIERES
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Chapitre V

Compactifications des
groupes réductifs

Pour les notations, cf. le début du chapitre ITI.

Une COMPACTIFICATION DE G est une variété compléte normale qui
contient G comme ouvert et ou se prolonge l’action de G x G sur G (par
multiplication & gauche et & droite). On va s’intéresser aux compactifications
réguliéres : celles qui sont des variétés réguliéres pour ’action de G x G (cf. le
chapitre précédent).

On va déterminer les groupes de cohomologie de tous les fibrés en droites
sur les compactifications de G. On commencera par le cas particulier de la
compactification magnifique pour lequel ’énoncé et sa démonstration sont plus
simples.

Rappelons que si G,q désigne le groupe G/Z(G), alors d’aprés [B98, prop.
A2], toute compactification réguliére X de G domine la compactification ma-
gnifique Goq (cf. la section V.2.3). Cela signifie qu’il existe un morphisme

cp:X—)G—ad

qui induit la surjection canonique sur G (ce morphisme est forcément G x
G—équivariant).

Pour la compactification magnifique et pour les compactifications générales,
on rappellera, & chaque fois, une paramétrisation de leurs faisceaux inversibles (&
isomorphisme prés) avant d’énoncer le résultat principal. Comme ces faisceaux
inversibles ne sont pas toujours linéarisés pour G x G on fera appel dans les deux
cas a une isogénie r : G — G pour obtenir des faisceaux linéarisés au moins pour
G x G.

Pour la démonstration des deux résultats principaux (les théorémes V.2.2 et
V.3.2), on utilisera le théoréme de Grothendieck-Cousin.

Pour ce qui concerne la compactification magnifique, on ’emploiera avec une
filtration qui fait apparaitre, comme termes de la suite spectrale du théoréme
1.3.1, des groupes de cohomologie & support dans des cellules de Bialynicki-
Birula. On étudiera ensuite, grace aux suites de compositions du lemme IV.4.1
(au chapitre précédent), leurs multiplicités selon les G x G—modules simples.
Cela permettra de conclure presque immédiatement.
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Avec les compactifications générales, I’étude des termes de la suite spectrale
du théoréme 1.3.1 est insuffisante: on a aussi besoin des morphismes impliqués
dans cette suite spectrale. C’est pourquoi on utilisera plutdt le théoréme 1.3.1
dans sa version du complexe de Grothendieck-Cousin. En contrepartie on devra
analyser les groupes de cohomologie & support dans les B x B~ —orbites. On
conclura en passant par des calculs de caractéres de groupes de cohomologie &
support dans le cadre torique.

On commence par quelques

V.1 Remarques sur les G X G—modules

V.1.1 Les plus hauts poids

On considére le sous-groupe de Borel B x B~ de G; c’est par rapport &
lui qu’on ordonne les poids de X x X:si A = (A1, A2) et pw = (u1, u2) sont des
caractéres de X x X, alors:

A>2pue A 2> et pr < o

pour Pordre usuel < sur X (défini & partir de B (cf. la page 53)).
Pour cet ordre-13, le module de Verma de plus haut poids (A, u) € X x X est :

M\ p) =U(g x g)U(b‘fb_)lKA,u

et ’ensemble des poids dominants est X+ x X~.
Si (A, u) € XT x X, on note

L(A, w)

le G x G—module simple de « plus haut » poids (A, p).

L’espace End(L()\)) des endomorphismes de L()) (A € XT) muni de I’action
de G x G définie par:

Vg1, 92 € G,V f € End(L()\)), Yv € L(\),
((91,92)-/)(®) = g1.f (95" 0)
est un G x G—module simple. Avec les notations qui précédent, on a:
End(L()\)) = L(\, =) .
On aura aussi besoin d’une nouvelle action décalée x de W x W :

Yw,wy €W, VA ueX,

(w1, w2) x (A, p) + = (Wi (A+ p) — p, w2 (A = p) +p) -



V.2. LA COMPACTIFICATION MAGNIFIQUE G 101

V.1.2 Les multiplicités

Soit M un G x G—module.

Puisque les caractéres centraux y sont deux & deux distincts quand A décrit
Xt x X, l'espace propre généralisé M,, est un G x G—module dont tous les
sous-quotients simples sont isomorphes & L(A) (pour tout A € X+ x X7).

En particulier, si A € XT x X~ et si 'on note d’un indice A I’espace propre
associé 4 A\, on a:

dim(L(X)y) =1

(cf. [Di, proposition 7.1.8 ii]) ; d’our:
[M : L(N)] = [My, : L(N)] = dim (M, )x -

Par conséquent, la multiplicité est juste la dimension d’un espace propre.

V.2 La compactification magnifique G

On suppose ici que G est un groupe semi-simple, adjoint et connexe sur K.
En plus des notations du chapitre III, on notera:

GG

le revétement universel de G (é est semi-simple, simplement connexe et G 1Z (é)

est isomorphe 4 G). On notera aussi B, B—,X, Y, Xt, YT les objets correspondant
aB, B~,X, Y, Xt, Yt pour G.
De Concini et Procesi ont construit ( ¢f. [DCP, §2.1] ) la compactification
« magnifique », ou « canonique » de G t:
G .

On en rappellera une construction en V.2.3.

V.2.1 Les faisceaux inversibles sur G

G n’a qu’une seule G x G—orbite fermée, que I’on nomme Oa. En tant que
G x G—variétés, on a:
Oa ~G/B~ xG/B

(cf. [DCP)). B
On se sert de Oa pour paramétrer les faisceaux inversibles sur G. En effet,
la restriction & Oa induit un morphisme:

Pic(G) — Pic(0a) X x X
] — [Z)0.,]

(oi Von note entre [ ] la classe d’isomorphisme de &g, —modules d’un faisceau
inversible). Ce morphisme vérifie le:

Lemme V.2.1 ([DCP, §4]) La restriction ¢ Oa est injective d’image :

{[Ze8-xc/5(\—N)] + A€ X}

tet plus généralement de toute variété symétrique.
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B Etant donné X € DNC, on peut trouver un faisceau inversible sur G, G x
G—linéarisé (et cette linéarisation est unique) représentant de l’antécédent de

[-Z(A, —A)] dans Pic(G) (Cf. [KKLV, rem. p. 67, prop. 4.6 p. 74], [KKV, prop.
2.3 p. 81] et [BP, 1.]). Pour chaque A € f)VC, on choisit, une fois pour toutes, un
tel représentant .%)y. B

Remarque : Si A € X, la fibre de %) en le point B~ x B de On est:

Kx,—x,

la droite affine munie de I’action de B~ x B via le poids (A, =A).

V.2.2 Le résultat principal

Comme G est une G x G—variété (a fortiori une G x G—variété) et les faiscaux
%\ sont G x G—linéarisé sur G, chaque groupe de cohomologie Hi (G, %)) est
un G: x G—module rationnel. 11 se décompose donc en une somme directe de
G x G—modules simples avec certaines multiplicités. Pour les exprimer, on définit
les ensembles :

ILi: ={a€eA :t(a) >0}et J;: ={a €A : t(a) <0} .
Théoréme V.2.2 Soit A un poids entier. On a:
H'(G, %) = @ mi(wEnd(L(g))
peXt
ot mi (n) est le nombre de t € W tels que
)+ |J| =i et t7 P xpe X — NI + N*J; .

Remarques :
1° On retrouve les faits connus suivants (cf. [DCP]):

~sii=0, H(G,#4) = D, i+ per End(L(w)) ;
—si A est dominant, H!(G,.%)) = 0 pour tout i > 1.

2° Les multiplicités sont majorées indépendamment de A (par exemple en
degré i, par le nombre de t € W tels que 2I(t) + |J;| = ) et elles peuvent
étre plus grandes que 2: par exemple si G = PSO(8,C) et i = 5, alors
pour tout pu € X, il existe un poids entier X tel que m3(u) = 3.

On retrouve aussi la dualité de Serre pour les faisceaux inversibles sur G.
En effet, si w est le faisceau canonique de G, montrer que:

Vi>0,VAeX, H(G, %) ~ (HdimG—"(E, ,%AVg@ wa))
G

revient & vérifier que pour tout p € 3~C+, les multiplicités

[H(G,£) : End(L(n))]



V.2. LA COMPACTIFICATION MAGNIFIQUE G 103

et
(HdimG*i(é, gﬁ’g@ WG) : End(L(—wopu))
G

sont égales.
Or, ZY =% »et:

Ya = g*QP*ZaeA @

(cf. [Str, §3)).
De plus,sit € W, on a:

t™! % (—wop) = —trwop +t T p—p=—t" we(u+p) — p

= —(t"two(p+p) —p) —2p = —((t " wo) x p) — 2p
et:
(©) 20(t) + || = dim G — i
t™! % (—wop) € A —2p — 3 cp 0 — NI + N*J;

o {2000 + 1] = 2(wo) +|A] i
—(t‘lwo) * € —A—=N*I; + NJ;

—((th)_l) LVAS —A—=N*I; + NJ;

OI‘, It = ont et Jt = Iwot d’otr:

(<>) Zl(th) + |Jw0t| =1
—((wot)™") % p € =X = N*Jypt + Ny
Il en résulte, grace & la bijection: t € W +— wot € W et a la formule du
théoréme, que les multiplicités sont bien égales.

* %k %

EXEMPLE : Lorsque G = PGL(3, C), on peut montrer que le nombre 2(t)+
|Jt| ne peut prendre que les valeurs 0, 3, 5, 8. On a donc, pour tout faisceau
inversible .Z sur PGL(3,C):

H{(PGL(3,0C), %) = (0)sii ¢ {0,3,5,8} .

On vérifie aussi que les multiplicités m? (1) sont 0 ou 1.

V.2.3 Construction de G

Voici les grandes lignes d’une construction de G, due & De Concini et Procesi
(cf. [DCP, §2.1] et aussi [Str]):
Soit L(A) un G-module irréductible de plus haut poids A, dominant et
régulier.
L’application :
G 25 End(L())
g +— (v gw)
vérifie:

(*) v1(9) e Kid & g € Z(G) .
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En effet :

&< : car puisque V est irréductible, le centre Z (é) agit via des homothéties
(en raison du lemme de Schur);
=: car A est régulier.

(¥) permet de définir un morphisme injectif vers I’espace projectif
P(End(L())):

(p:{ G=G/Z(G) — P(End(L()))

g — [v = g.v]
En fait, ¢ est une immersion (localement fermée) et on pose G: =¢(Q).
Ce G est indépendant du plus haut poids A choisi, du moment que A est
régulier.

EXEMPLE : Si G = PGL(2,C), alors G = SL(2,C). La représentation
naturelle: _
G - GL(2,0)
g = (@WeCrg()

fait de €2 un G—module irréductible de plus haut poids:

T — C*

z 0 N
0 =1t
qui est dominant et régulier.
L’application ¢ est l'injection naturelle:

| R

LA <zb)mod]K* — (ig)modﬂ(*

Comme dim G = dim P? = 3, on a ici ¢(G) = PGL(2,C) = P(M(2,C)).

On retrouve la variété projective de 'exemple 2) page 16. Appliqué a cette
variété, le théoréme V.2.2 donne les groupes de cohomologie des faisceaux in-
versibles sur IP(M(2, C)). Avec les notations introduites ci-dessus et & la page
16, on a:

X = Za, %:Zg, §C+:Ng, p= getW:{l,so[}
2 2 2
oll s, est la classe de _01 (1] modulo le tore { "g (1) : z e K*}

Pour tout n € Z, on note .%, le faisceau .,i”n% ; C’est aussi le faisceau Ops(n)
sur P3 ~ P(M(2,C)).

D’aprés le théoréme V.2.2, la multiplicité m;% (m$) est égale au nombre de
t € {1,s4,} tels que:

(0% (0% (0%
—) - = — —NI; + N*J; .
2) 2€n2 t + Ji

1l en résulte que si i = 1 ou 2, H{(P(M(2,C)),-%,) = (0) (pour tout n).

)+ || =iet t7((m +1)
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De plus, si on note L,, : = L(m%) le SL(2,C)—module simple S™(C?) (
cf. par exemple [Se66, remarque page IV-7]), on en déduit aussi que:

HO(]P(M(27 G))a"gn) = @ Endg (Lm)
et:
H3(P(M(2,C)),.%,) = ey Endg (L)

0<m<—n—4: m—ne2Z

en tant que SL(2,C) x SL(2, C)—modules.

V.2.4 Utilisation du complexe de Grothendieck-Cousin

La variété G est réguliéret et ses diviseurs limitrophes sont indexés par les
racines simples:

G\G=JD..

aEA

On peut choisir I'indexation des D, telle que suivant les notations de la section
V.2.1:

Va €A, 05(D,) = %,

(¢f. [DCP], [Str, §3] ou [BP, p. 5]).
Une autre particularité de G est que Oa ~ G/B~ X_G/B, I'unique G x
G —orbite fermée, contient tous les T' x T'—points fixes de G. En particulier :

G = O ={zyy : w,t eW x W}

ol &y : =wB™ xtBe€G/B~ xG/B.
1l existe un sous-groupe & un paramétre ( de T x T tel que

Tx

G =G Tetc=(r¢)eyr xy-
(cf. le début de la section I1.3 page 28).

On prend un tel sous-groupe & un parameétre { que l’on gardera jusqu’a la fin
de la démonstration. On appellera Cy, ; la cellule de Bialynicki-Birula associée
a ¢ et au point T, ¢.

Remarques :

— ( a été choisi dans Yt x Y~ de sorte que toutes ces cellules soient B x
B~ —stables;

—~ona(e€yYtt x =Y+t car:

T x

@C :5 r = OAC = OATXT

>Vaedt (a,(t)>0et (a,()<0.

ten tant que G x G—variété
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Ces notations étant posées, pour démontrer le théoréme précédent, on va
utiliser le théoréme de Grothendieck-Cousin. Afin de ’appliquer, on a besoin
de trouver une filtration « convenable » de G par des sous-variétés fermées. On
aimerait bien que cette filtration :

G=202...27Z,2D ...

soit telle que, pour chaque p, Z, \ Zp11 = Cy,,,, une cellule de Bialynicki-
Birula, car on a déja des informations sur les groupes de cohomologie & support
dans ces sous-variétés (cf. le lemme IV.4.1).

Cependant, en général, la famille des cellules ne constitue pas une stratifica-
tion de G, c-a-d que le bord d’une cellule:

ac: =T\ C

n’est pas toujours une réunion de cellules (de codimension supérieure). Donc,

a priori, contrairement aux cas des variétés de drapeaux (cf. la section I11.3.2)

(ou les B—orbites coincident avec les cellules) et des variétés toriques (avec les

T—orbites & la place des cellules) la méthode qui consiste & prendre pour Z; la

réunion des cellules de codimension > i n’est pas une filtration par des fermés.
Néanmoins, Bialynicki-Birula a démontré le:

Théoréme V.2.3 (|[BB76, théoréme 3]) Soit X une variété projective mu-
nie d’une action de IK*.

A chaque composante irréductible X; de la sous-variété des points fires XX
correspond une cellule

C;: :{xeX:ii_r%a.xeX,-}.

Alors, la décomposition X = L;C; est filtrable, c-a-d il existe une filtration de
X
X=72yD...2Z, =0

par des fermés Z, tels que pour tout p > 0, Z, \ Zp41 soit une des cellules C;.

Puisque G est projective, on peut lui appliquer ce lemme ; on ordonne les
cellules de Bialynicki-Birula:

Cuwo,tos Cwnytrs---
de sorte qu'’il existe des fermés Z, de G (p > 0) vérifiant :
-G=2027Z1D...;
-Vp>0,Z, \ Zpy1 =Cupp,-

On fixe une telle filtration et on va s’en servir pour appliquer le théoréme de
Grothendieck-Cousin : il existe une suite spectrale qui converge :

(x+) BEP? = HEM () = HP(G,2) -

»tp

On va maintenant analyser les HS (%)), qui sont les termes initiaux de
cette suite spectrale.
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V.2.5 Drapeaux

Soit x un caractére central de g x g.
On pose:

Ly : ={a €A : (w(a),(t) — (t(a),(7) >0}
Jut: ={a €A : (w(@),¢") - (ta), (") <0}
(ot ¢ = (¢, ¢7))-
Remarque : Comme (Tt €eYtt et (- €Y,

Ly=L={a€A : tla) >0}et iy =Jy={a €A : t(a) <0}

sont indépendants de (.

En revanche, si w # t, I, et Jy, dépendent du choix de ¢ (parmi les
—T

. — T .
sous-groupes & un paramétre de Y+ x Y~ vérifiant GC =G *.si par exemple:

¢t =np¥ et (" =pYavecn > max
ageet (B, pY)

alors I, s = I, et Jy+ = Jy ; inversement, si:

~

¢t =pY et (T =np” avecn > max (e, p*
a,Bedt (/87PV>

alors I, = Iy et Jyp = Jy. .
On notera c,,; la codimension dans G de la cellule de Bialynicki-Birula C,

Lemme V.2.4 Si x n’est pas de la forme x,,—, pour un p € 5(3, alors :
(Heo' (23)x = (0) .

St, en revanche, X = Xu,—u pour un p € 3~C, alors le g X g — B x B——module
(HE (L2))xp—, 0dmet un (w,t)—drapeau’ de type :
{(v,—v) : ve (A=NI,; + N*Jyp ) N W x pu}

Démonstration : On remarque d’abord que suivant les notations du lemme
IV.4.1 et de la remarque qui le suit (ici, GxG et Bx B~ jouent les roles respectifs
de G et B, 13a), on a:

Izw,t = {pzw,t(Da) : (pw,,,,t(Da):C> > 0}

sz,t = {pzw,t (Da) : (pa:W,t (Da)aC) < 0}

(P2, (Do) désigne le poids de la droite T x T —équivariante ﬁa(Da)|zw,i .-
Or,

— Tyt € Oa = naeA Da;
= Pew.(Da) = (w(a), —t(a));
- (="

T ¢f. la définition 8 page 59.
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d’otu:
Iww,t = (w,t).{(a, —Ot) rTac Iw,t}
J.’Ziw,t = (wat)-{(aa —Ot) NS Jw,t}

ce qui invite a poser :
Iujit t={(a,—a) : a €L} et Jit t={(a,—a)  a € Jyt -
Ensuite, on a:
B x B .zys = BuB~ /B~ x B"tB/B

qui est une B x B~ orbite de codimension I(w) + I(t) dans G/B~ x G/B. Avec
les notations du lemme IV.4.1: b(zy,¢) = l(w) + 1(2).

D’aprés le lemme IV.4.1, le g x g — B x B~ —module (Hg‘:’i (A\))x admet
une suite de composition finie dont les quotients successifs sont 4 permutation
pres les:

I(w)+I(t
HE oY (Loxaen, ()

ou v décrit I’ensemble :

(pww,t ("g)\) - N‘Iww,t + N*J$w,t) ﬂ %w,th -
OI‘, Dzy s (g)\) = (’w,t)pwl’l(g)‘) = (w:t)'(/\a _/\) et:
Hy gt (LoxGon, ) = Hiwt'Vh o i5y5(Zayp-xayp((w™t7).0))

qui est un g x g — B x B~ —module avec X(w-1,t-1)., COmme caractere central
(cf. le théoréme I11.3.1). On en déduit que:

W, ,=(w,t){VeXxX : x,=x} .

w,t

On fait maintenant le changement de variables:

v=(wtt o

et on trouve que (Hé”fy’tt (%2))x a un (w,t)—drapeau de type:
(A =A) = NIZ, + N T ) [ \(W x W), .

Comme tous les poids de ’ensemble (A, —A) — ]NI,f’t + N* Jit sont de la forme
(u, — ), Vintersection ci-dessus est vide si x n’est pas de la forme x,,—, (1 € X).
En revanche, si x = x,,, pour un p € X, alors:

(W x W)y = {(w1,w2) * (p, —p) : (w1,w2) €W x W}

et:
(W x W)y N{(§, =) € X} = {(w* p,—(w ) : we W} .

D’ou le lemme.
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Avec la terminologie de la section V.1 pour les G x G—modules simples, on
en déduit le:

Corollaire V.2.4.1 Selon le G x G—module simple de plus haut poids (u,v),
la multiplicité de Héf:v’tt (&) est nulle si w+v # 0. Lorsque p+v = 0, le

G x G—module simple de plus haut poids (1, — ) est End(L(w)) et on a:

et 1 siw=tetsit!xpel—NIL+N*J
[z ) - mazo)] = { e pEAT NI N

(pour tout p € XF).

Démonstration : Si L(u,v) est le G x G—module simple de plus haut

poids (u,v), alors u € X+ et v € —X+. Le caractére central associé est Xp,v-
Par définition (cf. le paragraphe qui précéde la proposition I11.1.4):

[HE (23)  L(p,v)] = [(HE (A))x - L, v)] -

D’aprés le lemme précédent, pour que cette multiplicité ne soit pas nulle, il
est nécessaire que X, = X¢,—¢ pour un § € X.
Or:

Xpw = Xe,—¢ € Jwi,wa 1 (g, v) = (w1, w2) x (§—§)
SAw,we €W t p+p=wi(E+p)et —v+p=wy(é+p)
& Wp+p)=W(-v+p) (¥

Mais puisque g + p et —v + p sont dominants et réguliers, (x) entraine que

uw=—v.
Remarque : Comme p + p est régulier, on a aussi:

(1, —p1) = (w1, w2) * (§, =€) = w1 = w2 .

Sipu+v=0,alors L(u,v) = L(p,—p) = End(L(p)) et comme le g x g —
B x B~— module
(Hé:uu,,tt ("g/\))Xu,—#

a un (w,t)—drapeau de type:
{v,—v) :ve (A=NI,; +N"Jy ) NW x u}

(¢f. le lemme V.2.4), on a (¢f. la section 111.1.3) :

[HE () : Lp, —m)] = D [M((w,8) * (v = v)) = L, —p)] (+)

v

ol v parcourt ’ensemble :
(A= NIy + N*Jy o) (W * p

et ou M (v1,12) est le module de Verma de plus haut poids (v1,v2).
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Or, selon 1’égalité II1.2, page 64 :

Mais, suivant la remarque ci-dessus, (w,t) *x (v —v) = (g, —p) = w = t.
Pour terminer, on remarque que:

(t,t)*(l/,—u) = (Ma—ﬂ)ﬁt_l*ll:’/

et que cela est possible pour au plus un t € W vu que p est dominant.
Donc d’aprés la formule (x%) :

[HE:' (A = L, —p)] =1

sit™' xp € A= NI + N*J; s et c’est O sinon. Q.e.d.

V.2.6 Démonstration du résultat principal

Grace a la suite spectrale (xx) et au lemme V.2.4, on sait déja que pour tout
12>0:
(H'(G,£2)x = (0)

si le caractére central x n’est pas de la forme x,, _, pour un p € X+
Soit u € X*; on va calculer

[Hi(G,4) : End(L()] -

Posons x : = xu,—u- En utilisant la remarque du paragraphe précédent, il suffit
de calculer la dimension de 1’espace propre de poids (u, —p) :

(Hz(aa g/\))x,u L= (Hi(éagz\)x)uﬁu .

Or les prises d’espace propre généralisé et d’espace propre, associés respective-
ment 3 un caractére central et & un caractére, sont des foncteurs exacts (sur la
catégorie des g x g — B x B~ —modules (¢f. le paragraphe suivant la proposition
I11.1.2). On conserve donc une suite spectrale convergente :

EPT = (HEH (L) = (H'P(G20)) s -

On va voir (au théoréme V.2.6) que cette suite spectrale est dégénérée. La raison
principale constitue le:

Lemme V.2.5 Sit,t' € W sont distincts et si on a l'inclusion :
Cit CCuyp

alors :
COdim(Ct’t,é) — COdim(Ctlytl,é) Z 2.
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Démonstration : Etant donné que G n’a qu’une seule G x G —orbite fer-
mée, ce lemme est une conséquence immédiate de la proposition plus générale
V.3.6, démontrée dans la section suivante. Q.e.d.

Théoréme V.2.6 Pour chaque caractére central X = Xu,—, avec i € 9~C+, on
a:
Vr>1, (Ef’q)x,u = (Ef’q)xw :

Démonstration : On procéde par récurrence sur r > 1.
Il n’y a rien & dire pour le cas r = 1.
On suppose que (Ef")y , = (Ep?)y,u si 1 <k <r et on va montrer que:

(B2 Dy = (B ) xon -
1l s’agit de démontrer que les morphismes :

A (BT = (BT,

sont nuls pour tout (p,q).
Si dP»? n’était pas nul, on aurait certainement :

(B2 # (0) et (BZF™0), , # (0)

c-a-d :
(EPD) o # (0) et (BPFPI7TH) L #(0)

d’aprés ’hypothése de récurrence.
Mais alors, on aurait : wp = t,, Wptr = tp4r d’apres le corollaire V.2.4.1 et :

(* * *) p + q= COdim(Ctp,tp ) G) , P + q +1= COdim(Ctp+1‘,tp+7‘7a)

d’aprés le théoréme 1.4.1.
Selon le lemme 1.5.1, on aurait aussi:

Ctp+mtp+r g Ctp,tp
et par conséquent :

codim(Cy, ., ¢,..,G) — codim(Cy, ¢,,G) > 2

en raison du lemme V.2.5.
Ceci contredit ( * *). Q.e.d.

1l résulte de ce théoréme que:

Vp,q, (Ef’q)x,u = (Egéq)x,u .

D’ou: . o
[HY(G, £)) : End(L(p)] = dim(H (G, £3))x,u

= Y dim(EY)y.

p,q : ptg=i
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= Z dim(EP)y,p

P:q : ptg=i

= Z o(tp)

P,q : pHg=i,wp=tp
=29
tew
avec, pour chaque t € W:

5(t) _ 1 Sit_l*,u/E/\—]NIt-f-]N*Jt et 2l(t)+|Jt|:Z
"7 1 0 sinon ;

d’aprés le corollaire V.2.4.1.
Ceci achéve la démonstration du théoréme V.2.2. Q.e.d.

V.3 Compactification générale X

G est maintenant un groupe réductif connexe sur K.

On choisit une isogénie 7 : G — G telle que Pic(G) = (0) (¢f. [Iv76] ou
[KKLV, prop. 4.6]). Cela permettra de linéariser les faisceaux inversibles sur
une compactiﬁcati/o\n/ de G.

On notera g, B, f, DNC, f)~C+, Y les ensembles correspondants & B, B—, T,
X, X*, Y dans G. On supposera aussi que I’isogénie a été choisie telle que les
caractéres de T' soient des poids entiers.

Soit X une compactification réguliére de G (en tant que G x G—variété).
Rappelons que X domine la compactification G4.

Afin d’énoncer le théoréme principal de cette partie, voici quelques données
concernant X:

V.3.1 Données combinatoires (d’aprés [B98])

On note:
et:={veYr : Va e ®F, (a,v) > 0}

Ct: ={veYr : Vae ®", (a,v) >0}

la, chambre de Weyl positive et son adhérence.

V.3.1.1 La subdivision de G+ associée a X

Soit T ’adhérence de T dans X.
Sur G, la restriction de laction de G x G & la diagonale de T', diag(T"), est
donnée par :
VYgeG,VteT, (t,t).g=tgt™" .

Elle se prolonge & X et puisque G9128(T) = T, 1a variété T est une composante
irréductible de X4128(T) Ce dernier est lisse (cf. [[v72, prop. 1.3]). Pour I’action
de T & gauche ( i.e. pour 'action de T' x {1}), T est donc une variété torique
compléte lisse ; on appelle & I’éventail associé 4 T (cf. la fin de la section I1.4.1
et [B98, §3.1]).
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Comme T est compléte, € est une subdivision de Yg ( U c=Ygr) e
o€l
comme T est invariant par laction de diag(W) : = {(w,w) : w € W}, & est

aussi W —invariant.

Il résulte de [B98, prop. A2] que € = WE* o € est ’ensemble des cones
de & contenus dans €+. De plus, & est une subdivision de €+ qui paramétre
les G x G—orbites de X (cf. encore [B98, prop. A2]).

Pour tout o € &*, on désigne par z,, ou zp,, le point-base correspondant
dans T (cf. page 38) et par O, sa G x G—orbite. On dira que z, est le point-base
de Dorbite O, .

Les G x G—orbites fermées correspondent aux coénes de €T de dimension
maximale. Ces cones sont de dimension dim 7' et on note £ (m) leur ensemble.

Lorsque o € €¥(m), z, a pour groupe d’isotropie B~ x B; d’ou:

GxG-z2,~G/B” xG/B

(cf. [B98, prop. Al ii)]).

V.3.1.2 Les faisceaux inversibles sur X

Gréce & la paramétrisation des fibrés en droites sur les variétés sphériques
décrite par M. Brion dans [B89, §2.2], on obtient celle des fibrés en droites sur
X par les fonctions d’appui sur €*. On utilise en particulier que X admet un re-
couvrement par des ouverts isomorphes & des espaces affines et les trivialisations
des fibrés en droites restreints a ces ouverts.

Théoréme V.3.1 ( [B89, §2.2] ) Etant donnée une fonction d’ appui h : [
R a valeurs entiéres sur H"‘ il existe un faisceau £, inversible et GxG— linéarisé,
tel que :
Zlo, = gG/B xG/B(h ~hq)

pour toute orbite fermée O, (o € EX(m))T.

A isomorphisme de faisceaur G X G—linéarisés sur X prés, £ est unique et
on le note: %.

On obtient ainsi, & isomorphisme de Ox—modules prés, tous les faisceauz
inversibles sur X.

_ ON CONSERVERA CETTE NOTATION .%} POUR LE FAISCEAU INVERSIBLE ET

G x G—LINEARISE SUR X CORRESPONDANT A LA FONCTION D’APPUI h.
Remarque : Si .2 et Z? sont deux G x G— linéarisations d’un méme

faisceau inversible . sur X, alors il existe un caractére § de G x G tel que:

) — 3(2)(59]1{9
K

ot Ky est la droite K munie de Iaction de G x G via 6. En effet, (X)* = K*
et on peut appliquer [KKV, lemme 2.2].

111 s’agit d’isomorphismes de &x —modules G x G—linéarisés sur Os. Rappelons que hy, €
X est tel que: Vn € Ct, h(n) = (ho,n).
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V.3.2 Enoncé du théoréme principal

Soient h une fonction d’appui sur G+ a valeurs entiéres sur 9#
On pose , pour tout A € X:

V(h,A): ={n€Ct : (\,n) — h(n) >0} .

Sia € A, onnote: at : = {n €€+ : (a,n) = 0}. Rappelons que J; = {a €
A : t(a) < 0}. On utilisera encore la notation H*( , ;R) pour les groupes de
cohomologie relative & valeurs dans R de parties de Yg.

Cela étant posé:

Théoréme V.3.2 On a une égalité de G x G—modules :
H'(X, %) = @ mj,(1)End(L())
;LE%*'

ot pour tout poids entier dominant p et tout entier i, mi (1) est égal a:

> dimHTHO (V(h,tl « 1), V(h,t xpyn aL;lR)
teWw \ {1} aedt

+dim HY(€+, V' (h, u); R)

si:(x) VneyYr, (u,n)—h(n) €Z
et mi (p) =0 sinon.
Remarques :

1° On peut aussi exprimer les multiplicités m? (u) ci-dessus & laide de la
cohomologie d’Ishida (cf. la définition 6 de la section 11.4.5).

Soient :

— une fonction d’appui h & valeurs entiéres sur g;

— un élément t € W ;

~ un caractére A € X.
On définit une partie localement fermée ®(h,t,\) de I’éventail € :
Si pour tout n € Y*, (u,n) — h(n) € Z, (h,t, ) est ensemble des cones
de € qui:

— sont inclus dans {n € €+ : (\;n) — h(n) >0} U {0};

— et rencontrent {n € C* : Ya € J;, {a,n) > 0}.
Sinon, ®(h,t,\) : = 0.
On a alors pour tout p € X+ :

mi(n) = 3 HIHO@(h, 1,1 5 )
tew

Cette formule peut étre plus commode pour les calculs en de petites di-
mensions.
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Lorsque i = 0, et sous la condition (x), on a:
H(X, %) = @@ dim H°(€F, V(h, u); R)End(L(p))
u€§+
avec:

1 siV(hp) =0
0 sinon .

dim HO(ET, V (h, u); R) = {

Les multiplicités non nulles correspondent aux poid dominants p tels que:
Vn € CF, (u,n) < h(n)
et elles valent 1. C’est un résultat déja connu (cf. [B98]).

On retrouve aussi le cas d’une variété torique compléte lisse, i.e. lorsque
G =T. On a dans ce cas:

W={1}, " =fet T =Yp .
Lorsque (*) est vérifiée, on trouve:

mi () = dim H: (Yg, V (h, p); R) .

(¢f. la remarque qui suit le théoréme 11.4.2).
On reconnait également le résultat énoncé dans le cas magnifique (¢f. le
théoréme V.2.2).
En effet, on remarque d’abord que, dans ce cas, h est simplement un
caractére A de X. Soit p € XT. On a alors:

V(A ) ={neCt : (un)—(\n)>0}.
La condition (x) du théoréme est équivalente a:

VneYr, (u,n) —(\n) >0

Spu-AeX=) 75 .
dEA

On fixe ensuite v € X. Soit V : = {n € €+ : (v,n) > 0}. On va montrer
(cela suffira) que, pour tout j > 0 et tout t € W \ {1}:

HW,vn | e R)=Rsij=|J —let sive —NI +N"J,
a€EJs
et: '
H W,V | a5R) = (0)
acd;

dans tous les autres cas.

Comme cela est vrai lorsque V' = ), on va maintenant supposer que V
n’est pas vide.
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Puisque V est convexe, on a:

HWy,vn | asR) =H Y(Vn ] o5R)

acd; acd;
pour tout j.
On pose p : { er Ry Ty avec les sous groupes
: _ \V] Y
n=3seaNowWs F Doseg, NoWS

a un paramétre fondamentaux wy (définis par (o, wy) = 4,6 pour tous
a,0 € A) et

RyJ;: = Z]R+.w(}/ .
ded;

On notera aussi R [} 'ensemble 3 5., Ry .wy-

5 . . . 5 . . < 1
L’application p est continue et on s’apercoit que, restreinte & VN{J ¢ 7,0,
ses fibres sont convexes :

vn e R, fneva | at  p) =)
acJy

=0ou{n=n'+n": n' e Ry J; et (v,n') > —(v,n%} .

On en déduit grace a une suite spectrale de Leray (¢f. [Go, chap. II, théo-
réme 4.17.1]) que:

Hrwn lJehR) =H eV [ o' )R)
acJy acJy
pour tout j.

Mais, si on note 8]R|+J‘| le bord de R4 J; ~ ]R|+J’|, sont vérifiées :

p(VN U at)={neRyJN U at It €eRLIY, (v,n)+(v,n') > 0}
a€Jy a€Jy

=R4Ji N U at \ {neRLJIN U at s (yny<— sup (y,n')}
a€J; a€Jy nleR4 I}

= 81R|_|{i| ou 6)1R|+Jt| \ {ne 61R‘_gi| : {v,n) <0} .

11 s’agit d’un espace contractile sauf s’il est de la forme:
(0) ORY\ {0} .

Dans ce cas, p(V N U,y @) est homéomorphe a RI#~1 \ {0} et:

i 0 sij—1#|J|—2
j—1 1. _ J t

(¢f. par exemple [Spa, chap. 4, théoréme 6]).

On est dans cette situation (<) si et seulement si:

{near” : (v,n) <0} = {0}
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et on vérifie que c’est équivalent & :

v e -NI; +N*Jt .

Finalement, pour tout ¢t € W \ {1}, tout ¢ > 0 et tous A, g, on retrouve
que:

HZO WO p), VLT )0 ([ ofR) =
a€J,

sii=2l(t) + |Jy| et t71 x p € A = NI; + N*J; et que dans tous les autres
cas:

HZOZV (At wp), VLT )0 | o5 R) =

acJy

Q.e.d.

PR

Lorsque G = PGL(3,C), on peut montrer que les groupes de cohomologie
des fibrés en droites sur la compactification magnifique PGL(3,C) sont des
SL(3,C) x SL(3,C)—modules sans multiplicité (c-a-d que leurs multiplicités,
selon les SL(3,C) x SL(3, C)—modules simples, sont 0 ou 1). Ce n’est plus le
cas pour les compactifications générales du méme groupe:

EXEMPLE : Soit G = PGL(3,C). On utilise les notations de [Sp81, §11.1]
pour le systéme de racines de G,T):

* = {a,f,a+ B}, A ={a, B},
W ={1, 54, 58,5453, 585a> SaS3Sa} -
On note w(\x/ et wb’ les sous-groupes & un paramétre fondamentaux tels que:
<7=w<\5/> = Oy

pour tous v,d € A.
Soit X la compactification réguliére de PGL(3, C) associée & la subdivision
suivante de la chambre de Weyl positive :

(‘3_+:aaUJB,
ou:
O"a = 1R+(wv +w/\3/) + IR+w;3/
= {nawy +’I’ng : 0<ng <ng}
et:

0?1 =Rywy + Ry(wy +wy)
= {nowy +npwy : 0<ng <ng} .
Soit h la fonction d’appui définie par:
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[ {a—28,n) sineo”
h(n)_{(5—2a,n) sin € 0P

(il n’y a pas d’ambiguité). Posons %, le faisceau inversible correspondant sur
X.

On va montrer que la multiplicité de la représentation triviale L(0) dans
H3(X, %) vaut 2.

On remarque d’abord que le caractére 0 vérifie bien la condition (%) du
théoréme V.3.2.

Ensuite, puisque sit € W :

3=-20(t)—-1>0&1(t) <1,
on a d’aprés le méme théoréme :

[H?(X, £3) = L(0)] = mj (0)

= Z dim H° (V(h,t1 %0),V(h,t ' x0) N U (5L;IR)

te{sa 58} 6€J,
+dim H3(@+,V(h,0);R) .

Or, d’une part : L
V(h,0) ={n € Ct : h(n) <0}

= {now) + ngwy : [0 < ng <ngetng <2ng]ou 0 <ng <ng et ng < 2ng
a B¥B B B B B

= {nawy +npwy : (na,ng) € RL \ {(0,0)}

~ R} \ {(0,0)}

donc: H3(C+,V(h,0);R) = (0).
D’autre part:

V(h,s4 %0) = {n € CF : —(a,n) — h(n) >0}

= {nawy +npwy : 0 <ng <ng} Ll{naw;’ +ngwy 1 0<ng < ng}

et:
V(h,sq x0)Na® = {ngwy : ng >0} .

D’ou:
HO(V(h, 34 %0),V(h,s4 x0) Nat;R)

= H(Ry x R}, {0} x R}; R) @ H° (R} x Ry, R)
=R.
On montre de méme, que V' (h, sg * 0) est 'ensemble :
{nawy +npwy = 0 <ng <ng} U{naw(\; +ngwy : 0<ng <ng}

et que:
H°(V(h,s5%0),V(h,s5x0)NFHR) =R .
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On a ainsi:

[H3(X, %) : L(0)] = m},(0)
=1+140
=2.
Q.e.d.

V.3.3 Début de la démonstration

Le G x G—module H {(X,.Z) est le g—iéme groupe d’homologie du complexe

de Grothendieck-Cousin :
* 0 4% 11 dy N
GC* 0— HZO/ZI(,%) = HZI/Z2($) —...>Hz (£)—=0

ol pour tout 0 < ¢ < n, Z; est la réunion des B x B~ —orbites de codimension
> i dans X (on expliquera dans la section V.3.6 (¢f. la remarque page 125)
pourquoi contrairement au cas « magnifique », on n’utilise pas une filtration
faisant apparaitre des cellules de Bialynicki-Birula.

On va analyser les g X g — B X B~ —modules

Hy . (£) =@ HLHL) ,
Q

somme directe sur les B x B~ —orbites 2 de codimension i. On analysera aussi
les morphismes dt.

Pour cela, on utilisera la paramétrisation des B x B~ —orbites de X obtenue
dans [B98, théoréme du §2.1] et [BL, prop. du §2.3]. On aura aussi besoin de
quelques remarques sur :

V.3.4 Les cellules de Bialynicki-Birula de X

Comme dans le cas de la compactification magnifique, les points de X fixés
par T x T sont dans les G x G—orbites fermées (cf. [B98, prop. Al iv)]).
XT*T est donc paramétré par W x W x €+ (m):

X = {(w,t).2, : (w,t) €W xW, o € & (m)}

Comme dans le cas magnifique (¢f. la section V.2.4), on fixe un sous-groupe
4 un paramétre de T x T ¢ = ((T,(7) € YT x Y~ qui a les mémes points
fixes que T' x T'. Les cellules de Bialynicki-Birula correspondant & ¢ sont encore
B x B~ —invariantes. Pour tous w,t € W et o € £t (m), on notera C((w, t).2,)
la cellule associée au point fixe (w,t).z, et a C.

On va décomposer les cellules de Bialynicki-Birula en produit de T—espaces
affines.

Pour cela, on note la grosse cellule (cf. page 76) par:

Xo={z € X : B x B -z est ouvert dans G x G-z}

et on pose Tog : =T N Xg; clest la variété torique associée a &*. Rappelons
aussi qu’a chaque cone o de &, correspond un ouvert €2, de T, affine et T' X
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{1}—invariant (cf. la section I1.4.1). Comme T est lisse, {2, est isomorphe & un
T—module lorsque o € € (m). En outre, Ty = Useet(m) Qo

Enfin, pour tout o € €T (m), soient :
Qo ={w e, : lg}r%)(w’l,tfl)(g“(a)).w =25}
et:

Swi:= | Qowi={weTy: lin%)(w_l,t_l)(g(a)).w existe dans Ty} .
a—
ge&t(m)

Remarque : Pour tout o € €7 (m), Q.4+ est un fermé de Q, ; ¢’est méme un
sous I'—module de (2,. Donc, puisque Sy ¢t N Qs = Qg ¢, Sw,t €st un fermé de
To (pour tous w,t € W).

Si pour tout sous-groupe H de G,onpose HT : = HNU et H- : = HNU ™,
alors a la:

Proposition V.3.3 (|[BL, §1.2 et 2.3]) Les applications

{(w,)} x wH ({W) T xt7HU7)" X Ut =  C((w,t).25)
((w’t)a (ul;u2);w) — ('w,t).(U]_,U2).(JJ

et

{(w, )} x w N U)F xt7HUT)” % Swt = Uyees C(w,t).25)
((w, 1), (u1,uz),w) = (w,t).(ug,us).w

sont des isomorphismes T x T —équivariants de variétés algébriques.
Remarques :
— Comme w 1(U)*,t 1(U")" et Sy, sont, respectivement, des fermés de

U, U~ et Ty, on déduit de cette proposition que pour tout (w,t) € W x W,
la, réunion

C(w,t): = U C((w,t).25)

see+(m)

est une sous-variété localement fermée de X ; c’est un fermé de 'ouvert
X’w,t L= (w,t).U X Ui.Sw,t = w(U) X t(U*).(w,t)TO = (’u},t).X() .
— On a aussi les isomorphismes de T' x T —variétés suivants:
{(w, )} x w M) T xt 7 HUT)™ x Qpowt =
w N U)T x t7HUT)™ x (0, 8)Qy 00, et

{(w, )} x w L U)F x t L (U)X Sug ~ w0 x t(U")" x (w,t)Sus -
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V.3.5 Les B X B~ —orbites de X

Soient w,t € W,o € &+ (m). Etant données la cellule de Bialynicki-Birula
C((w,t).2,) et O une G x G—orbite, on définit Oyt : = C(w,t).2,) N O
lorsque cette intersection n’est pas vide.

D’aprés la section IV.1.5, les B x B~ —orbites de X sont exactement les
Ouw,t,0- On va s’intéresser en particulier aux B x B~ —orbites de la forme O
(t € W,o € Et(m)). Notamment, la proposition V.3.6 jouera un role important
dans la démonstration du théoréme V.3.2.

D’un autre coté, rappelons les notations de [B98, §1.1 et §2.1]:

— Soit un sous-groupe & un paramétre § de T'=T x {1} tel que lir% 0(a) =
Z@ ; on pose: o

L(O): ={g€ G : VaeK* 0(a)gf(a)~" =g}
c’est le sous-groupe de Levi, contenant 7', du groupe parabolique :

PO): ={geG: lir% 6(a)gb(a)™" existe dans G} ;
a—r

tout cela est indépendant du € choisi (¢f. [B98, proposition Al]).

— Enfin, on note W,(e) le groupe de Weyl de L(0) et WL(O) : ={w e W :
Vv € Wroy, l(wv) = l(w) +1(v)} (cf. [BIS, §1.1 et proposition Al]).
D’apreés [B98, §1.1 et §2.1|, chaque B x B~ —orbite 2 de X s’écrit de maniére

unique:
B x B™-(w,t).z0

avec:
- 0 =G xG.Q,la G x G-orbite engendrée par (2 ;
—weWette WHO),

Le lemme et le corollaire suivants font le lien entre cette notation et la
notation Oy ¢ .0

Lemme V.3.4 Soit 0 € €Y (m). Si Oy, est défini, alors il existe un v €
Wr(oy tel que

tv € WEO) J(wv) = l(w) +1(v) et Oy s = B x B™-(wv,tv).20 -

Démonstration :

1l existe w' € W et t' € WE(O) tels que Oyt = B x B~ - (w',1').20.

Ouw,t,0 €st un ouvert de on Cuw,t,0 qui est la cellule de Bialynicki-Birula de
O associée au point (w,t).z, (et a ¢); c’est donc une variété irréductible.

Par conséquent, Oy, = on Cuwpto-

En intersectant avec la G x G—orbite fermée O,, on obtient que:

Ow,t,a N OO’ = 6 n Cu},t,o n OO’ ) Cw,t,a N OO’ .

TWL(O) est le sous-groupe de W engendré par les réflexions simples s (@ € A) telles que:

(a,8) = 0 et WL(O) est ensemble des w € W tels que w(a) > 0 pour tout a € A vérifiant
(a,8) =0.
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Comme Cy e N O, = B x B~ -(w,t).2, est un ouvert irréductible (et non

vide) de O N Cu,t,o N0y (car Cy 1o N Oy = Cy 1,6 N 0N 0O,), son adhérence est
une composante irréductible de:

Ow,t,a N Oo’ .

Mais alors, [B98, (ii) du théoréme du §2.1] il existe v’ € W o) tel que I(w') =
I(w'v") +1(v") et:

B x B~ -(w'v',t'"v').z2, = B x B~ -(w,t).2,
En conséquence: w = w'v' et t =t'v' @ w' = wv ' et ¢ =tv~ L.
11 suffit alors de poser v: = vt Q.e.d.
Corollaire V.3.4.1 Si o € &Y(m), alors
Ot40 = Bx B™-(t,t).20 ett € WEO)
pour tout t € W tel que O, est défini.
Démonstration : D’aprés le lemme précédent,
Ot,t.0 = B x B™-(tv,tv).z0
pour un v € Wr o) tel que tv € WO et:
() Utw) =1(t) +1(v) .
Or, v € Wi(o) (& vt € Wi(o)), tv € WL(©) et t = (tv)v~! entraine que:
I(t) = I(tv) +1(v™1)
et en reportant dans (<):
I(tv) = 1(tv) + 1(v™") + 1(v)
=1(v) =0
>v=1.

Q.e.d.

Les B x B~ —orbites de la forme O ,, pour unt € W et un o € £€*(m) ont
la particularité suivante :

Proposition V.3.5 Soient t € W et o € ET(m) tels que O, est définie.

Alors pour toute G x G—orbite O' contenue dans O, on a:
Ot o NO' =045 -

En particulier, Oy 4, N O est irréductible.
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Démonstration :

D’aprés [B98, §2.1, théoréme,ii], si y est le point-base d’'une G x G—orbite
0", si w € WEO") et si Z est une sous-variété fermée de 0", irréductible et
G x G—stable, alors:

B x B*-(w,w).yﬂZ = UB X B~ - (wv,wv).z

ol z est le point-base de Z et v varie parmi les éléments de W o) tels que
wv € WEZ) et [(w) = l(wv) + 1(v).

Mais, les deux conditions w € W (") et v € Wy (on) entrainent : I(wv) =
I(w) +1(v). Donc:

l(w) = l(wv) +1(v) = l(w) = l(w) + 2I(v)

=1I(v)=0
>v=1.
Par conséquent, B x B~-(w,w).y(1Z = B x B~-(w,w).z.
Le corollaire précédent permet alors de conclure. Q.e.d.

On déduit de cette proposition le fait suivant, dont on se servira tout a
I’heure :

Proposition V.3.6 Soientt',t € W et 0,0’ € EX(m). $i Oy 1,1 C Ot et si
dim(0'y ¢ o) = dim(Oy16) — 1, alors t' = t¢.

Démonstration : On suppose que O’y ¢ o+ C Oy 4, et que dim(O'y v ov) =
dim((‘)t’tﬁ) - 1.
Avec les notations de [B98, §2.1], on a:

B x B~ -(t,t").z00r C B x B=-(t,t).20
oll z@r et z¢ sont les points-bases de O’ et ©. On pose:
Q: =BxB -(',t).z0r et Q: = Bx B™-(t,t).z0 .
Forcément : O’ C O.
Si0 =0,

alors on choisit une G x G—orbite fermée F de O = O’ et de point-base zr.

YNF=BxB -(r,7).2p ~Br'B- /B~ x B-7'B/B .

Donc €' N F est de codimension 2I(7') dans F' ~ G/B~ x G/B. Or, d’apreés
[B98, théoréme 2.1], ' et F se rencontrent proprement dans O', d’our:

codim(Q' N F, F) = codim(Q’,0") = 2I(7') .
De méme, codim(2,0) = 2I(7).

Puisqu’on a supposé que O = O/, on a:
1 = dim(Q) — dim(Q’) = codim(Q’, 0’) — codim(Q, 0) = 2(I(7") — I(7))
ce qui est impossible car 1 est impair.

Nécessairement, O ; O et codim(0',0) > 1 puisque O est irréductible.
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Mais alors, ' C QN 0" = B x B~-(t,t).z0:. De nouveau grace a [B98,
théoréme 2.1], l'intersection 2 N O’ est propre dans O si bien que:
codim(Q N O, 0") = codim(, O)
= codim(Q’, 0') + codim(0’, 0) — 1
> codim(Q',0) .
En conséquence, o o
dim Q' > dim(QN0O’) .
Comme QN O’ est irréductible (cf. la proposition V.3.5), & = QN 0O’ c-d-d :
B x B=-(t',t").20r = B x B~ -(t,t).20
= Bx B~ -(t',t').200 = B x B™-(t,t).20
=t =t
(car t',t € WE(O) et Técriture des B x B~ —orbites (2 sous la forme B x B~ -

(w,w').z, ot z est le point-base de Z: = G x G-Q et w' € WE(?) est unique
(cf. [B98, §2.1])). Q.e.d.

V.3.6 Les termes du complexe de Grothendieck-Cousin

Si Oy,t,0 est une B x B~ —orbite de X, de codimension 4, d’aprés le corol-
laire TV.4.4.1 et la remarque qui le suit, pour tout caractére central x de g,

(H@w , (.,S,”)) est un g x g — B x B-—module de longueur finie qui admet un
i X
(w,t)—drapeau de type (cf. la définition 8 page 59):
(w,0) % (b=, (£) + 21, 5+ N*J, 5) N Wx)

ol
I, 5= {p..,(D) : D€D, z, € D mais O Z D}

J,5=1{p:.(D) : DeDet 0 C D}

(rappelons que D désigne ’ensemble des diviseurs limitrophes de X et p,_ (D) le
poids de la droite &x(D)|,, (cf. la section IV.4.2)). Comme annoncé 4 la page
66 (cf. la section I11.4.1), il en résulte la:

Proposition V.3.7 Le g X g — B x B~ —module K[BB™] vérifie :
K[BB~] = PK[BB ]y,
X
la somme s’effectuant sur les caractéres x de la forme xx,—x pour un X dans X.

De plus, pour tout caractére X de X, le g x g—module K[BB ™|, _, admet
une suite de composition :

K[BB ]y, _» =My 2 M; D...0 My
dont les quotients successifs sont exactement les duauz de modules de Verma
M(Va _V)* )

ou v décrit ’ensemble W x \.
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Démonstration : Soit z, : = lir% ¢(a).1 € X le point-base associé au
a—

cone o qui contient le sous-groupe & un paramétre ¢ (cf. page 113). 1l suffit de
remarquer :

— que la cellule ouverte est: C((1,1).2,);

~que Iy x ={D €D : z, € D};

— et que les poids p,, (D), lorsque D décrit D, engendrent :
{( =) : e X}

qui est exactement ’ensemble des poids du 7' x {1}—module K(T') des
fonctions rationnelles sur T' (ou sur T') (cf. [B98, prop. A2]).

Q.e.d.

On en déduit aussi la proposition suivante qui se démontre comme le lemme
V.2.4 et le corollaire V.2.4.1 qui concernent la compactification magnifique.
Le point important est que, ici comme 13, les poids des fibres .£|,, (et aussi
les p., (D)) sont de la forme (A,—A) (A € X,.Z = %). En effet, p, (%) =
(hs,—hs) selon les notations du théoréme V.3.1.

Proposition V.3.8 Soient Oyt une B x B~ —orbite de codimension ¢ et
(v1,v2) € XT x X~. Alors la multiplicité

[Hp, , . (£) : L(vi,v)]
est nulle si vy +vs #0 ol siw # t.

Remarque : On peut montrer de méme que les multiplicités selon les
G x G—modules simples des g X g — B x B~ —modules

", ,. ()

sont nuls si w # t. Mais contrairement au cas de la compactification magnifique
(¢f. notamment le lemme V.2.5) , il se peut que deux cellules Cy ¢, et Cp o
vérifient :

Cy o0 CCtto

et codim(Cy ¢ o7, Cir0) = 1.

V.3.7 Les différentielles du complexes de Grothendieck-
Cousin
Si et ) sont des B x B~ —orbites de X de codimension i et ¢ + 1, alors

QU Q' est une sous-variété localement fermée de X ou €' est fermée et d’aprés
le lemme 1.1.3, on a une suite exacte longue:

i i da,ﬂ’ it+1
o Hyqr (Z) - HGH(ZL) = HG (L) — ...
Pour tout ¢ > 0, les morphismes dfmz, sont les « composantes » du morphisme

d*; c-a-d que si I’on note:

Ko Hy(Z) = Hy, )y

i+1

(£) et ph - Hy 7. (L) — HY(Z)
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Iinclusion et la surjection correspondant & la décomposition
HY z., (%) = D HLYE
Q

alors:

Lemme V.3.9 Pour toute paire de B x B~ —orbites (0,0), de codimensions
i eti+1, ' ‘ .
doo = pg,rl od' o kg

(pour tout i > 0).

V.3.8 Décomposition des groupes de cohomologie des fi-
brés en droites sur X

B Etant donné que X est une G x G—varlete sur laquelle le faisceau %} est
G x G-linéarisé, H (X, .Zh) est un G x G—module rationnel et admet une
décomposition selon les G' x G-modules simples :

H(X, Z)= @ mel(©)
13 €X+xX-
ot on note mg¢ les multiplicités.
Notre objectif est de calculer ces multiplicités.
X %k %

On reprend les notations de la section V.3.3 sur le complexe de Grothendieck-
Cousin. B B
Pour tout £ € Xt x X~ et pour tout ¢ > 0:

[H'(X, £4) : L(€)] = [(H'(X, Zh))xe : L(&)]

ou x¢ est le caractére central du g x g—module L()
Mais le foncteur
M — M,

étant exact sur la catégorie des gx g—B x B~ —modules (pour tout x € Z(gxg)')
(¢f. la proposition I11.1.2 et le paragraphe qui la suit), le complexe

i

* i d i+1
GCy o ( ’z,-/z,-+1($h))x 5 (szf+1/zi+2($h))x S
a pour ¢—éme groupe d’homologie :

kerd} /im di ' ~ HY(X, %)y

En particulier, on peut majorer la multiplicité de L(¢) dans H*(X,.%}) pour
chaque £ € Xt x X~

(00) [H'(X, £) - Z[How” : L(&)]

wta

somme sur les B x B~ —orbites de codimension 3.
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V.3.9 « Elimination des w # t »
On déduit de la proposition V.3.8 et de I'inégalité (&<) précédente que

si £ n’est pas de la forme (u, —p) pour un poids entier dominant p € X+. Soit
© un poids entier dominant. Nous allons montrer que:

[H(X, %) : End(L(w)] = D [H g, (Zh) : End(L(w))] -

tew
ou 'on rappelle que C(t,t) : = Ua€£+(m) C(t,t,0) est un fermé de 'ouvert
X2 = (¢,8)Xo. On note ¢; sa codimension.

A partir du complexe de Grothendieck-Cousin ci-dessus, on va construire un
autre complexe ot n’interviennent que des termes de la forme Hy, (%), avec

une B x B~ —orbite O, de codimension ¢. ‘
Dans la décomposition en somme directe de H, /Zi+1($h) (cf. la section
V.3.3), on va séparer les composantes de la forme

Hp,, (Zh)

qui, éventuellement, ont une multiplicité > 0 selon End(L(u)) des autres dont
on est certain que la multiplicité en End(L(u)) est nulle.
Pour tout ¢ > 0, soient :

Q;: = |_| Ot t,0

la réunion des B x B~ —orbites de la forme O, , et de codimension i et

Vii = |Owto
la réunion des B x B~ —orbites Oy +,, de codimension ¢ avec w # t de sorte que:
Vi>0, Q;uVi=2;—Ziy1 -
On a de plus:
HY, 7., () = Hy, (Zh) © Hy, ()

et:
[H, (£h) - End(L(w))] = [Hy, /z,,, (%h) : End(L(u))] ,

[Hi, (Z) : End(L(1))] = 0 .

Pour déterminer la multiplicité de End(L(x)) dans kerd’/im d*~!, on va voir
qu’il suffit de tenir compte des

HS%.,; (gh) *
En rapport avec la décomposition :

Héi/zi+1 (gh) = H(ZL (,th) 2] H%/z (gh)
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on notera k; 'injection
Hy, (L) = Hy, g, ()
et p; la surjection :
Hy. 7., (Zh) — Hg, (Zh) -

Pour chaque ¢ > 0, on obtient par composition un morphisme :

di: =piiodok;: Hsi)i (R)—HEG! (h) .

Qi1
Lemme V.3.10 On a les égalités suivantes:
[imd’ : L(w)] = [imd* : L(p)] et [kerd : L(w)] = [kerdi : L(u)]
pour tout i > 0.

Démonstration : Le conoyau de &; est H{, (h) et le noyau de p; est Hy{, (h);
ce sont des g X g—modules de multiplicité nulle selon End(L(y)). I suffit donc
de montrer la

Proposition V.3.11 Soitd: M — N un morphisme de g x g—modules de type
fini et L un g X g—module simple. On suppose qu’il existe deux suites exactes
courtes :

0 M "= M —"= M" 0
ld
0 N —2 >N —Ls nn 0

telles que [M" : L) =[N": L] =0 et on pose d: = qodom.
Alors, [kerd : L] = [kerd : L] et [imd : L] = [im d : L].

Démonstration de la proposition : On commence par établir que [kerd :
L] = [ker(d om) : L].

m(kerdom) C kerd et [kerd : L] = [kerd/ ker(d om) : L] + [ker(dom) : L] .
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Or, puisque m est injective, m(ker(d o m)) ~ ker(d o m), donc
[m(ker(dom)) : L] = [ker(dom) : L] .

Par ailleurs, ’application :

!

ker d/ ker(d o m) 2 M
—  n(z)

x + m(ker(d o m))
est injective car kern = imm. D’ou: [kerd/ker(dom) : L] < [M" : L] = 0.
Ainsi, [kerd/ker(dom): L] =0 et [kerd : L] = [ker(d om) : L].
Ensuite, on montre que [ker(d om) : L] = [kerd : L].
La restriction de dom & kerd:

kerd (do—mQI N

x — dom(x)

a pour noyau kerd om C ker d. Donc d’aprés le théoréme du rang? :
[kerd : L) = [ker(d o m) : L] + [im (dom)' : L] .
Mais, im (d o m)' C (d o m)(kerd) C kerg = im p donc
[im(dom) :L]<[imp: L] <[N':L]=0.

Par conséquent, [im (dom)' : L] =0,

[ker(d om) : L] = [kerd : L]

et _
[kerd : L] = [kerd : L] .
On en déduit que:

[M: L] =[kerd: L]+ [imd: L] = [kerd : L] + [im d : L]

= [imd:L] = [M:L]—[kerd: L]

[M': L]+ [M": L] — [kerd : L]
[M': L] — [kerd : L]
= [imd: L]
d’aprés le théoréme du rang. Q.e.d.

Cela achéve en méme temps la démonstration du lemme V.3.10.

Par ailleurs, Q; LI ;41 est un localement fermé ou €2; est ouvert. D’aprés le
lemme I.1.3, il existe donc une suite exacte longue:

. . 62’ .
o= Hg ., (Z0) = Ho, (£h) = Hg,,, (Zh) — ...

1Si f est un morphisme entre deux g X g—modules F et F' dont le premier est de type
fini, alors [E : L] = [ker f : L] + [im f : L].
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En fait, 6 = di :
Proposition V.3.12 Le diagramme suivant commute :

i/Zig1 (£n) —T~ H;i+1/zi+2 (<h)

H (%) — Hp,, (%)

),

(Q U Z; — Ziyq1 est localement fermé, d’ow la «fleche diagonale» e;).

Démonstration : Montrons d’abord que Q;U Z; 11 \ Z;;2 est bien localement
fermé (et contient ; comme ouvert). On vérifie que:

QiU Ziy1 \ Zig2) \ (iU Zip1 \ Ziyo)

=\ %\ Ziga \ Zig2) U(Ziva \ Ziz \ Ziya \ Ziga)

est fermé dans X.
En effet, d’une part Z;11 \ Z;12 étant localement fermeé,

Ziv1 \ Ziz2 \ Zixy1 \ Zigo
est forcément fermé et d’autre part,
0\ U\ Zig1 \ Zigo

est aussi fermé car c’est exactement la réunion des orbites de codimension > i+2
(dans X) du fermé Q; \ Q.

Q; est ouvert dans 'union Q; U Z;11 \ Z; 42 en tant que réunion d’orbites de
dimension maximale.

Pour terminer, il suffit d’appliquer [Ke78, lemme 11.3]. Q.e.d.

Pour chaque t € W, on pose

Hi(h): =D H,, (%)
0,0

la somme directe s’effectuant sur les G x G—orbites O et les ¢ € £7(m) tels que
Porbite O+, est définie et de codimension ¢. Avec ces notations:

Vi>0, Hy (%) = €D Hi(h) .
tew

Sii>0etsite W, alors:
§'(H{(h)) C H{*'(h) .
En effet, on observe que:

§'(H{(h) = 6" (D H,, , (%) € Y &(H,, , (%))

a,0 0,0
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Mais, pour des raisons de supports,
6 (Hot t,o (gh C @ Hz+1 1t o! ("gh) ’

somme directe sur les B x B~ —orbites de la forme O’y 4 ,» de codimension i et
incluses dans ’adhérence Oy , ; d’aprés la proposition V.3.6, cela entraine que:

§'(H, , (& @ HE! (L) C HIPH(R)

On est donc ramené & determmer
T A
kerd; /im o;

ol les .
&; - Hi(h) — H{*'(h)

sont les restrictions de §* & H{(h) et vérifient :
@Poi=0.
tew

D’ou:

[H(Z) : End(L(u)] = 3 [kerd}/im 5;~" : End(L(1))]

tew
pour tout ¢z > 0.
V.3.10 Multiplicités de ker §*¢/im &%t
Soit ¢t € W et on va montrer :

Lemme V.3.13 En tant que g X g—modules,
ker & /im 6; " ~ H{, ;1 (£n) (Vi>0) .

Démonstration : C(t,t) est un fermé de Pouvert X;; = (¢,t).X, de
codimension =: ¢;. Soient, pour tout p > 0, Z;J la réunion des B x B~ orbites de
C(t,t) dont la codimension dans C(¢,t) est > p.

Les Z;: sont des fermés de X; ; et on peut appliquer le théoréme de Grothen-
dieck-Cousin 1.3.1 & la filtration :

Xt DCt,t) =2y D21 D...027Z, D ...

H ‘”J ‘i) (Zh|x,.) est le g—iéme groupe d’homologie du complexe :

pt+c p+1+c
= Hy i, (Lhlx.) ° HZ, W (L) x.) >
D’apres le lemme d’excision, pour tout r,p > 0,

H(Tj(t,t) (&) = Hg(t,t) ("gh|Xt,t) et

Hyp, (Gilx.) = Hy g (Zalx..) = @ HL(L)
Q



132 CHAPITRE V. COMPACTIFICATIONS DES GROUPES REDUCTIFS

ot Q décrit ’ensemble des B x B~ —orbites de C(t,t) de codimension ¢; + p
dans X. Or, d’une part comme les B x B~ —orbites de C(t,t) sont exactement
les Ot 1,0 (O G x G—orbite et o € &1 (m)),

Hi(h) = H},*

i—cy

/2. (Zhn|x..) (Vi)
et d’autre part, on déduit du lemme V.3.9 que:
di=c =68 (Vi) .
Par conséquent :
Vi>0, kerd/im ;! =kerd" “ /imd* "' = Hfy (L) -

(En particulier, H,(, ,(Zh) = 0sii < c;.) Q.e.d.

V.3.11 Ou ’on se raméne a un cas torique

On a donc démontré que

H(X, %) =@ Y [Hio (%) : End(L())] EndL(g) -
L X tEW

Tl reste ainsi & calculer la multiplicité [H é,( £.0) (&) - End(L(,u))] pour chaque

tew.

On va pour cela utiliser 1a décomposition des cellules de Bialynicki-Birula
de C(t,t) en produit de T—modules (¢f. la proposition V.3.3).

On va exprimer la multiplicité précédente en fonction du caractére de

HG " (4,

Ty )

qui a une structure de T—module induite par 'action de T x {1} sur Ty et qui
est un groupe de cohomologie & support (fermé) d’un faisceau inversible sur la
variété torique T.

Par conséquent, on pourra se servir au final du théoréme I1.4.2 pour calculer
ce caractére.

Proposition V.3.14 Pour toutt € W et tout p € 5C+,

(i) : End(L(w)] = dim (HE, 2O (&,

Ty ))t_l*u :

Démonstration :
Soit u € XT.
Puisque
X =t(U) x t(U™) x (t,4)To
C(t,t) ~t(U)T x t({U™)™ x (t,t)Sss

(¢f. la proposition V.3.3) et comme

Ln|xe = Ovyxequ-) ® Lh|unyT, >
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on a un isomorphisme de 7' x T'—modules:

; 20(t)
Ho (Zh) = Hy e syim)- (@(U)xt(u—))@?ﬂ(zt Y SACTA D
Or, d’aprés I’exemple qui suit le théoréme I1.3.2 (cf. page 32), le T' x T'—module

20(t)
H, i)+ xw-y- (Ouuyxew-))

a pour caractere :
e(t(p)—p,—t(p)+p)
[To50(1 —el=2a))
=[M(t*0,—t*0)] .

(t,t) *0

= [U(gxg) Ulsasm)

En conséquence, H, é( t0) (%) ale méme caractére (en tant que 7' xT—module)

que:
@ U(g X g)U(b§b_)nV1’y2]K”hV2

vi,v2

ou (v1,vs) décrit ’ensemble des poids du T x T—module H ’t t2)ls(f)t (% (t.6)To ),

Ty, .y €St la dimension de ’espace propre associé & (v1,v2) et Ny, 1, Koy 1, €t la

droite K, ou T' x T' agit via le poids (v1,v2), comptée avec multiplicité n,, u,.
Or, d’une part :

VveXxX, [H f)’sf)t .i”h‘(t w7, )W) = [HS, 210) h‘ij (L, t7Y).p)

et d’autre part, tous les poids de H;:fl(t) (% ‘To ) sont de la forme (v, —y) pour

un vy € X. Par conséquent :

di (Hi—2l(t) @ ) e
sy = im (Hg, [ (Zh) 1) si g vy =v
0 si vy + 2 75 0
ol cette fois ’S 2A®) (%) est considéré en tant que 7' x {1}—module.

En notant, pour alléger, pour chaque caractére v de T7 par m,, la multiplicité
du caractére v dans H;:fl(t) ("s’ﬂh‘fo ), ona:

[Hé(t,t) (i”h)]

P M(t+0,—tx 0)&my-1, Ky, -
VE%
= my [M(txv,—t*v)] .
u€3~C

Maintenant on va utiliser la proposition III.1.5 (page 56) : d’apreés celle-ci:

[(Hé*(t,t) (gh))x,z,—u] = Z my, [M(tx v, —t *v)]

vEWxp
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ou v parcourt les caractéres de W * u. Mais comme les w * p sont deux & deux
distincts lorsque w parcourt W (car p est dominant et donc u + p est régulier),
on a:

(@) | = 3 s M0 (00 5 ]

Xu,—p weW

Finalement, en utilisant la sectionV.1.2, on trouve:
[He(0) - Bnd(L()| = [(HE oy (£ + L —11)

= [(Hé‘(t,t) (gh))x,i,_”] (1, —p1)

=) M [M((tw) * p, = (tw) x p)] (1, —p1)
weW

= mt—1*u

car, étant donné que (u, 4) est dominant, parmi les modules de Verma M ()
de plus haut poids A € W * (u, —p), M (p, —p) est le seul dont (u, —p) est un
poids, et, ce poids est de multiplicité 1. Q.e.d.

Pour terminer la démonstration du théoréme, on calcule le caractére du
T—module Hj ("S’ph‘fo) :

V.3.12 Fin de la démonstration du théoréme principal

Comme T est torique et définie par I’éventail €t et comme S;; est un

fermé T—stable de Ty, on a juste besoin, grace au théoréme I1.4.2, de connaitre
le support d’éventail ATO \z"

_ — |et —
A7\ 2l = €3, 5,.1 = U 4
g€&T orb(a)NSy,: =0

:ga

ou o décrit les cones de €T dont le point-base z, n’appartient pas a Si;
c-G-d ceux qui vérifient :

lim y(a).2, & To

a—0

avec v =t~1(¢*) —t~1(¢(T) =t (¢t = (7).
Lemme V.3.15 Pour chaque t € W :

+ — 1
8T0\St,t| - U a

Démonstration :
Rappelons que pour tout n dans U'intérieur relatif de o, 2, = lin}) Yn(a).
a—
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On vérifie que lir% v(a).z, n’appartient pas & T si et seulement s'il existe
a—

un n € int o tel que n + 5y n’appartient plus & €+ pour un 7 arbitrairement
petit. Autrement dit : _

lim y(a).z, & To

a—0

S3dncinto, Ie>0V0<n<e n+nyg|ET|=0CF .
On en déduit que:

|8%O\S |:{n€€+ : 36>0,V0<n<e,n+n’y¢€_+} )

Or,n+ny¢CtreIacA, (a,n+ny) <0

e Jdae A, (a,n) +n{a,7) <0

{a,n)
SJaeA, (a,7)<0etn>— '
@ <Oen> =
On obtient :
+ _ = ~
et 5. | ={(n€CF : Ja €A, (a,7) <Oet a,n) =0} .

D’un autre coté: {a,v) <0< (a,t (¢t - (7)) <0
& (t@),¢t=¢7) <0

Stla)<0saed; .

En conséquence, on a bien:

gi = U aJ‘ .
TO\St,t|
aEJ;

Q.e.d.

Récapitulons, si g € X*,i > 0, on a démontré que:

- H(X, %) = Z [H{(X, %) : End(L(p))]End(L(y) d’aprés la section
u€§+
V.3.8;

- [HY(X, %) : End(L(w))] = Z[Hé(t,t)("%) : End(L(u))] suivant la sec-
tew
tion V.3.9 et le lemme V.3.13;

_ [Hé(t,t) (gh) : End(L(,u))] = dim <H.ZS:jl(t) (zh
sition V.3.14.

Ty ))t—l*u selon la propo-

Enfin, on conclut la démonstration du théoréme V.3.2 grace au dernier lemme
et au théoréme 11.4.2.

« Et voila! »
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Annexe A

A.1 Démonstration du lemme I1.2.1 (p. 14)

On commence par le cas ot Zo =0 :

Z, est alors un fermé affine de X . Comme le faisceau ‘}fzil /25 (F) est a support

dans 71, il existe une suite croissante de sous-faisceaux quasi cohérents (G,,) de
Ay (T1) telle que:

- G0 =(0);
- Vn>0,G,41/9n est annuilé par Iz, , I'idéal de définition de Z;.

Suivant [Ke78, lemme 9.7], il suffit de prendre G, : = [I% : 55 (F)], le faisceau
des sections locales de 5 (F) annulées par I'idéal 7% .
D’aprés le lemme 1.1.4:

Hk(X, 9n+1/9n) = Hk(Zla (9n+1/9n)|Z1)

pour tout k£ > 0.
Puisqu’on a supposé que Z; était affine, on en déduit que:

Hk(Xa 9n+1/9n) = (0)

si k> 0.
Or, on tire de la suite exacte courte

0= G0 = %41 = Gnt1/9n — 0
une suite exacte longue
coo = HHNX,G,) —» HY(X, Gny1) = H¥X, Gnt1/Gn) — - .-
donc, on a des morphismes surjectifs:
H*(X,G,) —% H*(X,Gn41) (VE>0Vn>0) .
Il en résulte, par récurrence sur n > 0, que

Vk>0,Yn>0,H"X,3,)=0.
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Par conséquent :

H* (X, #4,(F)) = H*(X, | Sn) = lim H*(X,S,) = (0)
n>0 n>0

sik>0.
Finalement, la suiite spectrale précédant I’énoncé du lemme dégénére et on
obtient :

(X, jfZil (F) ~ H%l ) .
Passons au cas général :
Soit j : X \ Zz < X linclusion canonique. On a:
(0Via (H\ 2(F|x\ 2)) = H3y17,(3) -

En effet, il suffit de vérifier cette égalité sur les ouverts affines U de X :
LU G (#5\ 2T\ 2))) = DO\ Zo, 4,1\ 1,(5)

=TU \ ZZa%Zian\zan(ﬂU\Zﬁ)

= HglﬁU\ZzﬁU(‘rﬂU\Zz)

car ZyNU \ ZonNU = Z; \ ZaNU est un fermé affine de U \ Z; et on peut
utiliser le premier cas (c¢f. ci-dessus).
Or, d’aprés le lemme d’excision (1.1.2):

HélﬁU\ZgﬁU(“T|U\Z2) = HélﬁU/ZgﬁU(fﬂU)

= T(U, #5,12,(9))

car U est affine.
Ceci démontre (O).
On conclut :

DX, #5,12,(P) = DX o (A 2|5\ 7))

=T(X \ 25,5\ 7,F|x\z))

= Hél/Zz (g|X \ Zz)

(en raison du premier cas appliqué & Z; \ Z qui est un fermé affine de X \ Z2)

= él/z2 €))

(grace au lemme d’excision). Q.e.d.
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A.2 Démonstration du théoréme de Grothendieck-
Cousin 1.3.1 (p. 14)

Soit J* une résolution flasque de F:
[ Ny L L S

On a une filtration de complexes:

T2 (7*) = |J Tz, (7)

p>0

de quotients successifs 'z, /7 ., (7*) (p > 0).
Grace a [CE, XV §4] et avec

A: =Tg4 (7%,
FP(A): =Tg,(77),
FPU(A): =Tz, (971 (Vp>0,VqeZ),

on obtient une suite spectrale commencant par :

... — EPI N EPthe
ou EP? est le p + g—iéme groupe d’homologie
hPHI(FP(A)/FPHH(A)) = hP*9(T g, /z,,,(0%)) -

Comme J* est une résolution flasque de F, on reconnait les groupes de cohomo-
logie & support suivants :
4 _ 7Pt
EPt=Hy ly ()
et les morphismes du lemme de Grothendieck 1.1.3.
La suite spectrale converge:

EP* = hPH1(A) = WDz, (7)) = Hy *(9)

car FP(A) =Tz,(7*) =0sip > n (c¢f. [CE, XV §4 proposition 4.1]).
Q.e.d.
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Annexe B

B.1 Démonstration du lemme I1.4.6 (p. 49)

On reprend les notations de la section I1.4 sur les variétés toriques et en
particulier celles du lemme I1.4.6, « avec h = 0 ». En particulier, pour tous
ceAetmeM:

. _J K, simeinte¥nNM
Ko (m) : _{ (0)  sinon

et pour tous o, 7 € A:

dr/o * ]th(m) - ]KT(m)

est le morphisme défini par Ishida (cf. le début de la section 11.4.5) si m €
int 7V et 0 sinon.
On ale:

Théoréme B.1.1 Il existe une famille d’isomorphismes (de IK—espaces vecto-
riels) :
o : (Hopie)(0a,))m = Ko (m)

(o)

telle que, pour toutes paires de comes o0 < 7 de A avec dimT = dimo + 1, le
diagramme suivant :

: dr/o .
Holbo) (Oa,) g == HOGT (Oo.)
l% lwf
K, (m) ——= K, (m)

commaute.

Démonstration : Il suffit de démontrer ce théoréme pour un éventail de
la forme:
A={o:0<7}

pour un certain cone 7 de N. Soit d la dimension d’un tel 7. On procéde par
réurrence sur d.
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Pour tout cone o de A, soit F(o) le Ty—module @ K, (m).(=m). Si on

meM
appelle ®,, ’ensemble

{c €A :meinte’ NM},

alors F'(0)~ est la o—iéme composante du complexe d’Ishida de ®,.
Notons:
€: K[MN7Y] = K[M] = F(0)
Pinclusion canonique. On obtient le compleze d’Ishida augmenté de ®,, :

(D) : 05 KIMNY]SFO) ..o P Flo)S..."S F(r) .
TED,, (1)

Pour alléger les notations, on pose:

G(o): = HImo(0q,)

orbo

sio € A.
Le complexe de Grothendieck-Cousin, associé au faisceau Oq_ et a la filtra-
tion de 2, donnée par la codimension des orbites, s’écrit :

0 ﬁQT < ®J€A(i) G(O') ﬁdl

Il s’agit d’une suite exacte car la variété X (A) = Q, est affine.

Commencons la récurrence : lorsque d = 0, comme G(0) = F(0) = K[M], il
suffit de poser ¢g : = idk[a-

Maintenant on suppose que sont construits des isomophismes

v : G(o) = F(o)

pour les cones de A de dimension inférieure ou égale & d — 1 (d > 1), tels que,

si on note ‘
@ @ G(o) — @ F(o)
o EA()) a€A(j)
'isomorphisme @ . AG) P alors le diagramme suivant commute :
dO dd—l
0 G(0) e Doena-1)G(0) G(r) 0
|
lwo lqod—l |
° g1 A
0 F(0) e Doeca(a—1) Flo) F(r) 0

Comme la ligne supérieure est exacte, si on suppose que le complexe d’Ishida
augmenté (I) est d’homologie nulle en degré d — 1, alors les flecches d?~! et ¢?~*
sont respectivement les conoyaux de d¢~2 et q?~2. Mais, les ¢’ (j < d) étant
des isomorphismes, ces deux conoyaux sont isomorphes; c-d-d qu’il existe un
isomorphisme :

or : G(1) = F(1),
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représenté par la fléche en pointillé du diagramme précédent, qui fait commuter
celui-ci. A fortiori, pour toute face o de 7, de codimension 1, le diagramme :

Glo)~ % G(r)-

commute (pour tout m € M).
Gréace au lemme qui suit, cela achéve la récurrence et la démonstration.

Lemme B.1.2 Soit A un éventail. Si T est un cone de dimension d de A, on
considére, pour tout m € M, le complexe d’Ishida (augmenté) suivant :

d—1

0
0= ZIMNTY]~ 5 € (@) & ... "o CY®p) 0,

avec @, ={oc €A :o0<TetmeMnNintoV},
; _ v
ZIM N V]~ = Z sim € MnT
m (0) sinon
et linclusion canonique €.
Alors, ce compleze est d’homologie nulle en degré d — 1, (c-da-d :

1

kerg?™! =im ¢?72).

Pour 7 =0, c’est évident.

Pour démontrer ce lemme quand d > 0, on distingue deux cas: 7 € &, et
T¢ Dy

Puisque ®,,, est une partie ouverte de A, si 7 € ®,,, alors ®,, est I’ensemble
des faces de 7 et Z[M N 7V]~ = (0). Dans ce cas, le lemme résulte du fait que
lensemble des faces d’un cone est une partie homologiquement triviale (cf. [Is,
pro. 2.3]).

Lorsque 7 ¢ ®,,, alors le dernier terme du complexe, C%(®,,) est nul. Il s’agit

donc de montrer que:
d—2

C2(d,) ' e (d,)

est surjectif.

C’est vrai si d = 1. En effet, ¢—! est ’augmentation € et celle-ci est surjective
sur €°(®,,) = Z si et seulement si m € —M N 7V. De plus, si on suppose 7 de
dimension 1, on a:

me-MnNt'eom¢Mnintr¥

&ST17¢ 8, .

Si d > 2, alors C¥1(®,,) = @Ueém(dil) K, et il s’agit donc de vérifier que
pour chaque ¢ € ®,,,(d— 1), on a:

Z, Cimg?2 .
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Soient o € ®,,(d — 1) et 7, € Z,. Comme m ¢ M Nint 7V et comme int 7
est l'intersection des int 7'V ou 7/ décrit les faces de codimension 1 de 7, il existe
une telle face 7’ de 7, de dimension d — 1 > 1, telle que m ¢ M Nint 7'V ( i.e.
T ¢ Bpy).

Puisque ¢,/ est un isomorphisme, il existe certainement un z,» € Z,: tel
que:

qT/T'(xT') = _q'r/o'(wo') € Zr
i.€e. qT/TI (.’L'T/) + qT/o_((Ea.) =0.
Dong, si on note I'(7) Pensemble des faces de 7 € A et:

~ ~i_1

0
C*([(1):0-Ze 5 ... "> Z,
son complexe d’Ishida, alors on a:
@ Yz +2,)=0.

Mais le complexe C*(T'(7)) est une suite exacte car I'(T) est homologiquement
trivial (¢f. [Is, pro. 2.3]).
Dés lors, £ + 2, € im g% 2 et :

dy € @ Zy : ad72(y):x'r’+ma .
p<7,dim p=d—2
Décomposons: y = y; + y2 avec:

y1 € P Z,=C2(d,,)

p<7,dim p=d—2,p€P,
et ys € P Z,=C 3 (D(r) \ &) .
p<7,dim p=d—2,p¢ P,

On va voir que z, = ¢ 2(y1).
On a:

) ) + T (y2) =2 + 75
Or, compte tenu de la définition de ¢* et du fait que ®,,, est une partie ouverte
de A, on trouve:
§d72(92) € @ Zy .
p<7,dim p=d—1,p¢Pm

1l s’ensuit, avec (x), que, par rapport & la décomposition :
C(@m) @ CTA(D(T) \ @)

z, est la composante de ¢?~2(y;) selon €4~2(®,,). Cela signifie précisément que
zo = ¢4 (y1)-
Q.e.d.
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B.2 Démonstration de la proposition I1.4.3 (p.
45)
A est simplicial signifie que pour tout o € A, il existe une base {ey,...,eq}
de Ro (ou d: = dimo) telle que:
—pour tout 1 <i<d, e; € NNo;
—o=Rye1 +...+Ryeq.

Cette base est unique.

Dés lors, pour tout s € 7, il existe un d—uplet (x1,...,z4) de réels non tous
nuls (unique & homothétie pres) tel que s = z; + ...+ x4 modulo R} .

Or, A = J,ca @ et on peut poser:

P A — Nrx~R"
s=|[r1e1+ ...+ zqeq] —> %

Cette application continue est injective. Elle induit donc une triangulation des
espaces &5 C @, (cf. [Spa, Chap. 3, section 1, §21]), ¢-d-d un homéomorphisme
entre &5 C &, et les complexes simpliciaux Ky C K7 ou:

K.: = U g (e=1,2) .

gEdD,

En conséquence,
Vi, Hi(®;, By;K) = H'(Ky, K>)

ot H{(K1,K>) est le i—iéme groupe de cohomologie relative des complexes
simpliciaux K; C K (cf. [Spa, Cha. 4, section 3, §13 p. 172]). Or, H (K1, K>)
est le i—iéme groupe d’homologie d’un complexe, le complexe dual de celui qui
permet de calculer ’homologie relative de (K71, K»). Lorsque Ky # () (respec-
tivement K, = @), ce complexe (respectivement le complexe augmenté associé)
est isomorphe au complexe d’Ishida (€771, d7~1) ;> de ® (avec un décalage) (cf.
[Wa, Chapitre 9, §6] et [091, §3]). Q.e.d.
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Annexe C

C.1 Démonstration de la proposition I11.1.2 (p.
55)

On s’inspire de [Di, exercice 7.8.15] et de [BGG, §8, proposition 8.6]

On va démontrer le (i) et le (ii). Pour cela, on reprend les notations de la
section ITI.1.1.1.

M est un Z(g)—module et pour tout idéal I de Z(g), on pose:

[I:M]: ={meM |Viel,im=0}

et [I°:M]: = | J[I": M].

Six€eZ(g) etsik>0,0na:
k) _ k.
M® = [(ker x)* : M] .
En effet,

C: simEM,(Ck) et sixy,...,o, € kery,

x1 - xpem = (z1 — x(21)) - (@ — x(zk)) M =0 .
D: sim € [(kerx)* : M] et si z1,...,2x € Z(g), alors:
V1<j <k, (2j—x(25)) € kerx et (21 —x(21)) - -- (2 — x(2x)) € (kerx)’c

donc:
(21 — x(21)) -~ (21 — x(2x))m =0 .

i) Soient x1,...,x1 € Z(g)' des caractéres centraux deux & deux distincts;
montrons que si
V1<i<l m;€ M,
alors:
l
> mi=0=m; =0(Vi)

i=1
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remarquons que les (ker x;)1<;<; sont des idéaux maximaux deux & deux
distincts de Z(g) et que

V1<i<l, m;e MK

i

pour un certain k; > 0. Puisque H(ker xi)® & ker x1, on peut choisir
i>1

Z € H(kerxi)k" — kerx1
i>1

Ainsi,
1
0= Z.Zmi =zmy = x1(z)m1 = m1 =0
=1
car x1(z) #0 et:

Vi>1, H(kerxj)kﬂ' C (ker x;)k; -

i>1
De méme, les autres m; sont nuls.

ii) C’est une conséquence des deux lemmes suivants, vrais pour un g—module
quelconque:

Lemme C.1.1 Si x1,...,Xx: sont des caractéres distincts et si nq,...,ny
sont des entiers > 0 alors :

(ker )™ - (ker o)™ : M] = €D My, (n)

Lemme C.1.2 Sim e M et § € Z(g)' :

ker§.m C @ M, = me @ M, .
x€Z(g)’ x€Z(g)’

* % 3k

En effet, si M est un g — B—module, alors

_M
N =S enter M

aussi. En particulier, N est un B—module rationnel. Considérons pour
tout caractére de B A, I’espace propre:

NP ={neN :Vbe B, bn=\bn}
et:

B
NE = ) NP
AEX*(B)
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Soient m : M — N la surjection canonique et m € M tel que 7(m) € N >(\B),
pour un certain caractére A.

VX e ny, X7r(m) =0
Grace a la proposition 7.1.8 de [Di], on en déduit que le g—module

U(g).m(m)
admet y pour caractére central. Par conséquent,
ker x» .m € Z M,
XE€Z(g)’

et 7(m) =0 carm € ExEZ(g)’ M, a cause du lemme C.1.2. Ainsi,

Ve X*B), NP = (0) et N®) = (0) .
On conclut que N = (0) a 'aide du théoréme de Lie-Kolchin (cf. le §17.6
de [Hu95]).

Remarque: si au lieu d’une structure de g — B—module, on suppose que
M admet un caractére, alors on a toujours:

M= P M, .
X€Z(g)’

En effet, les deux lemmes précédents sont encore valables et pour tout
A € b*, M) est un sous-Z(g)—module de M qui est de dimension finie sur
K. En particulier,

VA€ b, My = EP(My)y

D’ou:

Il ne reste plus qu’a démontrer les lemmes ci-dessus. Commengons par
démontrer que le lemme C.1.1 implique le lemme C.1.2:

& w= U Dum
X€Z(g)’ F C Z(g) XEF
fini
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- U @UM»- U U @um
FC Z(g) Xm0 FCZ@)'  (nxer XF
fini fini VX, ny >0

Or comme U(g) est une algébre ncethérienne (cf. le corollaire 2.3.8 de
[Di]), U(g) kerf.m est un U(g)—module ncethérien, en tant que sous-
U(g)—module de U(g).m, et U(g)ker.m C @, ¢ 7,y Mx- 1l existe donc
des caractéres deux & deux distincts

X15---5X1 GZ(g)I

et des entiers ny,...,n; > 0 tels que:

l
U(g)kerfm C > M{™) = [(ker x1)™ --- (ker x;)™ : M] .
=1

Dés lors:
(ker x1)™* -- - (ker x;)™.ker 8.m = (0)

et en particulier :

Maintenant, pour démontrer le lemme C.1.1, il suffit de montrer que
I
(oo™ - (or ™ M) € 3 MY

si l > 1. Or, (kerx1)™ + Hé.:z(kerxj)"f = Z(g) parce que sinon, on
pourrait trouver un idéal maximal de Z(g), m, tel que:

1
D (ker x1)" H kerx;)" = Z(g) .
j=2

Cela entrainerait que
m D ker x1 et m D kery;
pour un j > 1 puis que:
m = ker x1 = ker x;

par maximalité. Mais ceci est impossible étant donné que x; # x1 sij > 1.

1l existe donc a € ker x; et b € ngz(ker X;)™ tels que a +b=1:

Vm € [(kerx1)™ -- - (kerx;)™ : M],

!
m=am+bm e [H(kerxj)"j : M)+ [(ker x1)™ : M]
j=2
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l
= [(kerx1)™ -~ (ker x0)™ : M] € [J] (ker ;)™ : M] + M

=2

Par récurrence, on aboutit a:

!
[(ker x1)™ --- (ker x1)™ : M] C ZM>(<H)

i=1
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