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Introduction

En physique comme dans tout domaine de recherche scientifique, les avancées
ne se font pas de maniére linéaire. Ceci est vrai tant au niveau de 'individu (qui n’a
pas vécu et apprécié ces moments ol tout ce qui bloquait depuis des mois se met
a former un tout cohérent ?) qu’au niveau de la communauté scientifique elle-méme.
Bien siir les échelles de temps sont différentes. Il a ainsi fallu attendre plus de 45 ans
entre la découverte de la supraconductivité, en 1911 par Kammerlingh Onnes, et son
explication, la théorie BCS de Bardeen, Cooper et Schrieffer [BCS57|. Cela peut a
priori paraitre étrange, puisque la théorie microscopique a la base de la physique de la
matiére condensée, a savoir la Mécanique Quantique, était connue et maitrisée (si tant
est que 'on maitrise la Mécanique Quantique, méme aujourd’hui!) depuis la fin des
années 20. Mais si 'on y pense, il n’est pas étonnant qu’il ait fallu de 'ordre de 30 ans
pour réussir a expliquer un phénoméne qui exhibe des propriétés quantiques au niveau
macroscopique, et qui met en jeu un trés grand nombre d’électrons corrélés (probléme
a N corps).

De méme, une théorie satisfaisante des propriétés des électrons dans un métal,
la théorie du liquide de Fermi, n’a été formulée qu’a la fin des années 50 par Landau
[Lan57a, Lan57b, Lanb9]. Pour étre bref, cette théorie montre que les propriétés d’un
liquide de Fermi sont dues a l'existence de quasi-particules (les électrons entourés d’un
nuage d’autres électrons avec lesquels ils interagissent), de statistique fermionique.
Malgré toutes les complications microscopiques possibles, on n’a besoin que de quelques
paramétres (dits de Landau), ajustés en fonction du matériau, pour décrire les résultats
expérimentaux.

Cette théorie phénoménologique a par la suite été dérivée, en partant de consi-
dérations microscopiques, par des méthodes de théorie quantique des champs (voir par
exemple [AGD63, Noz63|). Le faible nombre de paramétres nécessaires a la descrip-
tion d’un liquide de Fermi est maintenant compris, depuis le travail de Wilson sur le
groupe de renormalisation (RG!) [Wil75]|, expliquant 1'universalité observée expérimen-
talement, ainsi que ’absence d’influence de la plupart des paramétres microscopiques.

'L’abréviation RG vient du nom anglais Renormalization Group. Je m’excuse auprés des lecteurs
qui ne supportent pas 'incursion de I’Anglais dans la langue frangaise pour cette notation ainsi que
les autres qui suivront (comme SDW ou self-énergie par exemple). Mais étant donné que toute la
littérature scientifique est aujourd’hui écrite en Anglais, j’ai décidé de ne pas me plier au snobisme
franco-frangais qui voudrait me faire parler de méchouillons!
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Nous renvoyouns le lecteur aux travaux récents [Sha94, Dup98| sur I'application du RG
aux fermions, et en particulier a la théorie du liquide de Fermi.

La théorie du liquide de Fermi et la théorie BCS ont expliqué de maniére tout a
fait satisfaisante les expériences jusqu’au milieu des années 70. Les difficultés ont com-
mencé & ce moment 13, en ce qui concerne l'interprétation des résultats expérimentaux.
La plupart des expériences qui ne rentraient pas dans ce cadre théorique avaient comme
point commun la faible dimensionnalité des composés étudiés. Ainsi la supraconduc-
tivité a haute température critique (HTC) découverte par Bednorz et Miiller en 1986
[BM86], met en jeu, dans les cuprates, des plans formés d’atomes de cuivre et d’oxygéne
(voir I'article de revue [SD95] pour plus de détails). La physique de ces composés est
donc essentiellement bidimensionnelle (2D). Les conducteurs (et supraconducteurs) or-
ganiques sont quant & eux constitués d’empilements de molécules organiques, formant
des chaines (voir I'article de revue [JS82], ainsi que [Jér91]). Ces composés sont tels que
les déplacements des électrons le long des chaines sont beaucoup plus faciles que ceux
entre les chaines. Ils ont donc un caractére presque unidimensionnel, et sont appelés
quasi-1D. La basse dimensionnalité de ces derniers composés implique une grande com-
plexité de la physique qui leur est associée. En particulier, leur diagramme de phase
de basse température comporte plusieurs phases ordonnées différentes. Par exemple,
les sels de Bechgaard (le premier découvert étant le tétraméthyltetrasélénafulvaléne
(TMTSF),PFg [BJIM™80]) et leurs dérivés a base de soufre ((TMTTF),X) (I’ensemble
étant dénoté TM;X) ont un diagramme de phase (cf par exemple [Jér91|) qui comporte
entre autres, a basse énergie, une phase spin-Peierls, une phase supraconductrice, ainsi
qu’une phase onde de densité de spin (SDW) [Grii94].

Du point de vue théorique, il était connu depuis longtemps que la physique a une
dimension est complétement différente de celle a trois dimensions. Une description de la
physique en termes d’électrons, ainsi qu’en termes de quasi-particules, est inadéquate.
Les “bonnes excitations” de ces systémes sont des modes collectifs bosoniques, de type
onde de densité (voir les articles [Lut63, Tom50, ML63, Hal81], ainsi que les articles de
revue [Sch91, Voi95]). Ces systémes ne sont plus des liquides de Fermi, mais des liquides
de Luttinger. Les effets de basse dimension sont si drastiques que, par exemple, le spin
et la charge des électrons se découplent, et se propagent a des vitesses différentes, c’est
la fameuse séparation spin-charge.? Notons que la dimension 1 autorise un traitement
exact de beaucoup de systémes, que ce soit par la méthode de bosonisation, ou par
Ansatz de Bethe (cf par exemple la solution exacte du modéle de Hubbard 1D par Lieb
et Wu [LW68, LW02]).

Etant donné que les systémes 2D et quasi-1D ont une dimensionnalité & mi-
chemin entre celle (1D) donnant une physique de liquide de Luttinger et celle (3D)
donnant lieu aux propriétés de liquide de Fermi, il n’est finalement pas si étonnant que
la théorie du liquide de Fermi puisse étre mise en défaut. Pour des raisons similaires,
la théorie du liquide de Luttinger n’explique pas de fagon satisfaisante les propriétés

2Notons que d’autres effets aussi drastiques existent, comme la fractionalisation de la charge dans
Veffet Hall quantique fractionnaire (FQEH).
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des matériaux quasi-1D. De méme le statut d’une théorie de liquide de Luttinger bi-
dimensionnelle (cf par exemple [And90| ou la méthode de bosonisation en dimension
d |Lut79]) est toujours sujet & débat. Ainsi la nature exacte de ces systémes physiques
n’est pas encore complétement élucidée, ce qui se traduit d’ailleurs par I’appellation
générique de Non Liquide de Fermi (NFL) de tout systéme exhibant des propriétés non
prédites par la théorie du liquide de Fermi.?

Les supras HTC et les matériaux quasi-1D ont des propriétés magnétiques, op-
tiques et de transport inhabituelles. Etant donné que ma thése a surtout été consacrée
aux matériaux quasi-1D, je me focaliserai sur ceux-ci.* Une des propriétés (bien connue
et utilisée par tous au moins une fois par jour) des métaux est qu’ils réfléchissent la
lumiére. On sait aussi que la valeur limite de la fréquence lumineuse au-dela de laquelle
les métaux ne sont plus de bons miroirs dépend du métal considéré (le seuil étant la fré-
quence plasma). De telles mesures de réflectivité ont été effectuées sur les quasi-1D (voir
par exemple Particle de Vescoli et al [VDH'98] qui regroupe beaucoup de résultats,
ainsi que les références qui y sont données pour les résultats plus restreints antérieurs,
comme [JTB81]). Pour des champs électriques polarisés le long des chaines (direction
a), tous les composés de la famille TMyX montrent un caractére métallique habituel,
avec une rapide chute de la réflectivité pour des fréquences plus grandes que la fréquence
plasma. Le cas de champs électriques polarisés le long de la direction orthogonale aux
chaines (direction b)° est différent (cf figure 1 de [VDH'98]). Pour des températures
de l'ordre de 20K, les composés de la famille TM'TSF exhibent un caractére métallique
habituel (i.e. une brusque diminution de la réflectivité a la fréquence plasma), ce qui
n’est pas le cas des composés de la famille TMTTF. Les résultats peuvent étre inter-
prétés par la différence entre les valeurs de ¢, pour ces différents composés (voir note
de bas de page numéro 5 pour les valeurs numeériques). En fait on peut mettre tous les
composés TMsX sur un méme diagramme de phase, en considérant que le changement
des ions X entre les chaines est équivalent & une variation de pression (cf figure 3 de
[VDH'98|). Remarquons de plus que 'on observe la disparition du caractére métal-
lique habituel de (TMTSF),PF6 au fur et a mesure que la température augmente (cf
figure 1 de [JTB81]). Ces transitions métal-isolant sont induites par le changement de
dimensionnalité du systéme. Le systéme se comporte comme un métal habituel quand
la température est faible (le saut inter-chaines ¢, et la courbure de la surface de Fermi
sont alors visibles) et que le saut inter-chaines est supérieur au gap de charge (gap de
Mott, induit par les interactions entre les électrons). Le systéme a alors un caractére

3Comme le dit si justement Boris Altschuler, ne me demandez pas ce qu’est un non liquide de
Fermi. Dans le cas contraire je me verrai forcé de vous demander ce qu’est une non banane!

4Je ne rentrerai toutefois pas dans les détails des résultats expérimentaux pour la bonne et simple
raison que je n’ai pas eu suffisamment de temps pour les étudier en profondeur. Nous avons en effet mis
longtemps & mettre en ceuvre le RG pour la surface de Fermi, et par conséquent nous avons manqué
de temps pour calculer les prédictions de notre théorie en ce qui concerne les quantités mesurées, autre
que la surface de Fermi elle-méme.

511 y a bien sir deux telles directions. Mais les données expérimentales montrent que les sauts
électroniques le long de la direction ¢ sont beaucoup moins favorables que dans les deux autres direc-
tions. En termes d’intégrales de transfert on a en effet : ¢, : ¢ : t. = 250 : 10 : 1 meV pour les TMTTF
et tq :tp 1t = 250 : 25 : 1 meV pour les TMTSF [JS82]. La direction ¢ commence par conséquent &
jouer un réle non négligeable pour des températures inférieures & 10K, ce qui ne nous concernera pas.
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bidimensionnel. Dans le cas contraire, il se trouve dans une phase qui manifeste des
caracteres unidimensionnels. Il semble donc que ces systémes exhibent une transition
confinement-déconfinement, entre une phase unidimensionnelle dans laquelle les élec-
trons restent confinés (le saut inter-chaines effectif devenant nul) ou tout du moins
le transport transverse est incohérent, et une phase bidimensionnelle déconfinée dans
laquelle les électrons peuvent sauter de maniére cohérente d’une chaine a 'autre.

Les choses ne sont toutefois pas aussi simples qu’il peut paraitre. Les proprié-
tés de transport de la phase bidimensionnelle, sondées par des mesures de résistivité
(en courant continu) ne sont en effet pas compatibles avec une physique de liquide de
Fermi [MGAS™98|. Les mesures de conductivité optique le long des chaines des sels
de Bechgaard, effectuées a haute température (au-dessus de la température de transi-
tion vers I'onde de densité de spin) [SDG198] montrent 'existence d’un pic de Drude
dont le poids est trés faible (1% du poids spectral) et d’'un mode de fréquence fini
contenant 99% du poids spectral. Ce poids spectral peut, dans une vision physique
simple, étre interprété comme résultant d’une phase isolant de Mott dopé |Gia97], si
I’on considére que le saut inter-chaines agit similairement au dopage, sur les différentes
chaines. Toutefois, une telle interprétation n’est pas exempte de probléme. En particu-
lier, les résultats dépendent crucialement du remplissage utilisé pour décrire le systéme.
Les sels de Bechgaard sont en effet quart remplis, mais & cause d’une légére dimérisa-
tion, on peut aussi les considérer comme demi-remplis. Les deux descriptions donnent
des prédictions qui semblent correctes et en accord avec d’autres expériences (me-
sures de conductivité dc, de magnétorésistance, de résonance magnétique nucléaire), et
d’autres qui paraissent incorrectes (nous renvoyons le lecteur a la discussion détaillée
de [SDGT98|, section IV). Pour étre bref, disons qu’un des problémes majeurs est de
déterminer dans quel domaine de température on peut considérer le systéme comme
étant unidimensionnel. En fait, ce qui est troublant, c’est que les mesures de résonance
magnétique nucléaire semblent indiquer une température de transition (de crossover)
de 'ordre de 10-15K [Bou93, Wzi93|, alors que les mesures de conductivité (en courant
continu) inter-chaines [MGAS'98| donnent un comportement unidimensionnel jusqu’a
environ 100K. On comprend donc la difficulté d’élaborer une théorie qui rende compte
de ces deux échelles différentes.

Les théoriciens de la matiére condensée sont donc confrontés a des données ex-
périmentales qui ne rentrent pour l'instant dans aucun cadre unique et clair.® Les
méthodes utilisées pour tenter de décrire la physique en deux dimensions sont par
conséquent assez nombreuses, ce qui est d’ailleurs intéressant, puisque cela donne des
éclairages différents sur un méme sujet. Je vais trés brievement résumer la situation
théorique.

Etant donné I'importance des interactions dans les systémes de fermions forte-
ment corrélés, un des points de vue est de dire qu’il faut traiter les interactions de
maniére non perturbative. Les quasi-1D peuvent ainsi étre considérés comme des li-
quides de Luttinger (si le remplissage est non commensurable), couplés par un terme

6Les théoriciens des hautes énergies ne sont donc pas les seuls & pouvoir prétendre ne pas avoir
une théorie du tout (TOE) !
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de saut inter-chaines qui est traité perturbativement [BBT95, Arr00|. Dans le cas d'un
systéme dont le remplissage est commensurable, les processus Umklapp donnent une
physique de type isolant de Mott. Il est alors possible, dans le méme esprit, de consi-
dérer le saut inter-chaines comme une perturbation agissant sur des isolants de Mott
découplés [ET02]. De telles études peuvent notamment étre menées aprés avoir bosonisé
le systéme, et en utilisant le RG dans la version bosonisée (cf par exemple [TS99| pour
I’étude du probléme & deux chaines). Bien qu’il soit possible d’utiliser la bosonisation
en dimension deux (cf par exemple [Lut79, Wen90, HM93|), afin d’avoir directement
une interprétation en terme de liquide de Luttinger [And91], la mise en place d’une
telle méthode dans un cas complexe tel que le modéle de Hubbard 2D (supposé étre
une bonne modélisation des supras HTC) a remplissage quelconque ne me semble pas
évidente.

Néanmoins, I'existence de régimes intermédiaires de type liquide de Fermi, incite
a garder une description en termes de fermions.” Notons aussi que méme dans le régime
de haute énergie (haute température par exemple) ot les systémes quasi-1D deviennent
vraiment 1D, les fermions permettent encore une assez bonne description de la physique
(si on pense en terme de groupe de renormalisation Wilsonien, la physique du liquide
de Luttinger n’est retrouvée qu’une fois que tous les modes de haute et basse énergie
sont intégrés). De plus, un des résultats les plus frappants obtenus expérimentalement,
est I'existence d’une notion de surface de Fermi pour des systémes dont les propriétés
ne sont pas celles (ou dévient fortement) du liquide de Fermi [And95]. Dans le cas des
supras HTC de type cuprate, les études expérimentales ont été effectuées a 'aide de
la spectroscopie résolue en angle (ARPES). La détermination de la forme de la surface
de Fermi (en fonction des interactions, qui la déforment par rapport au cas libre) est
cruciale, car la surface de Fermi détermine le lieu des excitations de basse énergie,
et en particulier c’est par rapport & la forme de la surface de Fermi que se fait la
distinction entre les couplages pertinents et les couplages non pertinents. La surface
de Fermi détermine aussi une partie des échelles d’énergie (par exemple, le saut inter-
chaines renormalisé est lié & la surface de Fermi habillée), et comme nous ’avons déja
discuté, il est important de pouvoir les évaluer. Or la surface de Fermi est une propriété
essentiellement fermionique. Méme dans un systéme purement unidimensionnel o les
modes collectifs bosoniques fournissent la meilleure description physique, la surface de
Fermi existe (bien que le saut dans la distribution de particule s’annule, et qu’il ne
reste qu’une singularité en loi de puissance), et elle donne encore une distinction entre
les excitations de type “essentiellement particule” ou de type “essentiellement trou”. Il
est donc assez naturel de se concentrer sur une description fermionique, si ’on a en vue
de calculer la forme de la surface de Fermi.

L’application des méthodes fermioniques aux études des déformations de la sur-

"Bien évidemment, I’idéal serait de pouvoir trouver un formalisme dans lequel la description s’adap-
terait automatiquement au caractére plutot fermionique ou plutét bosonique du systéme selon la tem-
pérature, pression, etc. .. Mais une telle description n’existe pas encore, méme si des progrés sont faits
dans ce sens 13 pour des systémes de fermions relativistes (et donc la surface de Fermi est réduite a
un seul point), cf par exemple [RVWO01].
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face de Fermi sont pour la plupart® basées sur la théorie des perturbations, ce qui
implique que la validité des résultats est limitée au couplage faible. Néanmoins la
prise en compte du saut inter-chaines n’est plus perturbative. La limitation des mé-
thodes fermioniques au couplage faible peut paraitre étre un sérieux handicap pour
la description de systémes fortement corrélés o les interactions jouent un grand role.
Néanmoins, nous verrons qu’en qui concerne les déformations de la surface de Fermi,
il y a des situations ou ceci n’est pas trop génant.

Avant de passer a la description des différentes approches fermioniques et en par-
ticulier de mon travail de thése qui en fait partie, je mentionnerais une méthode qui
n’est basée sur aucun des points de vue précédents, et est exacte : le calcul numérique.
Comme expliqué dans 'introduction de [FS96], ’outil numérique est devenu, dés I’appa-
rition des ordinateurs dans le monde non militaire, indispensable pour tester les modéles
physiques qui sont presque invariablement basés sur des approximations. Les méthodes
exactes (i.e. qui peuvent donner des résultats aussi précis que I'on veut a condition d’y
mettre le temps de calcul nécessaire) sont particuliérement utiles. C’est par exemple
le cas des méthodes de diagonalisation exacte. Cette technique a en particulier été
appliquée au cas d’une échelle de fermions avec spin([PEM™196], ou il est aussi fait
usage de la méthode de Monte Carlo quantique) ou sans spin(|CPM96, CPA98|). Ces
travaux ont étudié ’effet d’'un terme de saut transverse sur un systéme de deux chaines
de fermions. La limitation naturelle (du fait des temps de calculs) de ces méthodes
aux petits systémes peut en partie étre contournée par des études de scaling de taille
finie (finite size scaling). Ces travaux ont permis de vérifier les prédictions théoriques
des valeurs du saut inter-chaines renormalisé en fonction des interactions (|[CPA98]).
De plus ils ont permis de tester la notion de cohérence transverse ([PEM™96|). Enfin,
disons que le lien entre la valeur du saut inter-chaines renormalisé et les propriétés de
transport transverse a été analysé dans [CPM96|, et cette étude a en particulier mon-
tré qu’une valeur non nulle du saut inter-chaines renormalisé ne garantit pas que le
transport transverse soit essentiellement cohérent (ce qui pourrait d’ailleurs expliquer
les propriétés anormales observés expérimentalement dans les sels de Bechgaard).

Le calcul des déformations de la surface de Fermi par des méthodes fermioniques,
méme perturbatives, n’est pas une tache facile. Les difficultés de ce probléme ont été
identifiées dés les années 60 par Kohn et Luttinger [KL60| et par Noziéres [Noz63|, et
ont mené Noziéres & écrire en conclusion de son paragraphe sur les déformations de
la surface de Fermi : “En pratique, nous n’essaierons jamais de calculer la surface de
Fermi, car c’est beaucoup trop difficile. Ce qui nous importe avant tout, c’est de savoir
qu’elle existe (c’est a dire que le systéme est normal)”. Il a fallu attendre une trentaine
d’années pour que la situation se débloque. La difficulté est expliquée en détails par
Noziéres, et j’y ai consacrée une partie non négligeable de ce manuscrit, ¢’est pourquoi je
n’expliquerai que trés briévement ce qui pose probléme. La théorie des perturbations est
basée sur ’hypothése d’un branchement adiabatique des interactions, qui n’est possible
que si le fondamental reste non dégénéré tout au long du branchement des interactions.

8Je me concentrerai sur ces méthodes perturbatives. Mais il est & noter que ce ne sont pas les seules
disponibles. Des résultats intéressants ont par exemple été obtenus & ’aide de la théorie du champ
moyen dynamique (DMFT) [GGS00].
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Or ceci n’est pas le cas, a cause de la déformation de la surface de Fermi. Le seul
remeéde possible & ce probléme, est d’effectuer la théorie des perturbations en partant
d’un systéme ayant la bonne surface de Fermi, que ’on fixe a ’aide de contre-termes
adaptés. Autrement dit, on doit utiliser une théorie des perturbations renormalisée. On
est donc amené a faire les calculs de perturbations avec un état dont la surface de Fermi
est a priori inconnue. Ceci nous force & nous donner une surface de Fermi d’essai, de
faire les calculs (de self-énergie), et de vérifier si oui ou non la surface de Fermi calculée
coincide bien avec la surface de Fermi d’essai. Si ce n’est pas le cas, il faut changer
de surface de Fermi. On peut en fait réinterpréter ces calculs en disant que ce qui est
calculé, c’est la surface de Fermi nue, en fonction de la surface de Fermi habillée. Mais
ce qui est connu, c’est la théorie nue, et on est donc amené & inverser la relation entre
les surfaces de Fermi nue et habillée. Il a été démontré qu’il est en théorie possible
d’inverser cette relation [FST98|. Ce qui ne résout évidemment pas les problémes liés
4 son inversion, en pratique! Notons enfin que ces problémes de croisement de niveau
ne “polluent” pas uniquement les méthodes perturbatives fermioniques. Dans le cas oul
I'on part d’une situation de liquides de Luttinger (ou d’isolants de Mott) découplés, et
que 'on branche le saut inter-chaines comme une perturbation, la surface de Fermi est
initialement plate, et acquiert une courbure au fur et a mesure du branchement. Les
croisements de niveaux ont toutes les chances de créer des difficultés. C’est d’ailleurs
peut-étre la raison pour laquelle la surface de Fermi calculée dans [ET02] n’a pas la
méme forme? que celle trouvée, par exemple par le DMFT (voir la figure 5 de [BGLGO1]
pour la comparaison).

Une premiére étape dans la réalisation de ce programme de théorie des pertur-
bations renormalisée est d’effectuer un calcul autocohérent, basé directement sur la
méthode Hartree-Fock [VVO01]. Ce travail concerne le modéle de Hubbard 2D, avec
interaction au plus proche voisin et saut au second plus proche voisin. Ces calculs ont
montré qu’'un changement de la topologie de la surface de Fermi est possible. Nojiri
[Noj99| a effectué un calcul sophistiqué de la self-énergie au second ordre, de fagon
autocohérente, pour le modeéle de Hubbard 2D avec une interaction purement locale.
Aucun changement de topologie n’a été observé, et la différence avec un calcul stan-
dard |ZSS95, HM97| (non autocohérent) est faible. Malgré les mérites de ces théories, il
leur manque un ingrédient essentiel. Elles sont en effet incapable de prendre en compte
la croissance de certains couplages quand I’échelle d’énergie typique est abaissée. Ces
effets jouent un roéle crucial, aussi bien pour le modéle de Hubbard 2D que pour la
physique des quasi-1D.

L’outil adapté a la prise en compte de cette croissance de certains couplages
est bien entendu le groupe de renormalisation. L’usage de celui-ci pour les systémes de
fermions, en physique de la matiére condensée, a été popularisé par Shankar [Sha94]. Le
RG a été utilisé dans la version Wilsonienne (dans le formalisme de Polchinski, ou dans
la version une particule irréductible (1PI)), par différents groupes [ZS96, ZS00, HMO0O,
HSFRO1] pour I’étude du modéle de Hubbard 2D. L’application des idées de RG aux

9Les prédictions de ces calculs sont que la surface de Fermi est formée de poches disjointes de trous
et de particules.
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calculs de surface de Fermi a été mise en ceuvre notamment par [PF79, Bou85, KY98,
HSFRO1|, et des études similaires ont été menées dans le cas du systéme plus simple
de deux chaines [Fab93, TS99, Le 01]. Pour autant que nous comprenions ces travaux,
le point de départ est la théorie des perturbations standard, et non la théorie des
perturbations renormalisée. Or il semble crucial d’utiliser une théorie des perturbations
dont la validité est assurée (point sur lequel Neumayr et Metzner [NM02], Ledowski
et Kopietz [LK02| ont trés récemment insisté, ainsi que Benoit Dougot et moi-méme
[DDO02]). Notons toutefois que bien que les résultats précédemment cités ne font pas
usage de la théorie des perturbations renormalisée, leurs résultats sont probablement
physiquement corrects (a des erreurs petites prés).

Néanmoins, nous pensions dés le début de ma thése, et sommes toujours convain-
cus, qu’il est souhaitable de pouvoir avoir pleinement confiance dans les résultats que
’on obtient (méme si ceux-ci sont perturbatifs et donc sujet a caution). C’est pourquoi,
dans l'optique de calculer des déformations de la surface de Fermi par le RG, le sujet
de ma thése, nous nous sommes fixés le but de respecter les contraintes imposées par
la théorie des perturbations renormalisée. Nous avons cherché a appliquer le RG dans
sa version de théorie des champs pour le calcul de la surface de Fermi, mais nous nous
sommes rendus compte qu’il n’est en fait pas possible de 'utiliser dans ce but. Ce qui
ne veut pas dire pour autant qu’il faut I’oublier, car il donne des informations intéres-
santes, comme par exemple la forme des propagateurs renormalisés.'® Nous avons donc
opté pour 'utilisation d’un autre RG simple, celui dit de “cut-off scaling”, pour calculer
la surface de Fermi, et avons montré comment grace a des approximations physiques
raisonnables, il est possible de surmonter les difficultés liées a 1'usage de la théorie des
perturbations renormalisée, dans le cas des systémes quasi-1D. Cette méthode présente
I’avantage indéniable d’étre simple, et je pense qu’au cours de son élaboration, nous
avons développé une vision physique des déformations de la surface de Fermi, a savoir :

i) les interactions qui tendent a déformer la surface de Fermi, sont celles qui sont
irrelevantes & basse énergie, au sens du RG, la notion d’irrelevance étant définie par la
forme de la surface de Fermi.

i1) ces déformations ont majoritairement lieu aux grandes échelles d’énergie pour
lesquelles la courbure de la surface de Fermi n’est pas ressentie, et pour lesquelles les
processus classifiés irrelevants au 7) (du point de vue de la physique de basse énergie)
ne sont pas encore irrelevants.

Notons que les calculs de surface de Fermi, dans notre formalisme perturbatif,
seront d’une précision acceptable uniquement si la renormalisation de la surface de
Fermi s’arréte avant que les couplages n’aient eu le temps de trop croitre. Néanmoins,

0Notons que le choix du RG de théorie des champs, qui est une théorie de température nulle, a
été fait dans un souci de simplicité. Ce RG, contrairement & un RG Wilsonien, ne peut traiter qu’une
classe restreinte de théories, & savoir les théories renormalisables, mais c’est justement pour cela qu’il
est bien plus simple & utiliser. Le formalisme de température nulle est de plus particuliérement bien
adapté a ’étude de la surface de Fermi, puisque & température finie, la singularité de la distribution
de particules disparait.
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méme dans un régime de couplage intermédiaire ou fort, nous pensons que le RG donne
des renseignements qui sont qualitativement corrects.

Nous aurions souhaité pouvoir calculer certaines quantités physiques mesurées
expérimentalement, comme la conductivité transverse, mais par manque de temps, cela
n’a pas été possible. Nous avons aussi dii remettre & plus tard l'utilisation d’un RG
plus puissant, de type Wilsonien, et qui devrait permettre de décrire plus précisément
I’extinction des couplages non pertinents. Nous pensons pouvoir calculer la surface de
Fermi, dans ce formalisme, sans avoir recours & l'inversion dont il a été fait mention
plus haut.!! Un RG Wilsonien devrait de plus nous permettre d’étudier aussi bien le
modéle de Hubbard 2D, que les quasi-1D auxquels nous sommes limités avec notre
méthode plus élémentaire.

Le plan de ce manuscrit est le suivant. Nous commencons par établir le modéle
que nous étudions, ainsi que nos notations, dans le chapitre 1. Nous détaillons ensuite
I'usage du RG pour les fermions en une dimension, & deux boucles, en insistant parti-
culiérement sur 1’'usage des contre-termes, qui sont introduits de fagon pédagogique (en
tout cas je I'espére). Ceci est I'objet du chapitre 2. Ces deux premiers chapitres sont
tout a fait basiques, et ont été écrits pour les lecteurs qui ne connaissent rien, mis &
part les bases de la théorie des champs, au RG appliqué aux fermions. Les experts dans
le domaine peuvent donc se permettre de survoler trés rapidement ces deux chapitres,
uniquement afin de prendre connaissance de nos notations. J’ai volontairement détaillé
les calculs dans ce deuxiéme chapitre, et ne les ai pas reportés dans une annexe.'? La
raison de ce choix est que j’ai personnellement souffert de ne pas trouver plus souvent,
dans la littérature, le genre de considérations élémentaires que j’expose sur les contre-
termes, ainsi que des calculs détaillés. Si un jour quelqu’un consulte cette thése et lit
ce chapitre dans le but d’apprendre les techniques du RG fermionique, mon but aura
été atteint. Le chapitre 3 qui suit est consacré aux déformations de la surface de Fermi
dans le cas d’un systéme de deux chaines. C’est le coeur de ce manuscrit. Nous passons
ensuite (4) au cas d’un systéme de N chaines. Je dois insister sur le fait que la lecture
de ces deux chapitres n’est pas suffisante pour avoir une vue compléte de notre travail
sur la surface de Fermi, mais que celle-ci ne peut étre obtenue qu’en lisant aussi notre
article [DD02]. Celui-ci est trés détaillé, et c’est d’ailleurs la raison pour laquelle je n’ai
pas tout réécrit dans mon manuscrit de thése, car cela aurait été trop redondant avec
la lecture de I’article. J'ai essayé de limiter les répétitions aux aspects les plus simples
mais fondamentaux, sur lesquels j'ai pensé qu’il était bon d’insister. Enfin, le dernier
chapitre (5) est un guide de lecture trés bref de notre premier article [DVDO02], qui
est lui aussi trés détaillé, et dont la lecture est elle aussi indispensable pour qui veut
prendre pleinement connaissance de notre travail. Le guide de lecture a seulement été
congu pour donner un autre éclairage de I'article (j'y expose en effet ’ordre chronolo-
gique dans lequel nous avons compris les choses). Le sujet de cet article est 1'étude des
flots de RG d’un systéme bidimensionnel dont la surface de Fermi posséde des portions

1 Cette possibilité nous a été suggérée par Drazen Zanchi.

1213 seule annexe que j’ai écrite concerne les différentes paramétrisations des interactions que nous
avons considérées, et elle devrait permettre de faire le lien entre nos notations et celles que ’on trouve
dans la littérature.

19



TABLE DES MATIERES

complétement plates en regard (c’est le méme systéme que celui étudié dans [ZYD97]).
Le but principal était d’analyser précisément les flots, en partie en fonction du nombre
de patchs servant a discrétiser la surface de Fermi, et de comprendre 'origine de la
transition d’un état onde de densité de spin vers un état supraconducteur, qui a lieu a
basse énergie, et observée dans [VD01]. Nous avons en fait montré que cette transition
est un effet de discrétisation de la surface de Fermi en patchs, et disparait quand est
prise la limite d’une surface de Fermi continue.

Je tiens finalement a préciser, aprés avoir insisté sur la nécessité de lire nos deux
articles pour avoir une vision globale de notre travail, que je n’ai pas inclus ceux-ci
dans mon manuscrit. Les deux raisons principales qui m’ont poussé a faire ce choix
sont les suivantes. A une époque ou l'internet joue un si grand roéle, ces articles sont
accessibles de n’importe quel endroit de la planéte, soit dans leur version publiée, pour
le premier article pour I'instant, soit dans leur version preprint (ce qui est important
pour les personnes n’ayant pas les ressources financiéres nécessaires pour avoir acces
aux articles).!® La deuxiéme raison est de nature écologique. Ces articles étant longs,
le nombre de feuilles supplémentaires nécessaires rien que pour ces articles, dans la
production d’une vingtaine de copies de ma thése, consommerait de l'ordre de 700
feuilles de papier. Bien siir on pourrait me rétorquer que pour respecter I’environnement
il aurait suffi d’écrire des articles plus courts. Je crois que la premiére raison, a savoir
le développement de l'internet, coupe 1’herbe sous les pieds a un tel argument.

13Les deux preprints sont accessibles sous les références cond-mat/0107548 et cond-mat /0208434
aux adresses http://xxx.lanl.gov ou http://xxx.1lpthe. jussieu.fr.
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Chapitre 1

Modéles utilisés et notations

Dans ce premier chapitre, nous présentons les modéles que nous avons étudiés
et nous donnons les notations qui seront utilisées tout au long de cette thése. Nous
commencons par la description d’un systéme d’électrons libres dans la section 1.1, puis
nous nous intéresserons aux interactions, et en particulier nous sélectionnerons celles
qui existent a basse énergie (1.2). Cette sélection nous permettra de limiter le nombre
total d’interactions a prendre en compte (ce qui simplifie énormément les choses, en
particulier numériquement), tout en gardant les ingrédients essentiels de la physique
de basse énergie.

1.1 Le Hamiltonien libre

1.1.1 Modéle sur réseau

Débutons par la présentation de la base de tous nos modéles, a savoir le Hamilto-
nien sans interaction (entre les électrons). Nous considérons des électrons se mouvant
dans un plan, et soumis au potentiel périodique dii au réseau sous-jacent. Pour décrire
la physique associée a ce systéme, nous utiliserons un Hamiltonien de liaisons fortes,
pour des électrons qui sont supposés se déplacer sur un réseau carré.! Nous étudions
donc le systéme représenté sur la figure 1.1. Les électrons peuvent sauter d’un site a un
des quatre sites plus proches voisins (nous ne considérons pas dans ce travail de saut
aux voisins suivants, selon les diagonales). Les amplitudes tunnel pour sauter d’un site
a l'autre dans les directions x et y peuvent étre différentes et sont notées ¢, et ¢,. Notre
travail s’est focalisé sur deux cas limites de ce modéle général. Le premier est celui
pour lequel il existe une direction privilégiée selon laquelle le saut des électrons est
beaucoup plus facile. Cette situation correspond a la physique des matériaux quasi-1D,
ol le saut intra-chaines est plus favorable que le saut inter-chaines. Par convention les

'Nous renvoyons le lecteur & la littérature sur la physique de la matiére condensée pour plus de
détails, par exemple [AM76].
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F1G. 1.1 — Réseau carré bidimensionnel. Les ronds vides représentent les sites
libres, et les ronds pleins les sites occupés. On note t, et %, les
amplitudes tunnel pour sauter d’un site a I’autre dans les directions
T ety.

chaines seront choisies paralleles a I’axe x, et on notera ¢ le terme de saut le long des
chaines (i.e. ¢;) et ¢, celui dans la direction transverse (i.e. t,). Nous nous sommes
aussi intéressés au cas isotrope pour lequel ¢, = t, = t. Ceci correspond a la physique
bidimensionnelle des supras HTC, si on néglige le saut aux voisins suivants.

Voyons maintenant la forme du Hamiltonien libre, c’est-a-dire du Hamiltonien
cinétique, pour les quasi-1D. Toute notre discussion, sauf mention contraire explicite,
se fera désormais sur cet exemple. Nous prendrons dans tout ce qui suit un pas de
réseau égal a 1. Ainsi, la longueur du systéme dans une direction, et le nombre de sites
dans cette méme direction seront égaux. Nous noterons L la taille dans la direction
x, et N celle dans la direction y. Ces notations évoquent le fait que I’on considére un
nombre N de chaines, de longueur L. Le Hamiltonien libre Hy s’écrit alors :

L N

— T T
Hy = — Z Z Z [t\l (cim,iy,aciw+1,iy,a t Ciot1iy,0Ciiyr | T

in=1iy=10=,]

t {
ty (Cim,iy,acz'z,iy—kl,a + Cipiyt1,0Cinsig0 ) | - (1.1)

. 1 , , e
Dans la formule ci-dessus, c; ; , (resp. ¢; ; ) est un opérateur d’annihilation (resp.

de création) d’un électron de spin o, au site de coordonnées (i, iy).
L’invariance par translation (si on oublie les bords) nous incite & passer dans

I’espace réciproque, si on veut diagonaliser cet Hamiltonien. Nous posons, pour les
opérateurs de destruction (les formules pour les opérateurs de création se déduisent
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1.1. LE HAMILTONIEN LIBRE

par conjugaison hermitique) :

_ i(paiztpyiy)
Cioiro = Z ettt o et (1.2)

P:c Py

— § : —i pmzm—kpyzy .
cpm,py,a / clﬁal@ual (13)

Zm ,’Ly

Nous considérerons dans toute la suite des conditions aux limites périodiques. Ceci,
dans la direction z, veut dire que le site L + 1 est équivalent au site L. La formule
(1.2) nous donne alors la condition exp(—ip,L) = 1, qui implique p, = 2Em,, avec
my € ZN] — 2, 2] De meme les conditions aux 11m11:es périodiques, dans la direction
y nous donnent : p, = my, avec m, € ZN] — 2, 2] Nous nous sommes limités a
la premiére zone de Brlllouln Il est facile de vérifier que le Hamiltonien est, comme
prévu, diagonal dans I’espace de Fourier :

Ho=3 > 000 pi)chpyoCpuyrr aVeC (14)

Pz py o=1,{

£ (p,, p,) = —2 [t cos(ps) + t1 cos(p,)], indépendant du spin 0. (1.5)

L’état & N, électrons sera bien stir obtenu en remplissant les états de plus basse
énergie (avec deux électrons par état |pg, py)o de espace réciproque, puisque les élec-
trons ont un spin 1/2 et qu’ils sont donc soit 1 soit ). L’énergie du dernier état occupé
(celui de plus haute énergie) est appelée potentiel chimique (libre). C’est I’énergie a
payer si on veut rajouter un électron au systéme.? A la limite thermodynamique, les
écarts entre les différentes énergies propres successives tendent vers 0. On obtient dans
cette limite non plus un état de plus haute énergie, mais un ensemble d’états. La ligne
joignant ces états est appelée surface de Fermi. Le mot surface vient du fait que si le
systéme était tridimensionnel, on aurait une surface et non une ligne. A une dimension
la surface de Fermi n’est ni une surface ni une ligne, mais se réduit a deux points.
Remarquons qu’il existe un lien entre le remplissage n, définit comme le rapport entre
le nombre d’électrons et le nombre total d’états (n = N,/(2NL)), et le potentiel chi-
mique. Le nombre d’électrons est en effet égal au nombre total d’états dont I’énergie
est plus petite que le potentiel chimique.

Nous avons représenté, sur la figure 1.2, la relation de dispersion (1.5) pour un
systéme quasi-1D dont I’anisotropie est ¢, /t; = 0.2. Nous avons de plus représenté
les différentes surfaces de Fermi (ainsi que leurs projections sur le plan zy) pour des
potentiels chimiques égaux a ae'oly, avec a =-3 /4,-1/2,0,1/2 et 3/4. ey est Déner-
gie maximale, c’est-a-dire 2(¢) + ¢, ), soit 2.4¢ ici. On observe donc trois topologies
distinctes de surface de Fermi, correspondant & trois types de remplissages. Pour les
remplissages faibles, la surface de Fermi consiste en une seule ligne fermée. Pour les
grands remplissages, on observe quatre morceaux de lignes qui sont des morceaux de

2A des termes correctifs de taille finie prés.
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F1G. 1.2 — Relation de dispersion pour un systéme quasi-1D avec ¢, /t| = 0.2.
Sont aussi représentées différentes surfaces de Fermi, et leur projec-
tions sur le plan zy. Nous avons de plus indiqué quelques lignes a
py—constante, sur la surface de Fermi, afin d’insister sur le caractére
quasi-1D.

lignes de Fermi fermées, si on ne se restreint pas a la premiére zone de Brillouin.? Enfin
pour des remplissages intermédiaires, on obtient deux lignes de Fermi légérement ondu-
lées, et qui seraient strictement plates si ¢; = 0. C’est sur ces derniéres configurations
de surface de Fermi que nous avons porté notre attention.

Avant d’étudier le passage a la limite continue pour les quasi-1D, nous montrons
aussi ce que 'on obtient dans le cas isotrope, sur la figure 1.3. Nous n’avons pas repré-
senté ici les surfaces de Fermi mais uniquement leur projection (pour o =-3/4, -1/4,
0, 1/4 et 3/4). On observe, pour les systémes 2D isotropes, deux régimes selon le rem-
plissage. Remarquons aussi que dans le cas particulier du demi-remplissage (séparant
les deux régimes), la surface de Fermi est un carré, et posséde donc des portions plates
en regard.

1.1.2 Limite continue

Comme nous nous intéressons a la physique de basse énergie, il est en fait inutile
de garder toute I'information microscopique, en particulier d’utiliser un systéme sur
réseau. Le passage a la limite continue, dans laquelle on ne voit plus le réseau, est une
simplification appréciable. Dans le cas bien connu de la chaine d’oscillateurs classiques,
le passage a la limite continue, dans lequel la description mathématique passe d’équa-
tions différentielles discrétes a une équation aux dérivées partielles, revient simplement
a ne garder que la partie linéaire du spectre a impulsion petite, et & I’étendre a I’infini.

3Notons que pour ce deuxiéme type de remplissage, on peut se ramener au premier cas en échan-
geant les trous et les particules, et en décalant l'origine de (7, 7).
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FIG. 1.3 — Relation de dispersion pour un systéme isotrope (i.e. £/t = 1).
Sont aussi représentées les projections de différentes surfaces de
Fermi sur le plan zy. Nous avons ici utilisé un quadrillage pour
montrer le caractére isotrope.

De méme pour le systéme qui nous intéresse, a basse énergie, seuls les états proches de
la surface de Fermi vont jouer un role, et il est donc naturel de linéariser la relation de
dispersion au voisinage de la surface de Fermi.*

Pour les quasi-1D, nous ne passerons a la limite continue que dans la direction
x, et garderons le caractére discret dans la direction y. On pourra ainsi décrire les
systémes physiques possédant un nombre fini de chaines, ainsi que les vrais systémes
quasi-1D ayant un nombre infini de chaines, en passant a la limite N — oo. Notons
qu’il n’est pas forcément facile de prendre cette limite. Une partie de ma thése a été
d’éclaircir certains aspects liés a ce probléme (cf [DVDO02] et le guide de lecture de cette
article que constitue le chapitre 5). De toute fagon, si ’on veut simuler numériquement
de tels systémes possédant un nombre infini de chaines, il est nécessaire de discrétiser
la surface de Fermi en un nombre 2N de points de Fermi, et donc de se ramener & un
nombre fini N de chaines. Dans la littérature, les points de Fermi discrets ainsi obtenus
sont appelés “patchs” (on trouvera l'idée de cette discrétisation dans [Lut79|, méme si
le nom patch n’apparait pas explicitement).

Notons ;(?) le potentiel chimique libre, supposé donné, et tel que la surface de
7

Fermi soit constituée de deux lignes presque plates. Pour un p, donné, on aura alors

deux points de Fermi, définis par une valeur de p, que nous notons pg) ) (py), et situés

en (p%o) (py),py) et (—p(FO) (py), py)- p%o) (py) se trouve en écrivant que :

-2 [t” cos (pg)) (py)> +t, cos(p,)| = pl. (1.6)

Pour obtenir la relation de dispersion linéarisée, il faut aussi connaitre la pente de

4En fait la courbure de la relation de dispersion est non pertinente au sens du RG, du moins au
point fixe libre (voir par exemple [Sha94]), ce qui “justifie” la linéarisation de la relation de dispersion.
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et (P, Dy)

Fi1G. 1.4 — Représentation de la relation de dispersion linéarisée. Les para-
métres sont : u(® =0 et t1/t) =0.6.

celle-ci, qui n’est autre que la vitesse de Fermi libre. On obtient facilement que :

9 (pg, p :
vl(;o) (py) = # = 21)sin [p%o) (py)] ) (1.7)

Pe :;v%O) (py)

Au final, la relation de dispersion linéarisée, quelque soit la valeur du spin, s’écrit :

0 0

i (per ) = 1+ 0" (0y) 2o = 2 (1)) (18)
0

51(i0n),L(px;py) = N(O) - Ug)) (py) [p“ +p£“)(py)} : (1.9)

Dans les formules ci-dessus le R (resp. L) signifie “Right” (resp. “Left”) et fait référence
a la branche “de droite” (resp. “de gauche”), c’est-a-dire la droite qui passe par le point
(p(FO) (py), py) (resp. (—p%O ) (py),py)). La relation de dispersion linéarisée est représentée
sur la figure 1.4. Nous avons choisi le cas simple et symétrique ;(%) = 0, correspondant
au demi-remplissage. Pour que les différences de vitesse de Fermi soient visibles sur la
figure, nous avons pris ¢, /¢ pas trop petit, égal a 0.6. Les droites sont habituellement
étendues de —oo & +o00, en supposant que les états de haute énergie ainsi introduits
ne changent pas la physique de basse énergie.

Dans la suite, nous adopterons le plus souvent une notation un peu différente
de celle utilisée jusqu’ici, qui sera en particulier plus commode pour les simulations
numériques. Le changement consiste a numéroter les chaines dans 1’espace de Fourier
par un indice I € {1,...,N}, plutét que par I'impulsion p, = %”my, avec my €
N — %, %] Nous ne parlerons plus d’impulsion transverse mais de numéro de chaine.
Ce numéro de chaine sera indiqué en indice dans les opérateurs de création/annihilation,
et ne sera donc plus sur un pied d’égalité avec 'impulsion paralléle aux chaines. Cet
indice aura un role identique & celui du spin, et nous nous y référerons parfois en tant

qu’indice de couleur”. Avec cette convention, le Hamiltonien libre linéarisé, & la limite
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continue, s’écrit :

Ho=>.> > { |1+ 0 (6 = K0 b0 (ke 1.0 (B)

k I=1o0=1]
+ [N(O) - Ug?)[(k + ki(?o,)l)] Ci,[,a(k)cL,I,a(k) } (1.10)

Nous avons appelé k 'impulsion le long des chaines, et la somme sur k& se fait pour &
multiple de 27 /L. A chaque chaine de l'espace réciproque correspond un opérateur de
création et d’annihilation dans I'espace réel :

1 ikx
Vr1),1,0(T) = NG Zek Cr1),1,0 (k) (1.11)
P

Il faut bien comprendre que cet opérateur, dans le langage du réseau, est un opérateur
obtenu a partir de Cigyiy,e DAL transformation de Fourier sur 7, uniquement. Quand
le probléme était sur le réseau, nous n’avions pas d’opérateurs R et L. Le lien entre
I'opérateur de champ “physique” et ceux-ci est® :

wphys,[,a(x) = ¢R,I,a($)+¢L,I,a(x) (1.12)
1 §:1km 1 E:ikz
= — [ C , ,U(k') + e € C , ’U(k). (113)
VL < fr VL < bl

Et on pourrait définir de méme le champ physique dans 'espace réel ¢, . (,1y).

1.2 Les interactions

1.2.1 Forme générale

Nous cherchons ici la forme la plus générale d’une interaction & 2 électrons, qui
soit 1) locale, i) invariante par translation et 4ii) invariante par rotation dans ’espace
de spin :

i) L’interaction est choisie locale, bien que Iinteraction électromagnétique entre
les électrons soit a longue portée, car on suppose que celle-ci est écrantée, et qu’ainsi
Iinteraction effective est locale. Nous ne nous préoccupons pas non plus du caractére
non instantané de I’écrantage, qui se fait sur des temps suffisamment petits.

ii) Le systéme que nous considérons étant invariant par translation (d’un multiple
du pas du réseau dans le cas sur réseau, ou quelconque pour le systéme dans la limite

5A T'origine, quand on avait un réseau, les sommations sur k dans la formule (1.13) ne pouvaient
pas porter sur ’ensemble des multiples de 27/L puisque ces états n’existaient pas, mais sur les k
positifs et dans la premiére zone de Brillouin pour R et sur les k négatifs pour L.
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continue), les interactions n’ont aucune raison de dépendre d’autre chose que de la
position relative des deux électrons qui interagissent.

iii) L’orientation des spins des électrons doit étre sans influence dans leur in-
teraction, puisqu’aucune direction (dans I’espace de spin) n’est privilégiée dans notre
systéme.

Afin de simplifier les notations et la discussion, nous considérerons un systéme
continu invariant par toute translation. L’impulsion est alors une quantité conservée.
Nous considérons de plus pour commencer le cas de fermions sans spin (d’opérateur de
destruction ¥ (x), x étant le vecteur position). Il est alors bien connu (voir n’importe
quel cours de théorie des champs) que I'interaction la plus générale a 2 électrons s’écrit :

Ho =3 [ a¥ [ a0/ Ule—o)i@)l@pi@pie). (114
1

Hiw = o5 Y U@ (k+ q)c' (k' — q)e(k)e(k). (1.15)

Dans les formules ci-dessus, V est le volume du systéme, D la dimension d’espace, et
dans la formule (1.15) écrite dans l’espace de Fourier, on a :

1 D —ikx
c(k) = —_V/vd x e Y (x), (1.16)

U(q) = /v APz 11 (a), (1.18)
U(z) = %Z 1 (g), (1.19)

ol les sommes sur les vecteurs d’onde portent sur les vecteurs autorisés compte tenu
des conditions aux limites.

Si nous travaillions sur un réseau, les formules ci-dessus devraient étre modifiées
de deux facons. Premiérement les intégrales sont a remplacer par des sommes. Deuxie-
mement, I'impulsion n’est plus conservée strictement, mais uniquement a un vecteur du
réseau réciproque pres. Un processus d’interaction dans lequel 'impulsion change d'un
vecteur du réseau réciproque est appelé processus Umklapp. Nous laissons les Umklapps
de coté pour 'instant, mais nous y reviendrons a la section 1.2.2.

En introduisant I’opérateur densité de fermions ainsi que sa transformée de Fou-
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rier®
p(z) = vi(z Z ez (1.20)
q
o(q) :/dDweiqw Z (k+q)c (1.21)
v k

le Hamiltonien d’interaction s’écrit typiquement comme une interaction densité-densité
(les : ... : représentent I’ordre normal)

Hyy = /dD /dDw'Ua:—w) p(x')p(x) : (1.22)
= ﬁZU(Q)W(Q)P(—Q):- (1.23)

On obtiendra une interaction locale” et invariante par translation si U(z) = ud”)(x)
(u—constante), et donc si U(q) = U=constante. L’interaction sera alors automatique-
ment invariante par rotation.

Voyons maintenant ce qu’il en est dans le cas de vrais électrons avec un spin
1/2. Pour cela, commencgons par considérer deux spins S et Sy, et cherchons la forme
la plus générale d’un Hamiltonien H d’interaction, invariant par rotation, c’est-a-dire
commutant avec le spin total S :

S=5,+58,, et [H, S| =0. (1.24)

On se place pour cela dans la base propre de H, §% et §* (base |S, mg) bien connue),
et avec les notations habituelles :

0,0)= L (14— [L1)

1,1 =11

1,0 =5 (1D + L) (1.25)
1L,-1) =41

Si on utilise le fait que H est diagonal dans cette base, ainsi que la commutation des
opérateurs d’échelle §% = S°+i1SY avec H, on montre aisément que les valeurs propres
de H ne sont pas quelconques et que dans la base |S, mg), H s’écrit :

(1.26)
0 0 0 Eg

6Nous utilisons ici pour la transformée de Fourier une convention de signe différente de celle pour
les fonctions comme U ().

11 n’existe en fait pas d’interaction strictement locale pour des fermions sans spin, & cause du
principe de Pauli.
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E, (A=Anti-symétrique) et Es (S=Symétrique) sont les énergies de 1’état singulet et
triplet respectivement. Il ne reste plus alors qu’a réexprimer H en utilisant la formule
classique S;-So = S(S+1)/2-3/4 (= —-3/4siS =0et =1/4si S = 1) pour obtenir :

1
H= Z(EA + 3Es)l + (Ea — Es)S, - So, (1.27)

ou I est 'identité (2 x 2). Le seul terme d’interaction non trivial que 1’on trouve est
ainsi le produit scalaire des deux spins. Ceci est en fait presque une évidence, si I’'on
considére que 'on a deux vecteurs et que ’on veut obtenir un scalaire (sachant que
S; - S; = 3/4=constante).

Tournons nous maintenant vers le probléme plus général a N, électrons en in-
teraction locale, invariante par translation. L’ensemble des considérations précédentes
nous indiquent que les deux seuls termes d’interaction possibles sont les interactions
densité de charge - densité de charge et densité de spin - densité de spin. Si nous notons

p(@) =) Pl (@), (@) et (1.28)
5'(@) = 5 S wl(@)or (@), (1.29)

les densités de charge et de spin (i = x, v, 2 et les o sont les matrices de Pauli usuelles),
I’interaction s’écrit :

gc/daz :p(x)p(x) : +gs/dw : S(x)S(x) : . (1.30)

g¢ sera appelé couplage de charge, et ¢g° couplage de spin.

1.2.2 Forme de basse énergie

Comme discuté précédemment (cf. section 1.1.2), & basse énergie le spectre est
linéarisé, et on obtient des fermions R et L, le lien avec les “vrais” fermions étant :
Yonys(Z) = Ygr(z) + (7). Nous oublions volontairement les indices de spin ici pour
faire simple. Pour la méme raison, nous considérons des fermions en une dimension,
pour n’avoir qu’une seule chaine. Cela simplifiera par exemple la discussion sur les
processus Umklapps, car il n’y a que deux points de Fermi, a +kp. La densité est alors
une somme de 4 termes :

p(z) = Pk (@)vg (@) + ¥ (2)¥y () + v (@) (@) + ¥ (2)¥g (@) (1.31)

Si I’on écrit maintenant le produit densité-densité, on obtiendra 2* = 16 termes diffé-
rents, du type (pour le terme a quatre fermions R) :

]‘ m ! !
- SN U g chlk+ g+ mm)ch (K — g+ mr)ep(K)eq(k). (1.32)

k.,k',q m€EZ
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Terme cTRcTRcRcR.
Impulsion transférée : (k) + () — (k) — (k{V) = 0.
Représentation graphique du processus | Processus “équivalents

27

el (k)

Tt
CLCLCLCy,

TAB. 1.1 — Processus de basse énergie de type g4, ne faisant intervenir que
des fermions droits. Ces processus existent a énergie nulle, puisque

I'impulsion transférée est nulle.

Terme chchcRcL.
Impulsion transférée : (£0) + (k) — () — (&) = 2k
Représentation graphique du processus | Processus “équivalents”

h(U)(k)

‘ ©lin

TAB. 1.2 — Cette interaction ne peut étre de basse énergie que si I'impulsion
transférée, i.e. QkS)) est un multiple de 27, soit kéo) = 7. Ceci

correspond au remplissage complet.

31



CHAPITRE 1. MODELES UTILISES ET NOTATIONS

Terme CTRCTRCLCL.
Impulsion transférée : (kéo)) + (kg))) - (—kg))) - (—kéo)) = 4k1(70).
Représentation graphique du processus | Processus “équivalents”

J Efion)(k)

Tt
CLCLCRCR

TAB. 1.3 — Processus Umklapp (g3) envoyant deux particules gauche sur la
branche de droite. Cette interaction est de basse énergie a condition
que kl(;o) = 7 /2, c’est-a-dire si on est au demi-remplissage.

T AT
Terme cpcpc;cp.

Impulsion transférée : (k) + (=& — (=k?) — (k) = 0.
Représentation graphique du processus | Processus “équivalents”

4 cli (k)

Tt
CrC1CRCL

c C{ECLCR
C1.CRCRCL

TAB. 1.4 — Processus de diffusion vers l'avant (go), et processus équivalent
cTRcTLcRcL de diffusion vers l'arriére (g;). Ces processus existent
toujours a basse énergie.
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Le paramétre m permet de prendre les processus Umklapps en compte (rappel : pas
du réseau=a = 1).

Mais nous ne garderons pas tous les 16 termes, car nous voulons uniquement
des termes de basse énergie. Le principe de Pauli, la symétrie droite-gauche ainsi que
la conjugaison hermitique nous permet de n’étudier que 4 termes parmi les 16, les
autres s’en déduisant facilement. Dans les tableaux 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4 nous donnons
les 4 termes (sous forme schématique, ou seuls les R et L sont indiqués), les processus
“équivalents” ainsi qu’une représentation graphique du processus d’interaction, ou les
4 impulsions k, k', k' — g+ mm et k + ¢ + mm sont choisies aux points de Fermi. Nous
indiquons de plus I'impulsion transférée (k + ¢ + mn) + (k' — ¢ + mm) — (k') — (k).

Dans la suite, nous travaillerons loin du remplissage complet pour lequel le sys-
téme est un isolant, donc nous laisserons les termes de type CLCTRCRCL de coté. Les
processus notés g; et g, dans la terminologie de la “g-ologie”, i.e. les interactions de
diffusion vers I’arriére (backward scattering) et vers I'avant (forward scattering), sont a
prendre en compte. Les Umklapps, notés g3, devront étre incorporés dans le Hamilto-
nien d’interaction si le remplissage est proche de un demi®. Quand aux processus dits
ga, nous verrons plus tard (cf section 2.3.2) qu’ils restent finis dans le RG a une boucle,
et sont donc des termes correctifs, que nous les négligerons.

Il nous reste finalement a voir a quoi ressemble 'interaction de basse énergie, pour
le probléme a N chaines. Nous supposerons, comme précédemment, que l'interaction
est locale, dans la direction paralléle aux chaines. Nous n’émettrons par contre aucune
hypothése en ce qui concerne la direction transverse (nous verrons que méme si on part
d’une interaction locale, le RG donne une non localité, d’oul la nécessité de garder des
notations générales). On a cette fois la liberté de changer les indices de couleur, avec
cependant une régle de conservation. En effet, il ne faut pas oublier que la couleur
était, a l'origine, 'impulsion selon la direction transverse, et celle-ci est conservée,
tout comme 'impulsion longitudinale, a un vecteur du réseau réciproque pres. Dans
le langage des chaines numérotées de 1 a N, cette relation de conservation est plus
simplement la conservation de la somme des couleurs, modulo N.

Remarquons aussi que si la surface de Fermi n’est pas strictement plate, la grande
majorité des couplages retenus ci-dessous n’existeront pas & une énergie strictement
nulle, comme c’était le cas pour un systéme unidimensionnel. Il ne faut toutefois pas
négliger de tels couplages, car nous verrons que la surface de Fermi se déformera sous
Ieffet des interactions, dans le sens d’un aplatissement. Par conséquent, le critére de
sélection des couplages par rapport a la surface de Fermi nue, doit étre assoupli pour
prendre en compte les couplages qui peuvent exister a énergie nulle, pour la surface de
Fermi habillée. Nous obtenons donc au final le Hamiltonien d’interaction suivant :

Hy = HS + HY | avec : (1.33)

int int »

8Les Umklapps peuvent aussi jouer au quart remplissage, mais dans ce cas, il faut faire intervenir
une suite de quatre interactions, faisant passer quatre électrons de la branche gauche a la branche
droite. Nous ne nous préoccuperons pas de ce phénoméne dans ce travail.
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HY = Z >y Z (1.34)

IJJ k.k',q 1,7’

{ G5(I, J)]IT,T:]I[,,,,: CL,I-F(S,T(I{: + CI)CLJ—zs,p(kl - q)CL,J,p’(k,)CR,I,T’(k) +

G5(1,J)0 - py CL,I-F(;,T(]C + Q)CIJE,J—J,p(k, - q)CL,J,p’(kl)CR,I,T’(k) }

HY = 2NLZ Yoy Z (1.35)

I1,J,6 k,k',q 7,7

{ Us(1, J) L0y, CI{,HJ,T(/‘C + Q)CTR,J—J,p(kI —qQ)cr gy (kl)cL,I,T’ (k) + h.c. }

Le premier terme (couplages de charge et de spin G° et G®) contient les g; et les g,
tandis que le deuxiéme terme (couplages U) contient les Umklapps. Tous les couplages
écrits ici sont réels. L’hermiticité est assurée dans le cas des Umklapps, puisqu’on
ajoute 'hermitique conjugué, par contre pour les autres couplages, elle impose que
Gg(s) (1,J) = Gi(z)(J, I). Une telle relation est aussi valable dans le cas des Umklapps,
a savoir Us(I, J) = U_4(J, I), puisque les deux fermions R, ainsi que les deux L, jouent
des roles parfaitement symétriques dans le terme d’interaction Umklapp. L’interaction
Us(I,J) est donc présente deux fois, le facteur 1/2 en tient compte. Nous n’avons
pas utilisé un couplage de charge U° et un couplage de spin U® pour les Umklapps.
La justification détaillée de ceci est donnée dans ’annexe A (cf section A.2), consacrée
aux différentes paramétrisations possibles des interactions dont nous aurons besoin. Par
exemple, pour les fonctions de réponses, c’est plutot une paramétrisation en singulet-
triplet qui est intéressante, et non charge-spin. On trouvera aussi dans cette annexe le
dictionnaire de passage entre nos notations et celles de la g-ologie. Nous avons préféré
consacrer une annexe a ce probléme, plutot que de délayer les différentes notations
a divers endroits. En ce qui concerne les Umklapps, disons simplement ici que les
couplages de charge et de spin sont redondants, a cause du principe de Pauli (les deux
fermions détruits sont sur la méme branche, ainsi que les deux créés).

Comme il est habituel en théorie des champs, nous associons un graphe de Feyn-
man & chaque interaction (cf 2.1 pour plus de détails). Ceux-ci sont représentés figure
1.5. Nous avons ici représenté 'interaction par une ligne ondulée. A co6té de celle-ci nous
écrivons de quel type d’interaction il s’agit, mais nous ne mettons aucun préfacteur nu-
mérique (qu’il faudra prendre en compte au moment ol on associe une expression a
un graphe). Nous avons aussi représenté 4 exemples de processus d’interaction sur la
figure 1.6, afin de rendre nos notations un peu plus concrétes.

34



1.2. LES INTERACTIONS

(a) Terme G°

(¢) Terme U

FiG. 1.5 — Diagrammes de Feynman pour les trois types d’interactions. Les
traits pleins représentent des fermions R, et les pointillés des fer-
mions L. Les chiffres 1, 2, 3 et 4 correspondent & des interactions

écrites sous la forme (schématique) : cicle,c,.
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I
0&8

(a) Interaction G3(1,6) (b) Interaction G5(1,3)

pye I pye I

)
08 —r \\\t‘]—d 0&8

(c) Interaction Uy(3,7) (d) Interaction U_1(3,1)

F1G. 1.6 — Représentation, dans la premiére zone de Brillouin, de quatre
exemples d’interactions, pour N = 8 chaines. Les fléches en poin-
tillés montrent comment exploiter la périodicité de la zone de
Brillouin, i.e. travailler avec les entiers modulo V.
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Chapitre 2

Groupe de Renormalisation a deux
boucles pour les fermions en une
dimension

Nous allons, dans ce chapitre, dériver les équations du Groupe de Renormalisation
dans sa version de théorie des champs, a 2 boucles, pour des fermions en une dimension.
Nous travaillerons uniquement avec le formalisme & température nulle. Nous le ferons
pour une seule espéce de fermions, sans spin et avec spin. Le but de ce chapitre est de
montrer comment donner un sens a la théorie des perturbations sur un cas simple et
connu. Ce sera la base de tout le reste de notre travail, en particulier la renormalisation
de la surface de Fermi. Nous allons a ’ordre de 2 boucles, non pour le plaisir de
faire des calculs, mais car cela nous permettra de comprendre pourquoi nous pourrons
nous permettre de ne pas calculer ’ensemble des diagrammes a deux boucles, pour
la renormalisation de la surface de Fermi. Cela nous permettra aussi de vérifier en
passant la nullité de la fonction 3 pour le couplage de charge.! Nous introduisons
de plus la notion de contre-terme (d’une fagcon que nous espérons pédagogique), qui
sera nécessaire pour 1’étude des déformations de la surface de Fermi. Ce chapitre est
principalement destiné aux débutants (connaissant les bases de théorie des champs)
désireux d’apprendre le RG dans sa version théorie des champs, pour les fermions, ce
qui explique en partie le choix de détailler tous les graphes de Feynman.

1Ce résultat est exact & tous les ordres dans le cas des fermions sans spin [GL72]. Dans le cas des
fermions de spin 1/2, ceci est aussi vrai, au moins & 3 boucles, comme cela a été vérifié explicitement
dans [RST79]. Dans cette derniére référence, il est fait mention de ce résultat comme d’un théoréme
vrai & tous les ordres, mais aucune référence n’est donnée. Je n’ai pas réussi & trouver article dans
lequel ce théoréme est démontré.



CHAPITRE 2. GROUPE DE RENORMALISATION A DEUX BOUCLES POUR LES FERMIONS EN
UNE DIMENSION

2.1 La théorie des perturbations et ses divergences a
une boucle

2.1.1 Modéle utilisé

Nous reprenons le modéle du chapitre 1, a la limite continue, mais avec une
seule espéce de fermions (i.e. avec un seul indice de couleur I, que nous n’indiquerons
donc plus). Nous allons pour I'instant uniquement considérer des fermions sans spin.
L’incorporation de la physique du spin, qui n’est pas trés compliquée mais qui alourdit
les notations, est reportée a plus tard, a la sous-section 2.1.3. Nous supposerons de plus
que le remplissage est suffisamment loin de la valeur 1/2, afin de pouvoir négliger les
Umklapps, dans un but de simplicité.

Nous avons donc un Hamiltonien cinétique qui vaut simplement (cf équation
(1.10)) :

=2 { 10 i = )] (e ) + [ = of? (1 + )] czuc)cL(k)}'

k

(2.1)
La somme sur k£ porte toujours sur les multiples de %’r, L étant la taille du systéme.
Ce serait une intégrale a la limite thermodynamique. Le Hamiltonien d’interaction,

puisque nous ne considérons pas les Umklapps, ni le spin, est (cf équation (1.33)) :

Hip = ng 3" bk + a)e (K — q)ey () eg (k) (2.2)
k.k',q

L’indice B de gg, qui est la premiére lettre de Bare en Anglais, nous rappelle que gg
est la constante de couplage nue (de haute énergie), autrement dit non renormalisée.

(2, 1) (z,1)

F1G. 2.1 — Propagateurs libres dans l'espace réel ainsi que dans l’espace de
Fourier. Les propagateurs R sont représentés par des traits pleins,
et les L par des pointillés. Les indices 7 et p sont des indices de
spin.
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Les propagateurs libres des fermions R et L, dans ’espace réel, sont par définition :

G (@1, 1) = < o (OIT [l 00k (2", 2)] 0}, et (2.3)
GO (.1, 1) = < olOIT [t 0 &', )] 10). (2.4)

Dans les deux équations ci-dessus, |0)q est le ket d’état de 'état fondamental libre (i.e.
la mer de Fermi libre). T est le T-produit, c¢’est-a-dire qu’il ordonne (de la droite vers
la gauche) les opérateurs de création et d’annihilation dans le sens des temps croissants
(avec un signe moins a chaque anticommutation de deux opérateurs fermioniques). Pour
un systéme invariant par translation dans le temps et dans 1’espace, comme celui que
nous considérons, les propagateurs ne dépendent que des différences des temps et des
positions : Gg)’)L(x, tx', ) = Gg)’)L (x —2',t—1'). Nous utiliserons aussi les propagateurs
dans I'espace de Fourier. Dans toute 'utilisation que nous en ferons, a savoir I’évaluation
des graphes de Feynman de la théorie des perturbations, nous supposerons que le
systéme est suffisamment grand pour pouvoir utiliser la limite thermodynamique. Nous
avons donc :

Gy, (k,w) = / dt / do e Fe=OGD) (2,1), et (2.5)
dw [dk .
Gty = [ 52 [ 55 NG, (k). (2.6

Nous associons une notation graphique, i.e. un graphe de Feynman & chacun de ces
propagateurs, comme indiqué dans la figure 2.1. Nous avons indiqué les indices de spin
(T et p), mais ceux-ci sont a oublier pour U'instant. Nous les laisserons d’ailleurs sur
tous les graphes de Feynman que nous dessinerons, et devront étre omis tant que nous
ne parlerons pas du spin. Les propagateurs libres dans 1’espace de Fourier ont une
expression simple (voir par exemple le livre d’Abrikosov et al [AGD63]) :

1
Gg))(k,w) = , et (2.7)
w— [u(o) + 09k — kg)))] +insgn(k — k)
1
Gy (k) = (28)

w— [u“)) 0Ok + kg)))] —insgn(k + k2

Enfin, nous associons aussi un graphe de Feynman a l'interaction. Nous représenterons
simplement l'interaction par un rond noir, sans mettre de ligne ondulée comme au
1.2.2. Ceci est indiqué sur la figure 2.2. La raison pour laquelle nous ne mettons pas
de ligne ondulée est la suivante. La ligne ondulée permet de savoir quel fermion est
transformé en quel fermion, i.e., dans une interaction de type c}lc}[qcl, 1 devient 4, et
2 devient 3. Il était nécessaire a propos des Umklapps, pour lesquels 3 et 4, ainsi que
1 et 2, n’étaient pas distinguables par leur chiralité, de montrer explicitement ce qui
se passait. Mais pour les interactions auxquelles nous nous sommes limités ici, il est
clair que le seul fermion R qui arrive au vertex d’interaction est transformé en le seul
fermion R qui en part.
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F1G. 2.2 — Représentation de 'interaction.

2.1.2 Mise en ceuvre simpliste de la théorie des perturbations

Nous voulons obtenir des expressions perturbatives pour deux quantités® : les
propagateurs habillés (autrement dit les fonctions de Green a 2 points) et les fonctions
de Green & 4 points, définis ci-dessous :

Gra (X, X7) = O[T [y (X (X)) 10, et (29)

G (X, X3, X, X1) = —(0|T [ (Xa)ubr (Xa)6] (Xa)0 (X)| 0). (2.10)

Dans les équations ci-dessus, |0) est le fondamental en interaction. Nous avons de plus
utilisé un raccourci de notation : X = (z,t). Dans tout ce qui suit, nous considérerons
en général plutdt les transformées de Fourier de ces quantités.

Le calcul perturbatif de ces fonctions de Green, est basé sur la formule de Gell-
Mann et Low (voir I’article original [GML51] et aussi [AGD63)) :

(0T [Af"(tr) .. AL (1) (+00, —o0) | 0}

(o|T (Ag)(tn) AW (t1)> 0) = TS (oo ool . (2.11)
S(400,—00) = Texp (_i/+00 dtHint,I(t)) . (2.12)

Les indices H et I indiquent si les opérateurs A sont utilisés dans la représentation de
Heisenberg ou d’interaction.

Commencons par ’application de cette formule au propagateur droit. A I'ordre
0 en la constante de couplage (ou a 0 boucle ici), on retrouve bien évidemment le

2Nous ne cherchons pas & calculer les autres fonctions de Green, & plus de points, car celles-ci ne
divergent pas. Il est en effet facile de montrer que le degré superficiel de divergence d’un graphe & E
pattes externes, en dimension 2, est : 2 — E/2, qui n’est positif ou nul que pour E =2 et E = 4.
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propagateur libre. Le terme & une boucle vaut, si on appelle Y le point d’espace-temps
du vertex :

%(—igB) / d’Y 4(0|T [¢R(X)¢;(X') (w;@b{%%)y} 10)o. (2.13)

Comme cela est bien connu, grace a la présence du dénominateur dans 1’équation
(2.11), seul les termes connexes survivent et nous nous limitons donc a ’évaluation
de ceux-ci. La contraction de Wick correspondante est indiquée sur la figure 2.3. Les

[

Un(XUR(X) (Wl o)

Fi1G. 2.3 — Exemple de contraction de Wick

anticommutations d’opérateurs contractés, pour les mettre cote a cote, et dans I'ordre
annihilation-création, donnent un signe moins. Il faut introduire un facteur 1 = i3(1/i)3
afin d’obtenir les 1/i présents dans les définitions des propagateurs. Au final, nous

obtenons?® :

—igy / PYGV(X -) 60V - x)aO (- —vH). (2.14)
En Fourier ceci se lit :

6 (1) [on [ 52 [ S260 ua)e”| 62 k) (2.15)

11 faut comprendre que k, g et w sont les impulsions et énergies mesurees relatlvement
) kF , k(o) et 1. Ainsi, nous aurions par exemple da écrire G (k + kF w + p@)
et non* GR (k,w). Le graphe de Feynman associé, appelé tadpole dans la littérature,
est indiqué sur la figure 2.4.

Avant de passer a I’évaluation numérique de (2.15), faisons une remarque. Nous
avons dans cette expression bien mis en évidence deux propagateurs R ng)(k,w) a
gauche et a droite. Nous pourrons le faire pour tous les graphes qui apparaitront dans
le calcul du propagateur. En fait, si ’on ne considére que les graphes 1PI (une particule
irréductible), et qu’on les ampute des pattes externes, on obtient la self-énergie. C’est

3Le terme Y~ =Y dans lequel Y+ = (y, t*) et que I’on trouve en raisonnant trop simplement égal
a 0, est nécessaire pour le passage dans le monde de Fourier, afin d’obtenir une intégrale convergente.
La justification de ce terme est simple : puisque les formules font apparaitre le T-produit, et que nous
avons un probléme aux instants coincidents, il faut par exemple réécrire 'interaction (en “splittant”
le temps) sous la forme : wf;(t + 25)1p]t (t + &)Yy, (t — €)ybg(t — 2€), et considérer la limite ¢ — 0.

4Nous utiliserons souvent cet abus de notation afin d’alléger les équations, mais nous ne le ferons
pas toujours. Cela ne devrait toutefois pas poser trop de probléme de compréhension.
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F1G. 2.4 — Graphe de Feynman, dit tadpole, pour le propagateur R a une
boucle.

cet objet (et non le propagateur dans sa totalité) que nous calculerons dorénavant. Le
lien entre tous ces objets est ’équation de Dyson :

Gip(k,w)
1 — GY(k,w)Er,r. (k, w)

-1
Gro(k,w) = , ou Gpi(k,w) =GRy (k,w) — gk, w).

(2.16)
Graphiquement, si I’on représente les propagateurs habillés par des doubles lignes, et
la self-énergie par un rond marqué X, cette équation devient I’équation graphique de
la figure 2.5 (pour les fermions R).

==:—>—+

F1G. 2.5 — Equation de Dyson graphique, pour les fermions R.

L’évaluation de la self-énergie dans (2.15) est aisée. L’intégrale sur w, est calculée
par la méthode des résidus. Cest ici que le terme e*a®" joue son role : il nous indique
de compléter I'intégrale sur R avec un contour dans le demi-plan complexe supérieur,
afin que I'exponentielle tende vers 0 quand la partie imaginaire de w, tend vers I'infini.

Ainsi : -
dw e'va 0
ct 2T w, + vy’ q — insgn(q)

ol n(LO) (q) est la distribution de particules dans I’état fondamental, pour les fermions

L, et vaut 1 si ¢ > 0 et 0 sinon. Nous obtenons donc la contribution suivante a la
self-énergie :

d
S (k,w) =gB/§n(LO)(q), (2.18)

c’est-a-dire une quantité infinie, puisque dans le modéle que nous considérons les
branches droite et gauche sont infinies et contiennent donc une infinité de particules
dans I’état fondamental. Il nous faut donc régulariser la théorie. Nous utiliserons pour
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cela un cut-off (une coupure) A : nous supposerons que les seuls états accessibles au
systéme sont ceux situés a une distance au plus égale & A des points de Fermi. Cette
hypothése est physiquement raisonnable, car dans les systémes physiques, I'inverse du
pas du réseau (27/a) joue le role de cut-off. On parle de cut-off ultra-violet (UV) car
on a coupé les hautes énergies. Anticipons un peu et disons que le but du RG est de
se débarrasser du cut-off que I'on a envie de faire tendre vers l'infini, afin d’obtenir
une théorie dans le continu. La nécessité d’introduire le cut-off nous montre qu’il n’est
pas aussi simple que nous aurions pu le croire de passer d’une théorie sur réseau a une
théorie continue, car il est nécessaire de réintroduire une “taille de réseau”, le cut-off.
Nous avons représenté la facon dont nous mettons le cut-off sur la figure 2.6. Nous

Y.

F1G. 2.6 — Sur cette figure, nous indiquons la facon dont nous régularisons la
théorie en mettant un cut-off A.

obtenons alors un résultat fini pour la self-énergie :

A
S (k) = gag . (2.19)

Cette self-énergie est indépendante de £ et de w. Il est facile de voir que 1’on obtient
exactement la méme expression pour les fermions L.

1

T;E,w
e avinii

F1G. 2.7 — Ordre 0 pour la fonction de Green G¥
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Passons maintenant & la deuxiéme fonction de Green, celle & quatre points. A
I'ordre 0, nous obtenons simplement Gg)) (X4-X 1)G£0) (X3 — X2), représenté gra-
phiquement sur la figure 2.7 dans l’espace de Fourier. A I'ordre 1, nous obtenons :

~(-igw) [ € o(OIT [vnaistloshy (vholinwn) 00 (220)

avec des notations évidentes. Nous obtenons donc un seul terme, et aprés avoir effectué
les contractions de Wick et tenu compte des signes, on trouve :

igs / Y (x, - GO (X5 - V)GV (v — X)WV (Y - X)). (2.21)

La transformée de Fourier de G¥ se déduit alors facilement, et on obtient :

igBQ7r5(w4 + w3 — Wo — w1)27r(5(k4 + k3 - kg — kl)
X G (ky, w) G ks, w3) GO (ka, wa) G (Ko, wy). (2.22)

Comme il est habituel, on définit le vertex a 4 points (I"équivalent” de la self-énergie)
dans l’espace de Fourier comme suit. C’est la fonction de Green G¥, calculée sans tenir
compte de 'ordre 0, puis amputée des propagateurs externes habillés, et divisé par le
facteur i. On obtient & chaque fois des facteurs 276 qui traduisent la conservation de
I’énergie et de 'impulsion. Nous les supprimerons aussi, et calculerons le vertex pour
des énergie-impulsion externes vérifiant ces relations de conservation. A I'ordre 1, il ne
reste donc plus que gg. Nous désignerons le vertex par la lettre I', et nous pouvons
donc résumer le calcul a 'ordre 1 (0 boucle) par :

F(l)(Kb Ky, K3, Ky = K, + Ky — K3) = gp. (2.23)

La représentation en terme de graphe de Feynman n’est rien d’autre que la fi-
gure 2.2 page 40 que nous avons déja vue. L’intérét du vertex est qu’il donne la constante
de couplage nue, a l’ordre 1, et qu’a un ordre plus élevé, il pourra étre interprété comme
un couplage effectif de basse énergie.

Passons maintenant & ’ordre 2 en constante de couplage, c’est-a-dire a 1 boucle,
et calculons le vertex. Dans I’espace réel, le terme d’ordre 2 dans le développement
perturbatif de G¥ est :

~5 (i) [ Vvt [wmwizwgl (vholviwn)  (vholviee) ] 0)o.

Y1 Y
(2.24)
Nous devons ici aussi ne considérer que les contractions de Wick qui donnent des
graphes connexes, et elles sont ici au nombre de 2. Nous obtenons les graphes particule-
particule (pp) et particule-trou (pt)®, que nous indiquons sur les figures 2.8 et 2.9, ainsi

5Ces dénominations proviennent du fait que dans la boucle, appelée aussi & ’ordre 1, la bulle, si
les fleches des deux propagateurs vont dans le méme sens, on a la propagation de deux excitations
du méme type (particule-particule ou trou-trou), alors que dans le cas contraire, les deux excitations
sont de type contraire (particule-trou ou trou-particule)

44



2.1. LA THEORIE DES PERTURBATIONS ET SES DIVERGENCES A UNE BOUCLE
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Fi1G. 2.8 — Bulle particule-particule, et contractions de Wick correspondantes.

que les contractions correspondantes®. Notons que les graphes de Feynman sont donnés
dans 'espace de Fourier. De plus, nous anticipons ici encore sur la suite (i.e. le RG,
cf la note de bas de page numéro 11), et nous ne calculons pas le vertex pour un jeu
quelconque d’énergies-impulsions externes, mais nous mettons toutes les impulsions a
la surface de Fermi, et nous prenons les énergies externes suivantes :

v v 3v
— Wo — — Wa == —
27 2 21 3 2)

v est ’énergie typique a laquelle I'interaction a lieu. Les permutations nécessaires
donnent dans les deux cas un signe plus. En introduisant un facteur 1 = i%(1/i)® pour
obtenir des propagateurs, en amputant des pattes externes et en divisant par i, on
obtient au final les contributions suivantes au vertex pour les deux canaux pp et pt :

v
w1 = et W4ZW1+CU2—W3:—§. (225)

dwq (0) v (0) 14
: - — —q, = — 2.2
(vp) gB/‘ G0 s+ )G (0 s~y (226)
dw v 3v
(pt) / 526w (4 5 +w))GL (¢, 5 +wy). (2.27)

La premiére étape pour évaluer ces expressions est de remplacer les propagateurs par
leurs expressions, et d’effectuer 'intégrale sur w, par la méthode des résidus. Les deux
contributions se réécrivent ainsi :

(pp) : g8’ /> de . - /q de . : (2.28)

g0 2Ty — 21)%0)(] +1in 02Ty — 21)( ) —in |

(pt) :—9132/q du . /q dg ! — 1. (2.29)

>0 2Ty — 21)( )q +in 02Ty — 21}%0)(1 —1in |

6Nous considérons le cas ol ’'opérateur ¢;’n est associé & 'opérateur ¢y en Y5. La contraction avec
celui en Y; donne une contribution identique, ce qui supprimera le facteur 1/2 de (2.24)
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F1G. 2.9 — Bulle particule-trou, et contractions de Wick correspondantes.

Autrement dit, la contribution particule-trou est I’exact opposé (pour le jeu d’énergies-
impulsions choisies!) de celle dans le canal particule-particule. Avant d’en déduire que
leur somme vaut 0 (ce qui est vrai car on regarde le cas de fermions sans spin, et ce
ne sera plus le cas quand interviendront des facteurs différents dans chaque canal, &
cause du spin), il faut tout de méme regarder ces expressions d’un peu plus prés. Les
intégrales dans (2.28) sont logarithmiquement divergentes. Il est nécessaire ici aussi
d’introduire le cut-off UV A pour les régulariser. Les impulsions des propagateurs (i.e.
q et —q) doivent étre dans le domaine autorisé, ce qui nous donne les conditions :
—A < ¢ < A. On peut maintenant calculer (2.28) qui est finie :

A 0
SrOP) = go’ [/ v el B mrn (2:50)
0 27TV—21)Fq+i77 7A27TV—2qu—i77
2 e
= gB(O) In [ — 7+ ”7)(7 ) - } avec U = — (2.31)
4ol L@ =1+in)(F+1—1in) 20V A
g98° ~ T -
= L [m(y) . 1—} +0(7) (2.32)
2moy 2
g8° -
2muy

Nous avons donné ’expression exacte en fonction de ’énergie adimensionnée 7, ainsi
que les expressions a ’ordre 1 et 0 en 7, qui nous servirons pour le RG puisque le
cut-off sera beaucoup plus grand que toutes les énergies du probléme, en particulier
v. Retenons aussi finalement que dans le cas sans spin qui nous a préoccupé jusqu’a
présent :

(51“(1)’”(1/) = —6F(1)’pp(y) = (5I‘(1)(1/) =0. (2.34)

Voyons maintenant la conclusion de ces calculs perturbatifs. [.’équation ci-dessus
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nous dit que le vertex est inchangé a ’ordre de 1 boucle, et le vertex habillé est donc
égal au vertex nu, i.e. a gg. Les calculs de self-énergie (cf équation (2.19)) et I’équation
de Dyson nous disent quant a eux que l'inverse propagateur habillé vaut :

A
Gillh,w) = w—[,u( + o0k — kO )} insgu(k — k') = gs—  (2:39)

= w-— [,u( )+ ’U(O)(lf - kg)))} +insgn(k — kg))), (2.36)
A
avec : pM = p© 4 985 (2.37)

Sur les deux derniéres équations nous comprenons donc que le seul effet des interactions,
a l'ordre ol nous travaillons, est de modifier la valeur du potentiel chimique, d’une
quantité 6uH) = gga-.

2.1.3 Prise en compte du spin.

Nous allons maintenant regarder comment il faut modifier les résultats précédents
afin de tenir compte du spin 1/2 des électrons. Tout d’abord, il faut que nous changions
le Hamiltonien. La partie cinétique s’écrit maintenant :

=22 {[ D0 (k= BO)] ey ()0 (k)

ko=t

+ [N(O) _ Ul(;\o)(k + kl(:‘O)) CLg(k)CL,a(k)}' (238)

Quant au Hamiltonien d’interaction, il faut simplement rajouter un terme densité de
spin - densité de spin, comme nous I’avons déja vu (cf équation (1.33)). On a donc :

9s ' '
Hiuo =233 S Lol ch (b + )el, (K = q)er,y (K)ep o (k)

kk'\q 7,77 p,p’

gt , ,
+fB Z Z Zc’m' "Opp Cﬁ,T(k + Q)CL,,(/f —q)ey (K)eg (k). (2.39)

k.k'\q ;7" p,p’

Pour la théorie libre, il n’y a quasnnent rien de changé. Les propagateurs portent
maintenant un indice de spin : G RT(k w). Les propagateurs libres des fermions 1 et |
sont égaux, et sont identiques au propagateur R du cas sans spin. Le propagateur libre
ol un électron de spin 1 est créé, et un de spin | détruit vaut 0, a cause de 'invariance
de Hy par rotation dans ’espace de spin. Autrement dit, on peut écrire :

1
Gg)’)T,T/ (.T — LEI,IL, — t,) = I 0<0|T wR,T(xa t)@b;{,r' (‘Ila tl)] |0>0 (240)
= 0,,GV(zx -2t 1), (2.41)
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ol ¢ est I'indice de Kronecker.

Pour les propagateurs habillés, on peut écrire exactement les mémes équations,
en enlevant les (). Néanmoins, dans la deuxiéme équation, le propagateur, habillé, bien
qu’il ne porte plus d’indice de spin, n’a pas de raison d’étre égal au propagateur habillé
du cas sans spin! Considérons le calcul de la self-énergie & 1 boucle, et le graphe de
Feynman de la figure 2.4 page 42. Sur ce graphe, nous avons mis le méme indice de spin
T en entrée et en sortie. Que cet indice soit forcément le méme est dii a I'invariance du
Hamiltonien total par rotation dans I’espace de spin. Nous allons ici toutefois supposé
que l'indice de spin est 7’ en sortie et allons remontrer que 7" = 7. L’équation (2.15)
qui donne la self-énergie (entre les [|) devient maintenant :

GO (k, w)GY) (k, w)

dg
X Z (951l + G5O - Oy ) / Gy

0

TGy (@ wg)e " | . (2.42)

Or Y, Iy, =Tr(I) = 2 et >, Ui’,p’ = r_[.‘r.(aj) = 0 pour j = z,y,2. Il ne reste donc
qu’un terme 2g51; -+, qui comme nous le disions force 7 = 7'. Dans toute la suite, nous
écrirons deés le début 7 en entrée et en sortie. Nous obtenons donc pour la self-énergie
le résultat suivant :

A
SR (k,w) = 95— (2.43)

et la méme chose pour les fermions L. Cette formule étant valable pour les électrons de
spin 1 et |, nous n’indiquons pas d’indice de spin, et ne le ferons d’ailleurs pour aucun
des résultats de self-énergie & venir. Remarquons que (2.43) est identique au résultat
(2.19) du cas spinless, a un facteur 2 prés qui vient de la somme sur les deux états de
spin du propagateur L intermédiaire.

Voyons maintenant ce qu’il en est du vertex. A 0 boucle, nous avons le graphe de
Feynman représenté sur la figure 2.2 page 40. L’évaluation est facile : nous retrouvons
simplement les constantes d’interaction de charge et de spin affectés de leur matrices
identité ou de Pauli :

F(O)

1ot
T 5p !p!T

(Kl, KQ, K3, K4 = K1 + K2 —_ Kg) = g]CB]IT,TI]Ip,pI + g]sga'T,Tz . ap,p’- (244)

A 1 boucle, nous reprenons les graphes de Feynman des figures 2.8 et 2.9 page 46. Les
formules obtenues sont les mémes que (2.26) et (2.27), avec pour seul changement le
remplacement des termes gg? par des expressions plus compliquées, données ci-dessous :

(pp) : Z (g]%]IT’TH]IpypH -+ g]SBO'T,TIIO'p’pH)(g]CB]ITII,TI]IpH,pI -+ g%o’TH,TIO'pH’pI), (245)

"o
T 7p

(pt) : Z (g]%]IT’TH]IpH’p/ + g]s?,a-’T,T"Up”,p’)(g]CB]IT",T’]Ip,p” + g]s30'7”,7’ap,p”)' (246)

"o
TP

L’interaction étant invariante par rotation, les résultats ci-dessus, une fois les sommes
effectuées, doivent redonner un terme densité de charge - densité de charge et un terme
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densité de spin - densité de spin. Vérifions-le. Il faut développer les deux équations, ce
qui donne 4 termes pour chacune : cc, cs, sc et ss, avec des notations parlant d’elles-
mémes. Les évaluations des sommes sur 7”7 et p” pour les trois premiers termes ne
posent aucun probléme. Pour le dernier terme spin-spin, il faut manipuler un peu les
matrices de Pauli. En ce qui concerne le canal pp, nous devons calculer :

Z (O - Opp ) (O - O y) = Z Z(a’f’,THO-;,p")(O‘Z' T’O‘;H,p’) (2.47)
T/ p" ! ij
= Z Z IIJ ", , ’p//(f;n,p/) (248)
7—” pl’ Z,]
= (007 (007) - (2.49)
%,J

Nous appliquons maintenant la relation o‘c? = §; ;1+ic%*o* & chacun des deux produits
de matrices de Pauli. Il faut comprendre ici qu’il y a une somme sur 'indice répété
k. Nous n’écrirons dorénavant plus les sommes sur les indices répétés, qui seront donc
implicites. Nous obtenons, en développant les équations obtenues :

. ijl ! ijk k ijk _ijl_k 1
6,0, Lr L p,p + 104 5(€” Lrri0,p + €% L, p07.) — "% o; T Opp (2.50)

Le premier terme donne ainsi une contribution 31, . Le deuxiéme terme est nul, car
ek est nul dés que deux des indices sont égaux. Pour évaluer le troisiéme terme, il
faut utiliser la relation : %! = 26 ;. et il reste donc : —20, .+ - &, . Dans le canal
particule-trou, il est assez facile de voir que 1’on obtient le deuxiéme membre de (2.48),
avec les indices 7 et j échangés dans la deuxiéme parenthése. Ceci aura pour unique
effet de changer le signe du terme en produit de matrices de Pauli. Le tableau 2.1
résume tous les résultats. Dans le canal pp (resp. pt), il faut multiplier les résultats

L [ e | cs | sc | 58 |

c2 c 8 S C s 2
PP || 95 Leslpy | 98RO - Opp | YBIBOT i - Opy | 9B (3]17’71 — 20, - 0',,,,,1)

2 2
Pt || 95 LroLop | 9BIBOrr - Opy | GBIET e Opp | 95" Blew + 207 - 0) )

TAB. 2.1 — Résumé de 'algébre de spin, pour les calculs & une boucle du ver-
tex.

que nous venons juste d’obtenir, par ’expression (resp. son opposé) entre crochets de
I'équation (2.30), que nous noterons ici y(7) :

TR 0) = {65 + 30 ) Lo Loy +2(gi0% — 9b")orr - 0o } X 9(2)  (251)
5F9?;Jp,tp, ) = —{(ss 4 308" Lo + 2(9598 + 987) O - T} X V(D). (2:52)

Si nous faisons maintenant la somme de ces deux équations, il est évident que seul le
terme en g va survivre, car c’est le seul & avoir changé de signe deux fois. Au final,
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nous obtenons donc I’expression suivante pour le vertex a une boucle :

1 0 1
PS’?p’,p,T(V) - Fg’?p’,p,f(y) + 5P(T’3p',p,7(y) (2.53)
(g]%]IT,T’]Ip,p’ -+ g]S30'T’7.I . O'p,pl) -+ (—4gls320'7—,,r/ C O X ’)/(17)) (254)
= g]%]IT,T’]Ip,p’ + (glsa - 49]S32’Y(’7)) Orr ~Opyp- (2.55)

Nous avons maintenant tous les résultats dont nous avons besoin, et il ne nous
reste plus qu’a les commenter. Pour la self-énergie, nous obtenons comme dans le cas
sans spin un nouveau potentiel chimique, qui vaut cette fois-ci : ) = p©® + gfg%.
En ce qui concerne le vertex, les choses sont différentes. Pour les fermions sans spin,
le vertex était inchangé a une boucle. Pour les électrons de spin 1/2, les équations
(2.53) a (2.55) nous montrent que I'interaction effective dans le secteur de charge est
inchangée, ce qui est ’analogue de I'invariance du vertex des fermions sans spin. Par
contre, I'interaction effective dans le secteur de spin change, avec un facteur qui dépend
d’ailleurs de 1’échelle d’énergie typique v :

D) = g5, et ¢*V(v) = g5 — 4g57(D), (2.56)

ou, rappelons-le : y(0) = ﬁ In(?) + O(1) et v =
VR

v __
211%0) A

Lorsque nous cherchons & prendre la limite A — oo, nous voyons donc apparaitre
des problémes : les expressions perturbatives obtenues divergent (c¢’était d’ailleurs déja
vrai pour le potentiel chimique). C’est le but du RG de rendre la théorie des pertur-
bations non singuliére, et nous allons voir comment dans la section qui vient.

2.2 Le Groupe de Renormalisation a une boucle

Dans cette section consacrée au RG, nous introduisons la notion de contre-terme,
d’abord sur des exemples trés simples n’ayant rien a voir avec la théorie des champs.
Puis nous utilisons ces contre-termes pour donner un sens a la théorie des perturbations
pour les fermions. Nous passons enfin & la dérivation des équations de flot du RG.

2.2.1 Notion de contre-terme sur des exemples triviaux

Nous nous plagons dans cette sous-section, hors du cadre de la théorie des champs.
Nous voulons montrer au lecteur qu’il est possible de régulariser certaines théories des
perturbations, qui sont divergentes si 'on s’y prend mal. Cette régularisation peut
parfois se faire a ’aide de contre-termes.

Nous considérons pour commencer 1’équation différentielle absolument triviale
suivante :
4269 + wo’y = 0, (2.57)
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dont la solution est, pour ¢ < wy :
y(t) = Ae”EHVwl =Dt (2.58)

Nous supposerons toutefois que nous ne connaissons pas la solution (2.58) de I’équation
(2.57) pour € quelconque, mais uniquement pour € = 0. Nous ferons donc I’hypothése
que € est petit (devant wy bien siir), et chercherons une solution perturbative de cette
équation différentielle. Nous posons donc comme c’est 'usage : y(t) = yo(t) + ey (t) +
g2y, (t) + .... Si nous injectons cette forme dans (2.57), et que nous identifions les
différentes puissances de £, nous obtenons :

(0) = go+wo’yo =0
(1) = g1+ 2y +wo’y1 =0 | (2.59)

L’équation d’ordre 0 admet pour solution y,(t) = Ae ! + c. c. . Si nous injectons
cette solution d’ordre 0 dans celle d’ordre 1, nous obtenons la solution y; (t) = Aje @t
c. c. — (Ate o' + ¢. ¢.) . Nous pouvons toujours choisir A; = 0, car nous avons déja
un terme purement oscillant & wy & 'ordre 0 (cela revient a faire (A+ A;) « A). Ainsi,
a lordre 1 : y™ = A(1 — et)e™™* + c. c. . Nous retrouvons le résultat connu que
la théorie des perturbations diverge (|y(¢)| — oo quand ¢ — 00), ce qui se comprend
bien, puisqu’a l'ordre 1, on obtient une équation d’oscillateur harmonique excité a sa
pulsation propre. Cette théorie des perturbations est parfaitement valable tant que
et < 1), mais ne l’est plus aux grands temps.

Pour trouver le reméde a ces problémes, regardons la solution exacte (2.58),
et voyons les effets de I'introduction d’un terme de frottement fluide. Premiérement
la solution est exponentiellement amortie, ce que notre théorie des perturbations a
capturé de maniére approchée, puisque e ¢ ~ 1 — &t pour et < 1). Mais de plus, la
pseudo-pulsation a changé : le terme oscillant bat & la pulsation v/wg? — 2, et non plus
wy- Ceci n’est pas obtenu dans notre approche perturbative a I'ordre 1, mais le serait
a 'ordre 2 (sous une forme compliquée). Cela nous suggére quand méme, puisque le
probléme est qu’on excite 'oscillateur harmonique a sa pulsation propre, de modifier,
a la main, cette pulsation. Nous réécrivons donc (2.57) sous la forme :

i+ 2ey + w?y + edw?y = 0. (2.60)

Nous appellerons dw? un contre-terme, pour la pulsation. Evidemment, si on veut que
(2.60) soit identique a (2.57), il faut que :

w? 4 6wl = wy’. (2.61)

Nous supposerons de plus que le contre-terme admet un développement perturbatif :
dw2, = (5wC2t’1 + eéwft,z + .... Nous pouvons maintenant recommencer notre théorie des
perturbations, qui se lit maintenant :

(0) : o +w?y =0

(1) = 1+ 240 +w?yr + 0wl 190 =0 (2.62)
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La solution d’ordre 0 est cette fois-ci yo(t) = Ae™™* + c.c. (seule la pulsation a
changé). Ceci injecté dans (1) donne maintenant :

U1 +wyr = — (20 + 5w2t,1y0)- (2.63)

Dans cette équation, le terme —2y, du membre de droite joue encore le role d’une ex-
citation a la pulsation propre w de I'oscillateur harmonique dans le membre de gauche.
Cependant, nous avons cette fois la possibilité de compenser ce terme, grace au contre-
terme (c’est de la que vient le nom de contre-terme!), en imposant que le terme de
pulsation w du membre de droite soit nul. Ceci nous donne la condition :

Sw?, 1 = 2iw. (2.64)

Ainsi, a Pordre 1 ot nous travaillons, il faut que la pulsation w vérifie (cf (2.61)) : w? +
2iw — wy? = 0. Cette équation est exactement 1’équation que ’on obtient si on demande
que e~ ! soit solution de (2.57). Donc la théorie des perturbations est ici exacte a
I’ordre 1, et tous les contre-termes suivants seront simplement nuls. Remarquons que
nous avons en fait introduit non pas un contre-terme, mais une infinité de contre-termes,
qui doivent étre évalués ordre par ordre en perturbation. Cet exemple complétement
trivial a la mérite de montrer comment il faut s’y prendre. Nous allons encore considérer
un exemple un peu moins trivial, pour convaincre le lecteur.

Nous considérons a présent un oscillateur faiblement anharmonique, et cherchons
la solution perturbative de I’équation différentielle suivante :

i+ wo’y +ey® = 0. (2.65)

Le probléme étant non linéaire, la solution que nous obtiendrons a l'ordre 1 ne sera
pas la solution exacte (qui n’est de toute fagon pas connue). Forts de notre expé-
rience précédente, nous réécrivons cette équation en introduisant un contre-terme pour
la pulsation, exactement comme avant. En injectant une solution perturbative, nous
obtenons le systéme :

(0) : go+w’yo=0
(1) : g+ w?yr = —(yo’ + 6wl 1%0) . (2.66)

Or yo? = A3e™w + 3A4|A|?e™ ! + c. c. . Le terme de pulsation 3w ne pose aucun
probléme (il donnera un terme oscillant a cette pulsation dans la solution, mais nous ne
chercherons pas a exprimer la solution, mais uniquement le développement perturbatif
de w, donc nous le laissons de coté). Celui de pulsation w doit quant a lui étre éliminé
grace au contre-terme, ce qui nous fournit la condition : 5w62t,1 + 3|A|? = 0. Autrement
dit, a cet ordre la pulsation doit vérifier : w? = wy? + 3¢|A|*. Nous laissons le lecteur
montrer que ce résultat est bien correct, en le comparant, par exemple, avec les résultats
connus pour le pendule pesant. Enfin, il est aussi clair que la derniére formule n’est
cette fois valable qu’a 'ordre 1. Il faudra une infinité de contre-termes, dw?2 ,, i =1,...,

ct,i)
pour avoir une théorie des perturbations finie & chaque ordre.
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2.2.2 Utilisation des contre-termes pour les fermions

Les exemples d’utilisation de contre-termes précédents, bien qu’instructifs, ne
réglent pas tous les problémes quand on passe a la théorie des champs. Néanmoins,
c’est une premiére étape. Nous considérons ici le cas des fermions avec spin.

Nous avons trouvé a la section 2.1.3 précédente le résultat, a 'ordre 1 (équation
(2.56)), que nous redonnons ici (pour le couplage de spin) en prenant ’ordre le plus
bas en v/A et en enlevant le M) : ¢5(v) = ¢§ — 4g]§2ﬁlg))ln(%g+m). Ce résultat ne

pose aucun probléme pour des énergies v de 'ordre du cut-off A. Par contre, pour les
énergies faibles devant le cut-off, le résultat est logarithmiquement divergent. Cela nous
rappelle les problémes que nous avions aux grands temps dans les exemples triviaux.
On donne un sens au résultat divergent en notant que, physiquement, ce qui nous
intéresse et ce qui est mesuré, ce sont les propriétés de basse énergie. Autrement dit
c’est ¢°(v) a l’échelle typique faible v et non ¢ (égal, du moins perturbativement, a
(v = 21)1(;0)/\)) qui est fini. On inverse alors la relation perturbative, en écrivant que
g% admet un développement en puissance de ¢*(v), que nous écrirons maintenant plus
simplement ¢°. On obtient facilement que : g% = g5(¢°, v, A) = ¢° +4¢°> L& In(—%—).

27r1)£\0) 21}§,—O)A
Le couplage nu g}, est devenu une fonction de ¢°, v et A, et est ajusté, quitte a étre
infini, de la maniére écrite précédemment. Les quantités physiques de basse énergie sont
maintenant finies. Pour l'instant, nous avons enlevé la divergence & un endroit pour
la remettre & un autre, un peu moins dérangeant, mais ce n’est pas encore vraiment,
satisfaisant. C’est le role du RG d’expliquer comment enlever la divergence, et nous
verrons cela a la section suivante 2.2.3.

Jusque la, nous n’avons toujours pas parlé de contre-termes en théorie des

champs! Mais le moment est venu. La relation ¢%(¢% v,A) = ¢° + 4_(]522 L
U

est désagréable, car on aimerait ne voir apparaitre que des quantités de basse énergie
dans le membre de droite. Ce n’est pas le cas, car la vitesse de Fermi véo) est une quan-
tité nue, donc de haute énergie. Nous avons vu que le seul effet des interactions, en ce
qui concerne le propagateur, est une modification du potentiel chimique. Il n’y a par
contre aucune modification, a 1 boucle en tout cas, de la vitesse de Fermi. On a donc
simplement, en appelant vg la vitesse de Fermi mesurée a basse énergie, vp = U}(?O), et
donc on peut écrire ¢& (g%, v, A) = ¢° + 44 27r1vF In(5,55)- 11 est donc possible de tout
écrire en fonction des quantités de basse énergie, mais on comprend aussi que les choses
risquent de se compliquer sérieusement si I’on va a un ordre plus grand en perturbation.
Autant effectuer tout de suite la théorie des perturbations avec les quantités de basse
énergie, tout comme il était beaucoup plus intéressant de travailler avec e ! qu’avec

e~ @l dans les exemples d’oscillateurs. Nous réécrivons donc les Hamiltoniens cinétique

_v_
(Fo) ln( 2U§O)A)
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et d’interaction comme suit :

Hy = Z { [/,L + UF(k - kF)] Cg,a(k)cR,U(k)

k,o
+ [ — ve (k + kr)] ci,g(m,,,(k)} + Hylo, + Hi%, (2.67)
avec
H(gff:)t = 5!“’ Z CTR,U(]{:)CR 0’ + 5:“’ Z CL 0' CL (7 et (268)
k,o
Hig, =60 (k — kp)ch, (K)egq (k) = v (k+ ke)l ,(R)ep (k). (2.69)
k,o k,o

mt s ZZ Z g ]ITT’]Ipp’+gUTT a'pp)

k kg T pyp!

xch (k+q)el (K — e,y (K)eg o (k) + Huger,  (2.70)

avec

1ntct T ZZ Z 5.9]1 T’]Ipp’+5g Ot - app)

k k'.q T, p,p’
xch(k+aq)cl (K — q)ep y (K)eg (k). (2.71)

Il nous faut expliquer plusieurs choses en ce qui concerne ces équations. Les quantités
de basse énergie sont notées sans exposant ni indice autre que g (u, vr, kp, et g*%).
Nous n’avons pas mis de contre-terme pour les vecteurs de Fermi, car le Théoréme de
Luttinger [Lut60] nous dit que le volume de la surface de Fermi ne peut pas changer
avec la force de 'interaction.” Or ici, le volume est la distance entre les deux points de
Fermi. Les vecteurs de Fermi sont donc inchangés par les interactions, et nous noterons
maintenant kp I'impulsion de Fermi. Les déformations de la surface de Fermi qui sont
I’objet de cette thése, et qui compliquent les choses, seront étudiées ultérieurement
a la section 3. Le Hamiltonien devant étre le méme qu’on 'écrive comme ci-dessus,
ou comme (2.38) et (2.39), on obtient les relations suivantes (nous donnons aussi les
notations pour les développements perturbatifs des contre-termes) :

p® =+ 6p, avec S = 6puM +6u® + . = g%ouS + gk + ... (2.72)
vg)) = vp + 0v, avec v = o) 4+ 60® + ... = g%60f + g*ovf + ... (2.73)
g8 = g%+ g%, avec 6g% = 69°?P +6¢°C) 4. = AP+ ... (2.74)

Remarquons que dans la derniére équation, «, 3,7 = c,s et on somme sur les indices
répétés. Nous avons mis des exposants () référant a la puissance totale des constantes de

"Nous renvoyons le lecteur 4 1a fin de la section introductive 3.1 pour plus de détails sur le théoréme
de Luttinger.
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couplage, et non au nombre de boucles. C’est pourquoi, pour les couplages eux-mémes,
les exposants commencent au chiffre 2 et non 1 comme pour le reste.

Il nous faut maintenant associer une notation graphique a chaque terme du Ha-
miltonien. Nous garderons les mémes notations graphiques pour les propagateurs et
pour les interactions, mais il faut bien voir que leur signification change : ils concernent
les quantités de basse énergie maintenant. Ainsi le rond noir correspondra & g et non
plus & gg. De méme les lignes correspondront aux propagateurs libres, mais de basse
énergie. Ces propagateurs serons notés avec une étoile. Ainsi, par exemple, le propaga-
teur libre de fermion R dans I’espace réciproque vaudra® :

1
w— [+ vr(k — kp)] + insgn(k — k)

G (k,w) = (2.75)

Nous représenterons les autres contre-termes pour le potentiel chimique, la vitesse de
Fermi et l'interaction, par respectivement, un carré, un hexagone, et un rond, vides,
avec a l'intérieur un chiffre 4, donnant exposant ) du contre-terme en question. Il
faut prendre garde au fait que pour la vitesse, I’expression a associer & un hexagone
inséré sur un propagateur R (0v(k — kp)) n’est pas la méme que celle pour l'insertion
sur un propagateur L (—dv(k + kr)). Nous donnons nos notations graphiques sur la
figure 2.10, pour les premiers contre-termes de chaque sorte.

Enfin, reste a voir comment mettre en ceuvre notre “nouvelle” théorie des pertur-
bations. A I’ordre le plus bas (0 boucle), les propagateurs obtenus sont les propagateurs
libres (de basse énergie), et le vertex vaut simplement :

r©

1o
T ,p ’p’T

(Kl, KQ, K3, K4 == K1 + K2 - Kg) = gC]IT,TI]Ip,pI -+ gsUTﬂ—l *Op,p - (276)

A une boucle, les différents termes de self-énergie (R) possibles sont ceux représentés sur
les figures 2.4 page 42, 2.10(a) et 2.10(b). Le premier donne une contribution facilement
déductible par simple changement de notation de (2.43), et égale a : Zg) (k,w) = g°2.11
est aussi facile de voir que le second donne un terme $8"“¥ (k) = 6 et le dernier
une contribution Eg)’“(d”)(k,w) = 6vM (k — k). Remarquons que seule cette derniére
expression change quand il sagit des fermions L : S (g o) = —50W (k + kp).
Comme d’habitude, tous ces résultats sont valables pour les spins 1 et |. Avant de
voir ce qu’il advient du vertex, faisons encore une remarque. Nous avons dit que nous
calculions & 1 boucle. Or les figures 2.10(a) et 2.10(b) ne contiennent manifestement
aucune boucle de fermions! Il faut en fait comprendre que nous allons & une boucle pour
les diagrammes “classiques” comme celui de la figure 2.4 page 42, et que nous allons a
un ordre en puissance des constantes de couplage égal, pour les autres contributions
qui contiennent des contre-termes.

Les résultats pour le vertex sont aussi trés facilement déductibles de tout ce
qui précéde. Nous obtenons les graphes de Feynman des figures 2.8, 2.9 page 46 et

8Cette équation est I’analogue de I’équation yo(t) = Ae ! + c. c. du probléme trivial.
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> 1 > > @ >
T k,w T k,w T k,w T k,w
(a) Contre-terme 6y (b) Contre-terme dv(!)
1 4
T T
7/
! 7 A N\
e p
/7 \ \
7 N
Ve
2 3

(c) Contre-terme §g*(?)

F1G. 2.10 — Diagrammes de Feynman pour les différents contre-termes. Les
chiffres ¢ & l'intérieur des carrés, hexagones et cercles, donnent
I'ordre ) des contre-termes correspondants.

2.10(c). Pour les deux premiers nous reprenons les expressions (2.51) et (2.52), avec
nos nouvelles notations :

SLLn ) = {67 30" sy +2(9°0° — §°)0 s - 0} X (D) (277)
511935?/7,*”) = {67 +30) Ly + 2(0°¢° + §°) 07 - Ty } X 9(D).  (2.78)
Ici, 7 = ;%< et la fonction v a cette fois pour expression :

2’UFA

V(7)) = /OAdq; /0 dg 1 (2.79)

%I/—QUF(]—Fiﬂ_ A 2T v — 2vpq —in

_ 273UF [in(7) - iZ] +0() (2.80)
- ZJUF In(7) + 0(1). (2.81)

Il est de plus évident que le contre-terme contribue pour :

6F(1),ct(69)(l/) _ 5gC(2)HT,T’]Ip,p’ + (5gs(2)0'7,r’ O (2.82)

! 5l
THPHPsT

Il nous faut maintenant écrire les conditions qui nous donneront des résultats
de basse énergie non divergents®. Considérons pour commencer le vertex. Il ne faut

Tout comme nous avions écrit dwg, ; = 2iw pour le probléme trivial.
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pas oublier que les couplages ¢g“*, avec lesquels la théorie des perturbations est faite,
sont les couplages & 1’échelle d’énergie v. Ainsi, nous devons demander que la condition
ci-dessous soit satisfaite a tous les ordres :

Lo o7 (V) = §Lellyy + §°0 0 - 0. (2.83)

Cette condition est bien satlsfalte a 'ordre de 0 boucle. Par conséquent, a 1 boucle, elle

impose que 6T () + T l’)ptpT( )+ 5F$1)pCtp5f)( ) = 0. Ceci nous donne les deux

équations suivantes que doivent vérifier les contre-termes d¢g“* :
6g°@ =0, et 6g°? = 4¢°2 (D). (2.84)

Ainsi, si I’on se souvient de la définition des contre-termes, on retrouve les conditions
déja obtenues : g§ = ¢° et g} = ¢° + 4¢°> 27rv ln(2v +)- Nous voyons que cette fois, le
membre de droite ne fait intervenir, et c’est automatique, que les quantités de basse
énergie. C’était bien le but que nous nous étions fixés. Regardons enfin ce qui se passe
pour les autres contre-termes. L’inverse propagateur R s’écrit, a 1 boucle :

GO kW) = w—[utoslk—ke)] — SOk, w) +insgn(k — kp)  (2.85)

A
= w-— [(u + 5 4 g%) + (vp + 6vW) (k — ky)
+insgn(k — kr).  (2.86)

Afin de maintenir les potentiel chimique et vitesse de Fermi aux valeurs avec lesquels la
théorie des perturbations est effectuée, il est donc nécessaire d’imposer dut) + gC% =0
et 0v() = 0. Nous retrouvons donc que la vitesse de Fermi est inchangé a cet ordre,
car v}(?()) = vp + 6v. Le potentiel chimique est quant & lui modifié, selon p(® =y — gC%
Nous avions déja trouvé ce résultat a la fin de la section 2.1.3, mais écrit sous une forme
légérement différente, qui faisait intervenir gf, et non g¢. Mais comme g§ = ¢¢, les deux
expressions sont identiques. L’utilisation des contre-termes a simplement permis de

tout exprimer en fonction des grandeurs de basse énergie.

2.2.3 La Renormalisation & une boucle, enfin

Nous arrivons maintenant au coeur du sujet qu’est le RG. Jusqu’a présent quand
nous avons écrit le lien entre les grandeurs nues (i.e. de haute énergie) et les grandeurs
habillées, dites aussi renormalisées (i.e. de basse énergie), nous avons obtenu des rela-
tions qui font intervenir le cut-off A. Par exemple, en ce qui concerne le couplage de
spin :

v

——1n
(Q’UFA

Nous avons ici pris soin d’indiquer toutes les dépendances possibles'® de g5 en les
grandeurs habillées. Nous avons rendu la théorie de basse énergie finie, en mettant les

95(9% 6% vr, v, A) = ¢° + 4% )- (2.87)

27'(' VUrp

10Notons que les variables p et kr sont superflues, puisqu’elles ne servent que de référence d’énergie
et d’impulsion, et n’apparaissent donc nulle part. Nous ne les avons donc pas indiquées.
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divergences “sous le tapis”, ¢’est-a-dire en rendant les quantités nues infinies. Ceci n’est
que moyennement satisfaisant.

Une premiére étape pour régler le sort des divergences est de constater ce qui
suit. Nous avons défini notre théorie a une échelle d’énergie faible v. Mais cette échelle
d’énergie est arbitraire, nous aurions aussi bien pu tout faire a I’échelle v'. Dans ce cas,
nous aurions eu des quantités de basse énergie g¢, g%, vi, p' et kf. Or si nous voulons
garder la méme théorie, il faut que le Hamiltonien de départ soit le méme, autrement
dit que les quantités physiques nues restent inchangées. Pour le couplage de spin nous
obtenons donc la relation :

(g%, % vV, N) = g3%(d% ¢°,vr; v, A), soit, & 1 boucle : (2.88)
!

1
") = At (o

s/ le
+4 In
J I 2mvg (QU’FA) 2R N 2upA

). (2.89)

Ceci nous définit le lien entre les couplages de spin a des énergies différentes. Ecri-
vons des équations similaires pour toutes les autres quantités (nous donnons aussi les
résultats impliqués a 1 boucle) :

g5(g%, g% v V', A) = g5 (6%, &%, v v, A) = g% = ¢, (2.90)

,UI(J‘O) (gCIa gSIa U%‘a I/Ia A) = U}(?O) (gca gsa Vg5 V, A) = U]IE‘ = Ur, (291)
A A

uO (g%, g v v A) = O (g, ¢ ves v, A) = ¢~ =p—g'— (292

= W=y, (2.93)

ou la derniére égalité a été obtenue en utilisant ¢ = ¢°. Notons que toutes les égalités
écrites entre deux échelles d’énergies nous permettent de relier les quantités habillées
a 'échelle v/ en fonction de celles & ’échelle v :

gCI = ?(gcagS:vF;l/al/,aA)
sl _ . s5(AC S . !
g (g »g 7UF7VaVaA)
vp = r(¢% g% vm v, VL A) (2:94)
o= ngs, g% ves v, V', A)

Nous avons vu que trois de ces quatre fonctions sont I'identité. Seul g5 est non triviale.
Comme tout ce que nous faisons est perturbatif, il est évident que nous allons évaluer
cette fonction en perturbation. Si donc nous supposons que ¢ admet un développement
en puissance de ¢° (et de ¢°, mais qui n’intervient pas ici), nous obtenons :

0 = T g ori v/, ) = g+ g In( ), (2.95)
Cette expression est indépendante de A. C’est le premier résultat fini que nous ob-
tenons! On dit que la théorie que nous avons considéré est perturbativement renor-
malisable. Nous avons donc trouvé le lien entre les quantités habillés & deux énergies
différentes. Remarquons que si nous faisons v’ = 2vrA, nous obtenons le couplage nu,
autrement dit : ¢5(¢°, ¢°, vr; v, V' = 2upA, A) = ¢5(g% ¢°, vr; v, A). Mais nous revenons
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2.2. LE GROUPE DE RENORMALISATION A UNE BOUCLE

tout simplement & une équation divergente déja connue. Nous n’avons donc pas encore
trouvé de lien entre les couplages a haute et basse énergie, qui ne soit pas divergent.
C’est le but du Groupe de Renormalisation dont nous allons parler & présent.

L’idée principale est trés simple et nous allons l'illustrer sur un exemple trivial
avant de nous attaquer & la théorie des champs. Supposons que nous ne sachions pas
résoudre I'équation différentielle % + £ = 0, mais que nous nous souvenons que la
dérivée n’est rien d’autre que la limite d’un taux d’accroissement. Nous cherchons la
solution entre les instants 0 et ¢, avec pour condition initiale y(0) = yo. Nous discrétisons
alors lintervalle [0,¢] en N + 1 temps t; = iAt = it/N, i = 0,...N. L’équation
différentielle est alors remplacée par une équation aux différences, et on obtient, par
exemple : y(t1) = (1—At/7)yo = (1—11/7)yo. Un raisonnement simpliste et trop rapide
nous inciterai alors a écrire : y(t) = (1 — ¢/7)yo. Nous avons simplement écrit que la
solution est égale & sa tangente a 1’origine. Nous obtenons un résultat manifestement
divergent si ¢ — 00, alors que nous savons que la solution stationnaire est y = 0. Le
reméde est bien évident, et il faut écrire :

y(t:) = (1= At/T)y = (1 = At/r)yo (2.96)

y(tn) = y(t) = (1= At/7)Yyo = (1= ¢/(NT))Vyo
— e Y™y, quand N — oo, (2.97)

Pour notre exemple de théorie des champs, le probléme est trés similaire. Nous
avons trouvé le lien entre les couplages de spin a deux énergies (“instants”) v et v/
différents. La relation est parfaitement valable en perturbation si v/ ~ v, car alors
In(r/v') < 1. Essayer de faire 1/ = 2vpA revient exactement a approximer la fonction
par sa tangente dans le probléme trivial étudié ci-dessus! Il nous faut ici aussi passer
progressivement d’une échelle & une autre. Nous pourrons alors écrire une équation
différentielle dans laquelle le role du temps sera joué par Iénergie'!. La méthode la
plus simple pour trouver I’équation différentielle est la suivante. Nous introduisons une
troisiéme échelle d’énergie v et cherchons & passer de 1’échelle v a 1’échelle ", mais en

passant par 1’échelle intermédiaire v/ :

(9,7

(9,v) ¥ > . > ; (g",v")

Nous avons noté de maniére schématique g pour les différentes quantités physiques.
Pour le cas qui nous intéresse, seul ¢° change quand 1’échelle d’énergie change, donc

" Remarquons que nous avons ici ’explication de pourquoi nous avons calculé le vertex pour un jeu
fixé d’impulsions et pour des énergies faisant intervenir une seule énergie typique. Nous voulons en
effet écrire une équation différentielle, et pour cela, nous ne pouvons avoir qu’un seul temps!
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nous ne nous préoccuperons plus des autres grandeurs. Nous ne les écrirons d’ailleurs
meéme plus dans les arguments de ¢5, afin d’alléger les notations. Nous pouvons donc
écrire :

¢ =% v,V A), (2.98)
" ="V, V" A), et (2.99)
" = (g% v, V", A). (2.100)

Les deux premiéres équations peuvent étre combinées pour donner ¢%” en fonction de
g®. Or c’est aussi ce que donne la troisiéme équation. Nous obtenons ainsi la relation :

Fg%5 v, ", A) = F (g (g% v, v/, M)y v/ 0" ). (2.101)

Cette équation est exactement équivalente a (2.96) que nous avions écrit pour le pro-
bleme d’équation différentielle du premier ordre. Mais ici, nous voulons obtenir I’équa-
tion différentielle, et non itérer la relation ci-dessus. Nous dérivons donc cette équation
par rapport a la variable ", puis nous évaluons le résultat en v = v/ :

O (g% v/, )i v, 0", A)

0 _S(gs;V, l/”,A) _ i

oV’ g

(2.102)

I/”:U’ V”:I/’

Nous utilisons maintenant la relation perturbative (2.95) pour évaluer la dérivée dans
le membre de droite, et nous réécrivons plus simplement le membre de gauche avec une
dérivée par rapport a v/ :

0 _ 0 . —
o TV A) = SR (g A ) (2.103)
0 — ’ -9 ' 1 v
= 57 (g% v,V A) + 465 (6% v,V A) 2o ln(ﬁ) V,I:UI(2.104)
1 1
= ——=5——4¢ (¢ vV A). 2.105
V’27TUFg (gaV7V7 ) ( )
Nous donnons une touche finale a ce résultat en posant ¢t = ln(@),12 et §° = 27{;. Si

nous ne marquons plus la dépendance en A (qui n’existe de toute fagon pas puisque le
résultat perturbatif (2.95) ne dépend pas de A) nous obtenons :

8 =S/ ~S =2 ~S
5 (075, 1) = 457 (% 1, 1) (2.106)

Cette équation, avec la condition §5(g% ¢, =t) = §° (cf la définition de ¢¥) est simple
a résoudre :

g 7
Pttt = ———— ie. PFFv,V)= —T
7°(9%t.1) 79 ) T 4 In(2)

= 2.1
T 45°( =) (2.107)

12Nous prenons cette définition qui nous permet d’avoir t = 0 si v = 2vupA, i.e. pour les hautes
énergies, et t — +00 si v — 0, c’est-a-dire pour les faibles énergies. La présence du facteur 2up A n’est
pas génante, et est méme nécessaire car nous pouvons uniquement prendre le logarithme de quantités
sans dimension.
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2.2. LE GROUPE DE RENORMALISATION A UNE BOUCLE

Comme indiqué en note de bas de page numéro 12, le facteur A utilisé dans la définition
de t n’est pas génant : il a disparu dans 1’équation ci-dessus, ou seul le rapport entre
les énergies v et v/ intervient.

I ne nous reste plus qu’a interpréter (2.107). Le flot de la constante de couplage,
quand I’énergie v/ diminue, dépend du signe du couplage ¢° a ’échelle v. Nous avons
représenté les deux flots obtenus sur les figures 2.11 et 2.12, en prenant comme réfé-
rence des temps ¢t = 0, c’est-a-dire les hautes énergies. Nous voyons que dans le cas

0

-0.02
_ 004
75(g%0,t)

-0.06

-0.08

0 20 40 60 80 100
tl

F1G. 2.11 - Flot a 1 boucle de la constante de couplage de spin, pour une
valeur de haute énergie négative (§° = —0.1).

10 T T T T

_ 6
9°(5%0,t'

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
t’

F1G. 2.12 - Flot & 1 boucle de la constante de couplage de spin, pour une
valeur de haute énergie positive (§° = +0.1). L’asymptote verticale
a t' = 2.5 est représentée en pointillés.

ou le couplage de haute énergie est négatif, le systéme part a couplage faible, car la
constante de couplage de spin tend vers 0 aux basses énergies. Nous avons donc obtenu
un lien entre les valeurs du couplage a haute et a basse énergie, totalement exempt de
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F1G. 2.13 — Diagramme de phase a 1 boucle, dans ’espace (¢, ¢°). Les ronds
noirs représentes les points fixes, pour les trajectoires de RG consi-
dérées.

divergence. Le seul endroit ot le cut-off apparait encore est dans le temps de RG. Nous
avons ainsi la relation suivante entre les hautes et les faibles énergies :

— g
(3% 2vp A\, v) = ~ .
1443 ln(vaA)

(2.108)

A strictement parler, il n’est pas possible d’envoyer le cut-off & I'infini (On obtiendrait
un membre de droite toujours nul, correspondant & la valeur limite du couplage a trés
faible énergie). Néanmoins, cette relation n’est plus divergente dans la limite v < 2vpA,
et le RG a donc réussi & donner un sens a la théorie des perturbations. Passons au cas
ou le couplage de haute énergie est positif. Dans ce cas, le couplage diverge a 1’échelle
d’énergie t' = 1/(4¢°), c’est-a-dire pour ' = 2upA exp(—1/(44°). Le systéme va donc a
couplage fort. La divergence que nous observons ici n’a rien a voir avec les problémes de
la théorie des perturbations. C’est le signe physique d’une instabilité du systéme, dans
lequel va avoir lieu une transition de phase vers un état de type supraconducteur®3.

13Un couplage de spin positif et un couplage de charge qui est son opposé donne un modéle de
Hubbard attractif (cf annexe A). L’attraction entre les électrons donne lieu & un état supraconducteur.
Notons toutefois que la transition de phase que le systéme semble posséder n’existe pas d’aprés le
théoréme de Mermin-Wagner. C’est un artefact du RG. Lorsque le systéme part & couplage fort, il ne
faut pas oublier que la validité de la méthode perturbative que nous utilisons doit étre mise en doute.
Néanmoins, pour un systéme qui n’est pas complétement 1D comme les quasi-1D, les couplages aux
autres directions pourront stabiliser ’état de symétrie brisée quand la température sera suffisamment
faible. Remarquons finalement que dans ’approche de RG, le systéme ouvre un gap, correspondant
4 Dénergie de 1’état lié formé d’une paire d’électrons, et qui est typiquement 1’échelle d’énergie de la
singularité. Ce gap existe, bien qu’il n’y ait pas de transition de phase. Nous renvoyons le lecteur au
superbe article [Wit78].
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Toutefois, notre théorie des perturbations qui est un développement en constante de
couplage, n’a plus aucune raison d’étre valide une fois que le couplage a dépassé une
valeur typique de I'ordre de 1, et il nous faudra arréter le flot & ce moment la. Pour
finir cette partie, nous montrons sur la figure 2.13 le diagramme de phase qui résume
les flots observés pour ¢° et la constance de ¢g°. On obtient une ligne de points fixes
sur ’axe ¢° = 0.

2.2.4 Une derniére subtilité

Dans tout ce que nous avons raconté depuis le début de la section 2.2, nous
avons utilisé I’approximation (2.81) pour la fonction (7). Nous avons justifié ceci
en disant que nous prenions des énergies telles que 7 < 1. Cette hypothése n’est
malheureusement plus vraie lorsque v = 2vpA (i.e. 7 = 1), et nous avons utilisé de
telles énergies lorsque nous avons relié les couplages de haute et basse énergie. Le
probléme devient encore plus aigu lorsqu’on remarque sur les formules suivantes que y
n’est méme pas défini a I’énergie 2upA, et que si 'on garde ne serait-ce que les termes
finis, v est un complexe, non un réel :

") = 47r1vF n |:(1/ = QUF(X i iZ;EZ ¥ ;ZLA = in)] (2.109)
— 27ij [ln(%I;A) - %] +0 (2v1;A) . (2.110)

En fait nous aurions trés bien pu garder ’expression exacte de v dans nos calculs.
L’équation (2.95), par exemple, aurait alors été :

¢ =g, &%, vps v, V', A) = ¢ + 4% [y(v) — v(V)]. (2.111)

L’équation différentielle donnant le flot de RG (2.105) devient alors :

ST (G vV A) = — A (g% v,V A)

Arop

w4 1 ! ! (2.112)
vV+in VvV —in vV —2vpA+in vV +2upA—in/) '

Nous étudierons a la section 3.4.1 I'influence d’une échelle caractéristique dans les flots
de RG. Nous montrerons que ’on peut remplacer 1/(v/ — 2vpA +in) + 1/(v' + 2vpA —
in) par 0 si v < 2upA, sans que les résultats soient qualitativement affectés. Nous
retrouvons alors 1’équation de RG (2.105).

2.3 Le Groupe de Renormalisation a deux boucles

Nous avons déja énormément appris du calcul & une boucle. En particulier, nous
savons que selon le signe du couplage de spin de haute énergie, le couplage de spin
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effectif va soit a couplage faible, soit & couplage fort. On peut donc se demander, a
juste titre, quel est 'intérét de faire un calcul & deux boucles, puisque dans le cas ou le
couplage diminue (en valeur absolue), le terme a deux boucles devient de plus en plus
petit relativement au terme a une boucle. Et dans le cas contraire, le systéme partant
a couplage fort, la théorie des perturbations est de toute facon vouée a 1’échec.

La raison pour laquelle il est physiquement intéressant d’aller & deux boucles, ne
peut pas étre trouvée en ne considérant que les couplages. En fait, le propagateur va
subir des modifications non triviales & deux boucles, qui ne sont pas du tout présentes
a une boucle : la renormalisation de la fonction d’onde.

Nous calculerons néanmoins (en détail!) la renormalisation du vertex a deux
boucles pour deux raisons : la premiére est que nous pourrons ainsi vérifier la non
renormalisation du couplage de charge, que I'on sait étre un résultat exact a tous les
ordres. La seconde est de montrer au lecteur que les calculs sont déja compliqués dans
le cas 1D, et qu’il vaut donc la peine de trouver une raison physique de ne pas calculer
les vertexs a deux boucles dans le cas de N chaines, ou les calculs seront bien plus
lourds! De plus, certains aspects du RG ne peuvent étre réellement assimilés qu’a deux
boucles, car le RG a une boucle est un cas trés particulier. Notons pour les puristes qu’il
faudrait en toute rigueur aller a trois boucles, qui est le premier ordre a partir duquel
la fonction 3 devient non universelle. A ce propos, nous laissons le lecteur consulter
article de Rezayi et al [RST79], et nous nous contenterons du calcul a deux boucles.

2.3.1 La self-énergie & deux boucles : nécessité de la renorma-
lisation du champ

Nous commencons par regarder la renormalisation du propagateur. Nous allons
voir que ce que nous avons fait & une boucle ne suffit pas a régulariser de nouvelles
divergences qui apparaissent a 2 boucles. Commencons par dessiner les graphes de
Feynman possibles : voir figures 2.14, 2.15 et 2.16. Le diagramme 2.14(a) est nul'*. En
effet, dans la boucle de fermions L, les deux propagateurs ont les mémes impulsions et
énergies, et nous avons donc une intégrale du type :

/ dug ! ! (2.113)

21 wy + vrq — insgn(q) wy + vrq — insgn(q)

Ainsi les 2 poles sont du méme coté de I’axe réel, et nous pouvons calculer I'intégrale en
bouclant dans le demi-plan opposé a celui des poles. Le résultat est alors bien 0 comme
annoncé. Pour la méme raison, les diagrammes 2.15(a) et 2.15(b) sont nuls. Notons

e diagramme de Kohn-Luttinger[KL60] est dit anormal, car il est nul dans notre théorie qui
est une théorie de température nulle. Par contre, le méme graphe apparait aussi dans la théorie des
perturbations & température finie, et il est alors non nul. Le lecteur trouvera une bonne description de
ceci dans le chapitre 3.3 du livre de Negele et Orland [NO88]|. De plus, sa limite (pour un systéme a
la limite thermodynamique) quand T — 0 n’est pas égal & 0, ce qui lui vaut le qualificatif d’anormal.
Le probléme est donc celui de la non commutation des limites 7" — 0 et L — oo.
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,rl_ kl wl
ok W'
g TN N
/
/ \ T'kaT"k—i-qw—Hu T kyw
pqqu‘ lp’ q,Wq 3 Iy N ; 5 7, s Ry
! . ’
& il
T k,w Tk, w ik — g0 —w,

(a) Diagramme dit “de Kohn- (b) Diagramme dit “sunrise” (soleil
Luttinger” levant)

F1G. 2.14 — Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour la self-énergie, ne fai-
sant pas intervenir de contre-terme.

que le second aurait de toute facon été nul, puisque dv(Y = 0 (cf fin de la section
2.2.2). Le diagramme 2.15(c) quant & lui donne une contribution identique & celle du
diagramme 2.4 page 42 avec ¢¢ remplacé par §¢°), soit : Eg)’m(‘sgc)(lﬁ,w) = §gc@A
Mais nous avons vu (cf équation (2.84)) que §g¢®?) =

est elle aussi nulle.

= 0. La contribution de ce diagramme

Les autres termes ne sont pas nuls. Les diagrammes 2.16(a) et 2.16(b) donnent
des contributions identiques a celles des graphes 2.10(a) et 2.10(b) page 56 avec 'indice
1 remplacé par un indice 2 : SO (5 w) = 6u@ et T (kW) = 5v® (k — kp).
Passons donc au plus intéressant, le diagramme sunrise 2. 14(b)

Regardons tout de suite ce qui concerne les constantes de couplage et le spin. Nous
avons & évaluer (9L 1y, + ¢°0r ;0 ,) (9L 21, p + %0, 0, »). Seul le terme spin-
spin est non trivial. Il est cependant facile de voir qu’il vaut : g°(c%0?), , Tr(o%0?) =
2¢°*(o - o)., = 6¢°>. Nous obtenons un facteur total 2(g* + 3¢°?). Nous écrirons ce
facteur dans les expressions finales, mais oublions le pour I'instant et concentrons nous
sur le calcul des intégrales. Il nous faut calculer'®

dg dk’ dw, duw' o , ,
o7 27 2im 2in O F i (K — g0 - 2.114
2 21 2im 217rGR(k +¢,0 +w )G (K, WG (K = ¢,0" = wg) ( )
B dq dk’ dw, dw’ 1
o 2 27 27w W +wy — vr(k + q) +insgn(k + q)
1 1

. (2.115
g vpk! — insgn(k') g wq + vp (k' — ¢) —insgn(k’ — q) ( )

Commencons par regarder la boucle de fermions L, et I'intégrale sur w’. La méthode

15Le signe - provient des contractions de Wick
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T & o &
(a) Diagramme faisant intervenir le (b) Diagramme faisant intervenir le
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(c) Diagramme faisant intervenir le
contre-terme d’ordre 2 pour le cou-
plage.

F1G. 2.15 — Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour la self-énergie, avec
insertion de contre-terme de I'ordre précédent.

des résidus nous dit que I'intégrale des deux propagateurs L. donne l'intégrand :

-1 1
——— pour 0< K <¢q, et ————— pourg<k <0. (2.116)
Wg + Vpq —17) Wq + Vpq + 17

Nous pouvons ensuite effectuer I'intégrale sur w,, toujours par la méthode des résidus.
Nous régularisons tout de suite les intégrales sur ¢ et £’ en demandant que toutes les
impulsions de propagateurs du graphe soient & une distance au plus A des points de
Fermi. Nous obtenons I’expression finale totale (mais toujours sans les constantes de
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> 2 > > @ >
T k,w T k,w T k,w T k,w
(a) Contre-terme d’ordre 2 pour le (b) Contre-terme d’ordre 2 pour la
potentiel chimique. vitesse de Fermi.

F1G. 2.16 — Diagrammes de Feynman & 2 boucles pour la self-énergie, dus aux
nouveaux contre-termes.

couplage) :
1 / 1
dgdk’ -
(2m)? 0Kk <A w —vp(k +2q) +in
—A<K —q¢<0
0<k+g<A
+/ dgdk’ L (2.117)

—A<K <0 w —vr(k +2q) —in .
0Kk —g<A
“ALk+qg<0

Nous avons aussi la condition —A < k£ < A. Les domaines d’intégration ont été repré-
sentés pour chacune des deux intégrales sur la figure 2.17. Nous voyons que le domaine
dépend du signe de k. Nous supposerons par la suite que k£ > 0. Ce qui nous importera
le plus sera la valeur de la self-énergie pour £ = 0, ainsi que sa dérivée par rapport a
k, & k = 0. La connaissance de la self-énergie pour £ > 0 sera donc suffisante. Nous
effectuons alors l'intégrale sur k' en premier, et trouvons :

1 A—k q
i d
(2m)? (/0 @ = vk + 2¢) + in

—A
2A+g¢

-+ d - 2.118

/—A—k qw—UF(k+2Q)—”7 ( )

+ d - . 2.119

/_A qw—vF(k+2q)—1n) ( )

Remarquons que nous pouvons écrire cette somme d’intégrale en faisant apparaitre une
densité spectrale a 2 particules 1 trou, et une densité spectrale a 2 trous 1 particule.
On obtient le résultat suivant :

1 / dw'[ poprs (K, ) I tpa (K, &) ] (2.120)

(2mvR)? w—uvpk —w' +in  w—uvrk —w' —1in

_ ! /dw' plk, o) (2.121)

(2muR)? w —vpk — W' +insgn(w’)’
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17 "

(a) Premiére intégrale (k' > 0). (b) Deuxiéme intégrale (k' < 0).

F1G. 2.17 — Domaines d’intégration pour les intégrales apparaissant dans le
calcul du sunrise. Les hachures verticales et en biais représentent
les domaines interdits par les deux premiéres inégalités. Le do-
maine d’intégration est ensuite trouvé en prenant la zone non ha-
churée comprise entre les pointillés (resp. les points-tirés) si k£ > 0
(resp. k < 0).

AP )/ (2vr)

A

pipa(k, ')/ (20r) pop1i(k, w') / (2vr)

A —' Ak
T T

A =w’/(2vF)

F1G. 2.18 — Densité spectrale de la self-énergie a 2 boucles (sunrise).
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La densité spectrale totale, qui est simplement la somme des deux densités spectrales
(qui sont & supports disjoints), est représentée figure 2.18, pour £ > 0. Chacune des
intégrales de (2.118) s’évalue facilement, et le résultat final est (pour £ > 0, et toujours
pour k et w mesurés par rapport a kg et p) :

c2 s2
2 9 +3g
D) = Sy X ek

+(w — vpk) In (

(w — vpk + in)(w + vk — in)
(w4 vrk — 2vpA + in)(w — vrk + 2vpA — in))
w + vpk + 2vpA — in

w — vpk + 2upA — in)]

2 2 2 2
9+ 3¢° |w?® — (vrk)?|
~ (- In{ —— . 2.12
A 2@mopyr @ T vEk) n( (20pA)2 (2.123)

+(4vpA + w — vpk) In < (2.122)

Que déduisons-nous ce dernier résultat ? Premiérement, cette self-énergie est nulle
au point (k = 0,w = 0), c’est-a-dire en réalité si nous revenons aux variables “absolues”,
si (k = kp,w = p). Le contre-terme 6u(® pour le potentiel chimique est donc nul,
puisque la valeur du potentiel chimique est inchangée'®. Deuxiémement, si I’on se donne
une valeur de k, cette self-énergie s’annule pour une énergie vérifiant w—p = vp(k—kr).
Par conséquent, la vitesse de Fermi est elle aussi inchangée a 2 boucles, et le contre-
terme dv® est lui-aussi nul. Troisiémement et derniérement, puisque les deux contre-
termes qui étaient & notre disposition sont nuls, il nous faut faire appel & un autre
argument si nous voulons nous débarrasser de la divergence de la self-énergie (2.123),
quand A — oo.

Regardons le propagateur inverse habillé R!”. Dans les variables impulsion et
énergie relatives, il s’écrit :

GO (k,w) = (w — vek) [1 _ 5’2 (22;?;9;2 In (“"2(;%’;)2‘ )] . (2.124)

Si nous nous placons a la surface de Fermi, i.e. & £ = 0, et a ’énergie typique w = v,
nous obtenons :

c2 s2
O 0w =y |1 L3 (Y
Gy (k=0w=v)=v [ @ror)? n 2ok ) | (2.125)

Nous voyons sur ces deux expressions que l'effet des interactions est de multiplier
I'inverse propagateur libre par un facteur admettant un développement en constantes

16Rappelons que le potentiel chimique est I’énergie d’une particule ajoutée & la surface de Fermi.
Or les poles du propagateur donne le spectre des états & une particule. Ainsi, le pole & k = kr se situe
a4 w = p. Comme l'inverse propagateur libre, ainsi que celui calculé & ’ordre de 1 boucle s’annule en
(kg, ), et que la self-énergie due au sunrise s’y annule aussi, ce point est bien un pole du propagateur
calculé a 2 boucles, si le contre-terme du(?) est nul.

17Qu plus précisément sa partie réelle. Nous oublions la partie imaginaire, car celle-ci ne contient
aucune divergence.
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de couplage. On définit les propagateurs renormalisés comme suit :

1 -1
Giy(k,w) = -—Gru(hw) & Giy (k) = ZraGyi(k,w). (2.126)
R,L

Et on demande & ce que ces propagateurs renormalisés soient finis. Le facteur multi-
plicatif Z est ajusté en conséquence. L'usage est de demander que la prescription de

renormalisation suivante soit vérifiée :

-1

Gg?L) (k=0,w=v)=ZpGrr(k=0,w=v) = (2.127)

Cette condition est vérifiée a 'ordre 0, avec Z = 1. A un ordre plus élevée, elle définit
Z(¢% ¢°,vp; v, A). Ici, nous trouvons :

c2 s2
2)( ¢ s 9" +3g v
ZD(g, o vps v, A) = 1+ @r0p)? In <2UFA) : (2.128)

On peut de plus vérifier que 71, = Zy.

L’interprétation de ce facteur est celle d’'une renormalisation du champ : les
champs dont les fonctions de Green sont finies sont Wy ; définis par ¢y = ZIIL,E\IIR’L,
et non les champs 1 ; eux-mémes. La raison est que les opérateurs de création de
fermions nus 7 ne sont pas les opérateurs qui créent les excitations physiques de basse
énergie du systéme.

Considérons pour commencer le cas d’un liquide de Fermi (pour lequel le facteur
Z tend est fini). On sait que ce sont les quasi-particules et non les électrons eux-mémes
qui sont les bonnes excitations de basse énergie. Ces quasi-particules sont physiquement
assez proches des électrons (on peut les voir comme des électrons habillés d’un nuage
d’autres électrons avec lesquels ils interagissent). Z donne la taille du saut entre le
nombre d’occupation pour les états juste en-dessous et juste au-dessus du vecteur de
Fermi. Dans le cas libre, le nombre d’occupation prend les valeurs 1 et 0, et le saut
vaut donc 1. Quand il y a des interactions, ce saut devient plus petit que 1, et est égal
a Z. La renormalisation du champ permet donc de redonner une valeur 1 au saut, pour
les opérateurs physiques W. Nous renvoyons le lecteur au livre [Noz63| pour plus de
détails.

Dans le cas du liquide de Luttinger qui nous intéresse, la situation est plus dra-
matique : le poids de quasi-particule est non seulement divergent avec A, mais il tend
vers 0 si nous faisons tendre v vers 0 (I’expression (2.128) nous ferait plutot penser
que ce poids tend vers —oo, mais c¢’est sur I’expression améliorée par le RG qu’il faut
raisonner, cf par exemple [Col84]). C’est pourquoi nous avons été obligés de donner
des prescriptions de renormalisation & une valeur finie de v. Ni les électrons, ni les
quasi-particules ne sont les bonnes excitations de basse énergie. On sait en fait que ce
sont des modes collectifs bosoniques de densité (cf [Tomb50]).

Nous complétons cette discussion en montrant comment on peut obtenir des infor-
mations plus précises sur le propagateur renormalisé. Le propagateur non renormalisé
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Gr,1, ne dépend en fait que des constantes d’interactions nues. En effet, il ne faut pas
oublier que c’est le propagateur des fermions ¢, pour un Hamiltonien définit par les
quantités de hautes énergies. Que nous ayons fait notre théorie des perturbations avec
les grandeurs de basse énergie ne change rien au Hamiltonien de départ. Nous avons
simplement scindé ce dernier en deux morceaux, afin de faire apparaitre une partie
de basse énergie, et les contre-termes. Le propagateur renormalisé et les Z dépendent
quant & eux des quantités de basse énergie. Nous avons donc, si nous notons bien les
dépendances dans les différentes quantités :

-1
G (kyw; g% v, A) = Zrp(9% v, A)GRL (K, w; g3 (9% v, A); A). (2.129)

En fait, pour simplifier les notations, nous n’avons pas du tout écrit les dépendances
dans la vitesse de Fermi, ni dans le potentiel chimique, qui n’ont de toute facon pas
de flot. L’équation ci-dessus aurait tout aussi bien pu étre écrite a une échelle /. Mais
alors, puisque g3(g%; v, A) = g8 (gﬂ'; V', A), le propagateur non renormalisé est inchangeé.
Si on fait le quotient membre & membre des équations obtenues aux échelles v et v/, on
obtient le lien suivant entre les propagateurs renormalisés & deux échelles différentes :
-1 -1

Gg?L) (k,w; g% v, A) = or1(g% v, V', A) Ggi) (k,w; g*; V', A), avec (2.130)
ZR,L(ga; v, A) o ZR,L(ga; v, A)
Zrp(go v, ) Zrn(g%(g% v, v, A); v A)

PrL(9% v,V A) = (2.131)

L’intérét d’écrire tout ceci est que si 'on évalue ’avant derniére équation pour £ = 0
et w = v/, qu’on utilise la prescription de renormalisation (2.127) & I’échelle v/, puis
qu’on remplace ' par w, on obtient :

-1
G%Zfﬁ (k=0,w;9%v,A) =werL(g®;v,w,A). (2.132)

Nous pouvons donc porter notre attention sur la fonction ¢. Pour obtenir une équation
différentielle vérifiée par ¢ (tout comme nous I’avions fait pour les g%) nous remarquons
que :

@R,L(ga;yay”aA) = @R,L(ga;VaylaA)QOR,L(gal;Vlal/”’A) (2133)
= @R,L(ga;y’yl,A)ng’L(g_a(ng;]/’]/I’A);]/”Z/H’A), (2134)

Nous dérivons ensuite cette relation par rapport & v”, puis faisons v” = /. Nous
obtenons :
2 onalg v A) = onnlgi v A) | @ A )
8V,SOR,LgaVaV7 _(PR,LgaVaya aVI,SOR,Lg g iv,v, v,vo, o
(2.135)

La condition initiale est bien str : pr (9% v, v, A) = 1.

Que trouvons-nous pour notre exemple? Puisque nous travaillons a 2 boucles,
nous devons nous limiter pour la fonction ¢ a une précision d’ordre 2 en constante de
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couplage. En utilisant le résultat (2.128) a 2 boucles pour Z, et en remplacant ¢g®' par
¢*?, nous obtenons :

oan(g vV A) =1+

9° +3¢" (”) (2.136)

(2mvR)? v

qui ne contient plus aucune divergence. (2.135) devient ici :

? , Lg% (g% ., ) + 355 (g% 1., A)
O (v A) = %,/ ) |- T —
o' (pR,L(g v, v, ) (,OR,L(Q UV ) [ 17 (27TUF)2 ’
(2:137)
soit aussi :
a . —_—
I [pr (9%t A)] =G (9% 6., A) + 35 (%1, A). (2.138)

ot

Afin de pouvoir trouver ¢, et donc le propagateur renormalisé, il nous faut d’abord
connaitre ’évolution des couplages, et ce aussi, a priori, & 'ordre de 2 boucles. C’est
ce & quoi nous nous attaquons maintenant.

2.3.2 Le vertex & deux boucles

Etant donné que le nombre de graphes de Feynman est assez important, nous
allons étudier les graphes les plus simples a évaluer en premier. Nous commencerons
donc par les graphes de Feynman faisant intervenir des contre-termes, puisque leur
évaluation se déduit des résultats & 1 boucle. Le graphe de Feynman de la figure 2.19
fait intervenir le nouveau contre-terme d¢g(®). Son expression est simplement :

1

F1G. 2.19 — Graphe de Feynman pour le vertex (pour le jeu de pattes externes
habituel, mais I’expression associée est indépendante de celui-ci),
faisant intervenir le nouveau contre-terme §¢®.

5F(2),ct(69(3))(y) _ 696(3)]:[7',7"]1p,p’ + 5gs(3)o.T,T, ST (2.139)

)
T ’p !p’T
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Nous avons ensuite les 4 graphes de Feynman des figures 2.20 et 2.21, qui ne sont autres
que les graphes de type bulle pp et pt, dans lesquels une des interactions est remplacée
par le contre-terme de 1’ordre précédent, 6g(?). Les graphes 2.20(a) et 2.20(b), ainsi que

F1G. 2.20 — Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour le vertex, dus au contre-
terme de type 6¢® insérés dans une bulle pp.

", v
T ’Qa§+wq

Fi1G. 2.21 — Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour le vertex, dus au contre-
terme de type 6¢® insérés dans une bulle pt.

2.21(a) et 2.21(b) sont de maniére évidente égaux, tout comme 1’étaient les graphes
avec deux ronds noirs (cf note de bas de page 6). Les expressions de ces différents
graphes se déduisent de plus des équations (2.77) et (2.78), en remplagant un carré
¢°? par ¢®6¢*®. Etant donné les valeurs (2.84) trouvées a l'ordre précédent pour les
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contre-termes, la somme des quatre graphes de Feynman considérés ici vaut :

TN () = 43¢ gy (D) - Ty (2.140)
= —16¢°°V2 (D)0 s - Opp (2.141)

1 . .
= —16983W(1n2(1/) —irIn(?) + O(1))orq - o). (2.142)

Remarquons qu’il était nécessaire de calculer la bulle en prenant les termes finis en
compte, car une fois la bulle élevée au carré, ces termes donnent une contribution
divergente sous-dominante. Nous ne cherchons par contre pas a trouver les termes finis
des graphes & 2 boucles, car ceux-ci seraient uniquement importants si nous avions
prévu d’aller a 3 boucles, ce que nous ne ferons pas.

Nous pouvons maintenant passer aux graphes de Feynman qui sont une bulle
pp ou pt, mais dont un des propagateurs est “décoré” par une insertion de self-
énergie de l'ordre 1 boucle. Ceux-ci sont représentés sur les figures 2.22 page sui-
vante, 2.23 page 76, 2.24 page 77 et 2.25 page 78. La contribution totale de tous
ces graphes est nulle. En effet, considérons par exemple les trois graphes de la figure
2.22. Le graphe de Feynman 2.22(c) est nul car le contre-terme dv(!) est nul. De plus,
la somme de 2.22(a) et 2.22(b) vaut zéro, puisque le contre-terme §u") avait justement
été ajusté, a 'ordre précédent, pour compenser la modification du potentiel chimique
due a la self-énergie & une boucle insérée dans 2.22(a).

Regardons a présent les graphes de Feynman dans lesquels aucun contre-terme
n’apparait. Ils font donc intervenir trois interactions. On génére une partie de ces
graphes en considérant une bulle pp ou pt, dans lequel on remplace une des interactions
par une autre bulle pp ou pt. Les diagrammes les plus simples ainsi engendrés, lorsque
le caractére pp ou pt des deux bulles est le méme, sont des bulles mises en série, comme
indiqué sur la figure 2.26 page 79. Nous indiquons en légende ce que vaut chaque graphe.
Nous le ferons d’ailleurs pour tous les graphes a venir. En ce qui concerne les intégrales
a calculer, c’est trés simple, il suffit d’élever le résultat pour une bulle au carré. Les
facteurs de spin sont légérement plus difficile & calculer qu’a 1 boucle, a cause du cas
ol les trois interactions sont du type spin-spin.

Si nous insérons une bulle pt dans une bulle pp ou réciproquement, nous pouvons
obtenir 4 nouveaux graphes, représentés figures 2.27 page 80, et dits graphes “parquet”.
Les calculs sur les matrices de Pauli sont de la méme difficulté que pour les séries de
bulles. Par contre, les intégrales sont beaucoup plus difficiles & évaluer. Ceci est dii au
fait que les intégrales sont imbriquées, et les divergences sont plus difficiles & extraire.
Dans la littérature en Anglais, on parle d’“overlapping divergencies”. Nous ne donnons
ici que les résultats sans aucune justification (nous demandons au lecteur de nous croire
ou de refaire les calculs lui-méme). Si nous calculons la somme des contributions des 6
derniers graphes étudiés (& savoir les séries de bulles (s) et les graphes parquets (p)),
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F1G. 2.22 — Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour le vertex, dus a une
insertion de self-énergie sur la branche droite de la bulle pt.

nous obtenons un grand nombre de simplifications, et le résultat est :

Sr2)stp (v) = 16gS3

1o
T ,p ,p?T

W(ln (17) —im 111(17) + 0(1))U’T,T’ “O (2143)

—sT@etCs™) () (2.144)

)
T 7p 7p,T

Les graphes faisant intervenir les contre-termes d¢(® viennent donc exactement com-
pensé les 6 derniers graphes que nous avons vus.

Mais nous n’avons pas encore épuisé tous les graphes de Feynman possibles. Pour
les trouver, nous allons utiliser des nouvelles bulles que nous n’avons pas encore des-
sinées, car nous les avons négligées sans le dire, & une boucle. Cette bulle donne une
contribution de type g4 (cf Tab. 1.1) et comme nous avions fait ’hypothése (cf section
1.2.2) que nous négligions les interactions g4, nous n’en avons pas parlé jusqu’ici. La
bulle dont il est question est représentée sur la figure 2.28 page 80. Nous n’avons pas
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F1G. 2.23 — Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour le vertex, dus a une
insertion de self-énergie sur la branche droite de la bulle pt.

représenté la bulle ou les caractéres R et L des lignes sont inversées, mais il faudra se
souvenir qu’elle existe, quand nous voudrons regarder les graphes a 2 boucles. Cette
bulle avec le jeu habituel d’impulsions et d’énergies des pattes externes, est exactement
égale a zéro (puisque les deux propagateurs de la bulle sont identiques, cf argumenta-
tion au début de la section 2.3.1). Pour des impulsions et énergies quelconques, ceci
n’est plus vrai, mais l'intégrale donne un résultat fini. Aucune divergence n’apparait
dans ce graphe, ce qui justifie que nous n’avons pas pris en compte les interactions
de type g4'8. Faisons une derniére remarque. Quand nous avons calculé le diagramme

18En fait il faudrait étre plus rigoureux que cela, les garder, et on verrait qu’ils changent quand
meéme la physique, mais nous ne le ferons pas, afin de simplifier notre discussion. On peut montrer que
ces termes en g4 sont renormalisés & 2 boucles, et qu’ils ne changent les flots des autres couplages qu’a
3 boucles, ordre auquel nous n’irons jamais dans ce travail. De plus, étant donné que pour ’étude de
la surface de Fermi nous nous restreindrons & une boucle pour les couplages, ces termes peuvent (et,
pour rester & un ordre cohérent, doivent) étre négligés. Nous renvoyons le lecteur a l’article [RST79]
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| T~

p;O,%”, Pt % \p’;OJ

Fi1G. 2.24 — Diagrammes de Feynman & 2 boucles pour le vertex, dus & une
insertion de self-énergie sur la branche droite de la bulle pt.

sunrise pour la self-énergie, nous avons déja rencontré cette bulle. Elle était formée
par les deux propagateurs L. C’est d’ailleurs pourquoi cette self-énergie ne diverge que
logarithmiquement, et non comme un logarithme au carré. Le sunrise ne présente pas
ici d“overlapping divergencies”.

Bien que nous négligeons les g4, nous pouvons quand méme utiliser la bulle
dessinée a 1 boucle pour trouver de nouveaux graphes contribuant & la renormali-
sation de notre vertex de type go. Nous avons premiérement la série de bulles g4 (cf
figure 2.29 page 81)qui donne une contribution elle aussi finie, donc que nous négli-
geons. Mais nous trouvons aussi deux graphes de type parquet (cf figure 2.30 page 81),
qui donnent une contribution divergente indiquée en légende. La correction & 2 boucle

et les références qui s’y trouvent, pour plus de détails.

7



CHAPITRE 2. GROUPE DE RENORMALISATION A DEUX BOUCLES POUR LES FERMIONS EN
UNE DIMENSION

F1G. 2.25 — Diagrammes de Feynman & 2 boucles pour le vertex, dus a une
insertion de self-énergie sur la branche droite de la bulle pt.

au vertex, due a ces deux derniers graphes vaut :

[T}

511(3’),;13:/)’974 (v) = [2(9C3 + 39CQS2)H7,T’Hp,p’ + Q(QCQQS - 953)‘77,7’ ) o'p,p’}
1
X | ——In(?)| . (2.145
[ o n(u)] (2.145)

Etant données les diverses simplifications entre graphes, il ne reste au final que
la contribution ci-dessus et celle donnée par le contre-terme d’ordre 3 (cf (2.139)) :

1 -
o0 e (V) = [%°<3>+2gc<gﬁ+3f?>><{—WW”)}] b
1

- [(595(3) +9°(29°* — 2¢%) X { ~ Grop)? ln(ﬁ)}] Oryi - Oy (2.146)

(2mvp
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(a) = {(.‘]C3+99 9°° =69 )L 0y, + (b) = {(9°°+99°9>* +6¢°°) L, L oo+
(3¢ Gg2gS2+7gS3)a'T 7O pr X (3g°* S+692932+7953)UT 710 pr } X
{(z,wF (In*(7) —irIn(7)) + O(1)} {@remyz (I0°(#) —irIn(?)) + O(1)}

F1G. 2.26 — Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour le vertex, de type bulles
en série.

Nous ne devons pas encore identifier les contre-termes, car nous n’avons pas tenu
compte de la renormalisation du champ pour I'instant. Tous nos calculs ont été effectués
en prenant les champs v et non les . Nous avons donc utilisé la fonction de Green
G, puis le vertex défini en passant dans I’espace de Fourier, en divisant par i, et en
amputant des quatre propagateurs habillés G. Si nous utilisons les champs renormalisés
U, la fonction de Green & 4 points renormalisée est GI™ = GT/(ZzZ.). Le vertex

renormalisé T(®) est défini par 'amputation de G ®) des propagateurs renormalisés
G™ = G/Z. Nous avons donc la relation ['®) = Zz Z; T. Si nous utilisons tout ce que
nous avons calculé, nous trouvons que le vertex renormalisé & 2 boucles vaut :

F(R 2) (V) — [gc + (596(3)} ]I’T,T']Ip,p’

ap 50T

+ [g +6g°®) + 8¢ x { ln(ﬂ)}} OrrOpy. (2.147)

(2muR)?

Il est maintenant temps d’ajuster les contre-termes pour annuler les divergences qui
restent (i.e. qui n'ont ni été supprimés par les contre-termes des ordres précédents,
ni par la renormalisation du champ) et faire en sorte que le vertex renormalisé vaille

Il + G0 T
1
5@ — 0. ot 5553 = _8g% {71 ) } 2.14
g , et &g 9> x @rop)? n(?) (2.148)

Nous vérifions donc bien que la constante de couplage de charge ne se renormalise pas
non plus & 2 boucles.

L’étape suivante est de trouver 1’équation différentielle donnant le flot de renor-
malisation du couplage de spin. Nous laissons le lecteur reprendre la méthode exposée
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(b) ={(g°*+9g°¢°* +6¢°*)I, /1, +
(39:295 - 29“955 —9°)0 Ty} %
{_§W (ln (V) - lﬂln(y)) +
o)}

(C) :{(9C3 +990982 - 6983)117',7"]1;2,/)’ + (d) :{(QC3 +9.gcgs2 _6QS3)]IT,T’]IMP’ +
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F1G. 2.27 — Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour le vertex, de type par-

quet
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F1G. 2.28 — Bulle donnant une contribution gy.
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F1G. 2.30 — Diagrammes de Feynman a 2 boucles de type parquet, faisant
intervenir une bulle de type g,.

a la section 2.2.3, pour 1 boucle. En simplifiant les notations (nous ne notons plus les
variables dont elles dépendent) nous obtenons ’équation différentielle suivante :

0= =2 =3
%gs =4¢5" — 8g° . (2.149)

La différence principale avec le flot a 1 boucle est I'apparition d’une ligne de points fixes
a couplage fort, pour §¢ quelconque et g° = 1/2. Ces points fixes sont stables puisque le
flot linéarisé autour des points fixes s’écrit (on pose §° = 1/2+6¢°) : 9ydg° = —26g°. 11
est possible d’intégrer le flot exactement, mais nous ne pouvons qu’exprimer le temps
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en fonction des couplages et pas l'inverse. On trouve que :

1/1 1 1 F 1-25
t,: —_ = — = +—1n ‘?— X ‘? - (2150)
4\ G 2 g 1-2g°

Nous avons établi cette équation avec pour seule intention de pouvoir comparer les

100 T
1 boucle -----
80 -2 boucles
60 -
tl
40
20 -
0 L
-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0

(5 0,)

F1G. 2.31 — Flot & 2 boucles de la constante de couplage de spin, pour une

valeur de haute énergie négative (§° = —0.1).
I I I I
5 1 boucle -—---- .
2 boucles
4 -
¢3r 7
N [ IS A
1k A
0 i ] ] ] ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
§°(7%0,t)

Fi1G. 2.32 — Flot a 2 boucles de la constante de couplage de spin, pour une va-
leur de haute énergie positive (§° = 40.1). Les droites représentent
les asymptotes de chacune des courbes.

flots & 1 et 2 boucles. Ceux-ci sont représentés sur les figures 2.31 et 2.32, ou les axes
ont été inversés par rapport a la figure 2.11 page 61 donnant le flot & 1 boucle. Les
courbes en pointillés sont les courbes a 1 boucle, et celles en traits pleins les courbes a
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F1G. 2.33 — Diagramme de phase a 2 boucles, dans 1’espace (¢¢, ¢°). Les ronds
noirs représentent les points fixes, pour les trajectoires de RG
considérées.

2 boucles. Nous donnons aussi pour étre complets le diagramme de phase dans I'espace
(g%, g°) : voir figure 2.33.

Lorsque le systéme reste a coulage faible (couplage de spin initial négatif), nous
constatons donc que 'approximation a 1 boucle est tout a fait satisfaisante (comme
nous nous en doutions déja dés I'introduction de ce chapitre). Lorsque le systéme part
a couplage fort les flots a 1 et 2 boucles différent assez rapidement. Néanmoins, cela ne
veut pas dire que le flot & 1 boucle est complétement faux. Par exemple, pour l'effet
Kondo, la physique correspond a un point fixe o le couplage est infini [AYH70, Wil75|.
Le RG & une boucle donne lieu & un tel point fixe, alors que le RG & deux boucles donne
un point fixe de couplage fort mais fini [FZ71, AM70|. En un sens donc, il peut arriver
que le RG a une boucle donne de meilleurs résultats que le RG a deux boucles. Il n’y a
aucune fagon de savoir quelle approximation sera la meilleure. Comme nous I’avons déja
dit, dans une situation ou les flots partent a couplage fort, la validité du RG, quelque
soit ’ordre auquel on va, doit étre mise en doute. L’intérét des flots de RG a une boucle
est que I'on obtient des directions fixes, qui donnent la forme du Hamiltonien de basse
énergie, sans pour autant donner la force de l'interaction effective. Cela donne une
bonne idée qualitative de la physique de basse énergie du systéme étudié.

2.3.3 Pertinence du 2 boucles

La derniére discussion justifie que pour la suite de ce travail, quand nous considé-
rerons le cas plus complexe ot la surface de Fermi peut se déformer, nous ne calculerons
le vertex qu’a l'ordre de 1 boucle. Ceci allégera notablement les calculs, et aura des
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chances, comme nous venons de le voir, de ne pas étre une si mauvaise approximation
que cela.

Pouvons-nous nous permettre de n’aller qu’a 1 boucle pour la self-énergie et le
propagateur ? Nous verrons (cf chapitre 3) qu’en ce qui concerne la surface de Fermi
et ses déformations, énormément de physique est contenue dans le diagramme sunrise,
donc il nous faudra aller & 2 boucles pour la self-énergie. Mais, sans méme invoquer la de
déformation de la surface de Fermi, nous pouvons dire que la physique du propagateur
ne commence a étre capturée qu’a 2 boucles. En effet, & 1 boucle, nous avons vu
que rien ne se passe, mis a part le changement (¥’ — . A 2 boucles, par contre,
nous avons été obligés de renormaliser le champ. Calculons maintenant la fonction ¢
vérifiant ’équation différentielle (2.138). Pour simplifier, nous utiliserons 1’expression
a 1 boucle des couplages pour évaluer le membre de droite. Il est facile de montrer que
dans ce cas :

~c2

AN 3g° 1 1 B
o (Y 3g° _ , 2.151
dr(9% v,V A) (V) exp [ A <1 45t 1 _4gst>} (2.151)

Le facteur faisant intervenir ¢g° décrit ’extinction du couplage non pertinent g°, quand
celui-ci est initialement négatif, et son explosion quand il est positif. Dans le premier cas,
si nous supposons que v et v/ sont trés petits devant 2vpA, i.e. que ¢ et ¢’ sont grands,
ce facteur est quasiment égal a 1, et nous pouvons ’oublier. Dans ce cas 1’équation
(2.132) donne :

o

5C2

R) (1 _ (1 e oc _Lwye
GR,L(k—O,w,g,l/,A)—w(V) . (2.152)

Ainsi, si le couplage initial de spin est négatif, le propagateur renormalisé se comporte
comme w9 pour w faible. Aucune échelle d’énergie n’apparait : la théorie est
critique, et on a un exposant de w différent de -1 pour le propagateur. De plus, le résidu
du propagateur a la surface de Fermi est nul, puisque c’est la valeur & w = 0 de ng,2 L) !
Les quasi-particules ont disparu : notre systéme n’est pas un liquide de Fermi, mais un
liquide de Luttinger (voir par exemple les articles [Lut63, Tom50, ML63, Hal81|, ainsi
que les articles de revue [Sch91, Voi95]). Il est en fait bien connu que les excitations
élémentaires sont des modes collectifs (ondes de densité), de caractére bosonique. Notre
approche perturbative, qui se fait en termes de fermions, est ainsi capable de nous dire
qu’il est préférable de ne pas utiliser les fermions! Si au contraire, le couplage de spin
est positif, le propagateur devient exponentiellement petit, & I’échelle d’énergie donnant
le gap, et de méme, nous apprenons qu’il vaudrait mieux changer de description.

Nous voyons donc que le passage a 2 boucles pour la self-énergie est crucial.
Bien stir, nous n’obtenons pas les résultats exacts pour les exposants des fonctions de
corrélations, mais nous avons au moins le premier terme d’'un développement limité.

2.3.4 Limitations de la méthode

Faisons ici quelques remarques sur le RG tel que nous ’avons présenté, et ses
limitations. Il est connu que les liquides de Luttinger ont la propriété que les excitations
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élémentaires de charge et de spin, ont des vitesses différentes. C’est la séparation spin-
charge. Dans tous les calculs que nous avons faits, nous avons vu que la vitesse de Fermi
ne se renormalise pas. En un sens c’est en fait heureux. En effet, notre théorie est une
théorie relativiste (modéle de Thirring sans masse), avec une vitesse de la lumiére égale
a vp. Nous sommes donc satisfaits par 'invariance de la vitesse de la lumiére! Mais
nous n’obtenons pas de séparation spin-charge, ni méme la renormalisation de vitesse de
Fermi habituelle pour le modéle sans spin. En fait, ces renormalisations de vitesse sont
des effets de réseaux (méme dans la bosonisation, il est nécessaire d’introduire un cut-off
pour supprimer certaines divergences), et sont donc capturables uniquement si le cut-
off n’est pas strictement infini. Ayant en téte les complications dues aux déformations
de la surface de Fermi, nous avons pris le parti d’utiliser une méthode simple, qui ne
capture pas de tels effets de réseau. Nous utilisons la propriété de renormalisabilité
de la théorie, ce qui apporte des simplifications appréciables. Il serait bien siir plus
satisfaisant de pouvoir tout prendre en compte, mais il faudrait pour cela utiliser un
RG Wilsonien qui est plus complexe & mettre en ceuvre, puisqu’il permet de traiter
toutes les variables, qu’elles soient pertinentes, marginales ou irrelevantes.

Si nous regardons la self-énergie a 2 boucles, il est aussi clair qu’elle a une partie
imaginaire finie. Autrement dit, la densité spectrale ne comporte plus de vrais pics de
Dirac, mais des pics élargis, donnant un temps de vie fini aux excitations. Ceci n’est
pas non plus pris en compte par notre RG.
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Chapitre 3

Déformations de la surface de Fermi :
un cas simple

Le présent chapitre et le suivant font 'objet de notre deuxiéme article [DD02].
Cet article est long et détaillé, mais étant donné qu’il s’agit du cceur de ma theése, j’ai
quand méme tenu a rédiger ces deux chapitres, quitte a ce qu’il y ait des répétitions
avec cet article. Toutefois, I’ordre dans lequel les choses sont expliquées dans I’article
et dans ma thése n’est pas tout a fait le méme, et je pense que les deux textes peuvent
se compléter avantageusement. La partie sur le calcul par RG des déformations de la
surface de Fermi est plus détaillée ici que dans D’article, et je conseille donc au lecteur
de lire cette partie dans la thése, d’autant plus que la thése traite essentiellement du
systéme de deux chaines de fermions sans spin, qui est le cas le plus simple.

Nous commengons par donner une interprétation énergétique (en termes de théo-
rie des perturbations indépendante du temps de Mécanique Quantique) des déforma-
tions de la surface de Fermi, qui sera la base physique de tous nos calculs plus com-
plexes. Nous nous intéresserons ensuite au formalisme de la théorie des champs, et
verrons que le calcul habituel de la self-énergie (dont le point de départ est le fonda-
mental libre) souffre de divergences qui ne sont curables que si I’on utilise une théorie
des perturbations renormalisée (le point de départ sera un état ayant la surface de
Fermihabillée). Nous verrons enfin comment implémenter les idées du RG dans le cadre
des déformations de la surface de Fermi.

3.1 Quelques généralités et définitions

Nous avons vu au chapitre 1 comment la surface de Fermi est définie quand il
n’y a pas d’interactions. Si les électrons interagissent, il n’y a aucune raison pour que
la surface de Fermi reste identique a celle quand les électrons sont libres. Nous devons
pour commencer préciser ce que nous entendons par surface de Fermi d’un systéme
d’électrons en interaction. Dans le cas libre, nous avions défini la surface de Fermi



CHAPITRE 3. DEFORMATIONS DE LA SURFACE DE FERMI : UN CAS SIMPLE

comme étant la surface (ligne en 2D) que forment les derniers états a une particule
occupés, dans I’état fondamental. Bien siir, puisque nous étudions le fondamental, toute
la discussion se fait a température nulle. La distribution de particules dans I’espace
réciproque est alors telle que le nombre de particules par état est 1 (pour des fermions
sans spin) ou 2 (avec spin) pour les états a l'intérieur de la surface de Fermi, et 0 a
Iextérieur. A température non nulle, la distribution aurait un bord moins franc, et la
transition entre états occupés et états vides se fait sur quelques kg7". Comme notre but
est d’étudier la surface de Fermi, nous avons décidé de travailler & température nulle'.
Quand nous branchons des interactions entre électrons, les ondes planes ne sont plus
des états propres du Hamiltonien, et la distribution de particules n’a plus aucune raison
d’avoir un bord franc?, par conséquent la position d’un tel bord ne peut donc servir
de définition de la surface de Fermi. En fait, la surface de Fermi pour des électrons
libres, est aussi un ensemble isoénergétique d’états a une particule, pour une énergie
qui est le potentiel chimique (libre). Si on rajoute une particule au systéme, ’énergie
minimale a fournir est ce potentiel chimique. Nous définirons la surface de Fermi en
interaction exactement de cette maniére : le lieu des états & une particule de méme
énergie, appelée potentiel chimique (en interaction cette fois-ci), et qui est 'énergie la
plus petite qu’il faut fournir pour rajouter une particule (ou en enlever une). Cette
définition a été donnée par Luttinger dans [Lut60].

Bien que peu de choses soient connues sur le calcul de la surface de Fermi en
interaction, il existe quand méme des résultats trés généraux, dont le suivant, toujours
di a Luttinger [Lut60] dont nous avons déja parlé (cf 2.2.2), et qui est appelé théoréme
de Luttinger : le volume de la surface de Fermi d’un systéme en interaction est le méme
que celui du systéme libre associé. Ce théoréme qui traduit la conservation du nombre
de particules n’est pas une trivialité, puisque le nombre d’occupation dans les états a
une particule, n’est pas simplement égal & 0 ou 1. Nous ne démontrons pas ce résultat
dans sa généralité dans ce travail. Nous montrerons néanmoins que ce théoréme est
vrai dans le cas simple qui suit, & 'ordre 2 en perturbation ot nous travaillons.

3.2 Se faire une intuition

Dans cette section, et dans la suivante 3.3, afin d’alléger les notations, nous ne
noterons pas les indices B qui indiquent que les constantes de couplages sont celles de
haute énergie. 1l faut toutefois retenir que tous les couplages qui apparaitront ici sont
des couplages “bare”.

1On peut bien sGr aussi travailler & température finie et prendre la limite de température nulle
quand on s’intéresse a la surface de Fermi. Mais nous verrons que les problémes principaux de la
théorie des perturbations sont les mémes dans les deux formalismes. De plus, nous pensons qu’il y a
des lecons & apprendre des problémes particuliers du formalisme & température nulle.

2Comme nous I’avons déja dit au chapitre précédent, pour un liquide de Fermi, il existe encore
une discontinuité de la distribution de particules, mais celle-ci n’est plus de 1 mais de Z < 1. Pour
un liquide de Luttinger, il n’y a plus du tout de discontinuité, mais il reste une singularité en loi de
puissance.
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Le probléme des déformations de la surface de Fermi est suffisamment complexe
pour mériter qu’'on commence par étudier un cas simple, avec une méthode simple.
Ceci fut 'objet de mon stage de DEA. Les résultats que nous avions obtenus sont la
base sur laquelle nous nous sommes reposés tout le long de mon travail de thése. Je vais
donc réexposer ici ces résultats (légérement modifiés et améliorés par la compréhension
gagnée pendant la thése), en commengant par un résumé succinct des idées principales.

Les déformations de la surface de Fermi sont comprises d’un point de vue énergé-
tique. La premiére chose & comprendre est que le branchement adiabatique des inter-
actions ne fonctionne pas, a cause des multiples croisements de niveaux qui ont lieu au
fur et & mesure que l'interaction augmente. En particulier, le fondamental en interac-
tion n’est pas obtenu a partir du fondamental libre. L’idée est alors de calculer, grace a
la théorie des perturbations habituelle de mécanique quantique, I’énergie de plusieurs
états du systéme en interaction, obtenus a partir d’états libres excités, possédant des
distributions de particules (i.e. des surfaces de Fermi) différentes. L’état en interaction
de plus basse énergie sera alors le fondamental en interaction, obtenu a partir d’un état
excité libre. Nous aurons alors obtenu la surface de Fermi en interaction, comme étant
la surface de Fermi de cet état excité libre.

3.2.1 Le modéle

Nous étudions le systéme le plus simple qui soit, dont la surface de Fermi peut
se déformer : un systéme de deux chaines (i.e. une échelle) de fermions sans spin.
Nous renvoyons le lecteur au chapitre 1 pour le détail des notations. Nous utiliserons
des vitesses de Fermi identiques pour les deux branches, pour faire simple. Nous ne
considérons pas les Umklapps. Seules les interactions représentées sur la figure 3.1
sont prises en compte. Pour simplifier, nous n’utilisons pas les notations trés générales
Gs(I,J), mais nous appelons les 5 interactions de basse énergie possibles A, B, C, D et
F3. Nous noterons de plus les chaines 0 et 7, qui sont les impulsions transverses, et non
1 et 2. Les interactions C', D et F' apparaissent deux fois a cause de la symétrie droite
gauche, ou & cause de I'hermiticité du Hamiltonien. L’interaction de type D ne peut
exister a énergie nulle (i.e. toutes les particules détruites et créées le sont a la surface de
Fermi) que si les vecteurs de Fermi des deux chaines sont égaux. En effet, considérons
I'interaction D de la figure 3.1, a gauche, et supposons que la particule R est détruite
et créée a la surface de Fermi, et que la particule L est détruite & la surface de Fermi.
Par conservation de 'impulsion, cette particule L doit étre créée a impulsion £ telle que
(nous notons ici kg et k, les impulsions de Fermi sur les deux chaines) ko — k., = k, +k.
Soit k = kg — 2k,. 1l est donc évident que kK = —ky n’est possible que si kg = k. 1l
serait donc tentant de négliger cette interaction D dans le cas d’une surface de Fermi
qui n’est pas plate, puisque nous sommes intéressés par la physique de basse énergie.
Nous allons voir que ce serait une grossiére erreur, car ce sont justement ces processus

% Nous n’avons pas mis de facteur 1/N = 1/2 dans le Hamiltonien d’interaction. Il y a donc des
facteurs 1/2 & prendre en compte. Par exemple : D = G1(1,2)/2. Notons aussi que nous n’avons pas
utilisé la lettre £ mais F, car E est réservée pour I’énergie.
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F1G. 3.1 — Interactions de basse énergie pour ’échelle.

qui sont les plus intéressants du point de vue des déformations de la surface de Fermi!
Il est de plus clair que si la surface de Fermi se déformait suffisamment, jusqu’a devenir
plate, les processus D existeraient a énergie nulle, et c’est un argument de plus pour
ne pas les négliger.

3.2.2 Perturbations au premier ordre

Nous allons commencer par étudier les déformations de la surface de Fermi, en
utilisant la théorie des perturbations indépendante du temps, au premier ordre. A un
état propre (du Hamiltonien) libre |n)y d’énergie EY) correspond un état propre en
interaction |n) d’énergie E,. Nous ne nous intéresserons qu’a la valeur de ’énergie en
interaction, et pas a la forme du ket d’état lui-méme. Il est bien connu qu’on a alors
(nous donnons la formule au second ordre) :

VakVien

0 0
o B — B

Les états |n)o dont nous calculerons les énergies propres sont les suivants. Nous appel-

lerons |0; kg)’z), kgfﬂr)() le fondamental libre. Celui-ci est tel que la branche 0 (resp. 7) est

remplie jusqu’a kg% (resp. kg)gr) Le 0 a l'intérieur du ket est simplement 1a pour rap-
peler qu’il n’y a aucune excitation particule-trou. Nous notons de méme |0; kg o, kF x)0
I’état libre dont les branches 0 et 7 sont remplies jusqu’a kr et kg . Nous travaillons
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a nombre de particules fixé, et avons donc la relation : kg o + kp, = k}(g% + kg)zr Pour

le choix krpy = kéoz) nous retrouvons bien entendu le fondamental libre. Enfin, nous
considérons aussi des états obtenus a partir de ces derniers états mais possédant une
particule R supplémentaire, d’impulsion ¢, sur la chaine 0, ou 7. Nous les notons :
11,4,0(m); kp o, kp)o. Bien entendu, ¢ > kg o(r). Nous n’introduisons pas d’états avec
une particule en plus sur la branche L, ou encore un trou au lieu d’une particule, car
nous n’en aurons pas besoin. Afin de régulariser les divergences qui vont apparaitre,
disons dés maintenant que nous mettons un cut-off A autour de chacune des impulsions
de Fermi libres (comme nous ’avions fait au chapitre 2, cf figure 2.6 page 43, quand il
n’y avait qu’une seule impulsion de Fermi). Les énergies de ces états, a 'ordre 0, i.e.
sans interaction, sont facilement calculables (le facteur 2 vient des deux branches R et
L qui donnent la méme contribution) :

kro—ki) kp x ki)
E©(0; kp o, ki) =2 Z (N(O) + Uéo)k> + Z (M(O) + Ul(vo)k) (3.2)
k=—A k=—A
L kF,o—k(F% kF,w—k(F(fﬂr
_9 / ke (1 + k) + / dk (1@ +v{"k)
271 | Je=-a k=—A
Lo on_ 0rey . UL )
= Z(2uOA = oPA%) + = (key — K0)) (3.3)
T T
et
EO(1,q,0(r); ke, ke ) = EO(0; koo, k) + 1@ + 0 (g — k). (34)

Pour établir ces formules, nous avons supposé que le systéme est suffisamment grand
pour pouvoir remplacer les sommes par des intégrales®. Nous avons aussi utilisé la
conservation du nombre de particules, pour ne garder dans les expressions que les
impulsions faisant référence a la branche 0. Notons que nous retrouvons bien le fonda-
mental libre en demandant que 1’énergie soit minimale.

Voyons ce qu’il en est & 'ordre 1. Les interactions de type D et F' ne donnent
rien (il faudra attendre 'ordre 2). Considérons l'interaction A. Elle fait varier I’énergie
de ces états d'une quantité : (A/L) >, nro(k) D . nro(k'), ot nro(k) est la fonction
qui donne la distribution de particules de ’état considéré, sur la branche (R,0), i.e.
elle vaut 1 si I’état £ est occupé, et 0 sinon. Nous laissons le lecteur montrer que la
variation d’énergie totale s’écrit :

2 2
AED(0; kp g, by z) = AN+ (kg = K)) " + B (A= (ke — %))

L
(2m)?

+20 (A+ (kro = K)) (A= (ko — K0) ] . (35)

4Ce n’était pas une nécessité, mais cela simplifie les calculs.
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et
AE(I) (la q, 0; kF,O: kF,w) = AE(I) (0, kF,(), kF,'/r)
1
+o A (A4 (hro = KD) +C (A= (oo —KD))]  (3.6)

AE(I)(L q,T; kF,Ou kF,ﬂ') = AE(l) (0, kF,(), kF,ﬂ)
1
to- B (A= (ko = K%)) +C (A + (hro— kD). (37)

Afin de trouver quel état libre donne le fondamental en interaction, minimisons I’énergie
des états obtenus a partir de |0; kr o, kr,-)o par rapport a la distribution de particules.
1 suffit pour cela de dériver ) = E(© + AE(M par rapport a kg ¢ (puisque nous avons
utilisé la conservation du nombre de particules pour éliminer kg , et tout réexprimer
uniquement en fonction de kp). Nous obtenons la condition :

(kro — kivp) + (3.8)
— 5 [ A+ (o — K20 = B(A = (ko — ) = 2C(kwo — KEY)] = .
F

Cette équation nous montre que la déformation de la surface de Fermi est donnée par :

-1
A A+ B-2C
@g_ﬁqu_m___G+_i___J | 69)

47?1)120) 47?1)120)

Nous voyons donc que bien que notre calcul de perturbation est fait a 'ordre 1, nous
obtenons des termes & tous les ordres. Ceci est dii & notre méthode qui est autoco-
hérente : on se donne une surface de Fermi (kp g, k) d’essai, avec lesquels on fait
les calculs, et on vérifié a la fin que c’était bien la bonne surface de Fermi (dans le
méme esprit que les méthodes de champ moyen). Evaluée & I'ordre 1 en constantes de
couplage,® la différence entre les vecteurs de Fermi habillés et nus est :

A
1 0 0 1
o~ ko= (B=4) g (=ho k). (3.10)
F

En fait, nous allons un peu vite. Rien ne nous dit pour I'instant que les vecteurs de
Fermi habillés sont les kg o(r). Afin de nous en convaincre, nous allons calculer 1’énergie
minimale que coiite ’addition d’une particule sur la branche 0, et idem sur la branche 7.
Etant donné que AE( (q) est indépendant de ¢, ’énergie sera minimale si g est le plus
petit possible, i.e. si ¢ = kp o pour une particule ajoutée sur la branche 0, et ¢ = kg
sur la branche 7. Ceci démontre que les kg o(r) sont les vecteurs de Fermi habillés. Nous
retrouvons donc, pour notre probléme trés simple et & I’ordre 1 auquel nous travaillons,

®On aurait aussi pu ne garder que les termes divergents quand A — oo, et dépendants de (kpo —

kg%), dans les AEM) | et le résultat aurait été le méme. L’équation (3.10) peut donc étre considérée
comme le résultat quand on ne garde que les termes divergents.

92



3.2. SE FAIRE UNE INTUITION

le théoréme de Luttinger (puisque nous avions la condition de conservation du nombre
de particules kp o +kp r = kg)z)—kk( ) . ). De plus, si nous demandons que les énergies pour
ajouter une particule en kp et en kg, sont identiques, et égales au potentiel chimique

habillé i, nous obtenons la condition :

M(l) = ,U()-i-vF (kFo—k(O))‘i‘AE (1,9 = kr0,0; kr 0, kr x) (3.11)
= ,U()‘i‘UF (an_k )+AE(1 (1,9 = kpr, 5 kp o, kp,r)- (3.12)

Nous laissons le lecteur montrer que cette condition redonne bien (3.10). C’est d’ailleurs
normal. Quand nous avons minimisé ’énergie, cela équivalait a demander que 1’éner 1e
ne change pas lorsque deux particules de la branche 0, une R a krg et une L & kFO,
sont enlevées pour étre mises a la surface de Fermi de la branche 7 (une a kg ., 'autre
a kl(;ozr) Ceci veut bien dire que I’énergie pour rajouter (ou enlever, mais c’est la méme
chose) une particule a la surface de Fermi, est la méme sur les deux branches. Les
deux équations ci-dessus nous donne une information supplémentaire par rapport a la
simple minimisation de I’énergie. Nous apprenons en effet que le potentiel chimique
renormalisé vaut :

-1
A A A+ B-2C
1 = = o2 e
W +(A+B+ 20) (B — A)? 47rv(0) (1 + 4@(0) ) . (3.13)
A Tordre 1 en constantes de couplage, ceci vaut :
A
p =p® + (A+ B+ 20)5. (3.14)

Ce résultat est tout a fait semblable & ce que nous avions trouvé au chapitre 2 (fin de
la section 2.1.3), si nous faisons A = B = C = ¢°. Ceci est normal. Nos deux indices de
chaines 0 et ™ peuvent tout aussi bien étre considérés comme des indices de spin 1 et |.
Les couplages A, B et C sont alors bien identifiables & des couplages de type charge, et
si nous les supposons égaux, nous retrouvons bien le bon résultat. Remarquons que le
couplage D serait plutét un couplage de spin, et que le couplage F', qui ne conserve pas
le spin, n’a pas d’équivalent dans un modéle invariant par rotation. Enfin la différence
des vecteurs de Fermi est équivalente a l'existence d’une aimantation, et donc a la
présence d’un champ magnétique.

Le résultat (3.10) a-t-il une interprétation physique simple ? Remarquons pre-
miérement que si les couplages A et B sont identiques, ce qui est le cas pour le modéle
de Hubbard, il n’y a aucune déformation de la surface de Fermi. Dans le cas contraire,
si nous supposons que les électrons subissent une répulsion, i.e. les couplages sont po-
sitifs, et que cette répulsion est plus forte sur la branche 7, donc si B — A > 0, nous
voyons que k(Flz) - kg?) > 0. Ainsi, on assiste & une déplétion de la branche 7, ce qui est
logique. Evidemment les électrons ne passent pas tous sur la branche 0, car ce passage
a un colit en énergie cinétique. Afin d’avoir une image de ce qui se passe, nous mon-
trons deux figures, pour une énergie en interaction qui serait, a ’ordre 1, de la forme :
EM = (kpo — kgfé))Q + (A — B)(kpp — kg%) (c’est une version grossiére des résultats
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| | LN | |
0 005 01 015 02 025 03 035 0 005 01 015 02 025 03 035

-0.03 1 1 1 1 1 1
B-A ke — K{C)

(a) Energies en fonction de B — A, d’états (b) Energies en fonction de (kg — kl(;%) pour
avec des (kpo — kl(TO%) différents (0, 0.05, 0.1, différentes valeurs de B — A (0, 0.1, 0.2, 0.3,

’ ! 0.35). La courbe en pointillés donne I’énergie
du fondamental, et passe donc par les mini-
mums des différentes courbes.

0.15 et 0.2). Les croisements de niveaux nous
montrent que la surface de Fermi va se défor-
mer. La courbe en pointillés représente ’enve-
loppe de toutes les courbes, et ¢’est donc 1’éner-
gie du fondamental (en interaction) en fonction
de l'interaction.

F1G. 3.2 — Interprétation graphique des déformations de la surface de Fermi,
, : . : L) — _1.(0)y2
pour une énergie en interaction de la forme : BV = (kg —kpp)” +

(A= B)(krp — kiny), avec B > A.

ci-dessus). La figure 3.2(a) sur laquelle sont représentés les croisements de niveaux est
certainement la plus importante. C’est elle qui montre le mieux 'interprétation éner-
gétique des déformations de la surface de Fermi. On comprend en effet qu’a cause des
croisements de niveaux, qui ne sont pas évités, le fondamental en interaction ne peut
pas étre obtenu & partir du fondamental libre.

3.2.3 Perturbations au deuxiéme ordre

Venons en aux effets du second ordre. Nous allons voir que contrairement au
premier ordre, la surface de Fermi va se déformer, sans que ’on ait & invoquer une
différence de couplages entre les deux branches, ce qui est plus intéressant dans 'optique
d’un modéle de Hubbard. Le couplage D est le plus important pour les déformations
de la surface de Fermi. C’est pourquoi nous discuterons essentiellement ce couplage.
Nous ne perturberons que les états [n)o = |0; kr o, kr r)o, car nous ne chercherons pas
a calculer la renormalisation du potentiel chimique. Les états |k)q intermédiaires dans
la formule (3.1) sont des états & 2 paires particule-trou, et sont des états propres du
Hamiltonien cinétique Hy. Ce sont les états représentés sur la figure 3.1 page 90 (il suffit
d’oublier les fléches). Pour le couplage D, I’énergie d’excitation d’un tel état, avec :

— une particule détruite sur (R,0) en &

— une particule créée sur (R,7) en k + ¢
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— une particule détruite sur (L,7) en &'

— une particule créée sur (L,0) en &' — ¢
est simplement E,(CO) — E,(LO) = 2v§0)q. Remarquons que si les vitesses de Fermi sur
les 2 branches n’étaient pas les mémes, nous obtiendrions une énergie d’excitation
qui dépendrait de (k — k'), et ceci compliquerait les calculs. Enfin, notons aussi que
nous aurons des états intermédiaires avec une particule détruite en (R,7), etc. Ceux-
ci donneront une contribution qui se déduira simplement de la précédente en faisant
0 m.

Combien d’états excités de méme ¢ avons-nous ? Si nous nous concentrons sur les
i - 0
branches de droite, nous avons les conditions : k;% — A<k <kppet kpr <k+q<

kgjzr + A, soit :
Max(k{y — A, krr — q) < k < Min(kr o, kfvy + A — g). (3.15)

Nous avons donc un ¢ limite ¢, = A + kg)zr —kpo = A+ kpn — k(F%. Si g < Giim,
L
2

trouve = (2A + kg)zr - kgfz) — q). Les restrictions des domaines des impulsions sur les
branches de gauche donnent une condition du méme type, pour &’. Nous avons de plus
les bornes minimales et maximales pour le transfert d’impulsion ¢ : kpg — kpr < ¢ <

il y a 2=(kro — krx + q) valeurs de k compatibles. Si au contraire ¢ > @jim, on en

2N + k(Fozr — kg)}), en supposant que la branche 0 est toujours plus remplie que la 7.
Toujours avec la méme hypothése, on a que kpy > kg‘f;, et nous obtenons la formule
finale suivante :

_ _1.(0)
B LD? /A (kr,0—kp ) dq (C] + (kF,O — kF,w)) (q — (kF,O — kF,vr))
21)%0)(2%)3 k

F,0—kF,x q

Metira—k) (28 = (K% = K0)) = q) (0 = (ko — ke,r))
+ / dg (3.16)
A—(kp 0—k)) q
an-h k) (28— (K% — %) — ) (28 + (60 — K) — g)
+ / dg : : : : (3.17)
At(kr,0—kS)) q

Concentrons nous sur les intégrales. Si nous ne gardons que les termes divergents quand
A — 00, et uniquement ceux qui dépendent des impulsions de Fermi habillées kF,O(,,)G
il ne reste qu’un seul terme : —(kp g — kp r)? In(A/(kpo — kr ). Sinous ajoutons a cela
le terme avec 0 <> 7, et que nous mettons les valeurs absolues nécessaires pour avoir
un argument positif du logarithme, nous avons au final :

LD? A
B (kg — k Wzln(7>. 3.18
v%o)(%r):"( o~ bre) |kpo = kg (318

La courbe de la figure 3.3 montre clairement que, pour le couplage D, il est préférable
d’avoir une surface de Fermi plate, i.e. kr g — kpr = 0. Bien sir, il ne faut regarder la

7

AEY =

bles contributions qui ne dépendent pas de ces impulsions ne pourront pas déformer la surface
de Fermi, puisqu’elles ne joueront aucun réle dans une minimisation de I’énergie par rapport & ces
impulsions.
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0.2 T T T
0.18
0.16
0.14
0.12

—z?In(|z) 0.1
0.08

0.06

0.04

0.02

0

0,02 ! ! !

F1G. 3.3 — Allure de la courbe —z? In(|z|).

courbe que pour x < 1, puisque la différence des impulsions de Fermi est trés petite
devant le cut-off.

En ce qui concerne les couplages A, B et C, nous laissons le lecteur montrer qu’il
n’y a aucun terme divergent, dépendant des impulsions de Fermi habillées. Enfin, pour
les termes F, qui sont les seuls & avoir une énergie d’excitation 2v” (g + kéoz) — kg)m) et

non 21)%0)(1, on montre que’ :

LE? 2 A
ABY = ——— ((kpo — kr.e) — (k5 — k) ) In ( ) :
F 1);0)(2”)3 ( F.0 F’ ) \(kF,o - kF,w) - (k§°3> - kg)zr”

(3.19)
On obtient encore une courbe du type de la figure 3.3, a ’envers, et centrée non au
point de la surface de Fermi plate, mais au point de la surface de Fermi libre.

Si nous supposons que seuls les termes D sont présents (afin de simplifier les
calculs, en particulier ne pas avoir les termes du premier ordre), et en notant que

kg o — kl(:% = 3 [(/fF,o —kp ) — (k(Foz) — k(Fozr)] pour réexprimer 1’énergie & I'ordre 0, il

est facile de montrer que :

2
D A
Koy — ki = (kg — kpx) |1+2 (W) In <7) : (3.20)

2mog kpo — kp x|

Cette formule indique clairement que 'effet des couplages D est de rendre la surface
de Fermi plus plate, et ce quelque soit le signe de D. C’est ’existence de ces couplages
qui nous a poussés a aller a 'ordre 2. L’explication de cette tendance a I’aplatissement
est simple. Dans la formule donnant ’écart en énergie a ’ordre 2 en perturbation,
il est facile de voir que I’énergie sera d’autant plus abaissée que les dénominateurs

"La théorie des perturbations a ici un probléme de divergence car il y a des dégénérescences. Le
résultat a été obtenu en régularisant 'intégrale divergente avec une partie principale. Nous verrons
plus loin (cf fin de 3.3.2 et 3.3.3)que cette fagon de faire pose probléme.
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d’énergie deviennent plus petits, et ceci est possible si la surface de Fermi s’aplatit. Si
nous supposons cette fois que seuls les couplages de type F' existent, nous obtenons 3
solutions : soit la surface de Fermi est inchangée, soit :

©\?
1 2
e e [ I | FE

Il y a donc en quelque sorte une brisure de symétrie, puisque nous obtenons deux
solutions symétriques par rapport & la surface de Fermi libre. Remarquons aussi que
la déformation de la surface de Fermi par les termes F' est non analytique en F'. Nous
reviendrons sur ce résultat a la section 3.3.2. Nous ne parlerons pas plus de ces termes
F', car nous verrons qu’en fait c¢’est la premiére solution qu’il faut retenir, a savoir qu’ils
ne déforment pas la surface de Fermi.

3.3 Résultats obtenus avec la self-énergie

3.3.1 Problémes avec la théorie des perturbations habituelle

Nous avons compris dans la section précédente que le fondamental en interaction
n’est pas obtenu & partir du fondamental libre, en branchant les interactions. Ceci
est dii aux croisements de niveaux entre les états de surfaces de Fermi différentes. Il
est donc & peu prés évident que la self-énergie ne doit pas étre calculée en prenant
comme propagateur libre celui calculé avec le fondamental libre. En effet, la théorie
des perturbations dépendante du temps est basée sur une hypothése de branchement
adiabatique des interactions, et de non dégénerescence du fondamental libre & tous les
instants. Or il est clair qu’avec nos croisements de niveaux, la deuxiéme hypothése ne
sera pas respectée, et nous serons confrontés & des problémes. Vérifions le de maniére
explicite.

La self-énergie pour les fermions (R,0) est facile a calculer & 1 boucle. Nous ’avons
déja fait au chapitre 2 (cf figure 2.4 page 42 et équation (2.19)). Il faut seulement utiliser
toutes les interactions possibles entre les deux “espéces” de fermions (les 0 et les 7).
Dans la boucle du tadpole, les fermions sont (L,0) si Uinteraction est A et (L,7) si
c’est C. Les autres interactions ne donnent pas de contribution. Pour la self-énergie
des fermions (R,7) maintenant, seules les interactions de type B et C joueront. Afin
de pouvoir comparer les résultats de la méthode énergétique et ceux obtenus avec la
self-énergie, nous mettons ici aussi un cut-off autour de la surface de Fermi libre. Nous
trouvons :

A A
So(k,w) = (A+0) 1, et S (h,w) = (B+0) (3:22)
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Les parties réelles des inverses propagateurs sont alors :
_1 A
RGY) (k,w) = w-— [u@) + ok — k‘F‘jg)} —(A+ 0)— et (3.23)

1) —1 0
RGLL ™ (hw) = w— [u® 4ok K]~ (B+ ) (3.24)
Un tel résultat ne peut s’interpréter par une simple renormalisation du potentiel chi-
mique, car si A # B, on obtient un potentiel chimique différent en 0 et en . Il faut
donc écrire que I’énergie pour rajouter une particule a la surface de Fermi habillée est
égale au potentiel chimique renormalisé, soit :

A

= [ + o (e g — k)| — (A+C)5= =0, et (3.25)
A

= [0 + o (ke — K] - (B + C)y- =0. (3.26)

Il ne reste plus qu’a faire la somme et la différence de ces deux équations, et utiliser le
théoréme de Luttinger, pour obtenir les potentiel chimique et vecteurs de Fermi renor-
malisés. Nous trouvons alors les résultats (3.10) et (3.14) de la section 3.2.2. Remar-
quons toutefois que ces résultats avaient été obtenus en négligeant des termes d’ordre
2, alors qu’aucune approximation de cette sorte n’a été faite ici. Cette différence est le
premier signe révélateur d’un probléme avec cette méthode, puisque pour ezxactement
le méme systéme, les deux méthodes doivent donner ezactement les mémes résultats.

Mais le probléme est encore pire en ce qui concerne la partie imaginaire du
propagateur inverse. Celle-ci est incorrecte dans un tel schéma de perturbations. En
effet, elle est 1nchan§ee par rapport au cas libre et vaut toujours, pour les fermions
(R,O) insgn(k k Le propagateur inverse habillé a I’ordre 1 s’écrit donc :

1
G](al,)o (k,w) =w — [,U(l) + vg))(k — kg%)] +insgn(k — k(FOZ)) (3.27)

Or il est bien connu (cf par exemple [AGD63|), que le propagateur habillé peut étre
écrit grace a une décomposition spectrale comme :

“%w

W (k ! “+0o0 k !
G(k,w):/ dw' P ( ,w)- +/ dw'7p+( ,w)- i WI N
oo w—w'—in J, w—w +1in #

(3.28)
Le propagateur habillé doit donc avoir un “point de branchement” en u, et des poles
situés comme indiqué sur la figure ci-dessus, & co6té de l'expression du propagateur.
Or il est bien évident que le propagateur que nous avons calculé en perturbation n’a
pas la méme structure analytique, puisque la partie imaginaire du propagateur inverse
change de signe sur la surface de Fermi libre, et pour cette impulsion, la partie réelle
du propagateur inverse ne s’annule pas en y, mais en une autre énergie. L'importance
de I'annulation de la partie imaginaire sur la surface de Fermi habillée provient bien
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entendue de ce que la partie imaginaire controle le temps de vie des quasi-particules,
et que celui-ci doit étre infini & la surface de Fermi habillée. Le lecteur désireux de voir
des démonstrations générales des problémes posés sur les parties réelles et imaginaires
de la self-énergie est renvoyé aux annexes B et C de notre deuxiéme article [DD02].

Tout ceci est la traduction, dans le langage de la self-énergie, des problémes
rencontrés avec les croisements de niveaux. La théorie des perturbations est inca-
pable d’ajuster la surface de Fermi toute seule lors d’un branchement adiabatique
des interactions. Nous renvoyons le lecteur a la superbe discussion de Noziéres de ces
problémes|Noz63|. Lors d’un croisement de niveau, on reste dans I’état obtenu a partir
du fondamental libre, comme indiqué sur la figure 3.4 & gauche, alors qu’il faudrait
passer & ’état excité libre donnant le fondamental en interaction, comme indiqué sur
la figure 3.4 & droite. Ce probléme peut se comprendre de maniére tres simple, comme

Energie Energie

R R

Interaction Interaction

F1G. 3.4 — Figure de gauche : le branchement adiabatique ne voit pas les croi-
sements de niveaux, et on reste sur I’état provenant du fondamental
libre, qui est un état excité du systéme en interaction. Figure de
droite : ce que la théorie des perturbations devrait faire. On suit le
fondamental en interaction, donc on passe de 1’état obtenu & par-
tir du fondamental libre & d’autres états obtenus a partir d’états
excités libres.

I'ont fait remarquer Kohn et Luttinger| KL60]. Considérons un Hamiltonien d’interac-
tion qui n’en est pas un, et dont la partie pour la branche (R,0) s’écrit :

o = D [ = 1 + 0 (6% — ko) | cho(k)ero(k): (3.29)
k
Le Hamiltonien total est alors simplement, pour la partie (R,0) toujours :
Hyg =3 [+ ol (6 — k)] ho()eno()- (3.30)
k
Il est alors évident que le propagateur inverse habillé est :
GeRx,z(i)ct—l —w— [M + ’UI(:O) (k _ kF,O)] +in sgn(k — kF,O)- (331)

99



CHAPITRE 3. DEFORMATIONS DE LA SURFACE DE FERMI : UN CAS SIMPLE

Il est tout aussi évident que la self-énergie (pour la théorie des perturbations effectuée
avec le fondamental libre) vaut : Y o(k,w) = p— p® + vl(?o)(kg% — krp), de sorte que

le propagateur inverse en perturbation s’écrit :
G = w— [+ ol (k= keg)| +insgn(k — K5). (3.32)

Nous voyons donc apparaitre le méme probléme sur cet exemple trés simple. La théorie
des perturbations ne peut étre effectuée avec le fondamental libre, car la partie ima-
ginaire du propagateur est fausse. Notons que cette partie imaginaire est importante,
puisque c’est elle qui donne la densité spectrale des excitations a une particule ou un
trou (cf [AGD63]). Redisons que le point le plus préoccupant si la partie imaginaire ne
s’annule pas sur la surface de Fermi habillée, est que le temps de vie des quasi-particules,
a la surface de Fermi habillée, est fini. L’hypothése de branchement adiabatique des
interactions est alors mise en défaut puisque les quasi-particules, méme & la surface de
Fermi habillée, se seront désintégrées avant la fin du branchement des interactions.

3.3.2 Comment mettre la théorie des perturbations en ceuvre ?

La premiére idée qui vient a ’esprit pour remédier a ce probléme est de perturber
un état excité, comme nous ’avions fait dans la théorie des perturbations indépendante
du temps. On considérerait alors un propagateur libre (R,0) qui serait :

-1
GOy (kw)=w— |p@ + o (k - kb@%)] +insgn(k — kry), (3.33)

et de méme pour les trois autres branches. Remarquons que seule la partie imaginaire
est changée, par rapport au cas habituel. Si nous calculons la self-énergie a 1’ordre 1,
en mettant toujours un cut-off autour de la surface de Fermi libre, nous obtenons :

0 0
A+ kpg — ki) oAt k!

)
Shh(k,w) = A o o (3.34)

On retrouve alors exactement les résultats (3.9) et (3.13) de la section 3.2.2. Ceci
confirme que nous sommes sur la bonne voie. Et cette fois-ci la partie imaginaire est
correcte, puisque la self-énergie ne la change pas, et qu’elle a été choisie comme il faut
a 'ordre 0.

Notons que si nous avions mis le cut-off autour de la surface de Fermi habillée, ce
qui simplifie les calculs, nous aurions obtenu les expressions (3.22) pour la self-énergie.
Si nous avions utilisé un tel cut-off pour la méthode énergétique, nous n’aurions pas
obtenu de déformation, car la variation d’énergie aurait été indépendante des impul-
sions de Fermi. Il est donc apparent sur cet exemple que 1’utilisation de la self-énergie
n’est pas complétement équivalente a la méthode énergétique. La différence est que si
on utilise la self-énergie, on fait toujours une variation sous contrainte (le cut-off reste
fixe), alors que la méthode énergétique permet d’avoir le cut-off fixe ou mobile avec la
surface de Fermi.
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A priori, on pourrait croire que tout se passera bien si on va aux ordres suivants.
En fait, ce n’est pas le cas. Nous rencontrons les difficultés dont parlent Feldman et
al [FST96], liées aux insertions de self-énergie.® Si on calcule la self-énergie a 1’ordre
2, on peut montrer qu’il n’y a aucun probléme. C’est vrai parce que le seul graphe
avec insertion de self-énergie est le graphe de Kohn-Luttinger, et celui-ci est nul a
T = 0. Les problémes commencent donc vraiment & trois boucles. Considérons par
exemple le graphe de Feynman représenté sur la figure 3.5. La self-énergie a 1 boucle

kW
- ] —
- -~
7 o K,Q S
’ ~ N
/ / N
/ . \
/ \
/ \

T k,w Q ik +q,w+ w, ‘T’;k+q,w+wq /b T k,w
\\ /
\ /

N Ve
~ 7

~ ”

Fi1G. 3.5 — Exemple de graphe posant des problémes si on utilise un état excité
pour faire la théorie des perturbations : c’est le sunrise avec une
insertion de self-énergie, par exemple sur le propagateur interne R.

est indépendante de 1’énergie et de I'impulsion. Son effet est donc simplement de faire
passer de 'expression (2.114) pour le sunrise, & la méme expression avec une puissance
2=1+1 pour le propagateur R. Les calculs sont tout a fait similaires & ceux pour évaluer
le sunrise, et nous trouvons pour notre nouveau graphe la méme expression que (2.117),
ou les intégrands sont élevés au carré. L’intégrale sur k' s’effectue aisément. Le probléme
est alors que I’on obtient une contribution :

Ak .
/0 4 (w—vr(k+2¢) +in)? (3.35)

Or cette intégrale évaluée pour w = 0 et £ = 0 souffre d’une divergence pour ¢ = 0. Et
cette divergence serait encore pire si I’on avait inséré plusieurs self-énergies! Autrement
dit, les termes d’ordre supérieur sont de moins en moins bien définis. Le seul moyen
de remédier & ce probléme est d’utiliser les contre-termes comme nous ’avions fait au
chapitre 2. Nous avions par exemple vu que les diagrammes 2.22(a) et 2.22(b) page 75
donnaient une contribution totale nulle. Il nous faut introduire de nouveaux contre-
termes, qui serviront & ajuster la position de la surface de Fermi, pour que celle-ci soit
la surface de Fermi habillée. Il est intéressant de voir que les contre-termes qui sont

8Un diagramme sans insertion de self-énergie est dit diagramme squelette. Les diagrammes posant
probléme ici sont donc les diagrammes non squelettes.
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assez naturellement introduits dans ce que nous avons déja vu, sont en fait nécessaires
quand la surface de Fermi change de forme sous I'effet des interactions.

Faisons encore une remarque générale. L’équation de Dyson a généralement deux
interprétations. On peut supposer que la self-énergie est calculée a I’aide du propagateur
libre, auquel cas il faut considérer tous les diagrammes 1PI, qu’ils soient squelettes ou
non. Ce point de vue est bien adapté au calcul perturbatif du propagateur, mais nous
venons de voir que cette méthode a de sérieux problémes lorsque la surface de Fermi se
déforme. On peut aussi dire que 1’on calcule la self-énergie avec le propagateur habillé, et
il ne faut alors tenir compte que des diagrammes squelettes. Le propagateur habillé est
alors déterminé par une équation implicite. Cette méthode autocohérente a par exemple
été utilisée par Nojiri [Noj99]. En ce qui nous concerne, nous allons opter pour une
méthode qui est & mi-chemin entre ces deux versions. Notre théorie des perturbations
va étre faite avec un propagateur libre, mais de basse énergie. Le propagateur utilisé ne
sera donc pas exact mais aura les propriétés cruciales du propagateur exact, a savoir
le bon potentiel chimique et la bonne surface de Fermi. Tous les diagrammes seront
calculés, y compris les diagrammes non squelettes, mais les contre-termes vont tuer les
divergences infra-rouge des diagrammes non squelettes (ceci sera d’ailleurs vrai pour le
vertex aussi). Un graphe tel que celui représenté sur la figure 3.5 sera tué par ceux dans
lesquels le tadpole est remplacé par les contre-termes. Par contre, celui dans lequel le
tadpole est remplacé par un sunrise (graphe a 4 boucles), ne sera pas tué par les contre-
termes, car le sunrise dépend de la fréquence, mais pas les contre-termes. Néanmoins,
la somme du sunrise et des contre-termes a été choisie pour valoir 0 sur la surface de
Fermi, et donc les divergences infra-rouges sont bien régularisées.

Nous allons supposer comme précédemment que les deux vitesses de Fermi sont
identiques. Nous verrons alors qu’elles ne se renormalisent pas (comme dans le cas
1D), et nous n’introduirons donc aucun contre-terme pour les vitesses. Nous ne note-
rons d’ailleurs plus Pexposant (9 pour les vitesses. Nous écrirons donc le Hamiltonien
cinétique sous la forme :

=2 Z{ pt vr(k — k)] ch f (k)eg, 1 (k)

I=0,7 k
+ [ = vp(k + kp 1)) cLI(k)cL,I(k)} + Hig, + H, (3.36)
avec
HY) =01k (k)ew (k) + 01> cf (k)ey, ,(k), et (3.37)
I,k Lk
HY), = —vpdk, > ek (k)en (k) —vpdky Y el j(k)ey, (k). (3.38)
Lk Ik

Le contre-terme dp est identique & ce que nous avions vu au chapitre 2, équation (2.72).
En ce qui concerne dk, nous avons de facon similaire :

k) = kg, + Oky, avec Skr = 0k + 0k + ... = GOk, + ..., (3.39)

I
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oil nous avons utilisé la notation symbolique G* pour ’ensemble des couplages A a F,
et ol la somme sur « est implicite. Bien entendu, les différents contre-termes dk; ne sont
pas indépendants a cause du Théoréme de Luttinger, et on a la relation ), 6k; = 0.

Ceci doit d’ailleurs étre vrai a tous les ordres, donc ), 6k§j )= 0. Le propagateur libre
de basse énergie, (R,0) par exemple, sera maintenant :

1
w— [p+vr(k — kp1)] +insgn(k — ke,r)

>kR,O(k’(")) = (3.40)

Ainsi, les parties réelles et imaginaires font toutes deux références a la surface de Fermi
habillée.

Comme précédemment, nous régulariserons les divergences UV en introduisant
un cut-off A. Cette fois-ci, nous le mettrons autour de la surface de Fermi habillée,
puisque tout a été fait en référence a celle-ci, et car cela simplifie les calculs. Nous
n’avions jusqu’a présent gardé le cut-off autour de la surface de Fermi libre que pour
pouvoir comparer les résultats donnés par les différentes méthodes, appliquées a un
unique probléme. Les différentes expressions pour la self-énergie aux ordres 1 et 2 sont
alors (en ne gardant que les termes divergents) :

et T4 (k,w) = (B + 0)2A (3.41)

™

A
SO(k,w) = (A+C)

%7

Eg}o;g(k} = kF,O +Rw=u+ l/)

2 2 2
:%( G ) (V—Upm)ln<w), pour G = A,C, F; (3.42)

2 2 2
= i( G > (v — vpk) In (%), pour G = B,C, F; (3.43)
F

E](Ei)();D(k = kF,O + KR,W = [L+ l/)

= i (;;)2 [v — vp(k + 2Akg)] In ("’2 - [U?Q(:FX;AI‘:F)P‘) , (3.44)

E%Q’L;D(k =kpr+Kw=p+vr)

-1 (2 o F>2 v — s (s — 2Akg)] In ('”2 - [“(F;SFX)ZMF)H) . (3.45)

Nous avons ici noté Akp = kpo — kr 4.

Au premier ordre, on peut se convaincre que les résultats obtenus sont (3.10)
et (3.14). Oublions les termes du premier ordre (en supposant des couplages de type
Hubbard par exemple), et regardons ce qu’on obtient au second ordre. Les interactions
de type F' donnent ici des expressions pour la self-énergie au second ordre qui ne
différent en rien de celles pour les interactions A, B et C. Et comme elles valent 0 si
on les évalue a la surface de Fermi habillée (v = 0 et k = 0), il est clair qu’aucune
déformation de la surface de Fermi ne peut en résulter. Seule I'interaction D donne

103



CHAPITRE 3. DEFORMATIONS DE LA SURFACE DE FERMI : UN CAS SIMPLE

une déformation au deuxiéme ordre. Etant donné que Zg}o;D(k‘ = kpo,w = p) =

—Eg}m plk = kpx,w = p), il est clair que le potentiel chimique est inchangé. De plus,

en utilisant la conservation du nombre de particules : kro + kp, = k(FO)O + k(F(fzr, on
montre facilement que I’on retrouve exactement la déformation (3.20).

Revenons sur le fait que les interactions de type F' ne donnent aucune déformation
de la surface de Fermi. Ceci n’est pas compatible avec ce que nous avions observé en
utilisant la théorie des perturbations indépendante du temps.® Etant donné que pour
les deux méthodes, nous n’avons retenu que les termes divergents en A, il est clair
que la différence dans les résultats ne peut pas étre imputée a la différence de choix
de cut-off. De plus, nous laissons le lecteur montrer que 1'utilisation de la self-énergie
sans contre-terme, avec un état excité, donne une déformation de la surface de Fermi
identique a celle observée par la théorie des perturbations indépendante du temps. Doit-
on pour autant en conclure que notre méthode avec les contre-termes a un probléme ?
En fait, il nous faut nous souvenir que le résultat, pour la théorie des perturbations
indépendante du temps, avait été obtenu en régularisant le résultat divergent (a cause
de dégénérescences) de la théorie des perturbations non dégénérée, en utilisant une
partie principale. Ceci paraissait assez raisonnable, mais est en réalité la source de
notre probléme. De méme, 1'utilisation de la self-énergie avec un état excité est une
théorie des perturbations autour d’un état instable, ce qui est source d’ennui si I’on
cherche a brancher adiabatiquement les interactions, car 1’état a toutes les chances
de se désintégrer avant la fin du branchement des interactions. L’état excité qui a la
bonne surface de Fermi de basse énergie est en fait couplé, par les interactions de
type F', & un continuum d’états dont certains ont une énergie identique ou plus faible.
Les interactions de type A aussi couplent cet état & des états qui lui sont quasiment
dégénérés, mais la différence essentielle est que leur nombre tend vers 0 aussi vite que
I'énergie d’excitation. Il n’y a donc pas de probléme de divergence (infra-rouge) dans
ce cas la. Ceci explique pourquoi seules les interactions de type F', pour lesquelles la
densité d’états quasi-dégénérés est approximativement constante, posent probléme.

Pour clore la discussion, il est instructif de regarder un modéle trés simple pour
lequel on sait dire des choses non perturbatives, afin de bien voir ou la théorie des
perturbations indépendante du temps est mise en défaut. C’est le cas d’un état couplé
4 un continuum, de densité uniforme, que nous étudions maintenant.

3.3.3 Theéorie des perturbations indépendante du temps, pour
un état couplé & un continuum

Considérons donc un systéme formé d’un anneau dans lequel circulent des élec-
trons sans interaction, par exemple un modéle de liaisons fortes, couplé & un état, par

9Remarquons toutefois que la déformation obtenue avec la théorie des perturbations indépendante
du temps est exponentiellement petite en 'interaction au carré, et est non analytique en F'. La diffé-
rence entre les deux méthodes est donc trés petite et non perturbative.
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effet tunnel. Autrement dit, on regarde un probléme de conduction 1D, avec une im-
pureté. Ceci est représenté figure 3.6. Nous supposerons le couplage local dans I'espace
réel, entre le site de I'impureté, noté |x), et le site a la position 0, noté |0). Le terme

Energies

A

]

]

|
o

F1G. 3.6 — Systéme constitué d’un anneau couplé & une impureté. Les éner-
gies représentées sont celles avant que le couplage tunnel V' ne soit
branché.

de couplage s’écrit dans I’espace réel V (]0)(*| + |*)(0]). Si nous passons dans I'espace
de Fourier pour ’anneau, que nous réécrivons le couplage en utilisant les ondes planes,
et que nous supposons que I’énergie de 1’état |x) est nulle (c’est notre référence), le
Hamiltonien s’écrit :

H=3 B+ T(W*' + e il). (3.46)

Nous avons pris des notations trés générales : les états |i) sont les ondes planes et
les E; les énergies associées. Nous trouvons les énergies propres du systéme, en écri-
vant ’équation de Schrodinger H|y) = Ely). Celle-ci projetée sur les différents états
donnent N + 1 équations qui se combinent facilement en une équation de compatibilité
qui est :

E—V—QZ ! (3.47)
N —~ E - E '

Ainsi les énergies propres du systéme sont trouvées en prenant les intersections entre
les courbes E/V? et 1/N Y. 1/(E — E;). Ces courbes sont représentées sur la figure 3.7.
L’énergie de 1’état propre |*)y (qui est I’état propre de H devenant |*) quand V = 0)
est donc comprise entre les deux énergies les plus proches de 0, et par conséquent, est
de l'ordre de 1/N, puisque ces deux énergies sont en 1/N. Or si nous utilisons (3.47)
et que nous cherchons la forme perturbative de 1’énergie de |*)y,, nous trouvons qu’elle
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20 —
15 -
10 -

F1G. 3.7 — Résolution graphique de I’équation (3.47), pour N = 12, des éner-
gies E; =-2.5,-1.5,...7.5, 8.5 et V?/N = 0.5. Un zoom de l'inter-
section proche de l'origine est inséré en bas a droite. Nous avons
représentés les asymptotes verticales par des pointillés.

vaut :

Wy = 2 (L L TR RN ER el

EWD(WV)=-V (NEE,-)H/ <N2E> (NEEQ) (3.48)
A la limite thermodynamique, N — oo, et les sommes peuvent étre remplacées par
des intégrales. Nous voyons plusieurs problémes apparaitre. Le premier concerne déja
le terme en V2. L’intégrale des 1/F n’est pas bien définie, ni en E = 0, i.e. 'énergie de
I'impureté, ni en ' = oo si les énergies dans ’anneau ne sont pas bornées. Le probléme
de basse énergie se régle en utilisant la partie principale, et le probléme de haute énergie
en mettant un cut-off (pas du réseau). Néanmoins, nous restons confrontés au fait que si
1/N ), 1/E; est finie, I’énergie ne sera pas d’ordre 1/N, et la théorie des perturbations
donne un résultat aberrant. Si on va & I'ordre suivant, c’est encore pire! En effet le
terme 1/N Y, 1/E? souffre d’une divergence de basse énergie beaucoup plus sévére que
le terme précédent, et qui ne peut méme pas étre régularisée par partie principale.
Ainsi, la théorie des perturbations indépendante du temps donne des résultats de plus
en plus mauvais. Ces difficultés sont vraiment liées a la théorie des perturbations, car
on peut montrer que I’énergie des états de plus basse énergie positive est augmentée
du demi écart entre les E;, a la limite thermodynamique, pour tout V. Les divergences
mentionnées ci-dessus sont donc liées a la théorie des perturbations pour ce systéme,
et non au systéme en lui-méme. Il est en effet impossible d’obtenir une quantité finie,
un demi écart entre niveaux, lorsque V' — 0. Nous indiquons sur la figure 3.8 les
écarts entre les énergies EZ-(V) du systéme en “interaction” (calculées numériquement)
et les énergies F;, en fonction de ces derniéres. Afin de simplifier les choses, nous avons
supposé qu’il y a en tout 2N états |i) et que les énergies sont réparties symétriquement
autour de 0 : E; = En(—1+ 52) (donc —Ey < E; < En). Ce choix est aussi tel

N1
qu’aucun E; ne vaut 0. Sur la figure, V/E,, = 0.1 et N = 10*. L’énergie des niveaux
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F1a. 3.8 — Différence entre les énergies en interaction et les énergies sans in-
teraction en fonction des énergies sans interaction, en échelle In-In.
Ici, N = 10%, E, = 1 et V = 0.1. Les courbes en pointillés sont
les asymptotes, correspondant pour ’asymptote horizontale, a la
valeur d’un demi-écart entre niveau, i.e. In(En,/(2N — 1)), et pour
I’autre a ce que donne la théorie des perturbations, i.e. c’est la
courbe d’équation y = In[V?/(2N)] — .

qui sont loin de |*) est bien approximée par la théorie des perturbations a ’ordre
2: EZ.(V) = FE; + V?/(2NE;), que l'on obtient sans difficulté a partir de (3.47). C’est
I’asymptote que nous avons représenté sur la figure 3.8. Remarquons que la théorie
des perturbations donne un bon résultat, car ici V' est petit devant F,,. Si ce n’était
pas le cas, la théorie des perturbations ne s’appliquerait pas non plus aux états loin
de [*). Il existe donc trois régimes distincts, en fonction de la valeur de V. Le premier
est celui pour lequel V' est infinitésimal, i.e. pour lequel le couplage V// V2N est trés
petit devant I’écart entre les niveaux E,,/N. Dans ce cas, mémes les niveaux les plus
proches de |*) ne sont presque pas affectés par V, et on peut appliquer la théorie des
perturbations a tous les niveaux. Si V' est grand devant 1’écart entre les niveaux, mais
petit devant la largeur totale E,,, la théorie des perturbations ne s’applique plus que
pour les niveaux lointains. Enfin, si V est grand devant FE,,, la théorie des perturbations
ne s’applique plus du tout. Ces considérations nous montrent clairement que la limite
thermodynamique N — oo et la limite de couplage faible V' — 0 ne commutent pas.
Placons nous par exemple dans le cas V/E,, petit. Si on prend la limite V' — 0 en
premier, la théorie des perturbations s’applique a tous les niveaux. Ceci n’est pas vrai
si la limite thermodynamique est prise d’abord.

Retenons donc la raison physique qui donne toutes ces difficultés. Les états les
plus proches en énergie de 0, qui sont quasiment dégénérés avec |*), devraient normale-
ment étre décalés en énergie d’une quantité V/v/2N (qui est la levée de dégénérescence
pour un systéme a 2 niveaux dégénérés), s’ils étaient seuls. Mais comme ils sont immer-
gés dans un continuum, il faudrait décaler tout le monde de cette énergie, ce qui aurait
un colit énorme en énergie, et ce n’est donc pas ce qui se passe. Leur énergie est en
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réalité décalée d’un demi écart entre niveaux. C’est donc la frustration des états de plus
basse énergie, presque dégénérés avec |*) et obligés par le continuum a rester proche de
cet état, qui est responsable des problémes rencontrés. Notons que la difficulté apparait
car nous prenons d’abord la limite thermodynamique, comme c’est toujours le cas dans
le probléme a N corps.

Enfin, mentionnons que I'on peut aussi se rendre compte des problémes en regar-
dant les états propres. Considérons encore le cas ol les 2N énergies E; sont réparties
symétriquement autour de 0, et ol aucune énergie E; n’est nulle. Les problémes men-
tionnés précédemment a propos de la théorie des perturbations semblent disparaitre,
puisque Y. 1/E; = 0. L’état |x) devient quand on branche V : [x)y. Il est clair que cet
état est état propre pour une énergie qui est nulle, a cause des symétries supposées du
systéme. Il est alors facile de montrer que 1’équation de Schrodinger donne :

V2 Ey 1 = By
- By LS

™ N Vv TN oo Ez
Cet état a une norme 1, a des termes en 1/N pres. Il est clair qu’a la limite thermo-
dynamique, cet état a une composante nulle sur |x). Par contre, celle sur 1’état dont
’énergie est la plus proche de 0, et positive, a savoir | N) d’énergie Ey = E,;,/(2N —1),
est finie et vaut —2/7. Nous avons représenté ces résultats sur la figure 3.9. Un tel état

E32% |7). (3.49)
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Fi1G. 3.9 — Composantes de 1’état [*)y sur les états d’énergie E; les plus
proches de 0. Ici, N = 10*, B, = 1 et V = 0.1. La figure insérée
est la méme courbe, pour toutes les énergies strictement positives,
en échelle In-In (on prend le logarithme de la valeur absolue des
composantes sur |7)). La droite en pointillés est celle d’équation
y=—In(7N) — z.

ne peut clairement pas étre décrit par une théorie des perturbations. Nous avons ici un
exemple de catastrophe d’orthogonalité [And67].

Cet exemple nous montre bien que lorsqu’on étudie un niveau couplé a un conti-
nuum, ce qui est exactement notre cas pour la surface de Fermi, il faut étre trés pru-
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dent quant a 'utilisation de la théorie des perturbations indépendante du temps. Nous
voyons aussi sur cet exemple que la théorie des perturbations est de plus en plus mau-
vaise si on va a des ordres de plus en plus grands, ce qui est I’équivalent des insertions
répétées de self-énergie. Enfin, si nous revenons a la surface de Fermi, nous avons dit
que l'utilisation sans contre-terme de la self-énergie, en utilisant un état excité, donnait
les mémes résultats que la théorie des perturbations indépendante du temps. Puisque
ces derniers posent probléme, c’est une confirmation qu’il faut utiliser la méthode des
contre-termes.

3.4 Le Groupe de Renormalisation de théorie des
champs et ses limitations.

Nous avons a présent a notre disposition presque tous les éléments pour implé-
menter le RG pour ce systéme simple de deux chaines de fermions sans spin. Dans les
deux sections précédentes, les constantes de couplages notées A, ... F', étaient en fait
des couplages nus, et auraient dus étre notés Ag, etc. comme nous ’avions indiqué au
tout début de la section 3.2. Dorénavant A désignera le couplage a ’énergie v.

Nous allons, une fois n’est pas coutume, commencer par étudier les flots des cou-
plages. Nous serons confrontés a deux difficultés majeures, qu’il nous faudra résoudre.
Celles-ci sont toutes deux liées a des divergences dans les flots de renormalisation,
mais d’origines différentes. Les premiéres divergences ont lieu a la traversée d’échelles
d’énergies liées a la courbure de la surface de Fermi. La solution a ce probléme nous sera
nécessaire pour I’étude du propagateur, c’est pourquoi nous ne traitons pas celui-ci en
premier. Les deuxiémes divergences sont liées aux instabilités du systéme par rapport
a la formation d’états liés (transition de phase). Nous avons déja vu ce deuxiéme type
de divergences (cf figure 2.12), mais nous avions pu résoudre les flots analytiquement.
Lorsque le recours aux méthodes numériques devient nécessaire, il faut réussir a traiter
convenablement ces divergences.

Nous verrons de plus que le RG dans sa version de théorie des champs ne nous
permettra pas d’améliorer les résultats concernant les déformations de la surface de
Fermi. Il devra étre secondé du RG dans la version dite de “cut-off scaling” que nous
présenterons et que nous appliquerons.

3.4.1 Les couplages & une boucle

Regardons la renormalisation des couplages A, ..., F', & une boucle. Pour chaque
couplage, il y a des contributions dans le canal pp et dans le canal pt. Selon le couplage
considéré, les 2 couplages intervenant dans la bulle sont différents, ainsi que les couleurs
(impulsions transverses) des fermions R et L de la bulle. Nous avons résumé tous les
cas possibles dans le tableau 3.1.
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Renormalisation | Couplages de | Canal | Couleurs R, LL
du couplage la bulle
A A-—A pp 0,0
pt 0,0
F—-F PP m, T
D—-D pt m, T
B B-B PP T, T
pt ™, T
F—-F pp 0,0
D—-D pt 0,0
C c-cC pp 0,
m, 0
pt 0, 7
m, 0
D—-D PP 0, m
m, 0
F-F pt 0, 7
m, 0
D A-D pt 0,0
B-D pt T, T
C—-D PP 0, 7
m, 0
F A-F PP 0,0
B-F PP T, T
C—-F pt 0, 7
m, 0

TAB. 3.1 — Les couplages et les différentes bulles intervenant dans leur renor-
malisation.

Les énergies des pattes externes sont choisies comme dans le cas 1D, cf équation
(2.25) de la section 2.1.2. En ce qui concerne les couplages A, B, C et F', nous choisissons
les impulsions des pattes externes a la surface de Fermi. Ce choix est bien compatible
avec la conservation de 'impulsion. De plus, ce choix n’introduit aucune échelle d’éner-
gie spurieuse. Par contre pour le couplage D, un tel choix violerait la conservation de
I'impulsion, sauf dans le cas d’une surface de Fermi plate. Il faut donc trouver un autre
jeu d’impulsion, et pour cela, nous commencons par nous laisser guider par des consi-
dérations de symétrie. Il serait ainsi souhaitable que notre choix d’impulsions respecte
la symétrie R-L du systéme. Nous ferons le choix suivant : k; = kpg — Akp/2 = kr,
k'g = _kF,7r — AkF/2 = —E, kg = —kF,() + AkF/Q = —E et k4 = kF,ﬂ— - AkF/Q = E
Ainsi, les 4 impulsions externes sont au vecteur de Fermi moyen kr ou son opposé, et la
conservation de I'impulsion est vérifiée. Il est aussi clair que si la surface de Fermi est
plate, toutes les impulsions externes seront a la surface de Fermi, ce qui est nécessaire
si on ne veut pas introduire inutilement une échelle d’énergie supplémentaire.
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On peut maintenant calculer les contributions de chacune des bulles. La différence
entre les impulsions de Fermi des 2 branches se fait ressentir dans certaines expressions.
Considérons par exemple la bulle D — D contribuant & la renormalisation de A. Son
expression est :

_ 2/ %dwq 1
2m 2im & + wg — ve(q + Akp) +insgn(q + Aky)
1
X _ )
37” + wy + vr(q — Akg) — insgn(q — Aky)

(3.50)

On effectue l'intégrale sur wg,, puis celle sur ¢ en prenant en compte les restrictions
dues au cut-off (qui sont —A + Akp < ¢ < A — Akp si Akr > 0). Quand le cut-off est
grand, et si nous gardons les in (pour une raison qui deviendra claire plus tard), nous
obtenons :

1 D? (v — 2vpAkr +1in) (v + 2vpAkp — in) (3.51)
2 27mvp (v —2vp(A — Akp) +in) (v + 2vp (A — Akgr) —in) '

1 D? (|l/2 —(2(12):1?2/?1?)2|) +ix [0(1)]. (3.52)

_5 271'1)1:*

Nous voyons donc clairement 'influence de Ak dans cette expression. Si la surface de
Fermi était plate, on retrouverait I’expression habituelle en In(v/(2vrA)). Nous laissons
le lecteur se convaincre que seules les bulles faisant intervenir D seront modifiées par
rapport au cas de la surface de Fermi plate. De plus, avec notre choix d’impulsions
externes, si D apparait deux fois comme c’est le cas dans I'exemple choisi ci-dessus,
c’est 2opAkr qui intervient, et s’il n’apparait qu’une seule fois (par exemple la bulle
A — D de la renormalisation de D), c’est vpAkp.

Une fois toutes les bulles calculées, il ne reste plus qu’a dériver les équations de
flot du RG a 1 boucle. Le calcul donne :

0 A =0,B = -0,C = D*f(t,2vp Akg) — F?
0D =D(A+ B —2C)f(t,vs Aky) . (3.53)
8F = —F(A+ B —20)

Rappelons que t = In(2vpA/v), 8; = v, et G = G/(2mvr). Nous avons allégé les nota-
tions par rapport au chapitre 2, en ne notant plus les barres au-dessus des couplages, en
écrivant ¢ au lieu de ¢, et en ne notant aucune dépendance des couplages. La condition
initiale est celle de haute énergie, quand ¢ = 0, ou nous supposerons que les couplages

sont les couplages nus : G(t = 0) = Gy. L’apparition de la fonction notée f est due a
la différence des vecteurs de Fermi, et n’est rien d’autre que :

~ A 1 v v
f“(t:m(;)’(s)25(1/—(5+i77+1/+5—i77>' (3:54)

Nous avons noté la dépendance en 7, ce que nous n’avions pas fait dans (3.53). Si nous
avions utilisé (3.52) et non (3.51) pour établir les équations de flot (3.53), n ne serait
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pas apparu, et on aurait simplement a utiliser fy. A priori, on a envie de dire qu’il faut
faire n = 0, pour ne pas prendre en compte les termes finis dans (3.51).

Mais ceci pose des problémes de divergences quand v devient égal a §. Ces diver-
gences ont une réalité physique, et signalent la traversée d’échelles d’énergie caractéris-
tiques du systéme. Toutefois, de telles singularités ne sont pas le signe d’une transition
de phase, et nous allons voir qu’il est possible de les traverser. De plus, ces divergences
sont génantes d’un point de vue numérique (difficulté de travailler avec des grands
nombres) et pratique (comment étre sir que telle divergence provient d’une transition
de phase ou non?).

Ceci est la premiére des difficultés dont nous avons parlé dans I'introduction a
cette section. Il nous faut donc trouver un moyen de traverser les singularités aux
échelles caractéristiques de la surface de Fermi. Remarquons enfin que si le systéme
n’était pas a température strictement nulle, les divergences n’auraient pas lieu, car
les dénominateurs ne seraient jamais nuls, mais au pire égaux a la température si
celle-ci est I’échelle d’énergie minimale. Nous allons toutefois voir qu’il est possible de
traverser la singularité sans utiliser un formalisme & température finie, en utilisant une
approximation dite approximation logarithmique. Bien que cette approximation soit
connue, je vais décrire trés simplement en quoi elle consiste.

Pour mieux comprendre ce qui se passe, regardons un cas trés simple pour lequel
on sait intégrer exactement le flot. Prenons donc un seul couplage, avec un flot RPA,
que nous écrivons en fonction de v :

aug(u):1< L, _)gQ(V), (3.55)

2\v—=40+in v+d—in
et dont la solution ayant pour condition initiale g(A) = go est :

_ 90
14gox 1n ((A*‘”i”)("*‘H”))

9(v) (3.56)

(v—0+in)(v+d—in)

Ceci peut se réécrire en fonction de ¢, et en faisant apparaitre la solution que I'on
obtiendrait si § était nul :

g(t) = %

= 17, ((=A@+inA+A@)—in) \ ]’
1+ g0 [t ) In ( (1—A0+i777))(1+A0—i7))77 )]

(3.57)

ou Ay = §/A et A(t) = 6/v = Agexp(t). Nous avons tracé la partie réelle de cette
solution, ainsi que l'inverse de la partie imaginaire, pour des couplages initiaux positifs
et négatifs (de valeur absolue 0.1), et pour des valeurs de § différentes, sur la figure 3.10.
Si 6 était nul, le couplage tendrait vers 0 s’il était initialement positif, et il deviendrait
infini pour t = —1/go (=10 ici) sl était initialement négatif. Nous voyons sur les figures
3.10(a) et 3.10(c) que si § # 0, le couplage tend vers une valeur finie et non nulle quand
t — oo, dans les deux cas. Si le couplage est initialement positif, il devient nul pour
t =1In(6/A) (= 4.61 si 6/A = 1072 et = 9.21 si §/A = 107*), et §’il est initialement
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(a) Partie réelle du couplage pour une condi-
tion initiale go = 0.1 > 0, et pour §/A = 1072,

-0.1

-0.15

-0.2

Rig0)] )

-0.3

-0.4
0

(c) Partie réelle du couplage pour une condi-
tion initiale go = —0.1 < 0, et pour §/A =
10~2. La partie imaginaire de l’inverse cou-

-0.2
04+ .

-0.

Si/a] | |
-12 -
14+ .
-1.6 £ 1 1 1 1 =

(b) Partie imaginaire de linverse couplage
pour une condition initiale go = 0.1 > 0, et
pour §/A = 1072

(d) Partie réelle du couplage pour une condi-
tion initiale go = —0.1 < 0, et pour §/A =
10~4.

plage est la méme qu’au (b).

F1G. 3.10 — Représentation des flots pour ’équation RPA avec un seul cou-
plage et ’énergie caractéristique d.

négatif, il tend vers —oo pour cette valeur de t. Nous voyons donc que 7 permet de
prolonger le flot aprés la singularité, avec un prix & payer : le couplage acquiert une
partie imaginaire (cf figure 3.10(b)). Nous avons aussi représenté (figure 3.10(d)) ce
qui se passe si In(d/A) ~ —1/go. Le flot a alors une allure compliquée, et le couplage
devient méme infiniment grand (et positif!).

Dans notre approche de RG, nous souhaiterions en fait deux choses :
— avoir des couplages qui restent réels, puisque la partie imaginaire provenait de
termes finis, et que nous ne gardons normalement que les termes infinis.
— pouvoir traverser la singularité, qui comme nous ’avons vu en laissant un 7,
parait tout a fait artificielle. B
La facon la plus simple d’arriver a ce but est de remplacer la fonction f par une fonction
réelle f, ayant les mémes comportements asymptotiques, mais n’ayant pas de singularité
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a I’échelle §. La fonction f vérifiant ces propriétés et qui vient immédiatement a 1’esprit
est :

1
f(v,0) = » si |v| = [6],=0si |v] < 9. (3.58)

Autrement dit, le début du flot est identique au flot quand § = 0, et ensuite le couplage
reste constant. Nous avons représenté sur la figure 3.11 les flots ainsi obtenus, superpo-
sés aux flots précédents (figures 3.10(a) et 3.10(c)). Sur la figure 3.11(a) nous avons in-

T T T T -0.1 T T T T =
01 0.0684692 ———— 7 ot
00684691 - 73 : N
0.068469 - / - ok .
0.0684689 \/
0.08 |- ] - \
Rig(t)] 0.0684688 L L 11 Rlg®) (o5 L ] |
. 8 10 12 14 16 “;
A \
\ - 0.3 | -
0.06 - -1 0.35 |- l -
1 1 1 1 -0.4 1 1 l 1 1
0 2 1 6 8 10 2 1 6 8 10
t t
(a) Partie réelle du couplage pour une condi- (b) Partie réelle du couplage pour une condi-
tion initiale go = 0.1 > 0, et pour §/A = 1072 tion initiale go = —0.1 < 0, et pour §/A =
Sy . -2
Nous avons inséré un zoom sur ce qui se passe 107=.

aux temps grands.

F1G. 3.11 — Comparaison des flots pour la régularisation avec n (en pointillés),
et le flot “par morceaux” (en trait plein).

séré un zoom pour montrer que les deux méthodes ne donnent pas exactement la méme
valeur limite. Avec la méthode du flot “par morceaux”, la valeur limite est celle atteinte
lorsque v = 4, et vaut : gjim = go/[1+9o In(A/5)]. Pour la méthode avec 7, il faut prendre
v = 0 dans la formule (3.56), et on trouve gim = go/[1 + go In(A/1 — (6/A)?/5)]. Ces
deux valeurs ne sont donc pas identiques, mais la différence est dans notre cas trés
faible, puisque d/A est petit (un calcul simple montre que la différence est environ
égale & (g1imd/A)?/2). La méthode du flot par morceaux semble donc tout a fait rai-
sonnable. Tout ce que nous avons raconté ne prétend pas étre une démonstration de
la validité de la méthode dans toutes les situations. Néanmoins nous pensons que les
résultats seront qualitativement corrects. Remarquons finalement que si nous avions
pris les conditions initiales de la figure 3.10(d), notre méthode aurait donné une valeur
limite égale & gum = go/[1 + goIn(A/d)] ~ —1.27, tout comme la méthode utilisant 7
(toujours a trés peu de choses prés). Mais nous voyons que le couplage a dépassé 'uniteé,
et la méthode perturbative n’a plus de justification. Il ne faut donc faire confiance a

aucune des deux méthodes dans un tel cas, ce qui paraissait d’ailleurs plus évident sur
la figure 3.10(d).

Il ne nous reste plus qu’a dire pourquoi cette approximation porte le nom d’ap-
proximation logarithmique. Les fonctions f apparaissent lorsque nous écrivons les
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équations de RG, et une des étapes pour les obtenir contient une dérivation (par
rapport a v) de logarithmes du type In[(v — § + in)(v + § — in)] = In(|p? — &?|) si
nous oublions les 7. Si nous remplacons ce dernier logarithme par ’approximation
In(|v? — §?|) ~ In[Max(v?, §?)], et que nous le dérivons par rapport a v, nous obtenons
(& un facteur 2 prés) la fonction f de 'équation (3.58).

Nous sommes maintenant presque en mesure de nous occuper du systéme (3.53),
dans lequel la fonction f est remplacée par f (3.58). Nous allons nous concentrer
sur des conditions initiales de type Hubbard, i.e. tous les couplages sont supposés
égaux, ce qui correspond & une interaction locale dans la direction transverse. Ceci est
physiquement raisonnable si ’écrantage est supposé se faire suffisamment rapidement,
et sur des distances faibles. De toute facgon, il est hors de question d’explorer toutes les
conditions initiales possibles : quand nous aurons /N chaines, le nombre de couplages
sera en effet de 'ordre de N3! Bien que les couplages de haute énergie soient locaux,
ils ne le resteront pas le long du flot de RG, comme nous allons le voir.

Le second probléme dont nous avions parlé au tout début de la section et auquel
nous sommes confrontés est le suivant. Supposons tous les couplages initiaux positifs
pour fixer les idées. Tant que 1’échelle d’énergie 2vr Ar n’est pas franchie, les couplages
restent constants, puisqu’ils sont tous égaux, et que dans ce cas les membres de droite
de (3.53) sont nuls. Une fois cette énergie passée, il est facile de voir que la quantité
A 4+ B — 2C va devenir négative, puisque sa dérivée l’est. F' va alors croitre, et les
équations étant couplées, les couplages vont diverger. Ceci aura lieu a un “temps” ..
Cette divergence est le signe physique d’une instabilité et de la formation d’états liés.
Du point de vue numérique, elle est toutefois assez génante, car il est peu pratique
de travailler avec des quantités divergentes, surtout quand celles-ci sont nombreuses
(ce qui n’est pas encore le cas ici). De plus, étant donné que la divergence a lieu & un
temps fini, il faudrait utiliser un algorithme & pas de temps adaptatif, qui permettrait
de continuer a travailler avec une précision donnée tout le long du flot. Une autre fagon
de faire, que nous utiliserons tout au long de la thése, et que nous avons expliquée
dans Particle [DVDO02|, est de travailler avec des couplages normalisés, et de ne garder
qu’une seule divergence, celle de la norme du vecteur des couplages. De plus, il est utile
de changer de temps de RG. Expliquons ceci en détail.

Considérons le systéme d’équations différentielles 0,9; = A;jrg;9x- Les g; sont les
couplages, A & F' par exemple si nous prenons le probléme a 2 chaines sans spin. Nous
utilisons une notation trés générale car nous aurons besoin de tout cela dans d’autres
contextes que le probléme a 2 chaines. Si les A;j; sont indépendants du temps, ces
équations sont homogénes et quadratiques, et nous avons la propriété simple que si
9:(t) est solution, alors gf)‘) (t) = Agi(At) Pest aussi, et ce pour tout . Ceci implique
que gz-()‘) (t)/ gj(-)‘) (t) = gi(At)/g;(At), i.e. que la direction du vecteur des couplages suit
une trajectoire indépendante de la norme de ce vecteur'?. Il est donc naturel, dans ce

0Le vecteur des couplages est définis par ses composantes qui sont les couplages, rangés dans un
certain ordre.
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cas, d’introduire les couplages normalisés h;(t) définis par :

2

hi(t) = jg\}((?)’ avec N (t) = (Z gi(t)2> . (3.59)

Nous avons alors pour tout A positif, et avec des notations parlant d’elles mémes :
N (t) = AN (M) and hg’\) (t) = h;(At). 11 est ensuite souhaitable d’écrire les équations
différentielles satisfaites par N (¢) et h;(t), au lieu de celles des g;(¢). On montre trés
facilement que celles-ci sont :

{ Oshi = Aijchihy, — (Ajkihjhihi)hi ’ (3.60)

GSN == (Ajklhjhkhl)N = 88 1D(N) = Ajklhjhkhl

ou s est le “temps” adapté au flot des h;, défini par ds = N (¢)dt et s(t = 0) = 0.
Le changement de ¢ & s revient a faire un zoom sur la singularité, si il y en a une.
La singularité n’a réellement lieu qu’a s = oo, et on peut donc aller & des s aussi
grands que 'on veut, sans que la singularité de N soit atteinte. Pour un pas de temps
s toujours le méme, il est clair que le pas de temps en ¢ devient de plus en plus faible,
et on a donc bien obtenu, de fagon simple, un pas de temps adaptatif. Notons que la
validité de ’approche perturbative est mise en question a I’approche d’une singularité
puisque les couplages sont grands.

Si les Ajjr dépendent du temps, comme c’est le cas pour notre probléeme des 2
chaines, les équations différentielles perdent la propriété que gf)‘) (t) soit aussi solution.
Néanmoins, bien que I'une des motivations qui nous pousse & étudier les flots des
couplages normalisés disparaisse, ce n’est pas le cas de toutes. En particulier, cette
méthode permet de régler les deux problémes qui nous préoccupaient, a savoir le grand

nombre de divergences, et le temps fini auquel celles-ci ont lieu.

Nous ne rentrerons pas dans les détails de la résolution numérique des équations
différentielles. Disons seulement que nous avons utilisé un algorithme de Runge-Kutta
d’ordre 2, dans lequel nous projetons le vecteur des couplages sur la sphére unité, apreés
chaque pas d’intégration.

A titre d’illustration, nous montrons ce que cela donne si tous les couplages valent
initialement 0.1, et si Akp/A = 0.01, sur la figure 3.12. 1l est clair sur la figure 3.12(b)
que 'on s’approche d’une direction fixe, puisque les couplages normalisés ne varient
plus, et que seule la norme continue a augmenter. Cette notion de direction fixe est
importante, car dans les situations ou le systéme part & couplage fort, elle remplace
celle de point fixe. De plus, pour un systéme ou les A;;; sont indépendants de ¢, il
est possible de rendre la norme aussi petite que ’on veut, & n’importe quel temps,
en prenant des couplages initiaux suffisamment petits. Ainsi, la direction fixe pourra
étre atteinte dans un régime ou l’approche perturbative est valable, et ’on pourra
alors penser que le systéme ira en réalité vers un point fixe de couplage fort situé
a proximité de cette direction fixe. Bien siir, cela suppose que les couplages initiaux
soient trés petits, et donc cela limite notre analyse au régime de couplage faible. Si
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(a) Flot des “vrais” couplages en fonction du
“yrai” temps t. Cette figure est obtenue en uti-
lisant les résultats indiqués dans les trois autres
figures.
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(b) Flot des couplages normalisés en fonction
du temps s. Les conventions sont les mémes
que sur la figure (a). Les couplages se différen-
cient & partir de s ~ 1, i.e. t ~ 4.6, ce qui
correspond a l’échelle ¢t = In(Akp/A).
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(¢) Evolution de la norme en fonction de s.

(d) Lien entre t et s.

F1G. 3.12 — Flot des couplages pour une condition initiale de type Hubbard
(avec tous les couplages égaux & 0.1), et pour Akp/A = 0.01 (cette
échelle est donc atteinte pour ¢ = In(100) ~ 4.6, et d’apreés la
figure (d), pour s ~ 1). Pour toutes ces figures, nous n’avons pas
représenté trop de points, afin qu’elles restent lisibles. Mais bien
sir, le pas d’intégration est beaucoup plus petit que 1’écart entre

deux points.

les A;ji, dépendent du temps, la situation est plus compliquée, car la trajectoire des
couplages normalisés n’est plus la méme quelle que soit la norme initiale. Mais pour
notre exemple on peut se convaincre que ’argument reste valable, car les couplages
restent constants au début du flot, tant que I’énergie 2up Akp n’est pas atteinte, et
qu’'une fois celle-ci dépassée, les flots pour les couplages A, B, C et F' deviennent
indépendants du temps. Seul le couplage D sera légérement modifié. Mais étant donné
que le couplage D normalisé vaut 0 sur la direction fixe, cela ne change rien.

117



CHAPITRE 3. DEFORMATIONS DE LA SURFACE DE FERMI : UN CAS SIMPLE

Profitons de 1’étude de cet exemple simple pour vérifier que la direction fixe at-
teinte peut étre trouvée analytiquement. Nous donnons la méthode dans le cas général,
avec les A;;;, indépendants du temps. C’est cette méthode que nous avons utilisée dans
'article [DVDO02] (ainsi que dans [DDO02]), pour étudier des flots beaucoup plus com-
plexe. Les équations étant quadratiques, il est évident qu’une direction fixe est telle
que :

gi(t) = n u_, t, avec u; = Aijkujuk. (361)

On a alors aussi :
Nt = ¢ - - & N(s) = N (0) exp(s/c), (3.62)
s(t) = cln [tc i t] & t(s) = t]1 —exp(—s/c)], (3.63)

avec : ¢ = (Z uf)% (3.64)

L’échelle d’énergie critique t. est quant & elle donnée par : t. = ¢/N(0). Pour notre
systéme de deux chaines, il faut se placer a des échelles d’énergie petites, par conséquent
la direction fixe se trouve en résolvant :

Uy = —usp =ug=—ug, up=0, et upr=—up(us+up— 2uc). (3.65)

Ainsi, up = 4u3,. Donc soit tout le monde est nul, ce qui ne nous intéresse pas, soit
g =up = —uc = —1/4, up =0 et up = 1/2. Dans ce cas ¢ = \/7/4, et les couplages
normalisés sur la direction fixe valent donc uy = ug = —uc = —1/\/7 ~ 0.38, up =0
et up = 2/v/7 =~ 0.76. Ceci correspond bien aux valeurs observées sur la figure 3.12(b).

Profitons d’avoir des équations de RG simples pour regarder ce qui se passe
pour un autre type de condition initiale. Les flots sont trés différents si initialement le
couplage F' est nul (en gardant les autres couplages égaux et non nuls), situation qui
est équivalente, comme nous I’avons déja remarqué, a celle d’une chaine de fermions
de spin 1/2, sous champ magnétique, avec une interaction invariante par rotation. F
restera nul, et le systéme pourra rester & couplage faible, ou partir & couplage fort,
selon la valeur de Akr/A. 11 est en effet clair que si Akp = 0 (systéme purement 1D),
les couplages deviennent infinis, car le systéme d’équations différentielles obtenues est
formellement le méme que précédemment, a condition d’écrire les équations sur les
opposés des couplages et non les couplages eux-mémes. Le role de F' sera ainsi joué
par —D. Pour une valeur initiale des couplages de 0.1, on observe numériquement
que la singularité a lieu a t. ~ 7.8, i.e. v./A ~ 4-107* Si Akp/A est plus grand
que cette valeur, la divergence n’aura pas lieu. En fait, les choses sont un peu plus
compliquées, car il y a deux échelles d’énergie dans le flot : 2vpAkp et vpAkp. Ainsi,
entre la situation ou la direction fixe est atteinte (Akp petit), avec une norme qui
diverge de fagon exponentielle en s, et celle oit I'on reste & un point fixe (Akg grand),
avec une norme qui reste donc constante, il existe un régime intermédiaire (Akp/A
environ égal a exp(—t.)) ou la norme diverge linéairement en s. Nous avons représenté
ces deux derniers cas (Akp/A = 0.01 et Akp/A =4-107*) sur la figure 3.13.
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F1a. 3.13 — Flot des couplages normalisés et de la norme pour une condition
initiale o tous les couplages valent 0.1, sauf F' qui est nul et le
reste le long du flot. Les flots sont donnés pour deux valeurs de

Akg/A.

3.4.2 Le propagateur

Intéressons nous maintenant a 'effet de la self-énergie sur le propagateur. Les
diverses contributions a la self-énergie X sont celles des équations (3.41) a (3.45). Nous
avons de plus les contributions des contre-termes X', Les propagateurs habillés sont

toujours tels que G~! = GO

— ¥ — X%, et les conditions fixant le potentiel chimique
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et la position de la surface de Fermi habillée sont :

GE,IO(k = kF,07 W= ,U‘) =0, (366)
Grin(k =kprw=p)=0, (3.67)
ko + ke = ko) + k) ¢>j{:5k (3.68)

Etant donné que nous avons trois équations pour trois inconnues, le probléme est bien
posé. A une boucle, nous obtenons :

5#” =—(A+B + 20) &

— A 5,0 (1 _
(B+C)g- —6put) +vpbks’ =0 5k = (A — B)A

SESY + 6k =0

(3.69)

—(A+C)A —6p® 4 vpokS) =0
{ 47T’UF

Tout ceci est bien compatible avec ce que nous avions obtenu précédemment (cf. équa-
tions (3.10) et (3.14)). Remarquons de plus que la derniére équation peut aussi s’écrire :
Akf?o) — Akp = (A — B)A/(2mvr) + O(G?). En fait, il faut quand méme faire attention
au fait qu’ici les couplages sont les couplages de basse énergie, et non les couplages
nus, comme dans les deux sections précédentes. Mais les équations de flot des cou-
plages (3.53) nous montrent que A — B et A+ B+ 2C sont des constantes (vp aussi),
et donc, par exemple, (A — B)/(2wvr) = (Ag — Bg)/ (27rv§ )) Les résultats sont donc

exactement les mémes. Remarquons de plus que puisque AkF et Akp sont constants,
il fallait aussi que leur différence le soit (et de méme pour le potentiel chimique).

A 2 boucles le systéme a résoudre est le suivant :

_% (275;F> (—2vpAkr)In <|AkF|) ou® + UF5/€(()2) =0
2
-4 (:5) ordbe)ln (B21) = 54 4 weak® =0 - (1O
5kS + 6k =0
2
On obtient alors facilement que du® = 0 et 6]§(()2) = — (273}F> AkpIn (%) Le pro-

pagateur inverse (R,0) habillé a 2 boucles s’écrit au final :

—1
Gg’)o (k=krpo+kK,w=p+v)=v—1vpK

) ) * (o) J oo (Vi)

(2 ) = o <|u2 ~ [or(s+ 2AkF>J2|) a1

4

4 \ 2mup (2upA)?

1/ D\’ (W% — [vp(k + 2Akp) |

- 2upAkp) 1 )
+4 (271'?)1:‘) ( vE kF) t ( (QUFAkF)Q )

Remarquons tout de suite & propos de la renormalisation de la vitesse de Fermi,
que si nous nous donnons un x petit, et que nous cherchons la valeur de v qui annule
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Gg)o_l, sous la forme v = (vp + 0v)k, avec dv d’ordre 2 en les couplages, nous obtenons
v = —[D/(2mvg)]*vr/2. Cette expression ne contient aucune divergence en A. Ceci
justifie que nous n’ayons pas mis de renormalisation de la vitesse, et que nous ayons
considéré que les vitesses de Fermi sont identiques sur les 2 chaines.

Le facteur ZR,O(é; v,A\) (= ZL,O(é; v,\) = Zy) de renormalisation du champ se

-1
déduit de la prescription de renormalisation habituelle Gg’a 3 (k =kpp,w = p+v) =v.
Nous trouvons ici (en utilisant les couplages adimensionnés) :

1~ (|1/2 — (2upAkr)?|

— 12 ~2 2 I/ 2 2

QUFAkF In |Z/2 — (ZUFAICF)2|
(2UFA]€F)2

On montre de méme que pour la branche 7 :

) _lpem (‘”2 — (QUFMF)2|) (3.73)

2;1:1—%(§2+52+ﬁ2)1n<

UFA 4 (2UFA)2
D2 QUFAkF In |1/2 — (2UFAI€F)2‘
4 14 (QUFAkF)Q ’

Nous voyons donc que Z; est divergent en v = 2upAkg, et que Zp, qui ne diverge pas
a cette énergie, a toutefois une dérivée divergente en ce point. Ces divergences sont du
méme type que celles observées pour les couplages. Comme pour les couplages, il est
naturel d’utiliser 'approximation logarithmique suivante :

In V? — (2upAkp)’ In max(v?, (2vp Akp)? (3.74)
(QUFK)2 - (QUFK)2 ‘
v
= 2In (2UFK> si v > 2upAkp (3.75)
A
= 2In <%) si v < 2upAkg, (3.76)

ou K symbolise soit A soit Akgr. Nous tragons les termes en D? de Zy et Z,, ainsi que
leur approximation logarithmique, sur la figure 3.14, afin de visualiser l'effet de cette
approximation.

Tout comme nous 'avions fait dans le cas purement 1D, nous pouvons calculer
les fonctions ¢q et ¢, définies comme rapport de deux Z, a des échelles différentes (cf.
fin de la section 2.3.1), puis les équations différentielles qu’elles vérifient. On trouve
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exact

approx. log. -----

6 | | | | |
3 4 5 6 7 8 9

i t

(a) Branche 0. (b) Branche .

F1G. 3.14 — Tracé des fonctions — In ('"2_((221]UFFAA)§F)2|)iQ”FVAkF In ('"2(725}1?2];5)2‘)

et leur approximation logarithmique, en fonction de ¢t =
In(2vpA/v). Le signe + (resp. -) correspond a la branche 0 (resp.
m), et & la figure (a) (resp. (b)). Nous avons choisi Akr/A = 0.01,
i.e. In(A/Aky) ~ 4.6.

sans grand probléme que :

f(v,2vpAky)

1(~ o~ o~ o~ 2vpAk
at1n(¢0):§{A2+02+F2+D2[(1-%)

+ QUFAkF

14

(v, QUFAkF)} } ,(3.77)

Ly 2up Ak
9, In(yr) = {BZ+CQ+F2+D2 [(1+ ?) F(v, 20p k)

. QUFA/{F
v

DN | —

(v, QUFAkF)} } ., (3.78)

ou nous avons posé [(v,0) = In(|v/é]) si |v| = |6| et =0 sinon. f est définie exactement
comme précédemment, quand nous avons regardé les flots des couplages. Nous avons
de plus simplifié les notations par rapport a la section 2.3.1, comme nous I’avions fait
pour les couplages. Les conditions initiales seront que les fonctions ¢ valent 1 pour
t = 0. Autrement dit, les fonctions ¢ sont celles définis avec une condition initiale &
I’échelle de haute énergie 2vpA (dans le langage de la section 2.3.1, v = 2vpA).

Les fonctions ¢ sont calculées numériquement, en méme temps que les couplages,
et toujours par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2. Si nous prenons les conditions
utilisées pour obtenir la figure 3.12 page 117, nous obtenons les résultats indiqués
sur la figure 3.15. Les fonctions In(pg) et In(p,) sont trés peu différentes, ce qui se
comprend bien, car les couplages A et B sont égaux, et que le couplage D, qui est
donc la seule source de différence dans les équations (3.77) et (3.78), est petit (cf.
figure 3.12(a) page 117). Autrement dit, étant donné que le systéme est presque 1D, les
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F1G. 3.15 — Résultats pour le propagateur, pour une condition initiale de type
Hubbard.

effets de la petite “courbure” (ici petite différence de vecteurs de Fermi) de la surface de
Fermi sont petits. On distingue clairement trois régimes dans le flot des . Le premier
est celui de la physique du liquide de Luttinger. Les logarithmes des ¢ augmentent
linéairement. Il y a ensuite une diminution de la pente, qui indique la présence d’'un
régime de type liquide de Fermi. En toute rigueur, on s’attend a une pente nulle pour
un liquide de Fermi. La non nullité de la dérivée est ici dii au nombre fini de chaines.
Pour plus de détails, et une étude dans la limite d'un grand nombre de chaines, nous
renvoyons le lecteur a notre deuxiéme article [DD02|, section IV.A. Finalement ces
fonctions divergent & ’échelle d’énergie correspondant a la singularité. Le propagateur
renormalisé tend alors vers 0 & cette échelle d’énergie, comme indiqué sur la figure
3.15(b), ol nous avons représenté uniquement le propagateur de la branche 0, car les
résultats pour la branche 7 sont peu différents. Méme si ce n’est pas visible & cause
de I’échelle, il faut voir que le propagateur vaut 1 (i.e. 2vpA, mais qui est mis a 1
dans les simulations) & ¢ = 0. Cette annulation du propagateur est elle aussi le signe
que les fermions ne sont pas les excitations de basse énergie. On peut la voir comme
un signal perturbatif de 'apparition d’un gap fermionique, avec une physique de type
Gross-Neveu (cf par exemple [Wit78]).

Nous montrons aussi sur la figure 3.16 ce que I'on obtient si le couplage F' est
choisi nul, pour les deux situations de la figure 3.13 page 119. Lorsque I’écart entre les
vecteurs de Fermi est grand, nous avons vu que le systéme reste a couplage faible. On
s’attend donc & une physique de type Luttinger. Les ¢ augmentent linéairement avec ¢
(figure 3.16(a), avec une pente plus petite que 1, et par conséquent, le propagateur tend
vers 'infini quand 1’échelle d’énergie tend vers 0. Le propagateur a donc bien un poéle a
la surface de Fermi, mais comme dans le cas purement 1D, le résidu tend vers 0, ce qui
nous indique que les fermions ne sont pas, ici non plus, les excitations de basse énergie.
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F1G. 3.16 — Résultats pour le propagateur, pour une condition initiale ou le
couplage F' est nul et les autres valent 0.1.

Comme on s’y attendait, la physique est bien celle du liquide Luttinger. Remarquons
que la différence entre les deux branches est plus sensible que dans I’exemple précédent.
Lorsque la différence des vecteurs de Fermi est de 'ordre de I’énergie a laquelle se
situerait la singularité si cette différence était nulle, nous obtenons les résultats des
figures 3.16(c) et 3.16(d). Dans ce cas, nous voyons une différence plus marquée entre
les deux branches que dans les autres situations. C’est normal, puisque comme nous
I’avons vu, le systéme part & couplage fort, avec uniquement le terme D qui survit, et
c’est celui-la méme qui peut distinguer les deux branches. Puisque le systéme part a
couplage fort, nous voyons le propagateur tendre vers 0 & une échelle d’énergie finie,
comme dans le cas ou F' était non nul.

Une des conclusions que I'on peut tirer de la comparaison de toutes ces courbes,
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est que la différence entre les propagateurs renormalisés des branches 0 et 7 est d’au-
tant plus importante que le couplage D est prédominant. Or nous savons aussi que
la déformation de la surface de Fermi, trouvée avec les contre-termes, est plus grande
quand le couplage D augmente. Une question naturelle que nous pouvons nous poser
est la suivante : y a-t-il un lien entre les déformations de la surface de Fermi et les
facteurs Z, autrement dit, peut-on trouver des informations sur la déformation de la
surface de Fermi a partir du propagateur renormalisé ? La réponse est a la fois oui et
non! Reprenons le lien entre le propagateur renormalisé et le propagateur habillé non
renormalisé (2.129). Le propagateur habillé non renormalisé peut s’écrire :

G—l

R,0(r) (k,w) =w — el (k) — Yr0(m) (K, w). (3.79)

0(m)

Nous ne considérerons pour I’argument qui suit que la self-énergie provenant des termes
D. Sur les formules (3.45) et (3.45), on peut constater que Xg o(r),p(k,w = pp+2vpA) =
0(1/(2vgA)). Si nous prenons la relation (2.129) donnant le lien entre les propagateurs
renormalisé et non renormalisé, pour v = 2vpA et w = p+2vpA, puis que nous utilisons
la prescription de renormalisation (2.127) qui donne ici Gg?g(w)_l(kﬂo(ﬂ), p+ 2vpA) =
2vr A, nous obtenons :

Nous voyons donc qu’il existe bien un lien entre les déformations de la surface de Fermi,
et les facteurs Z, et en particulier que si les Z sont égaux, il n’y a pas de déformation
de la surface de Fermi. On peut de plus vérifier que comme ZO_(}T)(GB;QUFA, A) =

1 + D%(2upAkp)/(2 X 2upA) In(Akp/A), ou le signe + correspond a la branche 0,
on retrouve bien la déformation de la surface de Fermi due aux termes D en faisant
comme d’habitude la somme et la différence des deux équations obtenues. Nous avons
ici montré le “coté oui” de la réponse a la question que nous nous posions. Voyons
maintenant 1’aspect qui pose probléme. Nous aurions pu croire que 'application du
RG nous aurait fourni des renseignements sur la déformation de la surface de Fermi,
qui soient améliorés par rapport a la simple théorie des perturbations. Bien siir, dans ce
que nous venons de raconter, nous avons utilisé I’expression perturbative de Z, et il est
donc normal de retrouver les résultats perturbatifs. Mais c’est exactement 14 qu’est le
plus gros probléme : le RG ne peut pas nous donner d’informations sur Z. La grandeur
que le RG est capable d’améliorer par rapport a la théorie des perturbations est ¢, qui
est le rapport de deux Z, mais pas Z lui-méme. Ce que cela signifie, c’est que le RG
n’arrive pas & fournir d’information absolue sur Z, mais uniquement une information
relative. C’est une des limitations de notre RG de théorie des champs, qui est aussi une
réelle motivation pour étudier ces problémes avec un RG a la Wilson. Faute de temps,
nous n’avons pas eu la possibilité de mettre une telle approche en ceuvre, mais c’est
une voie que nous essaierons de suivre dans le futur.

Ne pouvant poursuivre cette route, nous avons cherché une autre fagon d’effectuer
le calcul de déformation de la surface de Fermi grace & un groupe de renormalisation.
Le point de départ est la relation perturbative donnant la déformation de la surface
de Fermi due aux termes D : Akg)) = Akp[l + 2D%1n(A/Akg)] et le constat que cette
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relation est indépendante de v (ce qui est normale puisqu’elle a été obtenue en faisant
v = 0!). Ceci achéve de démontrer qu’il est inutile d’espérer quoi que ce soit du RG de
théorie des champs en ce qui concerne la surface de Fermi.

Néanmoins, nous voyons que le cut-off A apparait dans cette équation, et a défaut
de pouvoir varier v, on peut varier A, et utiliser un autre RG : la théorie dite du “cut-off
scaling”. Celle-ci a été élaborée par S6lyom [S6179] et est & mi-chemin entre le RG dans
sa version théorie des champs, et le RG dans sa version moderne. Il est trés facile de
la mettre en ceuvre une fois que ’on a compris le RG de théorie des champs, et on
peut en tirer des informations analogues a celles fournies par un RG a la Wilson tant
que nous restons dans le cadre de théories renormalisables. C’est pourquoi nous avons
regardé ce qu’elle donne, et nous allons en parler dans la section suivante.

3.5 Le Groupe de Renormalisation dans sa version
“cut-off scaling”

3.5.1 Idée générale

Dans le RG de théorie des champs, la théorie de haute énergie est supposée fixée,
et les flots de renormalisation relient des quantités de basse énergie, par exemple les
couplages, a des énergies différentes. Ces flots nous donnent alors les vertexs, pour un
jeu d’impulsions externes fixées, et des énergies externes de 'ordre de v, en fonction
de v, pour une méme théorie nue. Il en va de méme pour le propagateur.

Dans I’'approche Wilsonienne, on procéde & une élimination successive des modes
de haute énergie, par intégration de ceux-ci. On suit alors 1’évolution de ’action effec-
tive, au fur et & mesure de cette élimination. Autrement dit, les flots des paramétres
de l'action effective se font en fonction du cut-off qui diminue de plus en plus.

La méthode du “cut-off scaling” se situe entre ces deux points de vue. On fait
varier le cut-off ultra-violet, en demandant que la théorie de basse énergie ne change
pas. Il n’y a aucune intégration de modes de haute énergie. Les calculs sont les mémes
que dans ’approche de théorie des champs. Lorsqu’on change le cut-off, on ajuste les
grandeurs nues pour que la théorie de basse énergie soit inchangée. C’est donc 'opposé
de la théorie des champs, ol c’est la théorie de haute énergie qui est fixée. Il faut voir
ce “cut-off scaling” comme une maniére de relier des Hamiltoniens effectifs dépendant
du cut-off, donnant tous la méme théorie infra-rouge. Nous avons résumé la situation
sur la figure 3.17, ol nous indiquons ce qui se passe uniquement pour les couplages.
Mlustrons le cut-off scaling sur un exemple trés simple : 'approximation RPA dans
le canal de Cooper, pour des fermions sans spin 1D, avec une interaction de type
g2*t. Dans la version théorie des champs, ’équation de flot pour le couplage g serait :

"Nous considérons la RPA afin d’avoir un flot des couplages, car nous savons que les canaux pp et
pt se compensent exactement dans ce cas.
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Théorie des champs Cut-off scaling

g8(g;v,A) = gs(g; ', A) g8, A g3, N
Flot

Haute énergie ‘ Fixe @ > @
I
/ \

\ g_B(gB;ArA’7 V) 4

\ /
Basse énergie @ — > @ “’ Fixe

g, v g v 9(gs; A, v) = glgm; Ny v)

Fi1aG. 3.17 — Résumé des différences entre la théorie des champs et le cut-off
scaling.

0;g = —g?. Puisque c’est gg qui aura un flot dans le cut-off scaling, nous effectuerons
la théorie des perturbations avec gg, et n’introduirons pas de contre-terme pour le
couplage. La contribution au vertex de la bulle pp, pour les impulsions a la surface de
Fermi, et pour les énergies (2.25) est exactement la méme que dans 1’équation (2.31).
Nous supposerons que ’échelle d’énergie v est petite devant le cut-off (le cut-off sera
toujours supposé grand devant les autres échelles d’énergie). Le vertex a I’énergie v a
une boucle, que nous fixons a la valeur g, est donc dans 'approximation RPA (nous
(0)
)

écrivons vp et non vy
2

g=gs+ -2 (3.81)

In .
2TUR (QUFA)
Or, si le cut-off était A’ et non A, il faudrait que le couplage nu soit gj;, et non gg, tel
que :

2
95 v
1 . 3.82
2mup n( QUFA’) ( )

De ces deux équations, il est facile de tirer la relation perturbative entre g et gp :
2 /
! gB A
=g+ In(—). 3.83
G = gn+ o In( ) (3.8
Ainsi, toute référence & 1’échelle d’énergie v a disparu. C’est I'exact équivalent de la
disparition du cut-off dans la théorie des champs. Si nous supposons que le cut-off
initial (I'inverse du pas du réseau) est Ag, qui est une grandeur fixe, et que nous posons
t = In(Ag/A) > 0, on montre sans probléme que le couplage nu vérifie I’équation
différentielle :

g=gp+

gB
2mvp

0,9 = —g5, avec g = (3.84)
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Bien siir, comme nous le faisions en théorie des champs, nous avons simplifié les no-
tations'2. Cette équation est complétement identique & celle de théorie des champs, a
condition de faire les substitutions :

. QUFA _ A()
t_ln( - ) & t—ln(A),et (3.85)
g < gg. (3.86)

Il faut aussi bien voir que le cut-off A de la théorie des champs est devenu A,.

3.5.2 Application a la déformation de la surface de Fermi.

Cette partie est traitée en grand détail dans le cas de N chaines, dans notre
article [DD02], sections III1.C.1 et III.C.2. Je les inclus néanmoins dans ma thése, dans
le cas particulier plus simple considéré jusqu’ici du systéme a 2 chaines, car c’est un des
points les plus importants de mon travail. La présentation n’est toutefois pas la méme
que dans 'article. Elle sera moins rigoureuse, les justifications précises étant données
dans ’article. Dans ce qui suit, je ne donnerai que les grandes lignes, afin de permettre
au lecteur d’avoir une premiére approche grossiére de notre méthode.

Comme nous 'avons déja dit a la fin de la section 3.4.2, I'intérét de cette méthode
pour obtenir des résultats au-deld de la simple théorie des perturbations en ce qui
concerne la surface de Fermi, se voit bien si nous considérons la relation perturbative
(3.20) donnant la déformation de la surface de Fermi due aux couplages D : Aklgo) =
Akp[142D2 In(A/Akg)]. En effet, cette relation ne fait pas intervenir Péchelle d’énergie
v et il est impossible d’écrire une équation de flot dans la version de théorie des champs.
Par contre, le cut-off intervient, et une équation différentielle sur ¢ = In(Ag/A) va
exister. Avec ce que nous avons déja vu sur le RG, nous devinons que si le couplage Dy
n’avait pas de flot, la relation perturbative deviendrait une loi de puissance une fois

I’équation différentielle intégrée :

A 2D, AL Ak 1-2D%
Ak = Ak ( AkF> & = :( AF> . (3.87)

Voyons si nous arrivons a trouver ce résultat, en supposant Dy constant. L’équa-
tion (3.20) écrite aux échelles A et A’ donne :

~ A

AKD(A) = Akp [1+2D]23 In (A—kF)] (3.88)
~ A

AKD(A) = Akp [1 +2D%1In ( AkF)] . (3.89)

11 faut bien voir que la quantité de basse énergie Akr est fixée, afin d’avoir une théorie
des perturbations sans probléme IR. Par contre, celle de haute énergie, Akg)), dépend

_~ A~ ~_2 ~
121 ’¢quation s’écrit en toute rigueur : 8y gg(g;t, ') = —gs (gB;t,t')
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du cut-off. Le lien entre les Akl(?o) pour les cut-off A et A’ se trouve en utilisant les deux

relations ci-dessus, et est (en perturbation) :
- A
AKQ (A = AED(A) [1 +2D%In <K)} . (3.90)

L’équation différentielle qui découle!® d’une telle relation perturbative est alors :
0 ~ 0
Ak = —2D2AKY. (3.91)

Ceci s’intégre aisément dans le cas ou le couplage Dy reste constant, en :

. . A\ 2D3 . Aq 2D%
AKP(A) = AR (Ao) (A_()) & AP (Ag) = AKY (A) (X) L (392)

Bien que nous aurions pu étre tentés de prolonger le flot jusqu’a A = 0, nous
voyons sur l’expression de gauche de I’équation ci-dessus, que cela conduirait & une
valeur nulle de Akg)) (0). De toute fagon, dans le cas général ou les couplages ont un flot,
les équations de flot de ceux-ci sont déduites du calcul des bulles, dans I’approximation
otl le cut-off A est grand devant toutes les autres échelles d’énergie. Sachant que la plus
grande des échelles d’énergie (hormis le cut-off), pour le systéme qui nous concerne, est
la quantité habillée Akr, nous ne pouvons de toute fagon pas, dans cette approximation
de cut-off grand, prolonger le flot de la surface de Fermi pour un cut-off inférieur a
I’échelle Akr. On pourrait chercher a raffiner les calculs et ne pas suppose que A est
grand. Nous n’avons pas exploré cette voie, mais nous avons cherché a exploiter nos
calculs simples jusqu’au bout, en rajoutant des ingrédients physiques, et quitte a utiliser
des approximations.

Nous savons que le couplage D qui est responsable des déformations de la surface
de Fermi, n’existe pas a énergie strictement nulle, si la surface de Fermi n’est pas
strictement plate. Lorsque le cut-off est grand devant Ak, la courbure de la surface
de Fermi n’est presque pas sentie, et tout se passe comme si la surface de Fermi était
plate. Le couplage Dg(A) est donc une quantité pertinente a haute énergie. Mais si le
cut-off devient plus petit que Akp, Dg(A) devient non pertinent, car il n’existe qu’a des
énergies grandes par rapport au cut-off. Ainsi, on peut s’attendre a ce que le couplage
D ne participe & la déformation de la surface de Fermi que dans le domaine d’énergie
ol il est pertinent, i.e. pour A 2 Akp. La contribution & la déformation de la surface
de Fermi pour A < Akp n’a aucune raison d’étre nulle, mais est probablement faible.
Dans le formalisme que nous utilisons, nous ne pouvons pas justifier ce point, mais
seulement invoquer notre intuition physique. Comme expliqué dans la section III.C.3.

13Nous ne prétendons & aucune rigueur mathématique. Nous n’avons pas cherché & démontrer un
théoréme de renormalisabilité & tous les ordres, qui justifierait 1’écriture de ’équation différentielle
(3.91). Ainsi, rien ne montre que le logarithme dominant d’ordre 3 a le bon coefficient, i.e. que notre
équation différentielle a resommé les logarithmes dominants & tous les ordres. Il serait intéressant de
démontrer un tel théoréme. Nous garderons ce probléme pour un travail futur, et nous nous conten-
terons ici d’étudier les résultats que donnent une telle équation différentielle.
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de [DD02], tout ceci semble compatible avec les résultats de Fabrizio [Fab93|, ou un
RG de type Wilsonien est utilisé, et grace auquel les différents domaines d’énergie
peuvent étre décrits. Notons que dans le cas de N chaines, le méme type d’argument
pourra étre utilisé, car nous verrons que les termes qui déforment la surface de Fermi
sont exactement les couplage irrelevants (a basse énergie), qui cherchent a devenir plus
relevants en déformant la surface de Fermi afin de pouvoir exister a énergie nulle.

Si nous arrétons le flot & A = Ak, il est clair que ’on retrouve la valeur donnée
par (3.87), si on a, comme nous 'avons dit plus haut :

Akp = AKD(A) (3.93)

A=Akp

Nous avons jusqu’ici négligé les termes déformant la surface de Fermi a 1 boucle,
et n’avons pas pris en compte les variations de Dg. Nous laissons le lecteur se convaincre
que I'équation différentielle satisfaite si nous prenons tout cela en compte est :

8,AKY = —(Ag — Bg)Aoe " — 2D3AEY. (3.94)

De plus les couplages évoluent selon le systéme d’équations (3.53), ol comme nous
I’avons déja dit, il faut rajouter un indice g a tous les couplages. Nous avons alors
un nouveau probléme avec le terme a 1 boucle. En effet, celui-ci fait intervenir les
couplages A et B, qui sont pertinents a toutes les échelles d’énergie. Nous n’avons donc
aucune justification pour dire que nous arrétons le flot de la surface de Fermi dii & ces
termes, quand nous croisons 1’échelle Akr. Mais nous savons que les flots des couplages
ne peuvent pas étre poursuivis en-dessous de cette échelle, étant donné que nous avons
supposé que A est grand devant toutes les autres échelles d’énergie. Nous pouvons
toutefois nous sortir de ce probléme en ne considérant pas du tout les déformations
dues au terme & une boucle. Pour cela, nous constatons que dans le régime de haute
énergie, les couplages Ap et Bp restent égaux s'ils le sont initialement (ce que nous
supposerons car notre condition initiale sera toujours de type Hubbard). Dans le régime
de basse énergie, les deux couplages différeront certainement. Toutefois, nous savons
que dans le cas d’un systéme purement 1D, ces deux couplages resteraient égaux dans
tout le domaine d’énergie. La différence entre ces deux couplages restera donc petite
si le systéme est quasi-1D. Nous négligerons donc le terme a une boucle dans ce qui
suit. Notons que nous retrouvons bien les résultats a une boucle établis par Louis et
al [LAGO1], si nous spécialisons leur équation (9) et (13) au cas de vitesses de Fermi
identiques. Dans leur cas, ot les vitesses de Fermi peuvent étre différentes, négliger le
terme a une boucle peut devenir une mauvaise approximation.

Dans I’étude de ces flots, nous pourrions croire que nous rencontrons encore une
difficulté, que ne présentait pas la situation simplifiée que nous avons étudié précé-
demment (Dg constant). C’est celle des conditions initiales : quelle valeur donner a

Akl(vo) (Ag) ? Nous avons en effet vu que la surface de Fermi habillée doit étre fixée.
Ceci veut dire que nous connaissons la valeur de Akg)) (A) & une valeur de A de l'ordre
de Akgr. Nous ne pouvons donc pas donner une valeur initiale Akg)) (Ag) quelconque,

130



3.5. LE GROUPE DE RENORMALISATION DANS SA VERSION “CUT-OFF SCALING”

puisque la valeur alors obtenue pour Akg)) (A = Akp) n’aurait aucune chance d’étre
la bonne. Il faut alors raisonner a I’envers. Nous commencons par nous donner Akp,
ainsi que les couplages de haute énergie. Nous calculons le flot des couplages, jusqu’a
A = Akg. Ces couplages peuvent alors nous servir de condition initiale de basse éner-
gie, ainsi que Akp pour I’écart entre les vecteurs de Fermi, pour un flot dans lequel on
augmente cette fois cut-off. Une fois la valeur A, atteinte, les couplages doivent avoir
retrouvé leur valeur de haute énergie, et nous aurons aussi obtenu la différence entre
les impulsions de Fermi de haute énergie, Akg)) (Ap).

Toutefois, étant donné que nous utilisons le cut-off scaling et 'approximation
logarithmique, et que nous arrétons le flot dés que le cut-off est égal & Ak, le flot pour
les couplages ne fait pas intervenir la grandeur Akr dans la région de haute énergie
qui est celle de déformation de la surface de Fermi. Ainsi, on peut se fixer la surface de
Fermi de haute énergie Akg)) (Ap), calculer le flot des couplages et de Akg)) (A). Nous

arrétons alors le flot dés que A atteint Al-cg)) (A), et on aura alors obtenu la surface de
Fermi de basse énergie :

Akp = AEY (A%, avec A* = AR (A9). (3.95)

Dans le cadre d’un RG Wilsonien, on peut se poser la question de savoir s’il
est possible ou non de trouver la surface de Fermi habillée en partant d’une condition
initiale de haute énergie pour les couplages et la surface de Fermi. Dans la méthode
de Feldman et al [FST98|, il faut se fixer la surface de Fermi habillée, et faire une
élimination de modes, définis par la surface de Fermi habillée, pour éviter les problémes
IR. 1l faut alors introduire les contre-termes nécessaires pour fixer la surface de Fermi.
La question est alors de remonter a la surface de Fermi libre, avec pour ce faire, les
problémes dont nous venons de parler. Feldman et al ont démontré que la relation entre
les surfaces de Fermi nue et habillée est inversible. Il reste quand méme a savoir si cela
est pratiquement faisable. Dans son article [Fab93|, Fabrizio ne semble pas préoccupé
par cela, et obtient directement une équation de flot pour la surface de Fermi. Nous
espérons étudier plus précisément comment utiliser un RG Wilsonien, afin de clarifier
cette question. Nous n’en avons toutefois pas eu le temps, et je n’en parlerai donc pas
plus longtemps.

Voyons maintenant ce que le cut-off scaling nous donne, pour des conditions telles
que le systéme reste a couplage faible. Reprenons donc I'exemple que nous avions déja
étudié : tous les couplages de haute énergie égaux a 0.1, sauf F' nul, et Akg/Ay = 0.01.
Nous trouvons le résultat indiqué sur la figure 3.18. On voit donc que bien que les
interactions ne sont pas trés grandes, et méme en restant a couplage faible, I’écart
entre les impulsions de Fermi est réduit de 10%.

Avant de passer au cas de N chaines, et de renvoyer le lecteur a [DDO02| pour plus
de détails, nous allons finir cette section en établissant les résultats obtenus dans le cas
d’électrons de spin 1/2 et en montrant qu’ils sont identiques a ceux existant dans la
littérature.
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F1G. 3.18 — Flot de l’écart entre les impulsions de Fermi dans le cas Akg /Ay =
0.01, et avec des couplages initiaux tous égaux a 0.1, sauf F' = 0.

Puisque nous voulons établir le contact avec de tels résultats, nous remettons
le facteur 1/2 dans le Hamiltonien d’interaction (cf note de bas de page numéro 3).
Nous considérons de plus des conditions initiales de type Hubbard. Dans un tel cas,
tous les couplages de spin resteront égaux, ainsi que tous les couplages de charge. Ces
derniers seront d’ailleurs constants, et les couplages de spin vérifieront 1’équation :
0;9° = 4¢°. Nous ne démontrons pas ces affirmations ici, mais nous le ferons dans
le chapitre 4 consacré au systéme a N chaines de fermions avec spin, cf équations
(4.4) et (4.5) et le commentaire qui suit. L’équation de flot pour Aklgo) est quant a
elle obtenue a partir du cas spinless en supprimant comme justifié plus haut le terme
d’ordre 1 et en remplagant I'interaction D3 par 2[(D%/2)*+3(D%/2)?]. Autrement dit :
8tAkg)) = —(D ‘43 ﬁ%Z)Akg)) . Cette équation différentielle vérifiée par Ak(FO), est au
signe preés, exactement celle vérifiée par le logarithme de ¢ dans le cas 1D, cf (2.138).
En utilisant la solution déja obtenue pour ¢ (voir (2.151)), ainsi que (3.95) nous avons :

Ak~ 78 - 1
AED = Ak ( F) exp §D; _ —1]]. (3.96)
Ao 4 1+ 4D In(Akp/Ao)

Pour un modéle de Hubbard répulsif, 13% est négatif, et si Akp n’est pas trop grand,
on obtient en omettant des facteurs multiplicatifs constants :

0 AED 2
Ak ~ AEY - . (3.97)
0

11 explication de cette identité entre les équations vérifiées par Akg)) et celle vérifiée par le loga-
rithme de ¢ dans le cas 1D est donnée dans la section III.C.3 de notre article, et nous y renvoyons
donc le lecteur.
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Le résultat que 'on trouve dans la littérature (cf [PF79, Bou85]|) est :

[e]

t 1-a
oty (t—ﬁ) . (3.98)

Dans cette équation, et avec les notations de la bosonisation, o = (K,+1/K,)/4—1/2,
avec K, = /(1 —25%)/(1 + 24%). Perturbativement, o = §§°, et les résultats (3.97)
et (3.98) sont donc identiques. Le facteur supplémentaire que nous avons dans (3.96)
est dii a la prise en compte de I'extinction du couplage de spin, qui est non pertinent,
tout comme c’était le cas dans ’équation (2.152), ou nous avions donné ’expression du
propagateur renormalisé. Nous avons donc réobtenu un résultat connu, ce qui confirme
que notre vision, qui consiste a arréter le flot lorsque ’on croise ’échelle d’énergie Akp,
est valable.
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Chapitre 4

Extension a un systéme quasi-1D de
N chaines

Dans le chapitre précédent, nous avons vu comment calculer les déformations de
la surface de Fermi dans le cas simple de 2 chaines de fermions avec ou sans spin. Nous
avons aussi eu accés au propagateur renormalisé. La généralisation de ces considérations
au cas physiquement plus intéressant d’un systéme de N chaines est conceptuellement
facile, mais calculatoire. Nous ajouterons quand méme des ingrédients physiques sup-
plémentaires par rapport a I’étude du systéme a deux chaines, en incluant les Umklapps
transverses, qui doivent étre pris en compte pour des systémes dont le remplissage est
commensurable. Nous nous limiterons & la dérivation des équations de RG, et ne les
étudierons pas. Cette étude a en effet été effectuée dans notre deuxiéme article [DD02]
(sections III.C et II1.D), et j’ai estimé que pour ce point particulier, le texte de la thése
aurait été une simple traduction en Francais de ’article et par conséquent inutile. Je
revoie donc le lecteur & notre article.

4.1 Etablissement des équations de RG dans le cas
non commensurable

Nous allons commencer par dériver les équations de flot sans les Umklapps, en
détaillant les calculs. L’incorporation des Umklapps sera faite (succinctement) a la
section 4.2.

4.1.1 Flot des vertexs

Les équations de flot pour les interactions Gg(s) (I,J) (cf chapitre 2 pour les
notations) sont obtenues en calculant les graphes de Feynman de type bulle particule-
particule et bulle particule-trou, similaires a ceux des figures 2.8 page 45 et 2.8 page 45.



CHAPITRE 4. EXTENSION A UN SYSTEME QUASI-1D DE N CHAINES

Il y a cependant quelques différences, que nous avons déja vues dans le chapitre 3 dans
le cadre de 2 chaines, et que nous rappelons ici par souci de clarté. La premiére est
qu’il existe plusieurs types de fermions, labellés par leur indice de chaine I. Il y aura
donc une somme a effectuer sur tous les types de fermions intermédiaires accessibles
(cf tableau 3.1 dans le cas de 2 chaines).

Les énergies des pattes externes sont choisies exactement comme dans le cas 1D
(et celui des 2 chaines). Nous devons néanmoins expliciter ce que valent les impulsions
longitudinales. Notre choix a été dicté par quelques considérations simples. Il faut tout
d’abord que les interactions pour lesquelles les 4 impulsions peuvent étre & la surface de
Fermi soient calculées avec les impulsions a la surface de Fermi. Il ne serait en effet par
raisonnable d’introduire une échelle d’énergie supplémentaire pour de tels processus
qui existent a énergie nulle. C’est ce que nous avions déja fait pour les interactions
A, B, C et F. C’est aussi ce qu'il faut vérifier pour les interactions de type BCS!.
Pour les autres interactions, tout comme pour D, nous prenons des impulsions qui
respectent la symétrie R-L, et qui sont toutes les 4 & la surface de Fermi, si cela est
possible (par exemple si la surface de Fermi est plate pour les termes D). Le probléme
est légérement plus compliqué que dans le cas de 2 chaines, car I’'interaction la plus
générale peut mettre en jeu 4 chaines (cf figure 1.6(a) page 36).

Regardons le cas de Pinteraction GS® (I, J). Les vecteurs de Fermi mis en jeu
sont kg 1, —kr,7, —kr,7—s, €t kp +5. Notons ki, kg, k3 et k4 les impulsions des 4 pattes
(cf équation (2.10) pour la convention sur les numéros 1 a 4). On ne peut avoir les 4
impulsions a la surface de Fermi, i.e. k1 = kg 1, ko = —kp s, ks = —kp j—s, €t ks = kr 144,
que si la conservation de I'impulsion kg ; — kp ; = kr 146 — kr,j—s est respectée. Dans
le cas général, ce ne sera pas possible car on aura Aks(I,J) = (kp, 145 + krg) — (k1 +
kr j—s) # 0. Nous choisissons alors les impulsions, en décalant les 4 impulsions k; d’une
méme quantité (en valeur absolue), par rapport a la surface de Fermi :

Ak(;il, J))

?

Aks(I,J)
1

ki =kp 1+ , ko= -— (kF,J -

Aks(1,J) Aks(I, J)
=)

]Cg = — (kF’J_J + , et k4 = kF,I-l—(S — ? (41)

Nous laissons le lecteur vérifier que ces impulsions sont bien compatibles avec la conser-
vation de I'impulsion k1 + ko = k3 + k4. Le respect de la symétrie R-L du systéme de-
mande que les couplages G2 (I, J) et G®)(J, I) soient calculés pour des jeux d’impul-
sions qui soient symétriques. Si nous notons k; les impulsions pour GE(S) (I,J), données
par (4.1), et par k/ celles pour G2 (I', J') = G®)(J, I), données par (4.1) avec les quan-
tités primées, la symétrie sera respectée si k| = —ko, kb = —ky1, k§ = —kq, et kj = —k;.
Une fois que 'on voit que Aks(I,J) = Akg(I',J") = —Aks(I,J), la vérification est

LCes interactions sont celles pour lesquelles I et J sont symétriques par rapport au centre de la
surface de Fermi, ainsi que I + 6 et J — §. Autrement dit, avec nos notations, J =N — I +p (p =0 si
N est pair et p =1 si N est impair), et § ne doit pas étre trop grand, pour ne pas décrire un Umklapp
transverse.
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immeédiate. Nous laissons de plus le lecteur se convaincre que ce choix d’impulsions res-
pecte aussi les deux autres symétries du probléme : la symétrie haut-bas, et la symétrie
particule-trou.

Toutes les informations ci-dessus sont regroupées sur les figures 4.1 et 4.2 repré-
sentant les graphes de Feynman associés aux bulles particule-particule et particule-trou
(nous avons représentés les interaction par des lignes ondulées, en anticipant sur le
prochain chapitre ot nous mettrons aussi les Umklapps). Pour chaque propagateur,

1 I+ oa;7"

kF,I+a
Aks(1,J)—2Akq (1,J
s ( )/1 ( )+q’

B+ 5+ wy

—+

Ak5(I J) v

) + z Aks(I,J) v

It ke + I+6;7mkp e — =020 — %
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FI1G. 4.1 — Bulle particule-particule renormalisant les couplages Gg(s)(f ,J)
pour le systéme & /N chaines.

1 I+ o;1" 4
kF.1+a
4 Akg(I,J)—2A4ka(I,J+a—6) +q
I; 75 ke, —I—Ak“(IJ) p+35 pt gt I+5;T;kF,I+6——Akﬁy’J)M—%
Goll,J +a—§) Gsall +a,J)
S~ o —————— P
T — 65 p; —(kp, g + 20800 ) 4 32 / J+a—6;p"; \J s —(kpy — 2ROy g v
/ —kp,1a-s

P _Akg(I,J)72A4ka(1,J+a76) tq

3 B+ 4w, \ 9

F1G. 4.2 — Bulle particule-trou renormalisant les couplages Gg(s) (I, J) pour le
systéme a N chaines.

le label est : couleur ; spin ; impulsion, fréquence. Pour évaluer les graphes, il faut bien
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CHAPITRE 4. EXTENSION A UN SYSTEME QUASI-1D DE N CHAINES

entendu faire une somme sur les spins (7" et p"), couleurs («), impulsion (g) et fré-
quence (w,) des propagateurs internes. Il est aussi nécessaire de s’occuper de 1’algébre
de spin. Le cut-off UV est mis autour de la surface de Fermi habillée, ce qui donne des
contraintes sur ¢. Les calculs n’ont rien de plus compliqué que ce que nous avons vu
jusqu’a présent, et nous ne donnerons ici que le résultat final, & savoir les équations de
flot des couplages, dans le RG version théorie des champs. Nous supposerons comme
nous ’avons toujours fait, pour simplifier, que les vitesses de Fermi sont identiques et
non renormalisées, toutes égales & vp. Afin d’alléger les expressions, posons les deux
définitions suivantes :

Aks(I,J) — 20ko(I, J)

K5(1,J) = 1 (4.2)
_ kert ks +2kr s 0 — (kp,g + kg s+ 2kp11a)
1 ;
et
T R QAfa(I, T+a—6) w3
_ ke i+ keivs+ keg+ ke s — 2(kp 1o + ke yra—s)
4

Remarquons tout de suite que ces deux quantités sont, en valeur absolue, au plus égales
a kpax — kmin - différence entre le plus grand et le plus petit des vecteurs de Fermi. C’est
a cette échelle d’énergie 2vp (kZ®* — kIin) que nous devrons arréter le flot de RG dans
la version cut-off scaling.

Les flots pour les couplages de charge et de spin sont alors :

aG5(1,7) = % Z{f (t, 200 K25 (1, )

) [G (1, T+ a—8)G (I +a,J)+3G(L,J +a—8)G (I+a, J)}
—f (t: 20e K25(1, J)) (4.4)

x|GS (L D)GS_o(I+ 0, = ) = 3G3 (I, N)G5_o(I + 0, T — a)] }

BGE(I, ) = % Z{ f (t, 200 KB%(I, 7)) x [2G3(I, J+a—0)G_ (I+a,lJ)

a

G (LT +a—8)Gs (I +a,J)+G(I,J+a—086)G (I +a, J)}

+f (8,206 KP5(1, 7)) [2@3(1, NG (I+a,]—a) (4.5)
_GZ(Iv J) g—a(I+O‘7‘]_ CV) _ng([: J) fi—a(l+aaj_ a)]}

Nous avons ici supprimé le” sur les couplages, afin de ne pas alourdir les notations. Il
faudra donc se souvenir, que les couplages GG sont les couplages originaux divisés par
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4.1. ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DE RG DANS LE CAS NON COMMENSURABLE

2mvp. Dans toute la suite, nous adopterons cette notation. La fonction f présente dans
ces équations est la méme que celle discutée dans la section 3.4.1. Elle vaut 1 ou 0
selon que 'énergie v = A exp(—t) est plus petite ou plus grande que la valeur absolue
du deuxiéme argument. Les équations de renormalisation pour le cut-off scaling sont
obtenues en mettant les f a 1.

Faisons un dernier commentaire. Dans le régime ou toutes les fonctions f sont
égales a 1 (haute énergie, et cut-off scaling), si tous les couplages de charge sont initia-
lement égaux et les couplages de spin aussi, on voit sur les équations que les couplages
de charge restent constants, et les couplages de spin restent tous égaux et varient selon
0,G® = 4G*2. Cest ce résultat que nous avions utilisé a la fin de la section 3.5.2, et
dont nous avions différé la démonstration.

4.1.2 Calculs de la self-énergie, flot de la surface de Fermi et
renormalisation du propagateur

A une boucle, il faut évaluer les diagrammes de type tadpole, représentés sur la
figure 4.3 Seuls les couplages de type G contribuent. Notons de plus que les couplages

Jip's ke, s+ q, p+ w,

- ~
7 \
/
\
: |
\
/
\ - -
Go(I,J)

Lrkes+rptv Lrkes+rp+v

Fi1G. 4.3 — Tadpole pour le systéme a N chaines.

de spin n’interviennent pas ici, tout comme c’était le cas pour le probléme purement
1D, et I'algébre de spin fournit simplement un facteur 2. Ainsi :

1
Zg,)l(k =kps+K,w=p+v)= lﬁ Z Gy, J)] (20rA). (4.6)
T

Pour une condition initiale de type Hubbard, étant donné que tous les couplages de
charge sont égaux, et qu’ils le restent le long du flot de cut-off scaling, les Y; sont tous
égaux, et il n’y a donc aucune renormalisation de la surface de Fermi, mais uniquement
du potentiel chimique. Nous laisserons donc ces termes de coté, puisque nous sommes
intéressés par la renormalisation de la surface de Fermi. Notons qu’en toute rigueur il
faudrait prolonger le flot méme en dessous de 1’échelle ol nous arrétons le flot de la
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CHAPITRE 4. EXTENSION A UN SYSTEME QUASI-1D DE N CHAINES

surface de Fermi. Mais tout comme dans le cas des deux chaines, on s’attend & ce que
le caractére quasi-1D du systéme entraine la petitesse de la déformation provenant des
termes a une boucle.

A deux boucles, les diagrammes de type Kohn-Luttinger sont ici aussi nuls, et
il nous faut uniquement évaluer les diagrammes de type sunrise indiqués sur la figure
4.4. Etant donné que nous avons décidé de négliger la renormalisation de la vitesse de

J; p;

_kF,J + AkaQ(I"J) + k’:
Bt w

- ~==o -

-~
-~ —p -

Go(I1,J) J—a;ps G_o(I +0a,J —a)
_kF,Jfa - AkaQ(LJ) + k, —-4q,
p+w —wy

Lro I+o;7! © L
kpg1+ K, p+v ke 1vo+ K+ g, ke + r,p+v
BtV +w,

F1G. 4.4 — Sunrise pour le systéme & N chaines.

Fermi, nous nous limitons au calcul du sunrise pour K = 0. Le calcul donne :

Eg’)I(k =kpw=p+v)=
1

oz 2 [GalL )G, (I + o0 T — ) +3G(1, )G, (I + 0, ] — a))]

J,a
V2 — (velka(1, )|
(ZUFA)Z

x(v+vpAky(I,J)) In (4.7)
( )

Il est facile de vérifier que cette expression redonne bien les résultats obtenus dans le
cas de deux chaines : mis a part les facteurs 2, 2wvr et 1/N, la seule chose vraiment
importante est que pour la contribution des couplages D = G,(0,7), on a Aky(I,J) =
—2Akp.

La renormalisation du potentiel chimique et de la surface de Fermi découle alors
en demandant que la singularité du propagateur soit a la surface de Fermi habillée,
ie.:

VIe{l,...,N}, —E(k=kerw=p)—u® +vpdk{ = 0. (4.8)

On trouve §u(? en faisant la somme de toutes ces équations, et en utilisant le théoréme
de Luttinger :

1
su® = -5 Zgg}](k = kpp,w = p). (4.9)
I
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En utilisant la forme (4.7) prise a4 v = 0 de la self-énergie, et grace a la symétrie R~
L, on obtient que 5/1 (2 = 0. En effet, comme nous ’avons déja vu au 4.1.1, d’aprés
la symétrie R-L G&® (I,J) = G2 s )(J, I) et Aky(I,J) = —Ak _(J,I). Nous avons de
méme GO (I + o, J — ) = GEP(J — a, I + o). Etant donné que dans expression de
641, on a schématiquement Y-, ;  Go(I,J)G_ oI+, J—a)Ako(1, J) In(|Aky(, J))),
les termes (I, J,a) et (J, I, —a) vont se compenser, ce qui démontre bien que §1(2) = 0.
La renormalisation du potentiel chimique n’est donc ici due qu’au tadpole.

On obtient alors aisément la valeur de (5k§2) = kg)} — ke

I

1
5k = U—Zﬁ},(k = k., w = p) (4.10)
F
1 S
= 32 [GS(1, )G (I +a,J —a)+ 3G, )G (I + o, — )]
J,a
Ako(I,J
x Ako(I, J) In % (4.11)

Les équations de flot pour les vecteurs de Fermi, dans la version cut-off scaling, se
déduisent alors sans grand probléme. Il faut bien stir se souvenir que les couplages sont
maintenant les couplages nus G, et que le temps t est t = In(Ag/A). Ces équations
sont :

ak) = e ZAk (1,J) (4.12)
J,o
X [ ]C3,o¢(Ia J) ]C3,—a(I + «, J — (l/) + 3G?3,o¢(la J) %,—a(l + «, J — a)] )

oil nous avons noté Ak (I,J) = (k(F(f)Ha + kg’}) - (kéo)l + kgj?,_a).

Avant d’exploiter cette équation de flot, dérivons les équations de flot des fonc-
tions ¢, donnant le propagateur renormalisé, dans la version théorie des champs. Le
propagateur inverse habillé, & 2 boucles, s’obtient de ce qui précéde (nous renvoyons
ici aussi le lecteur au chapitre 3 pour les détails, et ne donnons ici que les grands
résultats) :

—1
Gg)l (lf:kF[,w:/L+V):V

2NZZ [GS(L, )G f(I + o, J — ) +3G5(I, J)GE (I + o, ] — )] (4.13)

X lz/ln(|y - vFAka(I’J)) ‘) + vpAky(1,J)In (|V2_(UFAka(LJ)) ‘)]

(QUFA)2 (UFAka(I, J))2

-1
Le facteur Z; est trouvé en imposant la prescription de renormalisation Gg’z 1) (k =
kpr,w = p+v) = v. @ est alors obtenu comme rapport de deux Z; a deux échelles
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différentes. L’équation de flot de ¢y est :

Oy In(ipr) = % Y G NG I+ 0, — o) +3G(1,1)G (I + o, ] — )]
J,a
x [(1 + ”FM+(IJ)> (v, v ko (I,T)) — wz(y, vslka(I, 7)) |, (4.14)

ou la fonction I(v,d) = In(|v/d]) si v > |d] et = 0 sinon, tout comme pour le systéme a
2 chaines.

4.2 Prise en compte des Umklapps

Le Hamiltonien décrivant les processus Umklapps a déja été décrit dans le cha-
pitre 1, Eq. (1.35). Je ne vais pas donner les calculs concernant les Umklapps en grands
détails, car ils sont essentiellement similaires a ce que nous avons déja fait pour les
autres couplages. Je vais simplement donner les grandes lignes a suivre en quelques
points, le lecteur devant normalement étre capable de combler les lacunes.

o Il faut se donner une fonction a 4 pattes externes pour définir le vertex d’inter-
action. Nous avions précédemment utilisé la fonction de Green G de ’équation (2.10).
[’équivalent est ici :

U" (X4, X5, X5, X1) = —(0|T ¢R,1+5,r(X4)1/1R,J—5,p(X3)1/1£,J,pf (X2)¢£,1,T' (Xl)] 10).
(4.15)
On définit de plus la transformée de Fourier de cette fonction de Green. Il est fa-
cile de voir qu’a l'ordre 1 (0 boucle), et pour des pattes externes I, J, I + 0,
J — 0 (cf figure 1.5(c) page 35), celle-ci est simplement égale & Uj;(I, J)I, /I, —
Uj_1—s(I,J)I; yI,,. Le vertex sera donc défini comme le terme en I, I, , obtenu
dans le calcul de U”.

e Il est nécessaire de se donner des prescriptions pour les fréquences et les im-
pulsions externes. Pour les fréquences, nous gardons le méme choix que dans tout ce
qui précéde (cf Eq. (2.25)). En ce qui concerne les impulsions, il faut ici aussi tenter
de respecter les symétries du probléme, comme nous 'avions fait par le choix de (4.1).
Pour les Umklapps, nous avons considéré les impulsions ci-dessous :

AEY(I. J AKY(I,J
k1=—</€F,I+%), k2=—<kF,J+%>,

AKY(I, T AKY (1,7
M, et ky = kp 146 + %. (4.16)

Nous avons posé AkY (I, J) = 2n— (k. 1+kr s +kr 116+ kr,7—5), équivalent de Aks(1, J).

ks = kg g5+

e Les Umklapps n’interviennent dans la self-énergie qu’a partir de 'ordre 2, et
ce par les graphes représentés figure 4.5. Pour simplifier, nous n’avons écrit ni les
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4.3. EXPLOITATION DES EQUATIONS DE RG

F1G. 4.5 — Contributions des Umklapps a la self-énergie.

fréquences ni les impulsions, mais uniquement les numéros de chaine et les indices
de spin. L’expression correspondante de la self-énergie est donnée dans ’annexe D de
article, équation (D13).

e Les Umklapps changent les équations de flot & une boucle des couplages de
charge et de spin, et ont eux-mémes un flot. Les contributions aux flots des couplages
de charge proviennent des 4 graphes de Feynman représentés sur la figure 4.6

La renormalisation des Umklapps est quant a elle due aux 8 graphes de Feynman
représentés sur les figures 4.7 et 4.8

Les équations de flot complétes sont a consulter dans ’annexe D de D'article.
Notons que les graphes GUT et GUS8 (figures 4.8(c) et 4.8(d)) donnent une contribution
nulle (au terme en I, /I, y), ce qui explique que 1’équation de flot de Us(1, J) ne fait
intervenir qu'une somme de 6 termes et non 8.

4.3 Exploitation des équations de RG

Comme nous 'avons déja dit plus haut, nous renvoyons le lecteur aux sections
ITI.C et III.D de D'article, pour voir une exploitation analytique et numérique de ces
équations. (La section III.C.1 est redondante avec le chapitre précédent, mais comme
c’est le cceur du sujet, expliqué avec des mots, nous conseillons au lecteur de lire
cette section.) Notons ici que les conditions initiales que nous avons considérées dans
I’article sont de type Hubbard. La valeur des différents couplages de charge, de spin,
et Umklapps, dans un tel cas, sont explicitées dans la section A.3 de I'annexe A.
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F1G. 4.6 — Contributions des Umklapps aux flots des couplages de charge et
de spin.
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F1G. 4.7 — Contributions des Umklapps aux flots des couplages de charge et
de spin - 4 premiers graphes.

145



CHAPITRE 4. EXTENSION A UN SYSTEME QUASI-1D DE N CHAINES
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F1G. 4.8 — Contributions des Umklapps aux flots des couplages de charge et
de spin - 4 derniers graphes.
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Chapitre 5

Guide de lecture de article
“Renormalization group for

two-dimensional fermions with a flat
Fermi surface” |DVDO02]

Etant donné que nous avons fait un effort pédagogique au moment de la rédaction
de cet article (et que le coeur de mon sujet de thése est surtout ’étude les déformations
de la surface de Fermi, dont il n’est pas question ici), j’ai décidé de ne pas réexpliquer
en détail son contenu dans mon manuscrit de thése, mais uniquement de rédiger ce
trés court chapitre (qui ne remplace pas article lui-méme!). J’espére qu'il aidera a la
compréhension de cet article qui constitue une partie non négligeable de mon travail
de thése (j’y ai consacré un peu moins d’un tiers de mon temps).

Ce travail fait suite a la lettre[VDO1| publiée par Benoit Dougot et Ferndo Vistulo
de Abreu!, dans laquelle était rapportée la découverte d’une transition entre un état
onde de densité de spin (SDW) et un état supraconducteur (SC), pour un systéme de
fermions bidimensionnel dont la surface de Fermi posséde des portions plates en regard
(cf Fig. 1 de [DVDO02]?). Ce scénario semblait pertinent pour les supraconducteurs HTC.
Nous avons donc étudier plus en détails cette transition pour en comprendre 1’origine.
Cette étude a “malheureusement” débouché sur la conclusion que cette transition n’était
rien d’autre qu'un artefact da a la discrétisation de la surface de Fermi nécessaire aux
calculs numériques. La démonstration de ce “non résultat” nous a néanmoins demandé
d’étudier trés précisément les flots de RG, et je pense que notre travail apporte des
éclairages sur certains aspects non triviaux de ces flots, en particulier ’étude précise
de la limite bidimensionnel d’'un systéme quasi-1D.

Avant d’étudier le contenu de cet article, je tiens a préciser que je n’ai pas parti-
cipé a 'élaboration de tous les résultats dans cet article (et que je ne commenterai donc

!Ferndo Vistulo de Abreu était un des étudiants de Benoit Doucot
2Je ne mentionnerai dorénavant plus que je fais référence & cet article.



CHAPITRE 5. GUIDE DE LECTURE DE L’ARTICLE “RENORMALIZATION GROUP FOR
TWO-DIMENSIONAL FERMIONS WITH A FLAT FERMI SURFACE” [DVDO02]

quasiment pas), a savoir : la section III.B qui traite des points fixes de type Luttinger
généralisé, et 'annexe, qui démontre la conservation des symétries du systéme le long
des flots de RG. De plus, je vais expliquer ce travail dans I'ordre chronologique, qui
n’est pas celui de 'article (en espérant que cela donne un autre éclairage au sujet).

La lettre|VDO1] est uniquement basée sur ’étude du systéme bidimensionnel dont
la surface de Fermi est représentée Fig. 1, qui est un carré avec des bords ronds®. Le
diagramme de phase observé (dans un espace couplage de charge - couplage de spin,
les Umklapps n’étant jamais considérés dans notre travail) est celui représenté sur la
Fig. 5. Les flots des couplages normalisés?, pour la phase onde de densité de charge
(CDW) sont ceux de la Fig. 6, et ceux pour la phase SDW cédant la place a la phase
SC, sont représentés Fig. 7 (dans les deux cas les parties rondes de la surface de Fermi
ont été supprimées, et la surface de Fermi était donc un carré).

Les deux premiéres choses a faire étaient alors de préciser la nature exacte de la
direction fixe CDW, et de la direction quasi-fixe intermédiaire SDW, ainsi que d’étu-
dier leur stabilité. Pour cela, il était beaucoup plus simple (et justifié, voir plus loin)
d’étudier une surface de Fermi composée d’un seul couple de parties plates en regard,
i.e. de se ramener au systéme unidimensionnel de la Fig. 18. Notons toutefois que ce
systéme est différent de celui étudié jusqu’a présent dans cette thése (cf fin du chapitre
1), car ici la surface de Fermi posséde des bords : seules les chaines 1 & N existent (il
n’y a par exemple pas de chaine 0 identique a la chaine N), et les chaines ne sont par
conséquent pas toutes équivalentes. (Notons que nous avons toujours étudié le systéme
sans spin en premier, car les calculs étaient plus simples.) Les équations de RG (16)
sont les mémes que celles que nous avons déja obtenues (cf Eqs. (4.4) et (4.5)), avec
les fonctions f toujours égales a 1, et en n’oubliant pas que la somme sur « est ici
restreinte par le fait que tous les numéros de chaines apparaissant dans le membre de
droite de (16) doivent appartenir a {1,..., N}. Les flots des couplages pour ce modéle
1D sont représentés sur les figures 10 & 13 (pour des couplages initiaux donnant lieu a
la phase SDW intermédiaire). Tous les couplages ne sont pas représentés sur ces flots,
mais seulement certains couplages particuliers de type A, C' et D (cf Fig. 9 pour une
définition de ces couplages, qui ne sont que la généralisation de ce que nous avions vu
pour le systéme & deux chaines, chapitre 3, Fig. 3.1). Les couplages représentés par
un rond et par un carré sont les couplages les plus grands et les plus petits, et il y
a donc énormément de couplages entre ces deux valeurs. Le couplage représenté par
un triangle est le seul qui survit & la fin du flot. Nous voyons donc que le systéme 1D
reproduit bien la transition entre deux phases observée dans le cas 2D.

Les flots montrent que les couplages ne prennent pas des valeurs totalement
arbitraires, mais sont répartis par paquets de couplages ayant quasiment tous la méme
valeur. Il était donc naturel de chercher des directions fixes hautement symétriques (cf
section V.A.). La conclusion est que les direction fixes intermédiaires CDW et SDW

3Cette surface de Fermi est une idéalisation des vraies surfaces de Fermi observées expérimentale-
ment, qui n’ont jamais des portions strictement plates.
41 utilisation des couplages normalisés est expliquée en détail a la fin de la section IL.B.
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sont trés proches de directions fixes ol les couplages ont une symétrie SU(N), et que
la direction fixe finale (dans le cas SDW—SC), qui ne fait intervenir que les chaines
1 et N du bord, a une symétrie SU(2). Les valeurs des couplages pour ces directions
fixes sont données dans les tableaux II et ITI. La terminologie (+,+) (pour CDW) et
(+,—) (pour SDW) fait référence aux signes des couplages initiaux (G¢,G®).

J’ai ensuite étudié la stabilité linéaire de ces directions fixes (section VI.A), ce qui
demandait de trouver le spectre (valeurs propres et leurs dégénérescences) de matrices
2N? x 2N?. Ceci n’était faisable analytiquement que grace a la trés haute symétrie
des directions fixes. Le résultat est indiqué dans le tableau VII. Le résultat est que
la direction fixe SU(N) (+, —) est instable, a cause de la présence de valeurs propres
plus grandes que 1, valant 1 +2/N? + ... alors que la direction fixe SU(N) (4, +) (et
SU(N) spinless) est marginale (valeurs propres 1). Ces résultats expliquent donc une
partie des résultats numeériques : I'instabilité de la direction fixe SDW. L’interprétation
des directions propres associées a ces valeurs propres 1 (ou presque 1) est donnée en
VLB : elles connectent la direction fixe SU(/V) aux diverses directions fixes SU(N —1)
obtenues en éteignant une des chaines. Enfin, pour compléter I’étude de stabilité des
cas (+,+) et spinless, j’ai effectué une étude de stabilité non linéaire (section VI.C),
qui a révélé que ces directions fixes sont elles-aussi instables (pour N fini, et marginales
pour N infini) , ce que j’ai bien vérifié numériquement (’instabilité étant beaucoup plus
faible que dans le cas (4, —), il faut prendre de petites valeurs de N pour la détecter).
Ces études de stabilité ont en particulier montré que les directions fixes SU(N) sont
marginalement instables a la limite N — oo, et que par conséquent, pour le systéme
bidimensionnel, la physique de basse énergie est déterminée par ces directions fixes, et
non les directions fixes atteintes en toute fin de flot.

La physique de basse énergie étant donc celle des directions fixes intermédiaires,
il était intéressant de donner une image physique de celles-ci, ce que nous avons fait
dans la section V.C. Nous avons montré qu’il n’y a pas de séparation spin-charge-
couleur pour ces directions fixes SU(N) de type CDW et SDW (la couleur est I’indice
de chaine).

La direction fixe (4, +) posséde en fait une symétrie plus large que prévue :
SU(2N) et non SU(2)xSU(N) (le SU(2) étant le SU(2) de spin), et le Hamiltonien
lui correspondant n’est autre que celui du modeéle Gross-Neveu SU(2N) a symétrie
chirale. Ce systéme posséde un mode de charge non gappé, et tous les autres modes
(spin-couleur) sont gappés.

L’étude de la direction fixe (4, —) a été effectué en étudiant I'action effective
captant la physique des fluctuations de grande longueur d’onde des modes (a priori sans
masse) associés au paramétre d’ordre naturel obtenu par champ moyen (cf Eq. (71)).

SL’écriture sous la forme de I'Eq. (70) du Hamiltonien effectif, est di & la relation D¢ = —3D?
valable quand N est infini, qui indique que 'interaction peut s’écrire uniquement dans le canal particule
trou triplet. Nous renvoyons le lecteur a la section A.4 (en particulier le dernier paragraphe) pour les
détails.
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Nous oublions volontairement les modes gappés qui ne jouent pas un grand role dans
la limite de basse énergie. Le phason 6(z) est bien un mode sans masse (ce qui assure le
respect de la symétrie chirale, et donc aussi le respect du théoréme Mermin-Wagner),
mais la magnétisation locale n(z) a un gap (qui devient nul quand N — co), bien que
la symétrie par rapport aux rotations dans I’espace des spins est préservée. Le gap de
spin ainsi obtenu a N fini n’existe pas a la limite N — oo que nous devons prendre
pour retrouver la physique d’une surface de Fermi continue.

Afin d’avoir une interprétation plus physique des flots de RG, nous avons aussi
calculé et analysé les flots des fonctions de réponse, dans la section V.B, afin de déter-
miner quelle instabilité 'emporte, i.e. quelle susceptibilité est la plus grande. La figure
25 montre bien que pour les conditions initiales (4, —), la susceptibilité maximale pour
la direction fixe intermédiaire, est de type particule-trou triplet, autrement dit on a
bien une onde de densité de spin. Et finalement, c’est la supraconductivité singulet
(susceptibilité particule-particule singulet), de type d-wave qui I’emporte. Les équa-
tions de flot pour les fonctions de réponse sont données sans justification dans I'article.
Je ne démontrerai pas ces équations dans mon manuscrit de thése, en partie pour des
raisons de place. Mais surtout, je pense que les notations graphiques intuitives de Feyn-
man, les détails donnés dans le chapitre sur la renormalisation (chapitre 2, ainsi que
la littérature dans le domaine (sur la renormalisation des opérateurs composites, autre
nom des fonctions de réponse, voir par exemple le livre d'Itzykson et Zuber [IZ85], ou
tout autre livre de théorie des champs), doivent permettre de démontrer ces équations
sans trop de difficultés. Par contre, j’ai indiqué dans I’annexe A, section A.4, comment
écrire les interactions dans les représentations singulet-triplet, qui sont naturelles car
les canaux singulet et triplet ne se mélangent pas, a cause de l'invariance par rotation
dans l'espace de spin. Ceci permet donc une diagonalisation partielle des équations
de flot, et offre 'avantage d’une interprétation physique simple (CDW, SDW, supra
singulet ou triplet).

Tout ce que nous avons fait jusqu’ici est une étude précise des directions fixes de
symétrie SU(N). Néanmoins, il est clair quand on regarde les flots que les couplages ne
vérifient pas cette symétrie exactement. La relative stabilité ou instabilité des directions
fixes intermédiaires, bien que proches de celles de symétrie SU(NV), n’a donc pas encore
été totalement comprise. C’est pourquoi nous avons cherché & fournir une autre expli-
cation, et ceci est ’objet de la section IV. L’idée générale est tres simple. Dans le régime
intermédiaire (SDW ou CDW), la contribution au flot des couplages provient presque
uniquement du canal de Peierls (voir Fig. 15 ou est représenté le rapport contribution
pp sur contribution pt, qui devient vite faible). Il est donc légitime de se concentrer sur
I'approximation RPA (Random Phase Approximation) des flots de RG, qui consiste
a ne garder les contributions que d’un seul canal (par exemple particule-trou pour ce
qui nous intéresse ici, puisque les phases CDW et SDW ont des paramétres d’ordre de
ce type). On peut alors étudier les directions fixes que possédent ces flots, ainsi que
leur stabilité (partie IV.A). Puis on peut chercher a voir l'influence de petits termes
dans le canal de Cooper sur ces directions fixes (partie IV.B). Cette deuxiéme fagon de
voir les choses donne un autre éclairage sur les résultats précédents, en expliquant tres
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simplement certaines choses générales, comme les valeurs et les dégénérescences des
valeurs propres du tableau VII, dans la limite N — co. C’est entre autres pour cette
raison que nous avons choisi de présenter, dans I'article, ’étude des directions fixes par
cette méthode de RPA pt perturbée par le canal pp (alors que c’est la derniére chose
que nous avons comprise!), car elle donne une vision globale et simple de tout le reste.
Remarquons de plus que nous avons maintenant la justification du passage de 2D a 1D.
En effet, les bords ronds ne contribuent que dans le canal de Cooper, et sont donc une
perturbation de plus par rapport a la RPA, mais le schéma général n’est pas modifié.
Les couplages entre les deux paires de parties plates en regard sont eux aussi de type
Cooper, et deviennent donc pour la méme raison négligeables. Ce qui nous laisse deux
systémes 1D quasi indépendants, et justifie donc notre approche.

Nous avons aussi ajouté une section sur la compétition entre la limite N grand,
et le rétablissement de symétrie dans les flots de RG, pour le modéle de Gross-Neveu
anisotrope. Cette section est une application des idées développées tout au long de
article, bien que les motivations physiques (le modéle considéré) n’aient pas vraiment
de rapport avec le reste de ’article. Ce qui est prouvé dans cette section, c’est qu'une
interprétation naive des flots de RG montrerait que le RG & une boucle prédit le
rétablissement de symétrie dans la limite NV infini. Néanmoins, une étude attentive de
ces flots révéle que le RG & une boucle nous avertit lui-méme qu’il ne faut plus croire
en ses prédictions, parce que le rétablissement de symétrie se fait soit dans un régime
de couplage fort (et le RG n’est plus valable), soit dans I'infra-rouge lointain (ce qui
en rend P'observation impossible physiquement).

151



CHAPITRE 5. GUIDE DE LECTURE DE L’ARTICLE “RENORMALIZATION GROUP FOR
TWO-DIMENSIONAL FERMIONS WITH A FLAT FERMI SURFACE” [DVDO02]

152



Conclusion

Nous avons étudié quelques aspects de la physique des systémes de fermions
fortement corrélés en deux dimensions (d’espace). Pour cela, nous avons utilisé le groupe
de renormalisation, dans ses formes les plus simples, c’est-a-dire le RG dans la version
de théorie des champs, et celui dit de “cut-off scaling”. Notre travail peut étre divisé en
deux parties. L’une concerne les flots de renormalisation pour un systéme de fermions
dont la surface de Fermi posséde des portions plates en regard.® Ce sujet ne rentre pas
complétement dans le cadre fixé par le titre de ma thése. Néanmoins, ce que nous avons
appris a ce propos nous a été utile pour ’autre partie de ma thése, qui en est le ceeur,
a savoir les déformations de la surface de Fermi sous I’effet des interactions.

Une surface de Fermi carrée avec des coins arrondis est une approximation gros-
siére des surfaces de Fermi observées dans le cas des supras HTC de type cuprate.
Une telle surface de Fermi comporte néanmoins quelques ingrédients essentiels de la
physique, notamment la propriété d’emboitement’ (nesting), propice a la formation
d’ondes de densité. En particulier, nous avons vu comment les flots de RG traduisent
la naissance d’une phase de type onde de densité de spin dans un tel systéme. No-
tons que la présence d’une telle phase est la bienvenue, puisque sur les diagrammes de
phase des supras HTC, 'antiferromagnétisme (qui n’est autre qu'une SDW piégée sur
le réseau) semble étre intimement lié & la supraconductivité (voir notamment le travail
de [Zha97] dans lequel les paramétres d’ordre antiferromagnétique et supraconducteur
sont unifiés en une seule symétrie SO(5)). Dans un travail antérieur [VDO1|, Fernao
Vistulo de Abreu et Benoit Dougot avaient observé, numériquement, ’instabilité de cet
état SDW qui cédait la place a de la supraconductivité a plus basse énergie. Ce scéna-
rio semblait donc tout a fait intéressant dans ’optique des supras HTC, et nous avons
cherché & comprendre plus précisément son origine ainsi que sa pertinence physique.
Ce probléme a été analysé de deux maniéres. Nous avons mené une étude de stabilité
linéaire et non linéaire,® de la direction fixe hautement symétrique (correspondant a
I'état SDW) approchée dans les flots de RG, et avons montré son instabilité. L’origine

6La surface de Fermi n’est rien d’autre qu’un carré avec des coins arrondis.

"Une surface de Fermi est dite emboitée s’il existe une portion finie de celle-ci qui, aprés avoir été
translatée d’un vecteur (dit vecteur d’emboitement), se superpose exactement 4 une autre portion de
la surface de Fermi.

8Précisons que toutes nos études ont été faites sur un systéme plus simple que la surface de Fermi
carrée : nous n’avons considéré que deux segments plats en regard, et nous sommes donc ramenés &
de la physique unidimensionnelle.
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de cette instabilité a été comprise, et provient du nombre fini de patchs utilisés pour
discrétiser la surface de Fermi. C’est donc un effet numérique et non physique. Ces
considérations nous ont servi dans les études de la surface de Fermi, car 1a aussi, cer-
tains comportements observés numeériquement provenaient d’effets de discrétisation, et
notre expérience nous a permis de détecter leur origine trés rapidement. Nous avons
de plus confirmé cette interprétation en donnant une vision générale de ’'instabilité, en
étudiant ’effet de petits termes, dans le canal de Cooper, sur les flots dans I'approxi-
mation RPA (dans le canal particule-trou). Notre travail a donc montré l'irrelevance,
du point de vue physique, de ce scénario, et a réconcilié les résultats numériques de
[VDO01] avec 1”’ancienne sagesse” de [ZYD97], a savoir que la physique de basse énergie
est décrite par I’onde de densité de spin.

Notons que la transition vers un état supraconducteur a été obtenu par Zhelez-
nyak et al, mais pour cela, les contributions du canal particule-trou sont supprimées,
une fois que le cut-off atteint une valeur telle que la courbure de la surface de Fermi,
négligée dans la région de haute énergie des flots, se fait sentir (autrement dit la sur-
face de Fermi perd sa propriété d’emboitement a basse énergie). Il serait intéressant
de reprendre cette étude avec la vision que nous avons développée lors de I’étude de
la surface de Fermi, ou le canal pt n’est pas éteint aussi brusquement, mais ou les
différentes interactions deviennent non pertinentes les unes aprés les autres (dans le
schéma simple que nous avons utilisé, et dans lequel chaque interaction est brutalement
découplée). Un tel programme serait un raffinement de celui de Zheleznyak et al, méme
s’il serait encore loin d’étre parfait puisque les différents découplages sont décrits par
une approximation logarithmique. Je pense que les résultats a la clef sont trés simi-
laires de ceux de Zheleznyak et al. Une autre direction dans laquelle nous pourrions
poursuivre nos recherches serait de prendre en compte les Umklapps, y compris dans le
cas dopé. Zheleznyak et al ont montré que les Umklapps ne changent pas grand chose
a la physique du demi-remplissage. Il serait intéressant de voir ce qui se passe hors
du demi-remplissage, ce que nous devrions étre capables de faire, puisqu’une partie de
notre travail sur la surface de Fermi des systémes quasi-1D portait sur un tel cas, et
permettait la description de I'extinction des Umklapps qui deviennent non pertinents
a basse énergie.

L’essentiel de mon travail de thése a consisté & implémenter les idées du groupe
de renormalisation pour I’étude des déformations de la surface de Fermi, sous 'effet des
interactions entre les électrons. Méme si I’on ne cherche pas a utiliser le RG, le calcul des
déformations de la surface de Fermi dans un cadre purement perturbatif n’est pas sans
poser des problémes. Il faut en effet utiliser, comme cela a été compris dés les années
60, une théorie des perturbations dite renormalisée, c’est-a-dire qui utilise comme point
de départ un état de particules indépendantes qui n’est pas le fondamental libre, mais
dont la surface de Fermi est la surface de Fermi habillée. Les difficultés proviennent
donc de ce qu’il faut appliquer la théorie des perturbations & un état inconnu a priori,
et qui ne peut étre déterminé que de fagon autocohérente a la fin du calcul. Nous avons
commencé par appliquer ces idées sur le cas le plus simple possible (une chaine de
fermions sans spin), et en utilisant la méthode elle aussi la plus simple possible (la
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théorie des perturbations indépendante du temps de Mécanique Quantique®). L’état
fondamental en interaction, et donc aussi la surface de Fermi habillée, sont trouvés en
imposant que 1’énergie soit minimale, i.e. notre approche est de type variationnelle.
Ceci nous a permis de donner une intuition physique des déformations de la surface
de Fermi. Les interactions responsables de ces déformations sont celles pour lesquelles
toutes les particules ne peuvent pas étre choisies a la surface de Fermi (et par conséquent
n’existent pas a énergie strictement nulle).

L’étape suivante a été de montrer comment on peut retrouver les résultats ainsi
obtenus dans le cadre de la théorie des perturbations du probléme & N corps, ou la
quantité physique fondamentale qui est calculée est la self-énergie. Nous avons ainsi
compris que la théorie des perturbations standard effectuée en partant du propagateur
libre ne redonne pas les résultats attendus. L’idée qui vient immédiatement a ’esprit
est de recommencer le calcul en prenant non pas le propagateur libre calculé pour le
fondamental libre, mais un propagateur libre calculé pour un état excité ayant une sur-
face de Fermi d’essai, et d’ajuster celle-ci tout comme nous ’avons fait précédemment.
Une telle méthode redonne, & I'ordre deux, la bonne surface de Fermi habillée. Néan-
moins, cette facon de faire ne survit pas aux problémes qui apparaissent a partir de
I’ordre trois, qui proviennent de répétitions répétées de self-énergie, et qui se traduisent
par des divergences infra-rouges. L’origine physique de ces divergences est I'instabilité
de I’état excité que ’on cherche a perturber. Il est en fait nécessaire d’avoir recours a
des contre-termes, qui permettent de modifier le Hamiltonien libre servant de départ
a la théorie des perturbations.!® Celui-ci est alors choisi pour que la surface de Fermi
libre qui lui correspond soit la surface de Fermi habillée (inconnue a cette étape). Il est
alors possible d’effectuer la théorie des perturbations, en ajustant ordre par ordre les
contre-termes, de sorte que la surface de Fermi reste fixée & sa forme habillée.

Le RG de théorie des champs ne peut pas étre utilisé pour améliorer les résultats
purement perturbatifs ainsi obtenus, car la relation entre les surfaces de Fermi nue et
habillée est obtenue en étudiant les propriétés du propagateur a énergie nulle, et par
conséquent aucune échelle d’énergie typique n’apparait dans une telle relation. Il est
néanmoins possible d’utiliser la théorie du “cut-off scaling”, car le cut-off ultra-violet
apparait explicitement. Grace a l'intuition physique gagnée auparavant, nous avons
montré comment on peut utiliser cette méthode pour calculer la surface de Fermi
habillée d’un systéme quasi-1D, en utilisant une hypothése simplificatrice mais physi-
quement raisonnable. A savoir que la surface de Fermi n’est renormalisée qu’a haute
énergie, par les couplages irrelevants (par rapport a la physique de basse énergie), et
que ’on peut arréter sa renormalisation une fois que le cut-off est de I’ordre de 1’échelle
d’énergie maximum définie par la courbure de la surface de Fermi. Nous avons appliqué
cette méthode pour des systémes demi-remplis, proches du demi-remplissage, ainsi que
loin du demi-remplissage. Dans le cas du demi-remplissage, et pour des couplages de
type Hubbard, nous avons déduit le diagramme de phase, et avons en particulier obtenu
un régime confiné ainsi qu’un régime non confiné. La transition entre ces deux régimes

9A D’ordre 2 en perturbation.
10Le fondamental de cet Hamiltonien est alors stable.
Ce RG est toutefois utile pour calculer les poids de quasi-particules.

155



CHAPITRE 5. GUIDE DE LECTURE DE L’ARTICLE “RENORMALIZATION GROUP FOR
TWO-DIMENSIONAL FERMIONS WITH A FLAT FERMI SURFACE” [DVDO02]

est obtenue quand le saut inter-chaines renormalisé ou non renormalisé est de 'ordre
du gap de charge existant dans le systéme unidimensionnel (la raison étant qu’au point
de transition, ces deux sauts renormalisés ou non sont du méme ordre de grandeur, a
un facteur numérique proche de 1'unité preés).

En fait, le confinement et le déconfinement des électrons ne peut pas étre simple-
ment vu sur la forme de la surface de Fermi. Il faudrait, pour pouvoir dire des choses
plus précises, calculer des quantités physiques mesurées expérimentalement, comme la
conductivité transverse ou longitudinale, ce que nous n’avons pas eu le temps de faire.
C’est une voie qu’il nous faudra explorer dans le futur. Une des faiblesses de notre
approche tient au type de groupe de renormalisation que nous avons utilisé. Il ne me
parait pas évident, par exemple, d’étendre notre calcul au cas du modeéle de Hubbard
2D qui est le modéle supposé décrire les supras HT'C, parce que la forme de la surface
de Fermi ne se préte pas a un calcul aussi simple, et parce que les différences de vitesse
de Fermi le long de la surface de Fermi, que nous avons négligées dans notre travail,
ne sont plus du tout négligeables dans un tel cas a cause des singularités de van Hove.
De plus, nous avons da utiliser des approximations pour savoir quand arréter la re-
normalisation de la surface de Fermi, ainsi que pour décrire le découplage de certaines
interactions (approximation logarithmique). Je pense que ces faiblesses peuvent étre
surmontées si ’on utilise un groupe de renormalisation Wilsonien. Le prix a payer est
bien stiir une plus grande complexité des calculs, et c’est pour cela que nous avons pré-
féré commencer par des méthodes simples appliquées & un cas simple. L’expérience et la
compréhension que nous avons gagnées nous serviront sans aucun doute dans de futurs
travaux basés sur un RG de type Wilsonien. Je tiens de plus a noter que ’'un des incon-
vénients majeurs de nos calculs, & savoir leur caractére perturbatif, pourra peut-étre
étre éliminé. Les calculs par le groupe de renormalisation Wilsonien sont en effet basés
sur des équations exactes. Bien évidemment ces équations sont si générales et si com-
plexes (ce sont des équations fonctionnelles) qu’elles ne servent absolument a rien, tant
que 'on a pas recours a des approximations. LL'une d’entre elles est le développement
en constante de couplage, et elle redonne bien évidemment la théorie des perturbations.
Mais il est aussi possible de considérer des troncations de I'action effective, qui ne sont
pas des approximations perturbatives (le statut de ces troncations n’est me semble-t-il
d’ailleurs pas bien connu, puisqu’aucun paramétre petit n’apparait). Ces idées ont été
mises en ceuvres et développées par Wetterich [Wet91, Wet93a, Wet93b| (voir aussi
[BTWO02] pour une revue), puis par d’autres groupes. Je crois que c’est un des axes
vers lesquels nous pourrions nous orienter a ’avenir. Notre travail pourrait ainsi étre
généralisé et cela pourrait donner lieu a une description plus réaliste de la physique
des systémes de fermions fortement corrélés. Pour finir, disons que la description du
passage entre la théorie de haute énergie essentiellement fermionique, et celle de basse
énergie essentiellement bosonique, doit aussi pouvoir étre menée a bien dans un tel
cadre. C’est néanmoins un programme ambitieux et qui demandera certainement des
efforts considérables avant d’arriver & maturité.
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Annexe A

A propos des différentes
paramétrisations des interactions

Nous nous intéressons dans cette annexe aux différentes facons de paramétrer les
interactions entre les électrons. L’expression de base dont nous partirons sera celle de
I'équation (1.33), limite de basse énergie d’une interaction de la forme (1.30).

A.1 Notations de la “g-ologie”

Commencons par faire le lien entre nos notations et celles de la “g-ologie”, dans
laquelle les couplages sont notés g1, g2, g3 et g4 (cf tableaux 1.1 page 31 a 1.4 page 32).
Rappelons que nous ne considérons pas les interactions de type g4. Nous utiliserons pour
faire la comparaison les notations utilisés par Solyom [S6179] (voir sa formule (2.4)).
La paramétrisation de Solyom est plus générale que la notre, car elle peut traiter les
interactions non invariantes par rotation dans l’espace de spin, grace a la séparation
entre les couplages g (les spin initiaux sont paralléles : 11 et |]), et les couplages g
(les spin initiaux sont anti-paralléles : 1| et |1). Nous retrouverons nos interactions si
nous prenons g = g .

Le cas des Umklapps est trivial, car les deux paramétrisation sont les mémes, et
nous obtenons donc 'identification U = g3. Passons au cas de g; et go. Afin d’effectuer
la comparaison, nous utilisons le principe de Pauli pour anticommuter les deux derniers
opérateurs a et b du terme en g;, ce qui met les opérateurs dans le méme ordre que
pour le terme en gy (mais les indices de spin ne sont pas les mémes). Nous pouvons
alors écrire I'interaction obtenue sous forme matricielle, de la facon suivante :



ANNEXE A. A PROPOS DES DIFFERENTES PARAMETRISATIONS DES INTERACTIONS

| TT>in | T\I/>iﬂ ‘ J/T)in ‘ J/J/)in
| TT>out ( 1 0 0 0 \

et | 0 0 1 0

—g1 X . (A.1)
|~LT>out 0 1 0 0
Wowe LO 0 0 1)

Les notations sont les suivantes : dans les kets, le spin de gauche correspond toujours
au fermion droit et celui de droite au fermion gauche. Les kets in représentent les deux
particules qui sont détruites, et les kets out celles qui sont créées, lors d’une interaction
de type chichR. Ainsi, a Uintersection de la ligne |Tp)ou et de la colonne |7/p)in,
est inscrit le coefficient du terme en CI{’TCL CL,p CR,7" - Cette matrice n’est rien d’autre
que la matrice de permutation qui échange les deux spins, et que nous noterons P.

L’interaction en gy s’écrit quant a elle sous la forme matricielle
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Au final, nous obtenons donc g,I — ¢, P.

S O =

0
1
0

= o O

Dans nos notations de couplage de charge et de spin, le terme de charge donne
trivialement G°I, mais il reste & exprimer le produit de matrices de Pauli du couplage de
spin. C’est la que la notation matricielle simplifie les calculs (jusque 14, cette notation
était inutile, car tout était trés simple). Nous laissons au lecteur le soin de faire les
calculs et de montrer que I'on a la relation suivante : o, - o)y = 21, /1,y — 1, /1, ;.
Ainsi le terme d’interaction de spin s’écrit : G5(2P — I), d’oi une interaction totale de
la forme : (G° — G®)I + 2G®P. 1l vient donc in fine 'identification suivante :

go =G —G*® G¢ = gg—%gl
& . A3
{ g =—2G° { G =—3q (4.3)

A.2 A propos des Umklapps

Dans I'équation (1.33), nous n’avons mis qu’un couplage de charge pour les Umk-
lapps, et non un couplage de spin, ou ce qui revient au méme, mais simplifie la discus-
sion, un couplage d’échange (faisant intervenir P) de la forme :

mZ > Z% (L, DLyt chpsr (k4 @)k s_s (' — @)erpp (K)er (k).

1,J,6 kk',q 7,7
(A.4)
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A.3. VALEURS DES COUPLAGES POUR UNE INTERACTION DE TYPE HUBBARD

Ce terme est en effet équivalent a un terme direct (faisant intervenir I). Pour le voir, il
suffit :

— d’anticommuter les deux opérateurs d’annihilation.

— de faire les changements de variables ¢ +— ¢+ k' — ket 6 < 6+ J — I.

— d’échanger les variables k <> k', I <> J et p/ < 7.
L’interaction (A.4) peut donc se réécrire :

1
INL Z Z Z Z Usii—g (L, DLy 7Ly CL,I—I—(S,T(k+q)cL,J—&,p(kl_q)cL’Jap’(k,)cLyI:T’ (k).

I1,J,6 kk'.q 7,7 p,p'
(A.5)

Il est donc tout a fait inutile de considérer un couplage de spin dans le cas des Umklapps.

A.3 Valeurs des couplages pour une interaction de
type Hubbard

Le terme d’interaction de Hubbard s’écrit, en terme des opérateurs de champ
“physique” (cf équation (1.13)) sous la forme :

Hiwebard =1 / Azl o (@) Ol (@) Yphys (%) Yphys 1(2).- (A.6)

On écrit alors que tpnys = ¥r+11, et on obtient ainsi 16 termes (nous avons déja fait ce
genre de calcul a la section 1.2.2). L’interaction de type Umklapp est (schématiquement,
en oubliant 'intégrale sur z, etc) :

U (sl Yratng + hoc ). (A7)

Cette expression n’est pas trés agréable, car il n’y a pas de somme sur les spins. Pour
la faire apparaitre, on remarque qu’en anticommutant les opérateurs de destruction et
de création, on obtient le méme terme, puisque les deux signes moins se compensent,
mais que ’expression a changé (inversion des spins). L’interaction ci-dessus peut donc
s’exprimer comme la demi-somme d’elle-méme et de ’expression avec les fermions an-
ticommutés :

U
2 (wfm 1/1214 YL, YL+ ¢£,¢ ﬂm YL, + h.oc ) . (A.8)

On trouve donc simplement que U = g3 = U, aprés avoir constaté que pour une inter-
action locale, on peut ajouter a ’expression précédente (sans rien changer) 1’expression
nulle suivante :

| K

(w;{,'r Tﬁ;rm YLy ry + q’b;ri,i ’l,blT{,L Y Y, + h.oc. ) . (AQ)
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On obtient 4 termes pour les interactions de type g; ou go, et nous laissons le
lecteur vérifier que la matrice correspondante est :

00 0 0
0 1 -1 0

ux o 2, 7 o =ua-m. (A.10)
00 0 0

Nous avons donc le résultat (cf section A.1 ci-dessus) : go = g1 = U, soit, en utilisant
les couplages de charge et de spin, et en rappelant le résultat pour les Umklapps :

GC:%, GS:—% et U=U. (A.11)

A.4 Paramétrisation singulet et triplet des interac-
tions

Lorsque ’on étudie les flots de fonction de réponse, la paramétrisation naturelle
est celle en terme de singulet et de triplet, qui a une interprétation physique naturelle.
La fonction de réponse particule-trou de type singulet (resp. triplet) correspond a I’onde
de densité de charge (resp. de spin), et celle particule-particule, a la supraconductivité,
singulet ou triplet. Nous allons dans cette section démontrer le dictionnaire donné dans
le tableau IV de notre article [DVDO02].

Les paramétrisations singulet et triplet sont en fait différentes dans les canaux
pp et pt, car le groupe des rotations n’agit pas de la méme facon dans les deux cas.
Commencons par le canal pp, qui est connu dés les premiers cours sur le spin, en Mé-
canique Quantique. L’interaction de type cgﬁc{, ,CL,p'CR,7', Peut étre considérée comme
une propagation d’une paire de particule (une R et une L), comme indiqué sur la figure

A.1(a). La matrice de l'interaction, dans la base utilisée a la section A.1, est :

GG 0 0 0
0 G-G 6 0
0 26 G-G 0 | (A.12)
0 0 0 GG

et elle n'est pas diagonale. Par contre, on peut passer a la base habituelle singulet-
triplet, déja écrite dans I’équation 1.25, et on peut montrer que dans cette base, la
matrice de l'interaction s’écrit :

G*—3G° 0 0 0
0 GG 0 0
0 0 G +G 0 | (A.13)
0 0 0 GG

Voyons maintenant ce qui se passe pour le canal particule-trou, ou cette fois
'interaction peut étre considérée comme détruisant une paire particule-trou (RL), et
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alalalia

Sy

in out in out
I3 p
e Bl Bl o e B e el e Rl e bl el
AN ) U
(a) Canal pp (b) Canal pt

F1G. A.1 — Représentation graphique de l'interprétation d’une interaction
comme la destruction d’une paire particule-particule ou particule-
trou.

en en recréant une autre, voir figure A.1(b). Cette réinterprétation vient simplement
de la réécriture de I'interaction sous la forme :

CL,Tci,chzplcR’T’ = (CJI[{,TCL:P'> X (CRaTlci,p) . (A'14)
Si on utilise la base des spins 1/2, avec comme base in, les kets |7/p)’ (le " est utilisé

pour différencier cette base de la base habituelle utilisée jusqu’ici) et comme base out
celle des kets |7p'), la matrice de I'interaction s’écrit :

G+G* 0 0 2G*
0 G-G* 0 0
O O GC _ GS 0 Y (A'15)
2G* 0 0  G°+G°

Le but du jeu est a nouveau de diagonaliser cette matrice, la base propre étant la base
singulet-triplet (pt) recherchée. Nous laissons le lecteur faire ce calcul (trivial). Il est
clair que si la seule chose qui nous intéresse est de connaitre la matrice de I'interaction
dans cette base, et non la base elle-méme, il suffit de trouver les valeurs propres. On
obtient trés facilement que la matrice d’interaction sera :

G365 0 0 0
0 G -G 0 0
0 0 G-¢ 0 | (A.16)
0 0 0 G -G

qui est équivalente a la matrice obtenue dans le canal pp, & condition de faire G* + —G5.
Nous allons donner une interprétation intuitive, qui donnera la base singulet-triplet.
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Pour cela, nous allons étudier les opérateurs CLJCL,,):. Le seul ket (a une phase prés)
sur lequel 'action de tous ces opérateurs donne un résultat non nul est le ket :

0) =cf ] ,|0), (A.17)

ou |0) est le vide (état a 0 particule). Ce ket est un état singulet. L’action de ces
opérateurs sur |0)' est :

CR 4e,1]0) = —[11), (A.18)
CR seLt|0Y =11, (A.19)
CR TCL,T|0>' =[1l), (A.20)
ch oL |0) = —|41), (A.21)

ol les kets du membre de droite sont les kets habituels, donnant le spin de I’électron
R et celui de I’électron L.

Pour trouver les combinaisons linéaires qui donnent des opérateurs singulet ou
triplet, il suffit alors de réécrire les kets habituels du membre de droite, sous forme
singulet ou triplet, en fonction de ces opérateurs. Ceci fonctionne bien car, comme nous
I'avons dit, |0)" est un état singulet. On obtient donc immeédiatement en regardant
les deux premiéres équations, que les états | 1])’ et | [1)’ sont des états triplets, ce
que ’on savait aussi immédiatement en voyant que la matrice d’interaction était déja
proportionnelle a Iidentité dans ce sous-espace de dimension 2. L’autre état triplet

sera : (|11) — [11))/V/2, et 'état singulet sera quant a lui : (|11)" + [ 14))/v/2. Nous

laissons le lecteur se convaincre que cette base diagonalise bien la matrice d’interaction.

Dans le canal particule trou, on peut écrire 'interaction paramétrisée en singulet
triplet sous une forme simple et qui offre une autre vision, & I'aide de matrices de
Pauli. Celles-ci vérifient en effet la relation : o,y - 0, = 21, 1, y — 1, /1. y. Ceci
implique en particulier que : o -0,y = 31,1, — 20,y - 0,,. Nous obtenons
donc que l'interaction est G° + 3G® pour le terme I, I, , et —2G® pour le terme
0., -0,. Or nous savons que l'opérateur identité est égale & la somme du projecteur
sur I’état singulet et du projecteur sur le sous-espace triplet. Nous ne réobtenons donc
le bon coefficient devant le projecteur triplet (a savoir G¢ + 3G®) que si o,y - 0+ est
proportionnel au projecteur triplet. Plus précisément, le projecteur triplet est égal a
0.y 0,7 /2, et on a donc aussi que le projecteur singulet est simplement I, /I, /2,
i.e. P/2. Le Hamiltonien d’interaction s’écrit au final :

G° + 3G*®
Hine  ~ T (CR Az, p’CLp> x (C]t,p]IPaTICRyTI>
G°—G®
_T (CTR,TUTap’chp’> X (Ci,papﬂ—’cRaT’) ° (A22)

Cette interaction a une interprétation physique simple, puisque c’est la somme d’une
interaction densité de charge - densité de charge et une interaction densité de spin
- densité de spin, écrite comme produit des composantes & 2kr de la transformée de
Fourier de ces densités.

162



Liste des tableaux

1.1

1.2

1.3

14

2.1

3.1

Processus de basse énergie de type g4, ne faisant intervenir que des fer-
mions droits. Ces processus existent a énergie nulle, puisque I'impulsion
transférée est nulle. . . . . . . .. ..o

Cette interaction ne peut étre de basse éner%ie que si 'impulsion trans-
férée, i.e. 2k(F0) est un multiple de 27, soit kFO) = 7. Ceci correspond au
remplissage complet. . . . . .. ..o oL Lo

Processus Umklapp (gs) envoyant deux particules gauche sur la branche
de droite. Cette interaction est de basse énergie a condition que kl(jo) =

7 /2, ¢’est-a-dire si on est au demi-remplissage. . . . . . . .. ... ...

. . , , . Pt
Processus de diffusion vers ’avant (g,), et processus équivalent cjc;cpey
de diffusion vers l'arriére (g;). Ces processus existent toujours a basse
fnergie. . ... L

Résumé de I’algébre de spin, pour les calculs & une boucle du vertex.

Les couplages et les différentes bulles intervenant dans leur renormali-
sation. . . . . ...



LISTE DES TABLEAUX

164



Table des figures

1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

2.1

2.2

2.3
24

Réseau carré bidimensionnel. Les ronds vides représentent les sites libres,
et les ronds pleins les sites occupés. On note ¢, et ¢, les amplitudes tunnel
pour sauter d’un site a I’autre dans les directions x et y. . . . . . . ..

Relation de dispersion pour un systéme quasi-1D avec ¢, /¢ = 0.2. Sont
aussi représentées différentes surfaces de Fermi, et leur projections sur
le plan zy. Nous avons de plus indiqué quelques lignes & p,—constante,
sur la surface de Fermi, afin d’insister sur le caractére quasi-1D.

Relation de dispersion pour un systéme isotrope (i.e. ¢, /¢ = 1). Sont
aussi représentées les projections de différentes surfaces de Fermi sur le
plan zy. Nous avons ici utilisé un quadrillage pour montrer le caractére
ISOtTOpe. . . . . . L e e

Représentation de la relation de dispersion linéarisée. Les paramétres
sont : u® =0 et L/t =06. ... ...

Diagrammes de Feynman pour les trois types d’interactions. Les traits
pleins représentent des fermions R, et les pointillés des fermions L. Les
chiffres 1, 2, 3 et 4 correspondent & des interactions écrites sous la forme
(schématique) : chcle,e. oo oL
Représentation, dans la premiére zone de Brillouin, de quatre exemples
d’interactions, pour N = 8 chaines. Les fléches en pointillés montrent
comment exploiter la périodicité de la zone de Brillouin, i.e. travailler
avec les entiers modulo V. . . . . . . . ... ... L.

Propagateurs libres dans I’espace réel ainsi que dans I’espace de Fourier.
Les propagateurs R sont représentés par des traits pleins, et les L par
des pointillés. Les indices 7 et p sont des indices de spin. . . . . . . ..

Représentation de l'interaction. . . . . . .. ... .. ... .. .....
Exemple de contractionde Wick . . . . . . . ... .. ... ... ... .

Graphe de Feynman, dit tadpole, pour le propagateur R & une boucle. .

24

25

42



TABLE DES FIGURES

2.5
2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

2.20

2.21

Equation de Dyson graphique, pour les fermions R. . . . . . .. .. .. 42
Sur cette figure, nous indiquons la fagcon dont nous régularisons la théorie

en mettant un cut-off A. . . . ..o 43
Ordre 0 pour la fonction de Green G¥ . . . . . . .. .. ... ... ... 43
Bulle particule-particule, et contractions de Wick correspondantes. . . . 45
Bulle particule-trou, et contractions de Wick correspondantes. . . . . . 46

Diagrammes de Feynman pour les différents contre-termes. Les chiffres
i a lintérieur des carrés, hexagones et cercles, donnent l'ordre @) des
contre-termes correspondants. . . . . . . .. .. ... L. 56

Flot & 1 boucle de la constante de couplage de spin, pour une valeur de
haute énergie négative (¢° = —0.1). . . . . . .. ... .. ... ... .. 61

Flot a 1 boucle de la constante de couplage de spin, pour une valeur de
haute énergie positive (§° = +0.1). L’asymptote verticale a t' = 2.5 est
représentée en pointillés. . . . . . .. ..o oo oL 61

Diagramme de phase a 1 boucle, dans ’espace (¢°, ¢°). Les ronds noirs
représentes les points fixes, pour les trajectoires de RG considérées. . . 62

Diagrammes de Feynman & 2 boucles pour la self-énergie, ne faisant pas
intervenir de contre-terme. . . . . . . . . .. .. ... 65

Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour la self-énergie, avec insertion
de contre-terme de l'ordre précédent. . . . . . . ... .. .. ... ... 66

Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour la self-énergie, dus aux nou-
veaux contre-termes. . . . . ... oL Lo oo e e e 67

Domaines d’intégration pour les intégrales apparaissant dans le calcul
du sunrise. Les hachures verticales et en biais représentent les domaines
interdits par les deux premiéres inégalités. Le domaine d’intégration est
ensuite trouvé en prenant la zone non hachurée comprise entre les poin-
tillés (resp. les points-tirés) si k > 0 (resp. £ <0). . . . . .. ... ... 68

Densité spectrale de la self-énergie a 2 boucles (sunrise). . . . ... .. 68

Graphe de Feynman pour le vertex (pour le jeu de pattes externes ha-
bituel, mais I’expression associée est indépendante de celui-ci), faisant
intervenir le nouveau contre-terme 8¢, . . .. ... L. 72

Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour le vertex, dus au contre-terme
de type 6¢® insérés dans une bulle pp. . . . . . . .. ... ... 73

Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour le vertex, dus au contre-terme
de type 6g® insérés dans une bulle pt. . . . . . .. ... .. ... ... 73

166



TABLE DES FIGURES

2.22

2.23

2.24

2.25

2.26

2.27

2.28

2.29

2.30

2.31

2.32

2.33

3.1

3.2

3.3

3.4

Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour le vertex, dus a une insertion
de self-énergie sur la branche droite de la bullept. . . . . . . .. .. ..

Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour le vertex, dus a une insertion
de self-énergie sur la branche droite de la bullept. . . . . . . .. .. ..

Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour le vertex, dus a une insertion
de self-énergie sur la branche droite de la bullept. . . . . . . .. .. ..

Diagrammes de Feynman a 2 boucles pour le vertex, dus a une insertion
de self-énergie sur la branche droite de la bullept. . . . . . . .. .. ..

Diagrammes de Feynman & 2 boucles pour le vertex, de type bulles en

Diagrammes de Feynman & 2 boucles pour le vertex, de type parquet
Bulle donnant une contribution g4. . . . . . .. ... .. .. ...
Série de bulles g4, donnant une contribution finie. . . . . . . ... ...

Diagrammes de Feynman a 2 boucles de type parquet, faisant intervenir
une bullede type g4. . . . . . . Lo

Flot a 2 boucles de la constante de couplage de spin, pour une valeur de
haute énergie négative (¢° = —0.1). . . . . . ... .. ... ... ...

Flot & 2 boucles de la constante de couplage de spin, pour une valeur de
haute énergie positive (§° = +0.1). Les droites représentent les asymp-
totes de chacune des courbes. . . . . . . .. .. ...

Diagramme de phase a 2 boucles, dans ’espace (¢°, ¢°). Les ronds noirs
représentent les points fixes, pour les trajectoires de RG considérées. . .

Interactions de basse énergie pour ’échelle. . . . . . . .. .. ... ...

Interprétation graphique des déformations de la surface de Fermi, pour
une énergie en interaction de la forme : BV = (kpo — kg)z))Q + (A -

B)(kro — kﬁ%), avec B> A. . ...
Allure de la courbe —z?In(|z|). . . . . . . . ...

Figure de gauche : le branchement adiabatique ne voit pas les croise-
ments de niveaux, et on reste sur ’état provenant du fondamental libre,
qui est un état excité du systéme en interaction. Figure de droite : ce
que la théorie des perturbations devrait faire. On suit le fondamental en
interaction, donc on passe de I’état obtenu & partir du fondamental libre
a d’autres états obtenus a partir d’états excités libres. . . . . . . . . ..

167

94



TABLE DES FIGURES

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

Exemple de graphe posant des problémes si on utilise un état excité pour
faire la théorie des perturbations : ¢’est le sunrise avec une insertion de
self-énergie, par exemple sur le propagateur interne R.. . . . . . .. ..

5m nstitué d’un anneau couplé & une impureté. énergies re-
Systéme constitué d’un anneau couplé a une eté. Les énergies re
présentées sont celles avant que le couplage tunnel V' ne soit branché.

Résolution graphique de ’équation (3.47), pour N = 12, des énergies
E; = -25,-1.5, ...7.5, 85 et V?/N = 0.5. Un zoom de I'intersection
proche de l'origine est inséré en bas a droite. Nous avons représentés les
asymptotes verticales par des pointillés. . . . . . . . . .. ... ... ..

Différence entre les énergies en interaction et les énergies sans interaction
en fonction des énergies sans interaction, en échelle In-In. Ici, N = 104,
FE, =1etV =0.1. Les courbes en pointillés sont les asymptotes, corres-
pondant pour I’asymptote horizontale, a la valeur d’un demi-écart entre
niveau, i.e. In(E,, /(2N — 1)), et pour 'autre a ce que donne la théorie
des perturbations, i.e. c’est la courbe d’équation y = In[V?/(2N)] — z. .

Composantes de 1'état |x)y sur les états d’énergie E; les plus proches
de 0. Ici, N = 10%, E, = 1 et V = 0.1. La figure insérée est la méme
courbe, pour toutes les énergies strictement positives, en échelle In-ln
(on prend le logarithme de la valeur absolue des composantes sur |i)).
La droite en pointillés est celle d’équation y = —In(7N) —z. . . . . . .

Représentation des flots pour I’équation RPA avec un seul couplage et
I’énergie caractéristique 6. . . . . . . . . ...

Comparaison des flots pour la régularisation avec ) (en pointillés), et le
flot “par morceaux” (en trait plein). . . . . . . . ...

Flot des couplages pour une condition initiale de type Hubbard (avec
tous les couplages égaux a 0.1), et pour Akp/A = 0.01 (cette échelle
est donc atteinte pour ¢t = In(100) ~ 4.6, et d’aprés la figure (d), pour
s =~ 1). Pour toutes ces figures, nous n’avons pas représenté trop de
points, afin qu’elles restent lisibles. Mais bien stir, le pas d’intégration
est beaucoup plus petit que I’écart entre deux points. . . . . . . . . ..

Flot des couplages normalisés et de la norme pour une condition initiale
ou tous les couplages valent 0.1, sauf F' qui est nul et le reste le long du
flot. Les flots sont donnés pour deux valeurs de Akp/A. . . . . . .. ..

Tracé des fonctions — In (%) + ZUFVA’“F In ('”2(‘2511’;”,@’35)2') et

leur approximation logarithmique, en fonction de ¢ = In(2vpA/v). Le
signe + (resp. -) correspond & la branche 0 (resp. 7), et & la figure (a)
(resp. (b)). Nous avons choisi Akp/A = 0.01, i.e. In(A/Akp) ~4.6. . . .

Résultats pour le propagateur, pour une condition initiale de type Hub-

107



TABLE DES FIGURES

3.16

3.17

3.18

4.1

4.2

4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

4.8

Al

Résultats pour le propagateur, pour une condition initiale ou le couplage
F' est nul et les autres valent 0.1. . . . . .. ... .. ... .. ..... 124
Résumé des différences entre la théorie des champs et le cut-off scaling. 127

Flot de I’écart entre les impulsions de Fermi dans le cas Ak /Ay = 0.01,
et avec des couplages initiaux tous égaux a 0.1, sauft F =0. . . . . . .. 132

Bulle particule-particule renormalisant les couplages Gg(s) (I, J) pour le
systéme a N chaines. . . . . . . . . .. ... L. 137

Bulle particule-trou renormalisant les couplages Gg(s) (I, J) pour le sys-

téme a N chaines. . . . . . . . ..o 137
Tadpole pour le systéme a N chaines. . . . . . ... ... ... ..... 139
Sunrise pour le systéme & N chaines. . . . . . ... ... ... ..... 140
Contributions des Umklapps a la self-énergie. . . . . . . . . . .. .. .. 143

Contributions des Umklapps aux flots des couplages de charge et de spin.144

Contributions des Umklapps aux flots des couplages de charge et de spin
- 4 premiers graphes. . . . . . .. ... L 145

Contributions des Umklapps aux flots des couplages de charge et de spin
- 4 derniers graphes. . . . .. ... L Lo e 146

Représentation graphique de l'interprétation d’une interaction comme
la destruction d’une paire particule-particule ou particule-trou. . . . . . 161

169



TABLE DES FIGURES

170



Bibliographie

[AGD63| A. A. Abrikosov, L. P. Gor’kov, and I. Ye Dzyaloshinskii, Methods of
quantum field theory in statistical physics, Prentice Hall, New York, 1963.

[AMT70] A. A. Abrikosov and A. A. Migdal, J. Low Temp. Phys. 3 (1970), 519.
[AMT76] N. W. Ashcroft and N. D. Mermin, Solid state physics, Saunders, 1976.
[And67] P. W. Anderson, Phys. Rev. Lett. 18 (1967), 1049.

[And90] , Phys. Rev. Lett. 64 (1990), 1839.

[Ando1] , Phys. Rev. Lett. 67 (1991), 2092.

[And95] , Proc. Natl. Acad. Sci. USA 92 (1995), 6668.

[Arr00] E. Arrigoni, Phys. Rev. B 61 (2000), 7909.

|AYHT70| P. W. Anderson, G. Yuval, and D. R. Hamann, Phys. Rev. B 1 (1970),
4464.

[BBT95] D. Boies, C. Bourbonnais, and A.-M. S. Tremblay, Phys. Rev. Lett. 74
(1995), 968.

[BCS57] J. Bardeen, L. N. Cooper, and J. R. Schrieffer, Phys. Rev. 108 (1957),
1175.

[BGLGO1] S. Biermann, A. Georges, A. Lichtenstein, and T. Giamarchi, Phys. Rev.
Lett 87 (2001), 276405.

[BJM*80] K. Bechgaard, C. S. Jacobsen, K. Mortensen, H. J. Pedersen, and N. Tho-
rup, Solid State Commun. 33 (1980), 1119.

[BMS86] J. G. Bednorz and K. A. Miiller, Z. Phys. B 64 (1986), 189.

[Bou85] C. Bourbonnais, Mol. Cryst. Lig. Cryst. 119 (1985), 11.

[Bou93] , J. Phys. I (France) 3 (1993), 143.

[BTWO02]  J. Berges, N. Tetradis, and C. Wetterich, Phys. Rept 363 (2002), 223.
[Col84] J. C. Collins, Renormalization, Cambridge University Press, 1984.
[CPA9S] S. Capponi, D. Poilblanc, and E. Arrigoni, Phys. Rev. B 57 (1998), 6360.
[CPM96] S. Capponi, D. Poilblanc, and F. Mila, Phys. Rev. B 54 (1996), 17547.

[DD02] S. Dusuel and B. Dougot, submitted to Phys. Rev. B (2002), cond-
mat/0208434.

[Dup98| N. Dupuis, Euro. Phys. J. B 3 (1998), 315.




BIBLIOGRAPHIE

[DVDO02]

[ETO02]
[Fab93]
[FS96]

[FSTY6]

[FSTOg]
[FZ71|
[GGS00]
|Gia97|
[GL72]
|[GML51]
[Grii94]
|Hal81]
[HMO3]
[HM97]
[HHM00]
[HSFRO1]

|1Z85]
[Jér9l]
7582
[JTBS1]

[KL60]
[KY98]
ILAGO1]
|Lan57a]
|[Lan57b]
[Lan59]
[Le 01]
[LKO02]
[Lut60]
[Lut63]
[Lut79]

S. Dusuel, F. Vistulo de Abreu, and B. Doucot, Phys. Rev. B 65 (2002),
94505.

F. H. L. Essler and A. M. Tsvelik, Phys. Rev. B 65 (2002), 115117.
M. Fabrizio, Phys. Rev. B 48 (1993), 15838.

D. Frenkel and B. Smit, Understanding molecular simulation, Academic
Press, 1996.

J. Feldman, M. Salmhofer, and E. Trubowitz, J. Stat. Phys. 84 (1996),
1209.

, Comm. Pure Appl. Math. 51 (1998), 1133.

M. Fowler and A. Zawadowski, Solid State Comm. 9 (1971), 471.
A. Georges, T. Giamarchi, and N. Sandler, Phys. Rev. B 61 (2000), 16393.
T. Giamarchi, Physica B 230-232 (1997), 975.

M. Gomes and J. H. Lowenstein, Nucl. Phys. B 45 (1972), 252.
M. Gell-Mann and F. Low, Phys. Rev. 84 (1951), 350.

G. Griiner, Rev. Mod. Phys. 66 (1994), 1.

F. D. M. Haldane, J. Phys. C 14 (1981), 2585.

A. Houghton and J. B. Marston, Phys. Rev. B 48 (1993), 7790.
C. J. Halboth and W. Metzner, Z. Phys. B 102 (1997), 501.

, Phys. Rev. B 61 (2000), 7364.

C. Honerkamp, M. Salmhofer, N. Furukawa, and T. M. Rice, Phys. Rev.
B 63 (2001), 35109.

C. Itzykson and J.-B. Zuber, Quantum field theory, McGraw-Hill, 1985.
D. Jérome, Science 252 (1991), 15009.
D. Jérome and H. J. Schulz, Adv. Phys. 31 (1982), 299.

C. S. Jacobsen, D. B. Tanner, and K. Bechgaard, Phys. Rev. Lett. 46
(1981), 1142.

W. Kohn and J. M. Luttinger, Phys. Rev. 118 (1960), 41.

J. Kishine and K. Yonemitsu, J. Phys. Soc. Jpn. 67 (1998), 2590.
K. Louis, J. V. Alvarez, and C. Gros, Phys. Rev. B 64 (2001), 113106.
L. D. Landau, Sov. Phys. JETP 3 (1957), 920.

, Sov. Phys. JETP 5 (1957), 101.

, Sov. Phys. JETP 35 (1959), 70.

K. Le Hur, Phys. Rev. B 63 (2001), 165110.

S. Ledowski and P. Kopietz, cond-mat/0208517.

J. M. Luttinger, Phys. Rev. 119 (1960), 1153.

, J. Math. Phys. 4 (1963), 1154.

A. Luther, Phys. Rev. B 19 (1979), 320.

172



BIBLIOGRAPHIE

[LW63]
[LW02]
[MGAS*98]

[ML63]
[NMo02
[NO8S|

[Nojog]
[Noz63]
[PEM*96]

[PF79]
[RST79]
[RVWO1]
[Sch91]
[SD95]
[SDG*98]

[Sha94]
[S6179]
[Tom50]
[TS99]
[VDO1]
[VDH*98]

[Voi95)]
[VVo1]
[Wen90]
[Wet91]
[Wet93a]
[Wet93b]
[Wil75]
[Wit78]
[W2i93)]
|Zha97]
[ZS96]

E. H. Lieb and F. Y. Wu, Phys. Rev. Lett. 20 (1968), 1445.
, cond-mat/0207529.

J. Moser, M. Gabay, P. Auban-Senzier, D. Jérome, K. Bechgaard, and
J. M. Fabre, Eur. Phys. J. B 1 (1998), 39.

D. C. Mattis and E. H. Lieb, J. Math. Phys. 6 (1963), 304.
A. Neumayr and W. Metzner, cond-mat/0208431.

J. W. Negele and H. Orland, Quantum many-particle systems, Addison
Wesley, 1988.

H. Nojiri, J. phys. Soc. Jpn. 68 (1999), 903.

P. Noziéres, Le probléme a n corps., Dunod, 1963.

D. Poilblanc, H. Endres, F. Mila, M. G. Zacher, S. Capponi, and
W. Hanke, Phys. Rev. B 54 (1996), 10261.

V. N. Prigodin and Yu. A. Firsov, Sov. Phys. JETP 49 (1979), 369.
E. H. Rezayi, J. Sak, and S. Talukdar, Phys. Rev. B 19 (1979), 4757.
L. Rosa, P. Vitale, and C. Wetterich, Phys. Rev. Lett. 86 (2001), 958.
H. J. Schulz, Int. J. Mod. Phys. B 5 (1991), 57.

Z.-X. Shen and D. S. Dessau, Phys. Rep. 253 (1995), 1.

A. Schwartz, M. Dressel, G. Griiner, V. Vescoli, L. Degiorgi, and T. Gia-
marchi, Phys. Rev. B 58 (1998), 1261.

R. Shankar, Rev. Mod. Phys. 66 (1994), 129.

J. Sélyom, Adv. Phys. 28 (1979), 201.

S. Tomonaga, Prog. Theor. Phys. 5 (1950), 544.

M. Tsuchiizu and Y. Suzumura, Phys. Rev. B 59 (1999), 12326.

F. Vistulo de Abreu and B. Dougot, Phys. Rev. Lett. 86 (2001), 2866.

V. Vescoli, L. Degiorgi, W. Henderson, G. Griiner, K. P. Starkey, and
L. K. Montgomery, Science 281 (1998), 1181.

J. Voit, Rep. Prog. Phys. 58 (1995), 977.

B. Valenzuela and M. A. H. Vozmediano, Phys. Rev. B 63 (2001), 153103.
X. G. Wen, Phys. Rev. B 42 (1990), 6623.

C. Wetterich, Nucl. Phys. B 352 (1991), 529.

, Z. Phys. C 57 (1993), 451.

, Z. Phys. C 60 (1993), 461.

K. G. Wilson, Rev. Mod. Phys. 47 (1975), 773.

E. Witten, Nucl. Phys. B 145 (1978), 110.

P. Wzietek, J. Phys. I 3 (1993), 171.

S. C. Zhang, Science 275 (1997), 1089.

D. Zanchi and H. J. Schulz, Phys. Rev. B 54 (1996), 95009.

173



BIBLIOGRAPHIE

[ZS00] , Phys. Rev. B 61 (2000), 13609.
|ZSS95] V. Zlati¢, K. D. Schotte, and G. Schliecker, Phys. Rev. B 52 (1995), 3639.

[ZYD97] A. T. Zheleznyak, V. M. Yakovenko, and I. E. Dzyaloshinskii, Phys. Rev.
B 55 (1997), 3200.

174



Résumé : Nous étudions certains aspects de la physique des fermions en deux
dimensions, pertinente pour les conducteurs organiques quasi unidimensionnels et les
supraconducteurs & haute température critique. En particulier, nous nous intéressons
au calcul de la surface de Fermi de systémes électroniques en interaction, qui est une des
informations cruciales du point de vue des propriétés de basse énergie de ces systémes.
Nous commencons par donner une interprétation énergétique, sur un toy model, de la
déformation de la surface de Fermi due aux interactions entre électrons, en insistant
sur la nécessité d’une méthode auto-cohérente. Puis nous expliquons comment faire le
méme calcul dans un cadre de théorie des champs, et comment améliorer les résultats
grace & un groupe de renormalisation. Nous appliquons ce formalisme aux composés
quasi unidimensionnels. Un des chapitres est un résumé d’un article dans lequel nous
analysons la pertinence d’une transition d’un état onde de densité de spin & un état
supraconducteur, observée dans les flots de renormalisation d’un modéle de fermions a
deux dimensions, dont la surface de Fermi est un carré avec des coins arrondis.

Mots clés : Surface de Fermi, fermions fortement corrélés, conducteurs orga-
niques quasi unidimensionels, groupe de renormalisation.

Summary : We study some aspects of the physics of fermions in two dimensions,
which is relevant for quasi one-dimensional organic conductors and for high temperature
superconductors. We focus on the computation of the Fermi surface of interacting
electronic systems, which is one of the crucial informations concerning the low-energy
properties of these systems. We first give an energetic explanation of the interaction
induced deformation of a toy model’s Fermi surface, and we insist on the necessity of
a self-consistent method. Then we explain how to perform the same calculation in a
field-theoretical framework and how to improve the results thanks to a renormalization
group. We apply this formalism to the quasi one-dimensional compounds. One of the
chapters is a summary of an article in which we analyse the relevance of a transition
between a spin-density wave state and a superconducting state, which is observed in
renormalization flows of a two-dimensional fermionic model whose Fermi surface is a
square with rounded corners.

Keywords : Fermi surface, strongly correlated electrons, quasi one-dimensional
organic conductors, renormalization group.



