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Introduction

Ce travail traite d’'un probléme de stabilisation interne de 1’équation des ondes & 1'aide d’un
feedback en vitesse. Nous étudions les solutions du probléme:

up(z,t) — Au(z,t) + 2kx, (z)u(z,t) =0,z € Q,t >0
u(z,t) =0,z € 00, t > 0

u(z,0) = up(z), z € Q

ut(z,0) = ui(x), z € Q

(1)

ol © est un ouvert connexe de R¢, d = 1 ou 2, x,, est la fonction indicatrice de w un sous-
ensemble mesurable de et k£ un réel positif. Le feedback est donc limité & un sous ensemble w
du domaine €.

Le but de cette étude est de choisir la zone de contrdle w pour que 1'énergie E(t) des solutions
de ce probléme, d’une part décroisse exponentiellement et uniformement, et d’autre part que cette
décroissance soit la plus rapide possible. C’est-a-dire, que le taux de décroissance exponentielle,
quantité indépendante des perturbations initiales ug et w1, définie par:

7(kw) = sup{7’ tel que IC > 0|V (ug,u1) € HA(Q) x L*(Q), E(t) < CE(0)e >"*}  (2)

soit strictement positif et le plus grand posible. Ce taux est trés lié aux valeurs propres de l'opé-
rateur des ondes amorties A associé au probléme (1).

Dans le cas monodimensionnel (d = 1), S. Cox et E. Zuazua ont montré dans [9] que si x,, est
& variation bornée i.e. la zone de controle w est la réunion d’un nombre fini d’intervalles, alors
le taux de décroissance est égal & I’opposé de ’abscisse spectrale de 'opérateur A:

7(kw) = —p(kw) = —sup{Re(A) [ A € Sp(A)} (3)

Daus le cas bidimensionnel (d = 2), il n’existe pas de résultat théorique dans le cas d’un controle
kxw(z) discontinu, mais pour un domaine € et un controle a(x) réguliers, G. Lebeau a montré
dans [25] que:

7(a) = min{ —u(a), C(a) } (4)

Ou p(a) est toujours 'abscisse spectrale de 'opérateur A, et ou C(a) est définie par:

Cla) = lim {inf L /0 ta(’ypo(s))ds} (5)

t—+oo | po€l t

Ou 750 : 8 = Ypo(s) est le rayon géométrique au sens de Melrose-Sjostrand (cf [28]) issu de
Yo = (0,dp) et ou I' désigne I'ensemble des rayons géométriques.
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Dans les deux cas, nous étudierons l’abscisse spectrale pu(k,w) et en dimension 2, nous étu-
dierons la quantité suivante dite géométrique:

1 t
= 1 inf — .
o) = tim { int 3 [l ©)
Remarquons que méme si I’égalité n’est pas prouvée dans le cas général, 'inégalité suivante est
toujours vérifiée:

7 (kw) < min{ —u(kw), k.g(w) } (7)

A cause du phémoméne d’overdamping, les grandes valeurs de k£ ne donnent pas un taux de
décroissance intéressant. Nous nous limiterons donc aux petites valeurs de k et nous effectuons
un développement au premier ordre de p par rapport a k au voisinage de l'origine :

(k) = w(0) + kOE (0,0) ®)
et nous posons: 5
Tw) = ~5200) = inf [ xule)d(@)da (9)

ol les ¢y, sont les fonctions propres du laplacien-dirichlet sur £ normalisées dans L2().

Nous allons dans ce travail :
- étudier et maximiser J dans le cas monodimensionnel,

- étudier et maximiser succesivement les trois critéres J, g et min{.J, g} dans le cas bidi-
mensionnel.



Voici un plan détaillé de ce rapport:

e Dans le premier chapitre, nous rappelons les résultats de la théorie du controle des e.d.p.
sur le taux de décroissance et le phénoméne d’overdamping et nous définissons les différents
critéres: 7, p, J, g et enfin F' critére pour lequel on ne prend en compte qu'un nombre fini de
valeurs propres de 'opérateur A:

Flw) = — (a% min{Re(A) | A € {My Mgy - - - M } C Sp(.A)}) - (10)
soit :
Fw) = min [ xu(@)d}, (@0)ds (11)

Ce critére F' est souvent utilisé par les ingénieurs pour choisir les zones de controles.

e Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions les critéres F' et J. Nous montrons en particulier
que, dans le cas monodimensionnel, le critére F' admet un maximum unique et symétrique w*
et que cet optimum posséde au plus max{k,kz,...kn} composantes connexes. Nous montrons
également que la méthode qui counsiste a ne contrdler que les IV premiers modes du systéme est
mauvaise car le (N + 1)-iéme mode est alors trés mal controlé.

En ce qui concerne le critére J, nous étudions les cas d’égalité dans I'inégalité: J(w) < |w|. En
dimension 1, il y a en a trois: w = 0, w = [0,1] ou 1 — w = w* ce qui implique que |w| =1/2. En
dimension 2, les domaines qui vérifient 1’égalité J(w) = |w| dans le cas Q = (0,1)? sont d’aire 0,
1/4, 1/2, 3/4 ou 1, nous les caractérisons complétement.

Nous prouvons l'existence du maximum Jy(I) du critére J pour les domaines w de longueur [
qui sont la réunion d’au plus N intervalles. En revanche, nous obtenons pour ! différent de 0,
1/2 ou 1 le résultat de non-existance suivant :

VN € N*, dK > N| JK(Z) > JN(Z) (12)

e Dans le troisiéme chapitre, nous étudions la quantité géométrique g dans le cas du carré
Q= (0,1)2. Nous donnons quelques propriétes des rayons géométriques 7y,,, puis nous montrons
le théoréme d’inversion suivant :

g(@) = lim {inf 1 /0 t Xw('ypo(s))ds} — inf { lim L /0 t Xw('ypo(s))ds} (13)

t—+o00 | po€l' t po€T | t—+oo t

Il nous permet de mettre au point un algorithme de calcul exact de la quantité géométrique
dans le cas d’'un domaine w obtenu & partir d’un maillage régulier de €.

e Dans le quatriéme chapitre, nous présentons les algorithmes génétiques. En effet, ce sont
les algorithmes qui conviennent le mieux & nos problémes d’optimisation globale de critéres le
plus souvent non différentiables. Nous précisons les choix que nous avons été amenés a faire:
pour loptimisation d’une fonction définie sur une partie de RY et pour I'optimisation de forme:
soit & ’aide d’algorithmes génétiques avec tableaux de bits, soit & ’aide d’algorithmes génétiques
avec une représentation des individus non structurée & ’aide de sites de Voronoi.

¢ Dans le cinquiéme chapitre, nous exposons les résultats de ’optimisation numérique de J
dans le cas monodimensionnel lorsque le controle est constitué d’un intervalle (J; (1)) et de deux
intervalles (J2(!)). Les résultats obtenus ne sont pas intuitifs et permettent un gain conséquent
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sur le taux de décroissance par rapport & des positions de contréles plus naturelles tel que I’in-
tervalle au centre de €.

e Dans le sixiéme chapitre, nous optimisons numériquement les critéres J, g et min{J,g}
dans le cas du carré Q = (0,1)2. Ici, les algorithmes génétiques avec tableaux de bits donnent de
meilleurs résultats pour ces problémes que les algorithmes génétiques avec une représentation des
individus non structurée. La situation est donc différente de celle décrite dans d’autres travaux,
en élasticité par exemple.

On obtient également que la quantité géométrique g(w) est en générale plus grande que le critére
J(w), si bien que les domaines optimaux pour le critére min{.J,g} sont les domaines optimaux
pour la quantité géométrique g.

e Dans le septiéme et dernier chapitre, nous évaluons, a ’aide de la méthode des éléments
finis, ’abscisse spectrale u(k,w). Ce qui nous permet de justifier I'usage du critére J comme
approximation du taux de décroissance exponentiel. Nous étudions également les courbes k —
p(k,w). Pour une étude du spectre de l’opérateur A en dimension 2, nous renvoyons a [1].



Chapitre 1

Présentation du probléme et choix des
critéres

Nous nous intéressons au probléme de la stabilisation uniforme des solutions de 1’équation
aux dérivées partielles suivante dite équation des ondes amorties:

up(z,t) — Au(z,t) + 2kxw, (z)u(z,t) =0,z € Q,t >0 (1.1)
associée & la condition au bord de Dirichlet homogeéne :
u(z,t) =0,z € 0N,t>0 (1.2)

et aux conditions initiales:
{ u(z,0) = up(z), z € Q (13)
u(2,0) = u1(z), T € Q '
Nous considérons deux cas: ou bien 2 est un segment de R et dans ce cas 0} désigne ses ex-
trémités. Ou bien  est un ouvert borné et connexe de R?, et alors 02 est sa frontiére qui sera
supposée de classe C'! pour l'instant. Dans les deux cas, les inconnues de ce probléme sont un

sous ensemble mesurable w de € de fonction indicatrice ., et une constante positive k.

Remarquons tout d’abord que par changements de variables de type translations et homo-
théties (ce que nous détaillons dans un cas particulier dans la partie 1.4), il est toujours possible
de se ramener aux équations (1.1), (1.2), (1.3) avec pour le cas monodimensionnel 2 = (0,1) et
pour le cas bidimensionnel un ouvert €2 d’aire unité. Par conséquent, pour simplifier les notations
et les équations, nous choisissons de considérer uniquement de tels domaines (2.

1.1 Propriétés des solutions

1.1.1 Régularités des solutions

Classiquement, I’équation (1.1) s’écrit aussi sous la forme d’une équation vectorielle du pre-
mier ordre en temps:

Ui+ AU =0 (1.4)
OulU = ( :j ) = (u,u) (.t est 'opérateur de transposition) et oil A est I'opérateur défini par :
t
0 I
A= ( A —2ky, ) = Ao+ kA (1.5)

5
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Avec Aj (opérateur des ondes non amorties) et A; définis par:

0 I 0 0
AOZ(A 0)6tA1:(0 —2y ) (1.6)

La théorie des opérateurs permet d’affirmer les résultats suivants:
Théoréme 1.1.1 Pour tout (ug,u1) € D = (H?(Q) N HY(Q)) x H(Q), le systeme (1.1)-(1.2)-
(1.8) admet une unique solution u dite solution forte avec la régularité :

u € C([0,00); H*() N Hy () () C'([0,00); Hg () () C*([0,00); L*(€))

Pour tout (ug,u1) € H = H} () x L2(Q), le systéeme (1.1)-(1.2)-(1.3) admet une unique solution
u dite solution faible avec la régularité :

u € C([0,00); Hy() [ C*([0,00); L*())

Preuve : L’opérateur des ondes Ay, associé a la condition au bord de Dirichlet homogéne,
peut étre considéré: ou bien comme un opérateur de H = H{(Q) x L?(Q2) de domaine dense
D(Ap) = D; ou bien, par des arguments de prolongement par densité, comme un opérateur Aj
de X = L?() x H~(Q2) de domaine D(A}) = H. Dans les deux cas, il génére un C° groupe
d’isométries (cf, par exemple le chapitre X de [4]).

kA; est un opérateur borné de H (resp. de X), par conséquent d’aprés le théoréme sur la
perturbation d'un opérateur, générateur infinitésimal d'un C° semi-groupe (Théoréme 10, page
410 de [11]), A (resp. A" = A{ + kA1) est le générateur d'un CY semi-groupe de H (resp. de X).

Par conséquent, d’apres la théorie de Hille-Yosida (cf [4], théoréme VIL4), si Uy = (ug,u1)’
appartient au domaine de ’opérateur, I’équation (1.4) admet une solution unique U avec la ré-
gularité: U € C([0,00),D(A)) N C*([0,00),H) (resp. U € C([0,00),D(A")) N C*([0,00),X)). Dot

la régularité annoncée sur u. O

Comme 2 est borné, I'inégalité de Poincaré est vérifiée et nous choisissons sur 'espace Hg ()
le produit scalaire:

< uw >= / VuVu

Q

Par définition, le carré de la norme de U(t) dans H est 1’énergie de la solution u au temps t:
E(t) = E.(t) = lU@)IIE = /Q [Vul? + uf (1.7)
Pour des données initiales dans D(A), 'énergie est dérivable et :
E'(t) :/ |Vut|2 + ugug = —4k/ quf <0
Q Q

Donc I’énergie des solutions fortes est décroissante.

Soit maintenant u une solution faible, en multipliant ’équation (1.1) par 2uy, puis en intégrant
sur Q) et entre deux instants ¢; et to (t1 < t3), on obtient :

E(t1) — E(t2) / / 4kx, (z)ud (2,8)dx ds > 0
t
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Par conséquent, 1’énergie d’une solution faible est également une fonction décroissante. Le but
est de quantifier la décroissance de 1’énergie de toute solution et en particulier de savoir si elle
est aussi rapide que celle d’'une fonction exponentielle. En tout cas, il existe deux constantes C
positive et 7/ positive ou nulle, telles que:

V(ug,u1) € HE(Q) x L2(Q),Vt > 0, E(t) < C E(0)e "t (1.8)

Définition 1.1.1 On appelle tauz de décroissance exponentielle la quantité suivante (qui dépend
uniquement de w et de k et pas des données initiales) :

7(w,k) = sup{r’ >0, tel que IC > 0 pour laquelle (1.8) soit vérifice}
Si T(w,k) > 0, le systéme est dit uniformément stabilisable.

Plus le taux de décroissance est grand, plus la décroissance de l’énergie est rapide en un
certain sens. Par conséquent ’objectif de cette thése est de maximiser parmi certaines
familles de couples (w,k), le taux de décroissance exponentielle 7(w,k).

Avant de préciser ces notions dans la partie suivante, signalons que dans le cas monodimen-

sionnel, dés que w est d’intérieur non vide, le systéme est uniformement stabilisable (citons par
exemple [7] ou [9]).
En revanche, dans le cas bidimensionnel, méme pour des w de grandes tailles par rapport a 2, le
systéme peut ne pas étre uniformement stabilisable. Par contre, si w est d’intérieur non vide, il
y a stabilisation forte, c’est-a-dire que pour toute donnée initiale dans H, I’énergie de la solution
tend vers 0 (résultat de C.M. Dafermos [10], amélioré par A. Haraux [19]).

1.1.2 Valeurs propres de 'opérateur A

L’opérateur A posséde un inverse compact et son spectre o(.A) est constitué uniquement de
valeurs propres isolées d’ordre de multiplicité algébrique fini. C’est-a-dire que si A est une valeur
propre de A, il existe un vecteur propre Uy = (ug,vg) = (ug,Aug) appartenant a D(A) — {0} tel
que AUy = \Uj.

Posons U(t) = Uy exp(At), alors U est solution de (1.4) associée aux conditions initiales U(0) =
Uo = (ug,Aug). ) )

Notons que si A est valeur propre de A, A l'est également et Uy est un vecteur propre associé a
A. Posons maintenant U(t) = Ugexp(Mt) + U exp(At), alors U est solution de (1.4) associé aux
conditions initiales réelles U(0) = Uy + Uy = (ug + @o,\ug + Ailg). L’energie de cette solution
est par définition :

E(t) = / |Vug exp(At) + Vg exp(At)|? + [ Aug exp(At) + Mg exp(At) 2 (1.9)
Q

= exp(2Re(A\)t) /QRe(Vuo exp(iIm(N\)t))? + Re(Aug exp(iIm(N\)t))? (1.10)

Ou Re(z) et I'm(z) désignent respectivement la partie réelle et imaginaire du nombre complexe
z. Par conséquent si Im(A) = 0, Vi > 0, E(t) = exp(2Re(M\)t)E(0) et si Im(A) # 0, posons
tn, = 2nm/Im(N), alors Vn € N, E(t,) = exp(2Re(\)t,)E(0). Dans les deux cas, nous obtenons
T(w,k) < =A.

Définition 1.1.2 On appelle abscisse spectrale de l'opérateur A la quantité suivante :
n(A) = sup{Re(A), A € o(A)}
Nous avons donc obtenu l'inégalité :

T(w,k) < —p(A) (1.11)
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1.2 Le taux de décroissance exponentielle

Dans cette partie, nous rappellons les principaux résultats qui vont nous permettre d’étudier
le taux de décroissance exponentielle des solutions.

1.2.1 Cas monodimensionnel

Si Q est un segment de R, S. Cox et E. Zuazua ont montré en 1994 dans [9] le théoréme
suivant :

Théoréme 1.2.1 Si x,, est a variation bornée, alors le taur de décroissance erponentielle est
égal a lopposé de l’abscisse spectrale :

T(wk) = —p(A) (1.12)

Une fonction a : [0,1] — R est & variation bornée si et seulement si (cf par exemple [4], p. 125)
il existe une constante C telle que pour tout k& € N* et pour toute suite croissante 0 < tg < t1 <

<ty <1
k—1

>_latin) —a(t)| < C

i=0
Par conséquent, Yy, est & variation bornée si et seulement si w est la réunion d’un nombre fini
d’intervalles. Dans le cadre de ’etude du cas monodimensionnel, nous nous placerons toujours
dans ce cas, de sorte que (1.12) soit vérifiée.
Signalons, par ailleurs, que A. Benaddi et B. Rao ont étendu ce résultat & une classe d’équations
aux dérivées partielles plus large [3].

1.2.2 Cas bidimensionnel

Le cas d'un domaine de R?, et & plus forte raison d'une variété riemannienne (M,g), est bien
plus compliqué. Les premiers résultats de stabilisation uniforme pour les variétés sans bord ont
été obtenus par J. Rauch et M. Taylor dans [32], puis le cadre général a été traité par C. Bardos,
G. Lebeau et J. Rauch dans [2].

Le théoréme que nous énoncons ici, qui donne la valeur du taux de décoissance exponentielle est
da a G. Lebeau (cf. [25], théoréme 2).

Soit (M,g) une variété C*° riemannienne compacte, connexe, & bord C* M, A = Ay le
laplacien sur M pour la métrique g et a € C*°(M,R; ). Considérons le probléme:

ug(z,t) — Au(z,t) + 2a(z)u(z,t) =0,z € M,t >0
u(z,t) =0,z € OM,t >0

u(.,0) = ug € H} (M)

ut(.,0) = uy € L?(M)

(1.13)

Il posséde bien une unique solution u(z,t) € C°(R,H) N C1(R,L?), obtenue en appliquant le
théoréme de Hille-Yosida a I’opérateur non borné sur I'espace de Hilbert H = Hj (M) x L?(M):

_ 0 I _ 1 2 1
Ag = (A _2a) D(A,) = (HL N H?) x H}.



1.2. Le taux de décroissance exponentielle 9

Introduisons les rayons géométriques : il s’agit des géodésiques généralisées au sens de Melrose-
Sjostrand (cf [28]) parcourue & vitesse 1: pour tout py = (zo,ug) € TM avec |ug| = 1 (et ug
appartient au demi-espace fermé défini par M si zg € M), il existe une unique géodésique
généralisée, s — 7,,(s) de M issu de py i.e. vérifiant :

() =70 0)
@) =20 et lim Do IO,

Pour ¢t > 0, on pose:

L1t

Cul®) =it ; [ a9
po t 0

La fonction C, posséde les propriétés suivantes: elle est positive, majorée par ||a||s et elle est

sous additive (tCy(t) + sCq(s) < (t + s)Cq(t + s)) par conséquent elle admet une limite Cy(00)

quand ¢ tend vers +o0, notons C,(00) cette limite.

Le théoréme de G. Lebeau affirme que:

Théoréme 1.2.2 Pour le probléme (1.13), le tauz de décroissance exponentiel T(a) est donné
par:

T(CI,) = min{_u(Aa) 7Ca (OO)}

Considérons a nouveau l’équation (1.1), pour un domaine  qui est un ouvert régulier borné
et connexe du plan. L’application 7, qui porte le nom de rayon géométrique, correspond & 1’équa-
tion du rayon lumineux issu de zg dans la direction ug, qui se réfléchit sur le bord de €2 selon les
lois de l'optique géométrique si la lumiére se propage & la vitesse 1. Elle correspond également &
l’équation du mouvement d’un point matériel qui se déplace sans frottement dans Q (4 la vitesse
1) et qui rebondit sur la frontiére de €2 selon les lois des chocs élastiques comme c’est le cas dans
I'étude mathématique des billards.

Introduisons la quantité dite géométrique ¢ :

Définition 1.2.1 Soit:

1

t
mpo(t) = Z/O Xw('YPO(S))dS

la proportion de temps passé par le rayon géométrique défini par py dans le sous-ensemble w entre
les instants 0 et t. On appelle quantité géométrique la quantité suivante ne dépendant que de w :

= lim inf t
glw) = lim  inf my,(t)
Dans ce cadre, les hypothéses du théoréme 1.2.2 ne sont pas satisfaites, en particulier parce
que la fonction a(z) = kx,(z) n’est pas suffisamment réguliére, mais si c’était le cas le taux de
décroissance des solutions du probléme (1.1)-(1.2)-(1.3) serait donné par:

T(w,k) = min{—u(A),kg(w)} (1.14)

L’objectif de cette thése n’est pas de répondre & la question difficile de savoir quelles sont les
hypothéses minimales sur €2 et w pour que I’équation (1.14) soit satisfaite. Aussi nous supposerons
que cette égalité (1.14) est bien satisfaite et nous introduirons uniquement les hypothése sur € et
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w nécessaires a 1’étude des différents critéres.De plus, I’étude des critéres u et g est intéressante,
car 'inégalité suivante est toujours vérifiée:

7(w,k) < min{—p(kw),kg(w)}

Il est & noter que N. Burq dans [5] a fortement réduit les hypothéses de régularité sur 'ouvert
pour un probléme semblable de controlabilité frontiére de 1’équation des ondes.

En conclusion, I’étude du taux de décroissance de 1’énergie reviendra donc a 1’étude du spectre
d’un opérateur non borné, étude qui doit étre complétée par le calcul d’'une quantité purement
géométrique en dimension 2.

1.3 Influence du paramétre k

Reprenons la décomposition de 'opérateur A introduite en (1.5):
A=A(k) = Ay + kA (1.15)

oul Ay est 'opérateur des ondes non amorties et 4; un opérateur d’amortissement borné de X,
définis en (1.6). Le but de cette partie est de discuter I'influence du parameétre d’intensité k sur
I'abscisse spectrale (la quantité géométrique ne dépendant, comme son nom l'indique, que du
domaine w).

Rappelons que X est valeur propre de A si et seulement si il existe un vecteur non nul (u,v)
de D(A) tel que A(u,v)! = X(u,v)! ce qui est équivalent & l’existence d’un vecteur non nul u de
H?(Q) N H}(Q) satisfaisant ’équation suivante dite équation aux valeurs propres:

Au— (A2 + 2k x,)u =0 (1.16)

11 suffit en effet de poser ensuite v = Au pour obtenir le vecteur propre de A associé.

1.3.1 Phénoméne d’overdamping

Proposition 1.3.1 Soit w un sous-ensemble de Q d’intérieur non vide, alors:

Jim (s =0
Preuve : La démonstration utilise le fait que pour & suffisamment grand, A posséde au moins
deux valeurs propres réelles, dont une tend vers 0 quand k tend vers +oo, et repose sur une
méthode proposé par J. Rauch et M. Taylor dans [32] et utilisée dans [9] et [14].
Les valeurs propres A et les fonction propres u de l'operateur A satisfont (1.16). Introduisons
maintenant comme dans [14] un parameétre p et considérons les valeurs propres p et les fonctions
propres v de l'opérateur autoadjoint A + pyx,(z)I, qui vérifient:

Av + px,v = pv . (1.17)

Ces valeurs propres sont réelles, numérotons les par ordre décroissant py > po > --- > uy et
intéressons nous a la premiére, elle vérifie la formule variationnelle suivante :

e Ja V@) P+ p o xo(e)y? (0) do
)= vy (@) Jo¥*(z) dz

(1.18)
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k< k0 k > k0
IJl
w ()
0 P, p
2
Fi1G. 1.1 — Graphe de p1 et paraboles p — pu = 152

L’application p — p1(p) est donc croissante, convexe comme supremum de fonctions affines
et pu1(p) = 400 quand p — +oo en effet il suffit de considérer une fonction vy de Hg(€2) stric-
tement positive sur ’'intérieur de w et nulle ailleurs.

Notons 71 la courbe représentative de la fonction up, les propriétés de la fonction2 w1 impliquent

2
courbe 7; en exactement deux points (cf. figure 1.1). Soit py I'abscisse du premier point d’inter-
section et 1 (py) son ordonnée. Soit également A = —8k = —/pu1(py), il est immédiat de vérifier

que A est une valeur propre réelle de (1.16) associée a la méme fonction propre que p(pg). Or,

qu’il existe un réel kg > 0 tel que pour k£ > kg, la parabole d’équation u = % intersecte la

quand k — +00, la parabole d’équation y = fﬁ devient de plus en plus plate et par conséquent

u1(pr) tend vers 0 ce qui démontre la proposition puisque A = —+/p1(pk)- O

Par conséquent, les "grandes" valeurs de k ne sont pas celles qui donnent le meilleur taux de
décroissance.

1.3.2 Dérivabilité a l’origine

Soit (vn)n>1 la suite croissante des valeurs propres positives de l'opérateur autoadjoint —A
sur et (¢y)n>1 la suite des fonctions propres associées normalisées dans L?(Q2) :

[ 1onf? =1

D’apres I’équation aux valeurs propres (1.16), les valeurs propres de l'opérateur 4y = A(0) sont
les imaginaires purs:

Ain(0) = +i/m, n €N,

et les fonctions propres asscociées sont :

(I):I:n(o) = (¢na>‘:|:n (0)¢n)t

Dans un premier temps, considérons uniquement le cas monodimensionnel : Q = (0,1), dans
ce cas la suite (v,) est strictement croissante: v, = n? et les valeurs propres de I'opérateur Ag
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sont toutes simples. Nous utilisons les résultats de T. Kato sur la perturbation des opérateurs
linéaires (cf. [24], pages 375 et suivantes et pages 421-422). Soit n € N*| comme la valeur propre
A+n est simple pour k = 0, elle reste simple pour les petites valeurs de k (il est possible d’obtenir
une borne uniforme en n & partir de la norme de résolvante (A(k) —&£I)™!, cf. [24]) et il est donc
possible de définir sur un intervalle [0,a], des fonctions continues Ay, telles Ay, (k) soit valeur
propre de A(k).

Au sens de Kato, la famille (LA(k)) est une famille holomorphique de type A, par conséquent A,
est de classe C! et:

B Axn (k) fQ Xw(]si,k
Ain (k) Jo &2 4 + K fo xwd? ),
oil ¢y, i est la premiére composante de la fonction propre @4,k = (dn g Ain(k)Pn k)b associée a

la valeur propre Aip (k).
En particulier, nous obtenons pour k£ = 0:

: OAin

(k) =

/.\:I:n(o) = _/ Xw¢721 (1.19)
Q
qui est un nombre réel négatif.

Dans le cas de la dimension 2, si la suite (v,) est toujours strictement croissante, la méme
démonstration s’applique. En revanche, il est possible que certaines valeurs propres soient mul-
tiples mais la famille (LA(k)) est toujours une famille holomorphique de type A. D’aprés Kato,
toutes les valeurs propres sont d’ordres de multiplicité finis, et il est possible de numéroter les
valeurs propres Ai,(k) et de choisir un vecteur propre normé ¢y, ; quand ’espace propre associé
est de dimension plus grande que 1, en sorte qu’elles soient toutes des fonctions de k dérivables &
Porigine dont la dérivée est donné par (1.19), qui reste donc valable dans le cas bidimensionnel.

1.3.3 Définition du critére J

Commencons 4 nouveau par le cas monodimensionnel : = (0,1). Nous pouvons énoncer le
résultat suivant:

Proposition 1.3.2 Soitw un sous-ensemble mesurable de [0,1] tel que 1—w # w®, alors l’abscisse
spectrale p(k,w) de lopérateur A est dérivable par rapport a k en k =0 et la dérivée est donnée

par :
ou _ 1 ,
op —inf )
(ak)k:o nlenN*/O Xw(2) ¢y (z)dz

Remarque 1.3.1 L’hypothése 1 — w # w® est lie 4 un point de la démonstration et semble
étre purement technique. Les domaines qui vérifient 1 —w = w® sont de longueur 1/2 et ce sont
les domaines anti-symétriques par rapport au milieuw de . Pour ces domaines, on ne sait pas
montrer la dérivabilité de p mais numériquement les fonction k — p(k,w) sont trés réguliéres
(cf. chapitre 7).

Preuve : Les cas w = () et w = [0,1] sont faciles car les valeurs propres se calculent expli-
citement (cf. [9]). Dans les autres cas, la preuve utilise le résultat suivant (cf. Théoréme 3.4 de
[15]) :

k1 > 0, 3Cy > 0 telles que Vk < k1, Vn € N |Re(Axn(k)) + Kl <

2C0k (1.20)
nm
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et le théoréme 2.2.1 du chapitre 2 qui affirme que si 1 — w # w¢, alors il existe ng € N* et § > 0
tels que:

1 1
: 2 _ 2 7
mf/0 xw(w)%(w)d:v—/o Xo (@) 82 (@)da =1 — 6 <1 (1.21)

neN*

Par continuité de la fonction k£ +— )'\no(k), il existe ko > 0, tel que:

0 <k < ky => Re(—hn, (k) <1—6/2.

Par intégration, on obtient :

Re(Any (k) 2 —(1—0/2)k.

6C
Pour ny > % et d’apres (1.20), pour tout n > ny : Re(Ay,(k)) > Re(An, (k)), car par construc-
T

tion ng < nq, donc:

Vk < inf(k1,k2) p(k) = sup Re(An(k)) = max Re(Ap(k)) .

neEN ning
Soit € > 0, par équicontinuité en 0 de la famille {/\n(k), n < ny}, il existe k3 tel que:
Vn <y, Vk < ks |A(k) — A(0)] <€
Ce qui donne aprés intégration :
(An(0) — )k < Re(An(k)) < (An(0) + €)k

En prenant le maximum pour n < n1, on obtient:

sup (n(0) — £)k < u(k) < sup (n(0) + )k

n<ni n<ni

ce qui s’interpréte comme:

. //'(kaw) \ - /1 2
lim &— 2~ = = — inf .
lim == sup An(0) = — inf A Xw ()7, (z)dz

L’abscisse spectrale de A est donc bien une fonction dérivable en 0. O

Définition 1.3.1 Pour un sous-ensemble w de S, le critére J est défini par:

7@) = inf, [ x(@)(a)da
neN* Jo
Dans le cadre monodimensionnel, le taux de décroissance exponentielle des solutions de (1.1)-
(1.2)-(1.3) est tel que: 7(kw) = —pu(k,w). Pour les petites valeurs de k, nous allons linéariser le
taux de décroissance par rapport & k:

() = —(le) = = [ul00) + (W)H] — k()

C’est-a-dire qu’au lieu de chercher un domaine w, qui maximise le taux 7(k,w), nous allons
chercher un domaine w qui maximise J(w). Cette approximation est justifiée par plusieurs points :
e Dans le cas trés particulier, w = , avant ’overdamping, 1’abscisse spectrale est telle que:
wu(k,2) = —k, on ne commet donc aucune erreur dans cette plage de valeurs en linéarisant

T
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e A cause du phénoméne d’overdamping mis en évidence & la proposition 1.3.1, ce sont les
“petites” valeurs de k qui vont donner le meilleur taux de décroissance.

e FEnfin, comme nous le verons dans la partie 7.3 du chapitre 7, la justification est également

numeérique.

Pour le cas bidimensionnel, il n’y a pas toujours un comportement asymptotique clair de
Re(MAin(k)) quand |[Im(Aip(k))| — +o00. Par conséquent, nous ne pouvons démontrer la dériva-
bilité de I'abscisse spectrale par rapport a k en kK = 0. Néanmoins, il est intéressant d’étudier la
quantité J pour des sous-ensembles w d’un ouvert Q C R?.

Nous étudierons donc théoriquement puis nous maximiserons numeériquement les trois fonc-
tionnelles: J, g et min{J,g}.

1.4 Motivations physiques

Maintenant que nous avons présenté le probléme qui nous intéresse et introduit en détail les
notations utilisées, nous exposons quelques raisons qui peuvent motiver cette étude, notamment
les équations qui proviennent de la physique.

Considérons une corde de longueur L, de masse linéique i, soumise & une tension 7" fixée & ses
extrémités. En ’absence de frottement, et sous ’hypothése de petits mouvements qui s’effectuent
uniquement dans la direction verticale, le déplacement vertical de la corde u satisfait 1’équation
des ondes monodimensionnelle ou équation des cordes vibrantes:

pu(z,t) — TAu(z,t) =0,z € (0,L),t >0
u(0,t) = u(L,t) =0

Supposons maintenant qu’a ’aide d’un dispositif dit d’actionneurs, concu par exemple & 1’aide

d’aimants comme décrit dans [8], il s’applique sur une partie w de la corde une force proportionelle

4 sa vitesse en tout point: F' = —K 7, avec K coefficient d’amortissement par unité de longueur.
Le déplacement vertical de la corde u satisfait maintenant :

pug(z,t) — TAu(z,t) + Kxw(z)uw(z,t) =0,z € (0,L),t >0
u(0,t) = u(L,t) =0,t >0

¢ = /T/p est la célérité des ondes dans la corde. Par changement de variable:
, T , L cLK
==, t'==t k= 1.22
z L ? c ? 2T ( )

Cette équation est rendue adimensionnelle et u satisfait alors le systéme (1.1)-(1.2) pour Q =
(0,1).

L’énergie E(t), comme définie dans (1.7), est alors I’énergie de la corde a l'instant ¢, somme
de I’énergie cinétique et de ’énergie potentielle. Le probléme que nous étudions correspond donc
au placement optimal des actionneurs pour la stabilisation de la corde et les hypothéses faites
sur k sont reliées aux constantes physiques du probléme par les équations (1.22).

Le cas bidimensionnel correspond physiquement & une membrane fixée sur son bord type tam-
bour, soumise sur une certaine partie w & ’action d’actionneurs.

Ce probléme peut donc étre considéré comme un probléme modéle de contréle actif de struc-
tures, car il concerne le placement optimal d’actionneurs pour des structures simples.



Chapitre 2

Etude théorique des critéres F' et J

Soit (Ap) la suite des valeurs propres de l'opérateur des ondes Ay sur © dont les parties
imaginaires sont positives (0 < ImA; < ImAy < ImAg < ---), on sait alors que (\2) est la suite
des valeurs propres réelles négatives du laplacien sur 2. Soit ¢, les fonctions propres associés
normalisés pour la norme L?(2). Rappelons que le critére J est défini pour un sous-ensemble w
dont la fonction indicatrice x,, est & variation bornée par:

J(w) = inf /wa(w)qu(a:)d:v (2.1)

Tandis que le critére F' est défini pour une sous-famille finie de fonctions propres ® = {¢x, ,Pky 5 - - - 5
Oy } par:

F(w) = min /Q o (@) (2)da (2.2)

pcd

2.1 Etude du critére F

Dans cette partie, nous ne considérons que le cas monodimensionnel: = (0,1), et nous
étudions le critére F'. Néanmoins, nous expliquerons dans la section 2.1.4 quels sont les résultats
qui s’étendent en dimension supérieure.

2.1.1 Existence

Le probléme qui nous intéresse est la maximisation de F' parmi les ensembles de mesure fixée.
Pour prouver ’existence d’une solution, nous allons devoir travailler dans une classe plus large
(relaxée). Finalement, nous prouverons que le maximum dans cette classe est bien une fonction
caractéristique et que, de surcroit, il est unique. Plus précisement, soit ® = {¢g, . b, .- Py }
un ensemble fini de fonctions propres, considérons le probléme de la stabilisation uniforme de
l’équation des ondes amorties & ’aide d’un feedback a(z):

up(z,t) — Au(z,t) + 2a(z)ug(z,t) =0, 2 € Q,t >0
u(z,t) =0,z € 0N, t>0

u(z,0) = uo(z), z € Q

ut(z,0) = ui(x), z € Q

Ou a est une fonction de 'espace suivant (c est un constante de (0,1)):
1
L= {a € L>*(0,1),0<a < 1,/ a(z)dr = c}
0

15
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L n’est autre que 'enveloppe convexe de ’ensemble des fonctions caractéristiques d’ensemble de
longueur ¢ (cf, par exemple, [21]). Le but est alors de trouver, si elle existe, une fonction a* de
L qui maximise F' et nous avons le résultat suivant:

Théoréme 2.1.1 F admet un unique maximum a* sur L, et il existe w* C §Q, symétrique par
rapport a 1/2 (1 — w* = w*) tel que:

a* = Xu* P-D-

Remarque 2.1.1 Soit M > 0, sil’on cherche ¢ mazimiser F' non pas sur L mais sur l’ensemble :
1
Ly = {a € L*(0,1),0<a < M,/ a(z)dz = cM}
0

En divisant les équations (2.3) par M et en posant v = u/M, on se raméne au cadre du théoréme
2.1.1, si bien que F' admet un unique mazimum sur Ly et il existe w* symétrique par rapport
1/2 tel que a* = M~

Preuve :

Point 1: Pour ¢ fixé, notons j,(a) = [, a(z)¢*(z), il s’agit d’une fonction continue pour la
topologie L™ faible *, donc F' est également continue car le minimum est pris sur un nombre
fini de fonctions. Or L est compact pour la topologie L faible *, ce qui assure 'existence d'un
maximum.

Point 2: Par ailleurs, F' est une fonction concave comme minimum de fonctions linéaires, il
s’en suit, qu’étant donné deux maxima a} et a3, tout le segment [a},a}] est composé de maxima.

Point 3: Soit a* 'un des maxima, notons ¢; 'une des fonctions pour laquelle le minimum
sur ® est atteint. Il existe un réel ¢; tel que la mesure de I'ensemble A; = {z|¢?(z) > c1} soit
égale a ¢. Ou bien sur Aj, a* est égale & 1 (ce qui est bien siir le cas quand ® ne contient qu’une
fonction propre), et alors a* = x4, a bien la forme annoncée dans le théoréme, et seules 'unicité
et la symétrie restent & vérifier ce qui sera fait au point 6; ou bien ce n’est pas le cas et alors il
existe une fonction ¢9 de @ différente de ¢ telle que:

Jo (a*) = T (a®)
En effet, si on avait :
o, (@*) < min  ju(a*
o(a") < min jg(a’)

il serait possible de construire a; par:

a*(z) +tsiz € By
ai(z) =< a*(x) —tsixz € By
a*(z) sinon

Ou B; C A; et By C Af tels que B; et By aient méme mesure et tels qu’il existe € > 0 avec
a*(zr) <1—¢e sur B; et a*(z) > ¢ sur By. Pour t <€, a; € L, or pour t suffisament petit:

e (ar) = gleig%(at) > jg, (@) = gleig%(a*)

D’oul 'existence de ¢9, ce qui fournit la contradiction.
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Point 4: Soit ®; le sous ensemble de ® (de cardinal supérieur ou égal & 2) sur lequel le

minimum est atteint : )
{ Pour ¢, € @1, jy(a*) = jy(a*)
Pour ¢ € ®1,9 € ®f, js(a*) < jy(a*)

Renumérotons les fonctions propres:
1 = {¢1,¢2,-.-,9m} et 7 = {dmi1,0m12,. .., N}
a* est alors solution du probléme :
max {min {jg, (a)54,.11(a), --- o (@)} } (2.4)
sous les contraintes :
a € E={a€L|jy (a) = jg,(a) = --- = Jg,.(a)}. (2.5)

En effet a* satisfait bien les contraintes et pour toute fonction a de E':

min ] = min < min = min 15, (a¥).
kE{l,m+1,...,N}]¢k( @) = PED Jola) ¢e<1>]¢( ") kE{l,m+1,...,N}J¢k( )

Point 5: Fixons nous ¢ € (0,1/2). Le but de ce point 5 est de montrer que ’ensemble
A. = {z € Qe <z <1—¢} est de mesure nulle pour tout € > 0, si tel est le cas, a* satisfera
bien ¢* = 0 ou 1 p.p.. Supposons donc A, de mesure strictement positive et écrivons les conditions
d’optimalité de Lagrange pour le probléme (2.4)-(2.5). Etant donné qu’au point a* :

j¢1 (a*) < min{j¢m+1 (a*)aj¢m+2 (a*)a v aj¢N (a’*)}

il existe un voisinage de a* sur lequel cette inégalité reste vraie, c’est-a-dire qu’il existe £y > 0
tel que pour t < g, a = a* + th satisfasse cette inégalité si h est de norme 1.
Si de plus h est a support dans A., alors pour ¢ sufisament petit :

0<a*(z)+th(z) <1,V €Q

Les conditions d’optimalités de Lagrange s’écrivent donc: il existe (A1,A2, ... ,Apm) € R™ tel que:

m 1
Vh < dj (a*),h >= Z A < dj, (@) —dj (a*),h > + Al/ h(z)dz
k=2 0

<:>/¢>1 da:_/o1

Ce qui se traduit par:

M+ S () — ¢z<m>)] o)
k=2

(1 — Z >\k> 2 (x Z Akdr(x) = A1, pour presque tout x € A, (2.6)

Si A est de mesure strictement positive, cette égalité s’étend & tout le domaine par analycité
des fonctions propres. Mais ceci est impossible si les Ay ne sont pas tous nuls car le systéme
{1,6%,... 42} = {1,2 sin? ny 7z, ... ,2sin? n,,mz} est linéairement indépendant. Par conséquent
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pour tout €, A, est de mesure nulle donc a* est bien de la forme annoncée.

Point 6: Supposons qu’il existe deux maxima distincts a] et a3, d’aprés ce qui vient d’étre
établi, il existe deux sous ensembles de 2: w; et wy tels que a] = xu, et a5 = xu,. D’aprés
le point 2, tout point du segment [a},a3] est également un maximum. Or comme a et a3 sont
différents, tout point intérieur de ce segment ne peut étre de la forme: x,, par conséquent il
ne peut s’agir d'un maximum. En conclusion le probléme admet bien un maximum unique. Par
ailleurs, comme F(1 — w) = F(w) si le maximum n’est pas symétrique par rapport & 1/2, 1 — w
est un second maximum distinct, ce qui est bien siir exclu. O

2.1.2 Propriétés générales de F

Commencons par adopter les notations:
Définition 2.1.1 Soitn € N*, poura € L, nous posons : I,(a) = fol a(z) g2 (z)dz =2 fol a(z) sin?(nnz)dz

Définition 2.1.2 Soit ¢ € [0,1], nous posons : f(c) = max.ecr, F(a)

f et w* possédent alors les propriétés suivantes :
Proposition 2.1.1 Soit ¢ € [0,1] alors:

c< fle) <1

Si K = max{ki,ka,...,kn} estle plus grand indice des fonctions propres de l’ensemble ®, alors
le domaine w* qui mazrimise F' sur L a au plus K composantes connezes.

Preuve : Soit ng un entier tel que F(w*) = I, (xw*)- On a vu dans la démonstration du théo-
réme 2.1.1 que w* est également solution de probléme suivant : maximiser sur L la fonctionnelle
I, (a) sous les contraintes:

= In,(a) 1<i<p
Inm;(a) > Iny(a) 1<j<gq
01 a(z)dx =1

Posons:

P P
Up(z) =2 (1 - Z )\i> sin? nomz + 2 Z \; sin? n;7z
i=1 i=1
Le lagrangien de ce probléme s’écrit alors:

1 1
L(a,Ao,A1,-..,2p) = / a(z)Wa(z)dz + Ao (/ a(z)dz — l)
0 0
Xw* €etant le maximum, pour une fonction A admissible et pour ¢ positif et suffisament petit:
L(Xw* -+ Eh,)\O,Al, . ,)\p) — L(Xw* ,Ao,Al, . ,)\p) <0
Soit compte-tenu de la linéarité de L par rapport a la premiére variable:
L(h,o,A1,.--,Ap) <0, pour h admissible

Or les fonctions h admissibles sont caractérisées par:

Vz € w*, h(z) <0
Vz € w*’, h(z) >0
fol h(z)dz =0
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D’ou:
Ve € w*, Up+ Ao >0 (27)
Vo € w*s, Upa + X <0 )

alnsi :

/0 (Wa(z) + Xo)xw* (z)dz = f(c) + Aoc > 0

1
/0 (2 (2) + Ao)xwre(2)dz = 1 — £(c) + Mo(1— ) <0

Ces deux derniéres inégalités impliquent que (1 — f(c))/(1 —¢) < —Xg < f(c)/c donc f(c) > c.
Par continuité de 1, les équations (2.7) impliquent que pour tout z € dw* N (0,1), ¥a(z) +
Ao =0. Or:

p p
= (1 - Z )\i> (1 — cos2ngmz) + Z Ai(1 — cos 2n;mx)
' i=1
P
(1 —Zz\) Ty (cos 27z)) —|—Z>\,~(1 — T, (cos 2rz))
i=1

oit T}, est le k™€ polynome de Tchebisev, donc 14 (x) est un polynéme de degré inférieur ou
égal & K en cos2mx par conséquent 1’équation 1p(x) + A\g = 0 admet au plus 2K racines dans
10,1] et w* a au plus K composantes connexes sauf si w* admet comme composante connexe un
intervalle de la forme [0,e] (et un intervalle de la forme [1 —¢,1] par symétrie). Or ce dernier cas
est impossible car pour tout a et pour tout entier n, [; ¢n(z)dz < faa+6 ¢n(z)dz. O

2.1.3 Optimisation des K premiers modes propres

Nous considérons maintenant le cas ® = {¢1,p9,...,px }, c’est-a-dire le cas ou 'optimisation
porte sur les K premiers modes propres. C’est une situation souvent envisagée par les ingé-
nieurs pour placer les actionneurs, notre but est de montrer que cette méthode présente des
inconvénients.

Définition 2.1.3 Lorsque ® = {¢1,02,...,0x}, on pose:

1
fx(l) = f(l) = max{F(a),a € L*(0,1),0 < a < 1,/0 a(z)dz =1}

D’apres le théoréme 2.1.1 et la propostion 2.1.1, le domaine optimal w*(l) de longueur [ est
symétrique et posséde au plus K composantes connexes. Par conséquent, dans le cas ot K = 2N
est pair, il existe 0 < a1 < ag <--- < ay < 1/2 et ly,la,...,Ixn > 0 tels que:

N N
w* = (U[ai —1i/2, o +li/2]> U (U[l - —1if2,1 — o +l"/2]>

=1 i=1
Et dans le cas ot K = 2N + 1 est impair, il existe 0 < o < s < -+- < ay < 1/2 et
I1,la, ... \ln+1 > 0 tels que:

W = (U[az —1i/2, +li/2]> U[1/2 —IN+1/2,1/2 +IN41/2]

i=1
N
U (U[l —oi —1i/2,1 —a; + li/2]>

i=1
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On admet que w* posséde exactement K composantes connexes et qu'il vérifie:

J1(w") = g2 (w") = -+ = jr (@) (2.8)

Cette hypothése repose sur deux arguments: le premier est heuristique, le second numérique.
Tout d’abord, on sait que w* posséde au plus K composantes connexes, donc il est caractérisé
par K variables. Il est donc envisageable de chercher & résoudre un systéme de K équations
non-linéaires & K inconnues. De plus, pour un domaine w pour lequel ! fonctionnelles j;,, sont
égales avec [ < K, il est probable qu’il soit possible de modifier w pour garder ces [ fonctionnelles
égales mais d’augmenter la valeur commune.

Appellons ici les K variables, qui caractérisent w, £1,9,...,Tk sans plus de précision. D’un point
de vue géométrique, il est possible de voir 'ensemble des (K + 1)—uplets (z1,x2, ..., Tk, ji(w*))
comme une hypersurface S; de RE*lde dimension K ; la remarque précédente revient a se dé-
placer sur I’hypersurface, de dimension K —1, jp, (w) = jn,(w) =+ = jn, (w) pour augmenter la
(K +1)%*™€ composante. Ainsi, on doit rencontrer une des hypersurfaces restante, notons 13 Tt
et on se déplacera sur I'hypersurface, de dimension K — 1 —1, jip, (w) = jin, (@) =+ = jn,, ()
et ainsi de suite pour atteindre un point oil les K fonctionnelles sont égales.

Le second argument est de nature numérique. L’étude de I'optimisation de fx(l) a été menée
numériquement 3 l’aide d’un algorithme génétique sans imposer la topologie de w* et les résul-
tats obtenus sont ceux que ’on suppose ici & savoir que w* posséde exactement K composantes
connexes et que toutes les fonctionelles sont égales.

Théoréme 2.1.2 Lorsque | tend vers 0, le domaine optimal wi (I) pour les K premiers modes
propres se concentre autour des noeuds du (K +1)*™¢ mode propre, par conséquent I, 1(wi (1))
est trés petit.
Plus précisement, quand | — 0T :
i l .

i i~ g et Ikawi(D) =oll)
Ce théoréme montre bien le résultat annoncé, a savoir que le domaine optimal pour les K premiers
modes propres s’avére catastrophique si on décide de prendre en compte le (K + 1)*™ mode
propre.
Preuve : La preuve sera donnée dans le cas ot K = 2N est pair, les mémes idées fonctionnent
a 'identique dans le cas K impair.
Les 2N variables (1,09, ..,an) et (I1,l2,...,In) satisfont donc, par notre hypothése (2.8), le
systéme non-linéaire de 2N équations suivant :

V’i, Q; (l) —

( -

Jo(w*) = j1(w*)
J3(w*) = ja(w*)

Jon (w*) = jan—1(w")
A+l +iv=1/2

Les 2N — 1 premiéres équations de ce systéme s’écrivent :

Y1
E — sinnwl; cos 2nma; —
im1 LT

=D sin(n — 1)wljcos(2n — 2)way) | =0 (2.10)

pour n =23,... ,N
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Asymptotiquement, quand [ tend vers 0, les (o) et les (I;) sont donc solution du systéme
linéarisé au voisinage de [ = 0:

N
Z li(cos 2nma; — cos(2n — 2)me;) = 0, pour n =23,...,N (2.11)
=1

Soit (1) une suite qui tend vers 0 par valeurs positives. Posons I = t;(I,,).l,, avec t;(l,) € [0,1]
qui est compact et comme «;(I,,) appartient a [0,1/2] qui est aussi compact, pour une suite extraite
tgl’“) — t; et a;(ly) = a; quand [y — 0, on est alors conduit & l'équation: ¢ + 12 + ...ty = 1/2

et au systéme de 2N — 1 équations:

.
t1sinmaq sin3may + to sinmwas sin3wag + -+ - + tysinmay sin3ray =0

t1sinmaq sindmay + to sinmag sindmag + -+ - + ty sinmay sinbray =0

t1 sinmag sin(2k + 1)may + to sinmag sin(2k + 1)wag + . ..

Jmen (2.12)
+tn sinmay sin(2k + 1)ray =0
t1 sinmag sin(4N — 1)wa; + te sinmag sin(4N — )wag + . ..
| +ity sinTay sin(4N — 1)wray =0
Ce systéme peut étre considéré comme un systéme linéaire d’inconnues t1, t9, ..., tny. Or ces

inconnues ne peuvent étre toutes nulles car t; +t2 + ...ty = 1/2, donc la matrice A du systéme
2.12 doit étre de rang inférieur ou égal & N — 1, et tous les déterminants NV x N extraits de A
doivent étre nuls.

Notons [l1,lo, ..., lan—_1, les lignes de la matrice A:
sin oy sin 3wo ... sin Tay sin 3may — 1
sin way sin S ... sin wa v sin dray — Iy
A= ) ] . (2.13)
sinmag sin(4N — 1)wra; ... sinwaysin(4N — 1)ray — lon_1

Puis calculons le déterminant N x N suivant:
Dy = det(lN +inIn_1+ Nt -0+ lQNfl).

e En développant Dy par multilinéarité du déterminant, on fait apparaitre une somme de
déterminants N x N extraits de la matrice A, d’ou Dy = 0.

e Par ailleurs, pour k=0,1,....N—1leti=12,... N:
sin(2(N — k) + 1)wey; + sin(2(N + k) + 1)wa; = 2sin(2N + 1)7ey; cos 2kma;

Donc:

N N
Dy =2V (H sin 7roei> (H sin(2N + 1)7Tai) D

i=1 =1
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Ou Dj est le déterminant :

1 1 ... 1
cos 2may cos 2wy ... cos 2ma N

S|
I

cos2(N — 1)ma; cos2(N —1)way ... cos2(N — 1)way

Le déterminant D{y se calcule en utilisant les polynémes de Tchebisev Ty, déja introduits:
cos kz = Ty (cosz) ot T est un polynéme de degré k et de terme de plus haut degré 2¥—1 Xk,
k > 1. La famille (T} )o<x<n—1 forme donc une famille de degré échelonné, par conséquent, en
utilisant la multilinéarité du déterminant :

1 1 1
N-1
cos 2may cos 2oy ... cos 2ma N
DI _ 2k—1
U : : :
k=1 N-1 N-1 N-1
cos” 2wy cos' t2map ... cos'' C2man

Or ce dernier déterminant n’est autre qu'un déterminant de Van der Monde, d’ou:

(N-1)(N—-2)
Dy=2": H (cos 2may; — cos 2ma;)
1<i<j<N

(N—-1)(N-2)
= 2

= H 2(cos? T — cos® ma;) (2.14)
1<i<j<N

— 9(N-1)?

H (cos® may; — cos® ma;)
1<i<j<N

Remarquons que Dy, ne peut pas étre nul car les (o;) forment une suite strictement croissante
parce que w* posséde exactement 2N composantes connexes et 0 < ma; < 7/2 or cos? est injectif
sur [0,7/2]. De plus, le produit Hfil sinma; n’est pas nul car pour tout i, ; €10,1/2].

En conclusion, il existe p € {1,2,...,N} tel que sin(2N + 1)wa, = 0, c’est-a-dire il existe
g €{1,2,...,N} tel que ap = 55t

Calculons maintenant le déterminant N x N suivant :
Dy =det(iy +In,IN-1+IN+1,---\l2 +lon—2,01).

e En développant D; par multilinéarité du déterminant, on fait apparaitre une somme de
déterminants N x N extraits de la matrice A, d’ou D1 = 0.

e Par ailleurs, 1 = 2,3,...,N:

(2N — k) + igr . (2N +k) + Digr
st N +1 +sin IN + 1 =0

Donc:

N
D, =2V (H sin7raz~> H sin(2N + 1)me; | D}
i=1

i=1,2,..,N ;i#p
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Ou D est le déterminant :

23

1 0 1
, cos 2Ty - 0 cos 2ma N
Dl -
cos2(N — l)ma; ... sin Z%T—El .. cos2(N —1)ray

En développpant, D} par rapport & sa p’™¢ colonne, on fait apparaitre un déterminant sem-

blable & Dj mais de taille N — 1 x N — 1, ce qui montre que D} n’est pas nul. Ainsi, il existe r
différent de p tel que sin(2N +1)ra, = 0, c’est-a-dire il existe s € {1,2,...,N} tel que o, = 5577
En calculant successivement, les déterminants Doy, D3, ..., Dy_1, avec:

Dy = det(lN +In,In—1 + lN—f—l, N lgN_3,l2,ll)

Ds =det(In +In,In—1+INt1y---,13,12,11)

Dy_1 = det(l]v +in,In_1,... 13, lg,ll)

piT
2N+1°

on montre que pour tout ¢ compris entre 1 et N, il existe p; tel que a; = Compte-tenu de

la stricte croissance de la suite (¢;), on en déduit:
X
2N +1°

Montrons maintenant que le rang de la matrice A est égal & N —1 en calculant le déterminant
D, de taille N — 1 x N — 1, obtenu en sélectionnant les N — 1 premiéres lignes de la matrice A

et en supprimant la deniére colonne:
N-1 . . .
.am . (264 1)7r]>
D= sin det (sm —_
Ll:[l 2N +1 ( N +1 o jana

Soit Uy les polynémes de Tchebisev de seconde espéce: sinnf = sin U, (cos #), on a alors:

N—-1 . .
. i . (20 4+ D7
p=|]] det | (U, (sinn 2T
Ll - 2N+1] ¢ ((UJ (Sm 2N + 1 ))Ki,jsjv_l)

Comme U, est un polynéme de degré n et de terme de plus haut degré 2"X"™ n > 1, on en
déduit:

N—1 )
(N=2)(N=3) . 1T
D=2 2 (HSIHQN—Fl)
1=

Ce qui montre que D n’est pas nul et que donc A est de rang N — 1. Par consequent, le noyau
de A est de dimension 1.

Vi€{1,2,...,N} aZ:

H (cos (28 +1)m cos (25 + 1)7r)
. 2N 1 2N 1

Montrons alors que (1,1,...,1)" appartient au noyau de A, ce qui revient a4 montrer, pour
tout k£ compris entre 1 et 2N — 1, la nullité de la somme:

N N
2 1 2 2 1
SkZQZSiHQ lﬂ' .n( k+ )lﬂ' :Z |: lkﬂ' _ cos l(k+ )7T

N+1 ™ N1 CSoONF1 IN + 1
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Or pour tout 8 # 0[2x]:

0

N s NO

N +1)8 sin=~
E coslf = cos ( —; ) 2
=1 sin bl

Donc Sj, est nulle si et seulement si:

(N+1)kr . Nkr . (k+1)m (N+1)(k+1)r . Nk+1)m . kn
sin sin = cos sin sin
2N +1 2N +1 2N +1 2N +1 2N +1 2N +1

COS

En développant les cosinus et les sinus, on vérifie que cette égalité est bien satisfaite pour tout
k.

En conclusion, comme (t1,s,...,ty)" appartient au noyau de A et t; +tg + -+ +ty = 1/2,
on en déduit t1 = to = -+ =ty = 1/(2N). Par conséquent, pour toute suite (I) qui tend vers
0, (ti(lx)) admet une unique valeur d’adhérence et donc converge vers cette valeur d’adhérence
et les fonction t;(l) tendent vers 1/K quand [ tend vers 0 par valeur positive. De méme, les
fonctions «;(l) tendent vers i/(K + 1) quand [ tend vers 0 par valeur positive. O

Nous avons résolu le systéme d’équations non-linéaires satisfait par les «; et les [; :
W) =ja(w) =+ =jn(w*) et |w[=1

numériquement par l’algorithme de Newton pour plusieurs valeurs de [ et de N. Les figures 2.1 &
2.6 présentent, pour K compris entre 1 et 6 : d’une part les graphes des fonctions a; (en pointillés),
a; = ao; — 1;/2 et b; = a; +1;/2 (en traits continus). Ainsi, sur les verticales [ = [y, on obtient le
contrdle optimal de longueur [ = [y pour les N premiers modes propres (Le controle optimal pour
lp = 0.5 est représenté en gras). Et d’autre part, les graphes des fonctions fx = I = --- = Ik
ainsi que le graphe de la fonction Ix 1.

Le théoréme 2.1.2 et les figures 2.1 & 2.6 mettent en évidence l'inconvénient de la stratégie
qui consiste & optimiser uniquement les K premiers modes: dés le (K + 1)*™¢ mode, le taux
de décroissance est trés mauvais: or le choix de K est souvent arbitraire, puisqu’il sert juste a
éviter de travailler avec une infinité de modes propres.

Remarque 2.1.2 La théorie du degré topologique permet de montrer que le systéme d’équations :
1 (w) = ja(w*) =+ = jr(W*) et |w[=1
posséde une solution pour les petites valeurs de |

En effet, par exemple dans le cas ou K = 2N est pair, soit C = {a; € R2N 0 <ap <ag <
- <ag <1/2} et O son intérieur, et soit [ fixé, posons:

N
Z(QQZ' — agi_l)(COS(k + 1)7r(a2i_1 + a2i) — COS k7‘r((12i—1 + azi))
=1
¥((ai)) = pour k=12,...K —1
N
Z(azi —agi1—1

=
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Et:

( Z ﬁ sin(k + 1)m(ag; — agi—1) cos(k + 1)m(agi—1 + az)

1 .
o((a)) = — - sinkm(az; —azi—1) coskm(azi—1 + azi))
) =

pour k=12,...K —1

N
\ Z(%i —agi-1)—1
i=1

Comme nous avons montré que l'équation 1 ((a;)) admet une unique solution dans l'intérieur de
C, donc le degré topologique de 1 par rapport 4 0 et & O est égal & 1:

d(4,0,0) =1

Il existe donc un voisinage V' de cette solution qui ne touche pas le bord de C tel que sur V et
son adhérence, maxye(1,2,.. k3 [F (z)] > co

Posons ¢y = (1 — )9 + ty. On sait que d(y1,0,0) = d(p,0,0) = 1, si pour tout ¢ compris entre
0 et 1, 0 n’appartient pas & @¢(dw).

Or comme |[sinz — z| < |z|®/6,

< (N +1)%x?

ot (@) = ¥ ()] <[t (@) — 9" ()] < =1

Donc pour I < Iy = ﬁ léquation ¢(x) = 0 admet au moins une solution dans V' donc au

7T2 Y
moins une solution dans O.

2.1.4 Extensions possibles

L’étude du critére F' a été menée, pour 'instant, dans le cadre monodimensionnel. Présentons
ici quelques propriétés qui peuvent s’appliquer dans le cadre bidimensionnel, soit pour 2 ouvert
du plan d’aire unité.

Notre démonstration du fait que le maximum sur la classe:

1
L= {a € L*(0,1),0<a < 1,/ a(z)dz = c}
0

est une fonction caractéristique repose sur le fait que les carrés des valeurs propres du laplacien
sur {2 considérées et la fonction constante égale & 1 forment un systéme libre. L’auteur ignore si
cette propriété est vraie en général dans le cas 2D mais il est clair qu’elle reste vérifiée par des
domaines classiques comme par exemple le carré Q = (0,1)2 du fait de 'indépendance linéaire
des fonctions sin? nwz sin® mry.

Par ailleurs, la technique des multiplicateurs de Lagrange permet toujours de montrer que le
nombre maximal de composantes connexes du domaine optimal est lié au nombre de maximum

relatifs des fonctions propres considérées.
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2.2 FEtude de J dans le cas monodimensionnel

Rappelons que le critére J est défini pour un ensemble w par:

J(w) = inf /Q o (2) 82 (2)d

Soit dans le cas monodimensionnel :

1 1
J(w) = inf 2/ X () sin? nrzds = |w| — sup / Xw(x) cos 2nmxdx
neN* 0 neN* Jo

2.2.1 Existence

Le critére J étant défini a un ensemble de mesure nulle prés, nous décidons de ne considérer
que des sous-ensembles w fermés (x,, étant a variation bornée, w est la réunion d’un nombre fini
d’intervalles et la mesure de sa frontiére est nulle).

Définition 2.2.1 Pour N € N* et € [0,1], on note EY, ’ensemble des sous-ensembles de [0,1]
de longueur totale 1, réunion d’au plus N intervalles fermés.

La classe Efv ainsi définie fournit un premier résultat d’existence:

Proposition 2.2.1 Pour tout N € N* et | € [0,1], J est majoré sur Efv, et de plus il eriste
wp € Efv, tel que:
J(wo) = sup J(w)

weEY
Posons :
Jn(l) = max J(w).
weEYL,
Preuve : w appartient & E%; si et seulement si il existe 2N réels 21,72, . . . ,zon de [0,1] tels que:
N
0<z1 <2< <wony <1 et Z(wm — Z9i—1) =1 (2.15)
=1
avec :
N
w = |J[z2i-1,22]
=1

Et K = {(x1,z2,...,72n5) € [0,1]?V, tels que (2.15) soit satisfaite} est un compact de R2V.
De plus, les applications f, définies pour n € N* sur K par:

1 N T2
_ . 2 _ . 2
fa(z1,@0,. .. ;LoN) = 2/ Xw(z) sin® nrzdz = 2 E / sin® nrzdzx
0 i=1 Y ®2i-1
sont continues, donc J qui & (z1,z2,...,ron) fait correspondre:
inf T1,L2, ... LIN
nEN* fn( ? ? ? )

est semi-continu supérieurement sur K, par conséquent il est majoré sur K et le suprémum est
atteint. n

Remarque 2.2.1 Du fait de la symétrie de la fonction sinus, J(w) = J(1 —w), si 1 —w désigne
le symétrique de w par rapport a 1/2. Par conséquent si ['optimum n’est pas symétrique, il n’est
pas unique. Numériquement, on constate en effet qu’il est en général non symétrique.
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2.2.2 Majoration et cas d’égalité

Théoréme 2.2.1 Soitl € [0,1], N e N*, etw € Efv, alors les inégalités suivantes sont vérifiées :
0<Jw) <l etdonc 0<Jy()<I (2.16)

De plus, il n’y a que trois cas d’égalité Jn(l) =1 qui sont:
- 1 =0, atteint pour w =0,
- 1 =1, atteint pour w = [0,1],

- 1 =1/2, atteint pour w tel que w et 1 —w forment un partition de [0,1], i.e. w* =1 — w.
Preuve : Quand n tend vers l'infini, sin?
donc:

nrz tend vers 1/2 pour la topologie L*(0,1) faible*,

n—oo

1 1
lim 2/ Xw(z) sin® nrzdr = / Xw(z) =1
0 0

D'ou J(w) < 1.
Considérons maintenant les cas d’égalité. J(w) = si et seulement si:

1 1
sup / Xw(z)cos2nmrdr =0 < Vn e N / Xw(x) cos 2nmzdzr < 0 (2.17)
neN* Jo 0

car fol Xw(x) cos 2nmxdr — 0 quand n — oo.

Introduisons D 1’espace de Dirichlet des fonctions de la variable réelle, 1-periodiques, déri-
vables par morceaux et telles que: Vz € R, f(zT) + f(z7) = 2f(z).

Soit w appartenant & Eﬁv tel que: J(w) = [, construisons la fonction f définie sur R, 1-
periodique et telle que:

£(0) = 5 0s(0%) + xu(10))

F(@) = 3l + xule ), Vo e (O1)
Par construction f appartient & D et, sauf sur dw, c’est & dire en un nombre fini de points,
f(z) = xw(z) sur (0,1), donc f est égale a 0 ou 1 presque partout sur R.
Soit f, la partie paire de f: fy(z) = 3(f(z) + f(—%)), fp est également une fonction de D et f,
est égale a 0, 1/2 ou 1 presque partout sur R.
Considérons les coefficients de Fourier de f,:

Ay =2 [ xo(z)dz =21
A, = 2f01 Xw(z) cos 2nmz dz, n € N*
B,=0,n€eN

Comme f, appartient & D, la série ) -, A, cos2nmz converge pour tout € R, en particulier
la série Y, -1 A, est convergente et de plus (cf, par exemple [26]):

oo
Ve € R, fp(z) =1+ Z A, cos2nmx

n=1
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Comme w vérifie J(w) =1 et d’aprés 2.17: pour tout n > 1, A, <0, donc la série ), - 4y
est absolument convergente, par conséquent la série de fonction En>1 A, cos2nmx converge
normalement sur R et la fonction f, est continue sur R comme limite uniforme d’une suite de
fonctions continues. Or f, est égale a 0, 1/2 ou 1 presque partout sur R, d’ou les trois cas:

- Vz € R, fp(z) =0, donc Vz € [0,1], xw(z) =0, d’ott w =0 et [ = 0. Et on a bien J(0) = 0.

- Vz € R, fp(z) =1, donc Vz € [0,1], xw(z) = 1, dott w = [0,1] et | = 1. Et on a bien

J([0,1]) = 1.
- Vz eR, fp(xz) =1/2, donc

Vz € [0,1], Xw(z) + Xuw(l — 2) = Xuw(z) + X1-0(z) =1

d’ott w et 1—w forment une partition de [0,1], et donc [ = 1/2 car il s’agit de deux ensembles
de longueur .
Réciproquement, si w satisfait x, + x1—w = 1, alors pour tout n € N:

1
I,(w) = 2/ Xw(z) sin® n7z dz
0

1
= 2/ (1 —xo(1—2))sin® nrzdr =1 — I,(w)
0

Dou J(w) = I,(w) =1/2 =1.

Remarque 2.2.2 Siw de longueur | satisfait J(w) =1, alors Vn € N* I,(w) =1

2.2.3 Reésultats de non-existence

Le but de cette partie est d’établir que la prise en compte du nombre de composantes connexes
de w dans la définition de Jy(I) est nécessaire pour le résultat d’existence en général.

Définition 2.2.2 Pour w appartenant a Eﬁv, POSONS :

1
Il (w) = / Xw() cos 2nmr dz et J'(w) = sup I (w)
0 neN*

Ainsi J(w) = |w| — J'(w).

Théoréme 2.2.2 Soit | €]0,1/2[U]1/2,1], soit N € N*, alors il existe un entier P plus grand
que N tel que Jp(l) > Jn(l). En particulier le probléme de mazimisation :

max{J(w), 0@ w est la réunion d’un nombre fini d’intervalles de longueur totale 1}
n’a pas de solution pour | # 0,1/2,1.

Preuve : On rappelle que, pour une fonction f de classe C2 sur [a,b], la méthode d’intégration
du point milieu donne une erreur majorée par la norme infinie de f”:

a—l—b) < (b

—
2 = 24 *°

b
/ f(z)dz — (b— a)f(

Soit w € EY tel que Jy(I) = J(w). La technique de cette démonstration repose sur l'idée
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suivante: il s’agit de "supprimer" en différents endroits de petits intervalles & w, pour ensuite
les replacer en des points du complémentaire de w qui sont donc libres. Ceci augmente de facon
importante le nombre de composantes connexes du controle mais permet de gagner sur le critére.
Plus précisement, comme Jy(I) <[ et I,(w) tend vers [ quand n tend vers l'infini, il existe un
ensemble fini d’entier N tel que:

Jw)=IL(w)=l-T,(w) < ne~N

Soient deux subdivisions S; de w et So de I'adhérence de son complémentaire w®:

K L
w = U[ai,bi] et w® = U[Cj,dj]
i=1 j=1

La méthode du point milieu, nous donne:

1 K a; + b;
2nmzdr — ) (b — a 2nm———
/0 Xw(z) cos 2nmz dz Z( i a,)cos( nr— )

=1

1 L 2.2 L
/0 Xwe () cos 2nmx dz — Z(dj — ¢;) cos (2n7rc] —; ]> < n67r Z(dj — )’

Posons :
C4bs
xi:aZT_l_z, hi=1—-1)(b;—a;) pour 1<i<K
4 d
Yj = CJ; +, lj=1(dj—¢;) pour 1<j<L
Comme xue = 1 — xu, fol Xwe () cos 2nmz dz = —1I (w), il est donc possible de choisir les subdi-

visions S1 et Sy telles que, pour tout n € N :

K
1 ,
I (w) — 11 Z hicos 2nmz;| < L g") (2.18)
i=1
1 ,
I (w) + 7 Z ljcos2nmy;| < %ﬂ (2.19)
7j=1

Le but est maintenant de construire un domaine meilleur que w, pour cela définissons pour

e>0:
L

K
3 3 3 &
We = (W—U]xi—hi§,$i+hz’§[) U U[yj_ljaayj—l_lji]

i=1 j=1
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we s’obtient donc en effectuant des "trous" aux points z; et en "placant le controle" autour des

1
points y;. En effet, pour 0 <e <egg = mm{ } we a N + K + L composantes connexes et :

K L K L
we| = |w| — &> hit+ed li=lw|—e(l=0)> (bi—a;)+el Y _(dj —c5)
=1 j=1 1=1 j=1
=|wl—e(1-Dl+el(l—-1)=|w
Donc pour |e| < €9, w. appartient & Efv+K+L. Or:
@i+ M L yﬂ‘]T
I (we 2/ cos 2nmx dx + Z/ cos 2nwx dx
i=1 "%~ j=1v%"—
Donc:
dl,(we) s € €
%(5) = ]231 57 (cos 2nm(y; + 5) + cos 2nm(y; — 5))
'y € €
— Z_Zl EZ (cos 2nm(z; + 5) + cos 2nm(x; — 5))
En particulier :
dl,
g; o) Zl cos 2nmy; — Zh COS 2NTT;

=1

D’apres (2.18) et (2.19), on en déduit pour tout n € N :

Tl <1 (7)) v o (7 gw) < T <o

de 2

Par conséquent il existe € > 0, tel que J(w:) < J(w), et Intx+n(l) < In(I) O

Comme nous n’avons pas d’existence de maximum sans la contrainte d’un nombre fixe de
composantes connexes, il est possible d’envisager une technique de relaxation (cf. [21], chapitre 6,
paragraphe 2). En effet, ’adhérence de ’ensemble des fonctions charactéristiques d’ensembles de
longueur ! pour la topologie L™ faible * est I’ensemble suivant (qui n’est autre que son enveloppe
convexe) :

- 1
Fl = U Eﬁ\,:{aELl(O,l)WmE[0,1],0§a($)Slet / a(a:)dw:l}
Nen 0

Pour a € F', le critére J s’étend de fagon naturelle a:

1
J*(a) :NinlgI 2/ a(x) sin? nrzdz
eN* 0

Le probléme de la maximisation de J* sur F! est maintenant bien posé et admet de nombreuses
solutions, la plus simple étant la fonction constante ag(z) = [. Mais l’extension J* ne convient
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pas, il est clair qu’elle est semi-continue supérieurement, or il est possible de montrer qu’elle est
strictement semi-continue supérieurement et donc pas continue. Considérons, pour k € N*, la

suite d’ensemble:
k—1

_1ylrryt
wr = U [kk + k]
p=0
Pour la norme L™ faible *:
Xwy, — ap
Or pour n € N*,
k—1 2_|_L
I, (wg) :l—Z/k * cos 2z de
! p=0 %

1 nml £ p 1
= Esmsz:%cosZmr (E + ﬂ)

1 nwl inml\ 2 2inmp
=[- ESIHTRG exp (T) Zexp( ’ )

p=0
l si n # mk pour tout m,
= sinmmnlcosmnl .
l— sin =mk
mml

Donc pour n € N* fixé on retrouve bien que I, (wx) — | = I,(ag) quand k£ — oo (comme 'impose
le fait que X, — @o). En revanche:

sinmml cos mwl
* = inf T = inf [ — = inf [ =
T (wr) nlenN* n() migN*l mml mlgN* n((0:1) = J([0.1])

Donc pour [ différent de 0,1/2 ou 1, la suite (J*(wg))ken+ est constante et strictement infé-
rieure & [ = J*(ap).
Nous avons fait ces calculs avec d’autres suites (wg) moins réguliéres mais pour aucune le critére
J* n’était continu.

Par ailleurs, la suite (Jy(l)) nven est une suite croissante car P > N = E4 C EL, elle est
également majorée par [ par conséquent elle converge, notons J (1) sa limite. Pour [ = 0,1/2 ou
1, la suite est constante et Joo(l) = [, en revanche pour une autre valeur de [, le théoréme 2.2.2
montre que la limite n’est pas atteinte, mais nous ne savons pas si Joo(I) =1 ou Jo(l) < I.

2.2.4 Proriétés de J

Proposition 2.2.2
Yw € Ely, Ing € N* | J(w) = Iy (w)

De plus, si w réalise le mazimum de J sur EY i.e. J(w) = Jy (1), alors il eziste 2 entiers distincts
n1 et no tels que:
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Preuve : Si w est tel que J(w) = [, alors d’aprés la remarque 2.2.2, la proposition est évident.
Si w est tel que J(w) < [, alors comme I, (w) tend vers [ quand n tend vers l'infini, il existe un
entier ny tel que:

n>ny = |I(w) -1l <(-Jw))/2
= L(w)>J(w)+ (- J(w))/2

Et:

J@) =l () = nf In() = min D)

Supposons maintenant que w réalise le maximum de J sur Efv et possede K composantes
connexes et posons:

K K
We=w-+e= U[ai—i—s,bi—l—s] si w= U[ai,bi],
i=1 =1

alors pour ¢ suffisament petit w. appartient & Efv
On sait qu'il existe n, tel que J(w) = I,,(w) < [; supposons que pour tout n différent de ny,
I, (w) > Iy (w). Comme, quand n — 00, I,,(w) — I, on en déduit :

36>0|n#nyg=> In(w) > Iny(w)+4
Pour tout entier n (cf, preuve de la proposition 2.2.3):
[ In(we) — In(w)| < 2w A w,| =4Ke
Donc pour || < 2% :
n#nyg = In(we) > Ing(w) +26/3 et I (we) < Iny(w) +6/3;

d'ott infpen In(we) = Ing(we).

Or:
K
dInfiin) (0) =2 Z:ZI sinn,m(b; — a;) sinnym(a; + b;)
2 K
d Inogwg) (0)=2 Zsin nom(b; — a;) cos nem(a; + b;) = (2nem)2(l — Iy (w)) > 0
de P

Donc, ou bien, si la dérivée premiére n’est pas nulle il existe € dans | — §/(12K),0/(12K)[, tel
que In,(we) > Iny(w); ou bien, si la dérivée premiére est nulle, w est un minimum local de I,
car la dérivée seconde est positive. Dans tous les cas, on arrive a une contradiction car on trouve
un domaine w; tel que J(we) > J(w) = Jn(1). O

Remarque 2.2.3 Si w réalise le mazimum de J sur EY i.e. J(w) = Jn(l), et siw a K compo-
santes connexes, alors, en général, il existe 2K entiers distincts ni,n9,--- ,nok tels que:

J(w) =1Ip,(w), 1<i<2K
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L’argumentation suivante est heuristique: si w s’écrit: w = Ufi 1[ai,bs], il est possible de voir I’en-
semble des points (a1,b1,. - - ,ax,bx,In(w)) comme une hypersurface de dimension 2K de R2K+1.
La contrainte de longueur oblige les points (a1,b1,...,ax,bx) & rester dans '’hyperplan affine:
S K b —a; =1 de vecteur normal v = 1/v2K(—1,1,...,— 1,1)%.

Soit W le point de R*X correspondant & I’optimum w. Supposons que J(w) soit atteint pour p
indices avec p < 2K — 1. Soit e; la projection du gradient VI, (W) sur '’hyperplan vectoriel 1%
paralléle & V. Si on trouve un vecteur e de 17, tel que pour tout 4, e.e; > 0 alors on tiendra une
contradiction car W + t.e sera meilleur pour une certaine valeur de ¢. Or il suffit que les vecteurs
Vi (W), VI, (W), ..., VI,,(W) et v soient indépendants sur R2K | pour que le vecteur e
existe. C’est donc en ce sens que génériquement, si p < 2K, le systéme est libre.

On s’intéresse maintenant & la régularité de J et de Jy.
Proposition 2.2.3 Soit deur sous-domaines distincts wi € Eﬁ\l,l et wy € ElQQ,on note w1 A wo =
w1 Uws — w1 Nwo leur différence symétrique, alors :

|J(W1) — J(w2)| < 2|w1 A (UQ| = 2|w1 —LUQ| + 2|w2 —w1|

De plus si w1 G wa, alors J(w1) < J(wa) donc J est strictement croissant pour l'inclusion.
Soit N € N* et (I1,l2) € [0,1]2 tels que I > I, alors:

0< JN(ll) - JN(ZQ) < 2(11 - 12)

Jn est donc une fonction croissante et lipschitzienne de rapport 2, elle est en particulier presque
partout dérivable.

Remarque 2.2.4 Cette proposition 2.2.8 implique notamment qu’avec les notations de la preuve
du la proposition 2.2.1, J est une fonction lipschitzienne de rapport 1 par rapport a chacune des
variables x1,x9, -+ ,ToN Sur Eﬁv On savait déja J semi-continu supérieurement, il est en fait
continu et presque partout dérivable sur Efv

Preuve : D’aprés la proposition 2.2.2; il existe deux entiers n; et ny tels que:
J(wi1) = inf Ip(wi) = In, (w1)
neN*

J(we) = niéll\f].* I (w2) = Iy, (wo)

D’ou:
J(w1) = J(w2) = In, (1) = Iny (w2) < Iny(w1) — Iy (w2)
1
< 2/ IXwy (%) = Xws (2)| sin? nomz dz
0
1
<2 [ (o) ~ X o)) = 2or £
0
Le ro6le symétrique de wy et wo permet de prouver la premiére inégalité.

Si wy & wo alors Xxu, — Xw, < 0 avec inégalité stricte sur un ouvert donc fol(le (x) —
Xws (2)) sin? nomz dz < 0 et J(wy) < J(wo).
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Soit maintenant (I1,l2) € [0,1]? tels que I; > I3, alors d’aprés la proposition 2.2.1, il existe
deux sous-domaines w; et wo appartenant respectivement a Eﬁ\l, et Eﬁ\z, tels que:

JIn(l1) = sup J(w) = J(w1) et Jy(l2) = sup J(w) = J(w2)

wEEj\} weEﬁ\?

Soit w} un sous-domaine de Ef\z, tel que w| C wy, un tel domaine peut s’obtenir par exemple de
la fagon suivante:

N N
l l
Si wy = U[ai — hi/2,c; — h;/2], on pose: w)] = U[ai — 2 hi)2,00 — 2 hi)2]
i=1 i=1 h h

Quitte a modifier légérement w) ainsi obtenu, on impose w} # ws, a l’aide de la premiére partie
de la proposition, on en déduit :

In(l1) = In(l2) = J(w1) — J(w2) < J(w1) — J(w))
< 2|w1 A wlll = 2|w1 — wlll = 2(l1 — 12)

Soit maintenant wh un sous-domaine de Ey tel que wh 2 wa, un tel domaine peut s’obtenir en
dilatant les composantes connexes de wo de fagon & augmenter sa longueur totale de l» a [, sans
changer le nombre de composantes connexes. D’aprés la proposition 2.2.2, il existe un entier nyg
tel que J(wh) = I, (wh), on en déduit :

In(l1) = In(le) = J(w1) — J(w2) > J(wp) — J(w2)
1

> Ing(wh) — Ing (wo) = 2 A (waz () — Xws (:c)) sin? ngmz dz > 0

2.2.5 Cas d’un intervalle

On s’intéresse dans cette partie au cas ou le controle se limite & un intervalle. La longueur
! étant considérée comme un parametre pour la recherche du controle optimal, le plus pratique
est de repérer l'intervalle w par son centre «, c’est-a-dire: w = [« —1/2,a+1/2]. Et « peut varier
dans l'intervalle [1/2,1 — /2], mais d’aprés la remarque 2.2.1, changer w en 1 — w ne modifie pas
la valeur du critére, il est donc possible de se limiter & l'intervalle [[/2,1/2]. Les résultats obtenus
pourront étre étendus par symeétrie par rapport a 1/2.

Dans un souci de concision des notations, on modifie légérement, pour cette troisiéme partie,
les notations introduites jusqu’a présent (cf. définition 2.2.2). Pour n € N* et w € Eﬁ, on pose:

II(al) =T, (Ja — /2,0 + 1/2))
a+l/2

1 .
= / cos2nmx dr = — sinnwl cos 2nmwo
a—1/2 nm

1
In(el) = In([a — /2, +1/2]) =1 — — sinnwl cos 2nma
s

J(al) = J(la—1/2,a +1/2])
J(al) = J([a—1/2,0+1/2])
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D’apres la proposition 2.2.1, pour tout { € [0,1]:

Ji(l) = max J(w) = max J(a,l)
wEE! L<a<l

Par conséquent pour tout ! € [0,1], il existe o* appartenant a [{/2,1/2], tel que:

J(a*l) = Ji(l) =

ax_ J(a*,l) (2.20)

m
<a<

N~
N[=

En faisant un choix s’il existe plusieurs réels a* satisfaisant (2.20), on construit une fonction o*
de [0,1] dans [0,1/2] telle que pour tout { de [0,1], a*(I) satisfasse (2.20).

On déduit directement des propositions de 1’étude du cas général les propriétés suivantes:
~ Ji(l) =1 si et seulement si:

— 1=0, atteint pour w = 0,

- 1=1, atteint pour w = [0,1],

— 1=1/2, atteint dans E’ll/2 pour w = [0,1/2] ou w = [1/2,1].
— J et J' sont lipschitziennes par rapport aux deux variables « et [:

— |J(a1,l) — J(az,)l)| < 2|laq — ag|

— |J(a,l1) — J(anla)| < 2|1y — o]

— | (a1,l) — J'(a,l)| < 2|la; — a9

- |J’(Od,ll) — J'(a,l2)| S |l1 — lgl

— Il existe pour tout [, deux entiers distincts n1 et ng tels que:
J(a(1),1) = In, (" (1)) = In, (" (1),]) (2.21)

Proposition 2.2.4 Soit ly tel qu’il existe un unique réel o*(ly) satisfaisant (2.20) et un unique
couple d’entiers distincts ny et ng satisfaisants (2.21), alors il existe un voisinage V de ly tel que
pour L €V, Ji(l) et a*(l) soient donnés par les équations implicites :

Jl(l) =In, (Oz*(l),l) = In, (Ot*(l),l)

Soit :

1 1
Ji () = — sinnywl cos 2nywa*(I) = —— sinnanl cos 2nama™ (1)
nim Mo

On en déduit, en particulier, par le théoréeme des fonctions implicites, que J1 et a* sont indéfi-
niment dérivables en ly, et que:

da* 1 cosnimlcos2nima*(l) — cosnoml cos 2noma* (1)

dl 0= 2 sinny7l sin 2nywa* (1) — sin nonl sin 2noma* (1)

%(l) = cosniml cos 2nyma* (1) — 2sinnywl sin 2nywa* (1) dc(l); (1)

Preuve :

— Comme a*(lp) est 'unique solution de (2.20), pour tout voisinage V' de a*(l) dans [ly/2,1/2],
il existe § > 0 tel que:

o€ [10/2,1/2] -V = J’(Ol,l()) < Jl(a*(lo),lo) —0= J{(Zo) -4
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— Comme n1 et ny sont les deux unique entiers satisfaisant (2.21), il existe d; > 0 tel que:
n#n et n#ne = I(a"(lo)do) < Ji(lo) — &1

Soit V' = (a*(lp) — ‘5—1 o (lo) + 51) puisque I est lipschitzienne de rapport 2 pour la
premiére variable, pour 1=1ou2:

0
Va € V I, (alo) > I, (o (lo) o) — 2l = o (lo)| = Ji(lo) — 7

Etpourn#ni,n#Znyeta€cV:

0 30
I (elo) < I(e" (lo)do) + 2 = Ji(lo) = =

D’aprés le premier point, il existe d9 > 0, tel que:
S [10/2,1/2] -V = J’(a,lo) < J’(a*(lo),lo) —0= J{(lo) — 09

— Soit I tel que |l —1lp| < A = min{%,%} > (0. Comme J' est lipschitzienne de rapport 1 pour
la deuxiéme variable, on déduit pour « appartenant a [ly/2,1/2] — V :

et:
J' (@ (lo),1) > J{(lo) — =

Par conséquent le supremum de J'(.,l) semble étre atteint sur V, mais quand [ est plus
petit que [y 'intervalle de variation de « s’agrandit, il faut donc s’assurer que l'intervalle
[1/2,lp/2] ne pose pas de probléme quand [ est plus petit que lp. On distingue pour cela
deux cas:

1. Silp/2 appartlent a'V, comme V est un ouvert la distance d3 de lp/2 a la borne gauche
de V': a*(lp) — 4 est strictement positive, et on modifie A en A = min{ & S % 65}, ainsi
[1/2,00/2] est 1nclus dans V.

2. Silp/2 n’appartient pas & V, soit a appartenant a [1/2,ly/2]:

T(onl) < J'(lo/2,0) + 2l — o7 (lo)| < J'(lo/2,0) + =

dg 6

< J'(lo/200) + 7+ 7
26
< Jilo) — ?2

Donc dans les deux cas:

sup J'(a,l) = sup J'(a])
a€ll/2,1/2] acV

— Or pour « appartenant & V et 4 =1 ou 2:

I, (el) > I, (evlo) —% > Ji(ly) — =
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Et pour n #ny et n # no:

1) 1)
I (eod) < Th(ando) + 2 < i) — 2
6 12
D’ou J'(a,l) = max{I; (o,l),I},,(c,l)}. Donc pour ! tel que |I—ly| < A, J(I) = mingey J'(a,l) =
J'(a*(1),l) satisfait:

(1) = Iny (a* (1)]) = Iny (o (1),])

O
Les points lyp = 0,1/2 ou 1 ne sont pas concernés par la proposition 2.2.4, parce qu’en ces

trois points le critére est atteint pour tout n. Néanmoins, il est quand méme possible de montrer
que:

Proposition 2.2.5 - J1 et a* sont dérivables en 1 et:
dJy . sinzcosazr . sinzcosagr
—((1)=1— max Smin—— 3 =1 — min ———— ~ 1.05950
dl a€f0,1] | >0 T >0 T
do*
1l (1) = ap/2 ~ 0.36049

- Ji et a* sont dérivables a droite en 1/2 et:

* ) 2
= (1/2) = a1 =~ 3.06570, avec a; tel que: inf cosxsmiar _
dal /, inf "

- Ji et a* sont dérivables a gauche en 1/2 et:

(%) (1/2) =1 — max {min{inf wﬂa}} ~ 1.16020
9

a<1/2 >0 T

do* . . sinzcos2a0x
( 7 )g (1/2) = ag ~ —0.08389, avec ag tel que: éIZl% — = 2as

— J1 est dérivable en 0 et :
dJy
dl
Numériquement, on retrouvera ces résultats théoriques: cf. les figures 5.3, 5.4 et 5.5.

Preuve : Seule I’étude de la dérivabilité de J; et a* en 1 sera menée ici, mais les mémes
idées permettent de conclure pour I’étude en 1/2 et en 0. La preuve se fait en 4 étapes:

— Soit la fonction de deux variables suivante:

(0) =0

0:[0,1]] x Rf - R
(a,5) sin x cos ax
a,x _

Z

Soit a appartenant a [0,1], la fonction qui a z associe ©(a,z) est continue sur R, et tend
vers 0 quand z tend vers +oo, de plus il existe z appartenant & Rt tel que ©(a,z) < 0
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(pour a # 1/2, on peut choisir z dans un voisinage de m, et pour a = 1/2, on peut choisir
z dans un voisinage de 47). D’ou:

Va € [0,1] 3z, € R" |O(a,z,) = m>i¥)1@(a,:v) =¢(a)
=

On construit ainsi une fonction ¢ de [0,1] dans R.

Pour [ = 1, la position optimale (qui est la seule position possible) est donnée par a*(1) =
1/2, on s’intéresse aux dérivée en 1 de © selon les directions admissibles pour le probléme
d’optimisation. Pour a € [0,1], on considére la fonction :

fa:[0,1] > R
I— J((1/2+a/2(1 —1),])
Posons h=1—1 > 0, alors

fa(l) — fa(1) _ —fa(1 —h) _inf sinnmh cosnmah — inf O(anrh)
-1 h neN nwh neN

Or si on pose n(h) = E (), alors:

;1%% O(a,x) < nlean* O(a,nwh) < O(a,n(h)mh)
Soit :
0< ian O(a,nmh) — &(a) < O(a,n(h)Th) — O(a,z,)
neN*

Pour tout z > 0 et pour tout a € [0,1], on a:

00 rcosx —sinx sinz

a—(a,w) = 5 cosar —a sinaz
z

Z

La fonction qui & x associe (zcosz — sinz)/z? est continue sur (0, + oo) et admet une
limite nulle en 0 et en 400, par conséquent il existe M tel que:

sup xcosx;sinx <M
z>0 z
Soit C = M + 1, alors:
00
Vz > 0,VYa € [0,1], %(a,x) <C

Donc pour tout A > 0 et pour tout a € [0,1]:
|®(a,n(h)mh) — B(a,zs)| < Cln(h)mh — z4| < Cmh
Soit :

0< fa(l) — fa(l)

< L e)ga) <nC(1-1) (222)

Ce qui implique en particulier que pour tout a, f, est dérivable & gauche en 1 de dérivée £(a).
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— Pour tout (a1,as) € [0,1]?:

Ve >0, |0(a,x) —O(az,z)| < a1 — a2

£(a1) = O(a1,2q,)
f(aQ) = ®(a2awa2)

S ®(alaxa2)
S G(GQaIal)
Donc:

£(ar) — €(a2) = O(a1,%q,) — O(a2,%q,) < O(a1,24,) — Oaz,2q,) < |ar — ag|

Par symétrie entre a1 et ao, on en déduit que £ est lipschitzienne de rapport 1, elle est donc
continue sur [0,1], on en déduit:

G0 € 01] | €(ag) = max ¢(a)

On vérifie numériquement que ap est unique.

— Pour tout a appartenant a [[/2,1/2], il existe un unique a appartenant a [0,1], tel que
a =1/2+ a/2(l — 1). On construit ainsi une fonction a* qui envoie [0,1] dans lui-méme

telle que pour tout [:
1 a*(l)
() == -1 2.23
()= 5+ 5201 (22)
— Soit (Ig) une suite de [0,1) qui tend vers 1, alors a*(Ix) est une suite de [0,1], qui est compact

elle admet donc une suite extraite convergente :

Jax € [0,1]|a*(Ip) — aco quand k' — oo
Et:

far ) (W)
Iy — 1

fax (1) ()

o) < | P20 — (0" 1) + 1) — €Cae)
kl

< 7O —lw) + [€(a” (k) — &(aco)]

Par continuité de ¢ en as, on en déduit que le rapport (fo«q,,)(lk))(lr — 1) tend vers
¢(ax) quand k' tend vers 'infini.
Or pour tout a € [1/2,1/2]:

J'(e* (1) < J'(anl)

Donc pour tout a € [0,1]:
fax 1) (Ur) S fallk)
I —1 Tl —1

Donc par passage & la limite quand &’ tend vers I'infini :

Va € [0,1], &(acs) > &(a)

Comme le maximum de & est atteint une fois et une seule, on en déduit a,, = ag. La suite
(a*(Ig)), qui admet une unique valeur d’adhérence, converge vers «y, ; donc a* est continue
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en 1. On en déduit, avec (2.23), que o* est dérivable en 1 de dérivée ag/2.

Or:
! a0 (1) — fao(l .
T~ glan)| < [0 f0l) o) g
<20a"(0) - aal + [£28 - (ao)

Donc J' est dérivable en 1 de dérivée &(ap).

2.3 Etude de J dans le cas bidimensionnel

2.3.1 Existence

La contrainte de périmétre, qui est équivalente au nombre de composantes connexe en di-
mension 1, permet d’avoir existence du probléme de maximisation de J en dimension 2. Plus
précisement, pour un domaine w de € mesurable, notons |0w| son périmétre généralisé défini par

(ct. [21]):

0] = sup{ [ div@yiz; 6 € DE B, bl < 1}
w
= sup {— < Vxuw, ¢ >p w2 r2)xp@2r2); ¢ € DR R?),[|4]le < 1}

et soit:
Définition 2.3.1
K{ ={w € Q, tel que /sza et |Ow| < L}
Q

l’ensemble des sous domaine de Q d’aire a et de périmétre généralisé inférieur ou égal o L.

Proposition 2.3.1 Pour tout L > 0 et a € [0,1], J est majoré sur K¢, et de plus il existe
wo € K7, tel que:

J(wo) = sup J(w)

weKY

Posons :

J, = max J(w).

L(a) = m 2% (w)

Preuve : La preuve repose exactement sur les mémes idées que dans le cas monodimensionnel.
Les application de K¢ dans R qui & w font correspondre [, xu (x)$2 (z)dz sont continues pour la
norme L!(£2), donc J est semi-continu supérieurement, en particulier si une suite (wy,) tend vers
w*, alors J(w*) > limsup J(wy). Or K} satisfait la propriété suivante (cf. [21]):
Soit Q,, une suite de parties mesurables d’un ouwvert D de RN de volume fini, telle que P(Q,) < C.
Alors, il existe 0 C D mesurable et une suite extraite §),,, tel que :

X, — XQ dans L(Q)

Donc pour toute suite (w,) de K7, il existe w* appartenant a K} et une suite extraite
wp, ) tels que Xo, — Yo+ dans L'(Q). De plus, il existe une suite (w,) telle que J(w,) tende
k ng
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Vers Sup,¢ o J(w). Ainsi, il existe wg appartenant & K{ et une suite extraite (wy, ), tels que
(wn,,) = wo donc:

J(wp) > limsup J(wp,) = sup J(w)
weK?{

Dotz J(wo) = sup,exa J(w)- O

2.3.2 Majoration et cas d’égalité

La majoration J(w) < [, établie dans le cas monodimensionnel, est une simple conséquence
de la convergence de la suite du carré des fonctions propres normalisées du laplacien ¢2 vers
1 pour la norme L faible *. Cette convergence n’est plus systématique dans le cadre de la
dimension 2, néanmoins P. Gérard a montré que si le domaine €2 est un billard ergodique alors
cette convergence, pour une suite extraite, a bien lieu ([16]) et la majoration J(w) < |w| est
vérifiée.

Dans cette partie, nous nous restreignons au plus simple des billards ergodiques, c’est & dire au
carré: = (0,1)2, et nous adoptons une double indexation des valeurs propres:
bnm () = dsin® nrzsin mry n,m € N, z,y € (0,1)

On retrouve bien directement que pour la norme L™ faible *, ¢, ,, — 1 quand n,m — oo, donc
I'inégalité J(w) < |w| est bien vérifiée. Intéressons nous maintenant aux cas d’égalité.

Théoréme 2.3.1 Soit w une réunion de rectangles paralléles aux azes :
n
w = U[ai,bi] X [ciydi]
i=1

alors J(w) =1 si et seulement si la fonction :

f(zy) = xw(®,y) + Xw(z,1 —y) + xu(l — 2,9) + xw(l — 2,1 —y)

est constante p.p. sur Q (i.e. il existe une constante C telle que f=C sur Q sauf sur un ensemble
de mesure nulle). En particulier, l’aire de w est égale a 0, 1/4, 1/2, 3/4 ou 1.

Preuve : Ecrivons tout d’abord que:

/ xwdﬁ,m = / Xw(Z,y)(1 — cos 2nmz)(1 — cos 2mny)dzrdy
Q Q

Puis cherchons des conditions nécessaire pour que J(w) = |w|, pour cela fixons n € N*, et faisons
tendre m vers oo, nous obtenons:

/ Xw(z,y) (1 — cos 2nmz)dzdy > |w|
Q

Et faisons de méme, en échangeant les roles de n et m et si:

1

1
pi(z) = /0 Xw(Ty)dy et pa(y) = /0 Xw(T.y)dz
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nous obtenons finalement les deux conditions nécessaires suivantes :
1 1
Vn,m € N*, p1(z) cos2nmxdr < 0 et / p2(y) cos 2mmydy < 0 (2.24)
0 0

Or si w est une réunion de rectangles paralléles aux axes, les fonctions p; et po sont des fonctions
en escaliers, donc les arguments de la preuve du théoréme 2.2.1 s’appliquent et les conditions
(2.24) sont vérifiées si et seulement si p1(z) +p1(1 — ) et pa(y) + p2(1 —y) sont deux fonctions
constantes sur (0,1). Ce qui implique en particulier (cf. remarque 2.2.2) que:

1 1
Vn,m € N*, p1(x) cos 2nmxdr = / p2(y) cos 2mmydy = 0 (2.25)
0 0
Donc si J(w) =1 alors:
Vn,m € N*, / Xw(Z,y) cos 2nmx cos 2mmydrdy > 0 (2.26)
Q

Soit f la fonction 1-périodique en z et en y définie sur [0,1] x [0,1] par:

f(@y) = xw(@:y) + Xo(z,1 —y) + X0l —2,y) + X0o(l — 2,1 —y)
et soit pour n,m € N, Ay, s, Bym, Cn,m et Dy ses coefficients de Fourier :

Apm =4 [ f(,y) cos 2nmx cos 2mmydzdy = [ xw(2,y) cos 2nmz cos 2mnydzdy
Bpm =4 [ f(z,y) sin 2nwz cos 2mrydrdy = 0
Crym = 4 [ [(2,y) cos 2nmz sin 2mrydzdy = 0
Dym =4 [, f(2,y) sin 2n7z sin 2mrydzdy = 0

Compte-tenu de (2.25), la série double de Fourier de f se limite a:

1 o0
ZAO’O + Z Ap m €08 2T cos 2mmy
n,m=1
Le but est de montrer que cette série converge en tout point. La régularité supposée sur w
implique en particulier qu’en tout point (zg,yo), il existe dy > 0 tel que si § < g alors:

f(@o +0,90) = f (x5 190)
f(zo — d,y0) = f(zg ,y0)
f(zoyo +90) = fzo.yg)
f(@o.y0 — 6) = f(z0,y0)
Montrons alors que f satisfait les hypothéses du théoréme de convergence des séries de Fourier
double (cf [36], th. 168, p. 450) au point (zg,yo):
— f est & variation bornée, car par hypothése y,, est a variation bornée.
— il existe § > 0 tel que les quatre fonctions de u et v suivantes:

L{f(zo +uyo +v) — flwo+uyg) — f(zd w0 +v) + flad,yd)}
LLf(zo —uyo +v) — flzo —uyg) — f(zg .90 +v) + flzg,y8)}
LLf(zo —uyo —v) — flmo—uyg ) — f(zg .50 —v) + flzg,50)}
LLf(zo +uyo —v) — flzo+uyy ) — f(zdwo —v) + flzd.yo)}
soient intégrables sur le carré de sommets (0,0), (4,0), (6,6) et (0,0). En effet, pour § inférieur

a dg, ces quatre fonctions sont nulles sur le carré considéré.
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— Pour un § > 0, les huit relations suivantes sont vérifiées:

J .
sin hu T
i Tt du = F (gt ot
h%lIfOO/O f(@o £ uyy) sinu 2 UCTRTY
6 -
sin hv vy
h—iﬂr—loo/o f (@ yo £v) sinv V=3 ACTRTY

Ce qui est clair car si § < dy, les fonctions f(zo & u,y5) et f(zT,y0 +v) sont constantes et
. s -
égales a f(zg,yg)-

Par conséquent la série double de Fourier de f converge au point (zg,yo) et & pour somme:

s(zo,y0) = Fadwd) + flagud) + flagwe) + =8 w)
’ 4

Remarquons que si (z9,y0) n’appartient pas a la frontiére de w alors s(zg,y0) est égal & f(xo,yo).
La convergence de la série de Fourier & 1’origine implique que la série double Zn,m>1 Ay est
convergente mais comme tous ses termes sont positifs elle est également absolument convergente
et s est une fonction continue, or s ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs donc s est
constante. Ce qui implique que f est p.p. constante.

La réciproque se fait par un calcul direct par changements de variables. O

Pratiquement les domaines w qui satisfont les hypothéses du théoréme 2.3.1 s’obtiennet en
choissisant deux suites finies:

0=a1<a2<...<a,=1/2et0=b1 <bp <...<bp=1/2

Puis pour chaque couple (4,j) avec 1 <i<n—1et1<j<m—1, on choisit parmi les quatre
rectangles [ai,aﬂ_l] X [bj,bj+1], [1/2 — ai,1/2 — ai+1] X [bj,bj+1], [ai,ai+1] X [1/2 — bj,1/2 — bj_|_1] et
1/2—a;,1/2—aj41] X [1/2—10;,1/2 = bj 1] (représentés en grisé sur la figure 2.7.a, pour i =1 et
j = 2), un, deux ou trois rectangle pour constituer w selon qu’on veuille un domaine d’aire 1/4,
1/2 ou 3/4.

1 1

i |
| |
i |

- |
1-b, ‘ 1
i |

- \
1-b, ! 1
i |
1-b, ! 1

e St e e B e s il R T b

s 1 |
i i

b .
2 ‘ |
I I
b1 : :
i |

|
; 1

a. © a 3 3 a lwala l3la ) b.o 12 1

Fi1G. 2.7 — a. Méthode pour obtenir un domaine optimal qui est une réunion de rectangles; b.
Domaine optimal qui n’est pas une réunion de rectangle

Remarque 2.3.1 Nous obtenons d nouveau que si w est tel que J(w) = |w| alors pour tout n et

m .
/ X2 = |
Q
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La condition s constante est bien siir suffisante, ce qui donne une famille de domaines w qui
satisfont J(w) = |w| et qui ne sont pas nécessairement une réunion de rectangles paralléles aux
axes mais qui sont toujours d’aire 1/4, 1/2 ou 3/4; par exemple le domaine de la figure 2.7.b,
d’aire 1/4, est tel que s soit constante et J(w) = |w|.

1

Yfmmmmm s

0 1/2 1
F1G. 2.8 — Domaine non optimal satisfaisant (2.24)

Par contre, les conditons (2.24) qui sont nécessaires ne sont pas suffisantes. Considérons, en
effet, la boule de centre (1/2,1/2) et de rayon 1/2 pour la norme ||.||; (représentée figure 2.8):

w = {(z,y) € [0,1]* tels que |z — 1/2| + |y — 1/2] < 1/2}
Par symétrie:
/2 p1/2
/ X2 = 4/ / (1 — cos 2nmzx)(1 — cos 2mmy)dydx
Q ’ 0 1/2—z
Soit en calculant les deux intégrales:

1— (=) 1-(=)™ ()" - (=™
2 _
/QXW¢n,m = |w| + n2n2 + m2r2 M (02 — m2)n2

Les deuxiémes et troisiémes termes du membre de droite sont positifs ou nuls, en revanche le
dernier terme est nul quand n et m ont la méme parité et peut-étre négatif quand n et m sont
de parités différentes, or dans ce cas un des deuxiémes et troisiémes termes est nul si bien que la
somme est parfois négative, par exemple:

/Xw¢%,3 :/Xw¢§,2 =
Q Q

En conclusion, bien que w satisfasse les conditions (2.24) car pi(z) = pa(z) =1 — 2|z — 1/2] et:

_ 8
4572

<1
2

N | =

(—1)" -1

<0
n?n2 -

1
/ p1(z) cos 2nmzdz =
0

nous avons montré J(w) < |w|.



Chapitre 3

Etude théorique de la quantité
géométrique g

Comme nous l’avons vu au premier chapitre, quand €2 est un domaine du plan, le taux de
décroissance de ’énergie est fonction non seulement de ’abscisse spectrale de l'opérateur des
ondes amorties mais également d’une quantité g qui ne dépend que du domaine w et pas du
coefficient k, dite géométrique ; quantité que nous allons étudier dans ce chapitre.

Rappelons que pour py = (Xy,%), ot Xy est un point de Q et 4 un vecteur unitaire, un rayon
géométrique est ’application +,, de [0,00[ dans Q) qui correspond & la trajectoire d’un point
lumineux partant de Xy dans la direction 4 qui se déplace & la vitesse unité et qui se réfléchit
sur la frontiére de ) selon les lois de 'optique géométrique. De plus, nous avons noté:

1

t
! / Xo (o (5))ds
0

My, (t) = P

la moyenne du temps passé par le rayon géométrique défini par py dans le sous-domaine w entre
les instants 0 et £. La quantité géométrique g est alors définie par:

gw) = lim inf m,,(t)

ou I est ’ensemble des rayons géométriques de €.

Nous nous limiterons dans tout ce chapitre au cas ou 2 est le carré unité (0,1) x (0,1),
cependant tous les résultats peuvent étre étendus sans probléme au cas ou {2 est un rectangle
(0,a) x (0,b).

Si les sommets du carré ) sont, dans le sens direct les points O,P,Q et R, nous introduisons le
repére orthonormal direct (O,;J) avec 1 = 07 et ] =0 Un vecteur | unitaire ¥ est maintenant
déterminé de fagon unique par ’angle a tel que: 4 = cosai + sina ], nous utiliserons donc la
notation suivante py = (Xo,u%) ~ [Xo,a] pour désigner le rayon géomeétrique ,,.

3.1 Etude des rayons géométriques

Avant de considérer les rayons géométriques dans leur ensemble (notamment pour prendre
Iinfinimum sur ' pour évaluer g(w)), nous allons étudier les propriétes d’un rayon géométrique
Ypo de T

47
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3.1.1 Dépliage

Une méthode classique dans le cas du carré (que 'on trouve par exemple dans [35]) est de
déplier le domaine 2. En effet, au lieu de réfléchir, selon les lois de I'optique géométrique, le rayon
quand il rencontre un coté du carré (cf. figure 3.1) ; il est possible de réfléchir le carré lui-méme
par rapport a ce coté (cf figure 3.2); en sorte que la trajectoire du rayon géométrique devienne
une demi-droite qui coupe les images par différentes symétries du carré de départ. Pour ne pas
modifier la fonction my,, il suffit de faire subir & w les mémes symétries qu’a €.

1

Fi1G. 3.1 — Rayon géométrique dans 2

Fia. 3.2 — "Dépliage” de Q

Ainsi on établit une identification entre les trajectoires de rayons géométriques a l'intérieur

du carré Q et les demi-droites du plan muni de ’ensemble des symétries de w par rapport aux
droites du réseau Z + Z.
Deux carrés unités ayant un coté commun ne sont pas identiques mais symétriques par rapport
4 leur coté commum. Par contre, si ’on considére le carré constitué de quatre carrés unités ayant
un sommet commun, il est possible d’identifier ses cotés opposés pour former un tore plat 1" car
deux droites du plan qui différent d’un vecteur du réseau 2Z + 2Z correspondent au méme rayon
géométrique dans 2. La trajectoire devient alors une géodésique du tore T'.
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2

1 e P / f.\P
XO

0 1 2 3

Fi1G. 3.3 — Point de vue plan infini

2

Fi1G. 3.4 — Point de vue tore plat

Au final, nous avons & notre disposition trois interprétations d’un rayon géométrique:

— la ligne brisée a U'intérieur du carré unité Q2 comme conséquence directe de la définition (cf.
figure 3.1),

— une demi-droite dans le plan muni de wp réunion des symétries de w par rapport aux
droites du réseau Z + Z (cf. figure 3.3), dans ce cas I’équation du rayon géométrique ~,,,
défini par pg ~ [(zo,y0),c] est:

z(t) =xo+tcosa
y(t) = yo + tsina

Et:

1 t
Mgy (t) = —/0 Xwp (To + scosa,yo + ssina)ds

t
— une géodésique du tore plat T' = [0,2] x [0,2] muni de I’ensemble wr défini comme la réunion
de w et de ses symeétries par rapport aux droites d’équation z = 1 et y = 1 d’une part et par
rapport au point de coordonnées (1,1) d’autre part (cf. figure 3.4), dans ce cas I’équation
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du méme rayon géométrique -y,, est:

{ z(t) = (xo + tcos a) [2]
y(t) = (yo + tsina) [2]

ou z [2] désigne le reste dans la division de z par 2 (i.e. le réel y de [0,2[ tel qu'’il existe un
entier n avec z = 2n + y); et le temps moyen passé par ce rayon dans w est alors:

1

t
man(®) = [ Xor(20-+ scos0)2, o0 + ssina)2)ds

Le cas des rayons géométriques qui rencontrent un sommet de {2 est ambigu, en effet il
n’existe pas de tangente a 92 aux sommets du carré et il n’est pas possible d’appliquer les lois de
I’optique géométrique au sens strict. Cependant, la technique du dépliage permet en considérant
de tels rayons comme limites de rayon paralléles qui passent de plus en plus proche du sommet,
de définir les rayons qui rencontrent un sommet en considérant que lorsqu’un rayon rencontre un
sommet du carré en arrivant avec la direction ¥, il est réfléchi dans la direction w = —@' (cf. [35],
p. 57 et les figures 3.15.d et 3.16).

3.1.2 Cas des rayons ouverts

Un rayon géométrique qui repasse plusieurs fois au méme point est dit fermé; dans le cas
contraire il est dit ouvert. Nous avons la caractérisation suivante : le rayon [X,a] est ouvert si et
seulement si cos « et sin« sont indépendants sur les entiers, i.e. tan « est irrationnel. En effet, en
choissisant, par exemple, l'interprétation du tore plat, il vient que le rayon passe plusieurs fois
en un méme point si, et seulement si, il existe deux instants distincts ¢; et 2 et deux entiers n
et m tels que:

zo+ticosa =x9+tacosa+ 2n
{ Yo + t1sina = yg + to sina + 2m

C’est a dire: 2m(t; — t2) cos @ — 2n(t1 — t2) sina = 0, qui & une solution si et seulement si cos a
et sin « sont linéairement dépendant sur les entiers.

Remarque 3.1.1 Les deuz équivalences suivantes sont vérifiées : le rayon [Xo,a] est ouvert si
et seulement si tana est irrationnelle ; et le rayon [Xo,a] est fermé si et seulement si tan v est
rationnelle ou c’est un rayon vertical et donc a = 7 /2 [r]

Considérons tout d’abord les rayons ouverts, ils possédent les propriétés suivantes :

Théoréme 3.1.1 Soit vy,, ~ [Xg,a] un rayon ouvert alors {v,,(t),t > 0} est dense dans T et

donc dans Q. De plus si w est quarrable (x,, est Riemann-intégrable sur Q) alors m,(t) P
—1+00

|w|. Plus précisement, soit « tel que tan « soit irrationnelle alors :
Ve> 0,3t [t >t = VX € Q 1 sivy, ~ [Xo,a] alors [m,(t) — |w|| <€

C’est o dire que ty est indépendant de Xy.

Preuve : Posons Xy = (z4,y4) et travaillons avec l'interprétation du tore plat, soit € > 0 et
Xy = (zy,yr) un point de €, il s’agit de montrer que le rayon +,, passe & une distance inférieure
a e de Xy. Les équations du mouvement du point lumineux sont:

{ z(t) = zg +tcosa [2]
y(t) = ya + tsina [2]
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Fi1a. 3.5 — Rayon ouvert dans le tore plat

Le rayon géométrique coupe donc ’axe des abscisse a l'instant ¢y = ii—;% au point d’abscisse
zo = T4+ (2 — yg) cot a [2], puis & chaque instant t, = to + nAt avec n € N et At = 2
point d’abscisse x, = x¢ + 2n cot « [2] (cf. figure 3.5).

De meéme si le rayon passe au point A de coordonnées (z,,0) au temps ¢ alors au temps
t+dt =t+ %}fz, il sera au point X a condition que: z, + dtcota =z [2] et si au temps ¢ le
rayon coupe l’axe des abscisses en z avec |z — z,| < € alors au temps ¢ + dt, le point lumineux
sera & une distance inférieure & € de Xy (cf. le parallélogramme grisé de la figure 3.5).

Or, comme cot « est irrationnel, la suite (z,) est dense dans [0,2] (cf [31], Pt. II, Chap. 4, #166),
et il existe n > 1 tel que |z, — z4| < € donc la trajectoire du point lumineux est bien partout

dense dans €.

au

Supposons de plus que X, est Riemann-intégrable sur () et fixons a tel que tan « soit irra-
tionnelle. La preuve de la seconde partie du théoréme s’effectue en deux étapes.
Etape 1: Le but de cette étape est de montrer que pour tout € > 0, il existe deux poly-
némes trigonométrique Pt et P~ tels que: V(z,y) € [0,1]? P~ (z,y) < Xuwp(zy) < PH(zy)
et [(Pt—P <e.
Supposons, tout d’abord que wr est un pavé: wr = [a,b] X [c,d], soit alors la fonction f, définie
sur T par:

1+n si (z,y) € wr
folzy) =4 n si (z,y) & [a—n,b+n] x [c—n,d+n]
linéaire si (z,y) € [a—n,b+1n] X [c —n,d + 1] — wr

Alors xuwp(2,y) < fo(z,y) —n et il existe C > 0, telle que pour n < 1, [ f — Xwr < Cn. fy est
une fonction continue de T' donc d’apres le théoréme de Stone-Weierstrass (cf. [12], Th. A, page
210), il existe un polynome trigonométrique P tel que:

V(ey) €T, |fyley) — Play)| <n = /T f = P| < 4n et xop < P

Au final, on peut choisir 7 tel que xw, < P et [ P — Xxur < €.
De méme, on peut montrer 'existence d'un polynéme trigonométrique p tel que x.,, > p et
fT Xwr =P S €.
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Soit maintenant, un domaine w C [0,1]> quarrable, alors Xwy, €st Riemann-intégrable et (cf.
[27], Théoreme IV.3.5, p. 182) il existe une subdivison de T définie par les points 0 = a1 < ag <
o <ap=2¢et0="0 <by <--- < by =2, telle que si, pour (z,y) € [a;,a;+1] X [bj,bj+1], on
pose:

Ul(z,y) = sup{f(z,y),(2,) € [a,ait1] x [bj,bj+1]}
et

L(.’E,y) = inf{f(:v,y),(:v,y) € [ai,ai+1] X [bj’bj-i'l]}
Alors: Y(z,y) € T, L(z,y) < Xuwr(z,y) < U(z,y) et [, U — L < ¢/3. Comme L et U sont la
somme de fonctions indicatrices de pavés, d’aprés la premiére partie il existe deux polynomes
trigonométriques Pt et P~ tels que U < P* et L > P~ d’une part et d’autre part [, P —U <
e/3 et [ L — P~ <¢/3. Ce qui implique bien:

V(a) € T, P~(239) < Xop (@) < P (z,) et /T Pt P <e

Etape 2: Pour toute fonction f définie sur R?, on définit
1 t
Moy (8, f) = Z/ f(zo + scosa,yp + ssina)ds
0

Soit (m,n) € Z2, posons fnm(z,y) = exp(2ir(mz + ny)) et f_m,n = fQ frm- )
Si (m,n) = (0,0), fo,0 est constante égale & 1, donc trivialement pour tout ¢, ma,(¢,f0,0) = fo,0-
Supposons maitenant (m,n) # (0,0), alors frm =0 et:

1 t
Moo (t, frm) = 7 /0 exp(2im[n(zo + scosa) + m(yo + ssina)])ds

e?iw(mmg +nyo) 62i7r(m cosatnsina)t _

t 2im(m cos @ + nsin )

Remarquons que le fait que tan « soit irrationnelle garantit bien que le dénominateur ne s’annule
pas. Et pour tout € > 0, il existe T' > 0 tel que pour tout ¢ > T' et tout (xg,yp) € Q:
1

wt(mcos a + nsina)

|m’)’0 (tafn,m) - fn,ml S
Ce qui a pour conséquence directe, que pour tout polyndéme trigonométrique P :
P(z,y) = Z Cn,m €xp[2im (nz + my)]
[n|<N,|m|<M
et pour tout € > 0, il existe 7' > 0 tel que pour tout (zg,yo) € Q: |m,(t,P) — P| < e.
Enfin soit € > 0 et soit f Riemann-intégrable sur [0,2]? et prolongée & R? par périodicité de

période 2 en z et en y. D’aprés I’étape 1, il existe deux polynomes trigonométriques P+ et P~
tels que P~ (z,y) < f(z,y) < PT(zy) et [o(PT —P~) < ¢/2, ce qui implique:

/(P+—f)<e/2 et /(f—P_)<e/2
Q Q

et il existe t; > 0, tel que pour tout (zo,yo) € Q, |m7g(t,P+) — P¥| < ¢/2, de méme il existe
to > 0, tel que pour tout (zo,y0) € Q, |m,(t,P~) — P~| < €/2. Pour t > T = max{t1,t2}, et
pour tout (zg,y0) € 2, on en déduit:

€< P —¢€/2<my(t,P) < mqy(t,f) <mqy(tPT) <Pt +e/2< fte
Dot oy (1) — ] < . O
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3.1.3 Cas des rayons fermés

Les rayons fermés, quant a eux, vérifient :

Proposition 3.1.1 Soit y,, ~ [Xo,a] un rayon fermé, alors il existe deuz entiers relatifs p et q
premiers entre eux tels que:

cosa = ————- et sina:%
p“+q p“+4q

de plus la trajectoire est périodique de periode L = 2/p? + q° et

L
(1) —— = / X (oo (5))ds

t—s4oo L
Preuve : Comme v, est un rayon fermé, il existe deux entiers relatifs pg et go tels que: go cos a—
posina = 0, en divisant cette égalité par le plus grand commun diviseur de py et gg, on obtient
deux entiers p et ¢ premiers entre eux qui vérifient: g cos @ — psina = 0, quitte a changer p en

—p et g en —gq, on en déduit cosa = —-L et sina = —=L—. Le point lumineux se trouve
petgen —q, i g Lep
a l'instant to & ’endroit ou il se trouvait & l'instant ¢; si et seulement si:
t, —t P_ — 92n
(h 2) Vp2+g¢?
(tl - tg) d =2m

/o

ol n et m sont des entiers, ce qui implique mp = ng, qui a pour solutions m = kq et n = kp, ol
k est un entier. Donc le mouvement est périodique de période L = 24/p? + ¢2.
Soit maintenant ¢ > 0, il existe un entier n; et r, € [0,L], tels que ¢t = nyL + ry et :

nt—1 a(i4+1)L t
T (1) #(Z / o (1o (8))ds + / xw(%o(S))d8>

nli+ry \ = Jir neL

1 L 1 t
= — ds + - d
o o KOs+ [ (e
Ce qui implique bien que:
1 [
monlt) T £ ) XeOml)s

Remarque 3.1.2 Pour tout a > 0:

a+L L
[ xelm(e)ds = /0 o (Yoo ()

Donc si vy, ~ [X1,a] et si X1 appartient & vy,,, alors m,, et m,, admettent la méme limite en
+0o0.

Une conséquence directe de la proposition 3.1.1 est la majoration suivante:
Proposition 3.1.2 Soit w C Q, w quarrable, alors:

g(w) < |l
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Preuve : Soit v,, le rayon vertical défini par p; ~ [(z,0),7/2], d’aprés la proposition précédent

1
mp, (t) m/o Xw(Z,8)ds

De fagon élémentaire: infy,cr my(t) < infyepo,11myp, (), en prenant la limite supérieure quand ¢
tend vers +00, il vient :

1 1 1
g(w) < inf / Xw(,8)ds < / ( / Xw(z,s)ds) dz = |w|
we[O,l] 0 0 0

O

Les rayons géométriques fermés possédent une structure assez simple. Travaillons avec le
point de vue du tore plat et considérons le rayon géométrique fermé ~,,, défini par py ~ [Xo,0]
avec Xg € T et cosa = p//p? + ¢2, sina = q/+/p? + ¢?, p et g étant premiers entre eux. Pour
le théoréme suivant, nous allons supposer que p > 0 et ¢ > 0 (i.e @ € [0,7/2]). Nous verrons
a la remarque 3.3.1 qu’il suffit de considérer cette famille de rayon pour décrire tous les rayons
géométriques de ().

Théoréme 3.1.2 Le rayon vy,, est constitué de p + q segments paralleles de vecteur directeur
@ = cosai + sina; dont p sont issus des points Ay, 1 < k < p, les q restants sont issus des
points B, 1 < k < q avec:

A (0,90 + q/p(2E(z0/2) — w0 + 2k)) et By (w0 + p/q(2E(yo/2) — yo + 2k),0)

De plus, la distance entre deux segments voisins est constante et égale & § = 4/L ot L =
24/p? + ¢? est la période.

| | | |
| | | |
IR S I S B A I
I I I I X
| : Y
4 I I I A I
| | | 3 |
R S S .
| | | Ay F2q
L s, T, :
| / | |
I I I I
s o e R R
a % . 4x=2p) |
| | | |
0 2 4 6 8

Fi1G. 3.6 — Rayon fermé pour p =3 et g = 2 dans le plan infini

Preuve : Dans le plan les équations du rayon sont z(t) = zo + 2tp/L et y(t) = yo + 2tq/L ou
L = 24/p? + ¢? est la période et on se restreint au segment [XoX1] de longueur L. A intérieur
de ce segment le rayon coupe p droites d’équation z = 2k,k € Z, qui sont les droites z =
2E(z9/2) + 2k,1 < k < p. Il coupe également g droites d’équation y = 2k,k € Z, qui sont les
droites d’équation y = 2E(y/2) + 2k,1 < k < g. Lorsque, par translations, on se rameéne au tore
T, on obtient bien p + ¢ segments issus des points Ay et Bj.
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Fi1G. 3.7 — Rayon fermé pour p =3 et g = 2 dans le tore plat

Comme p et ¢ sont premiers entre eux {kq[p],1 < k < p} = {0,1,...,p — 1} (cf. par exemple
[20], théoreme 56, page 51). Donc si A, et Ay, sont deux points voisins Ay, Ay, = 2/p. Par
conséquent, la distance entre les droites (Ag,,%) et (Ag,,u) est:

_g; —qf+pj . 4
P p2+q2 L

5= ‘AklAk; at

De méme, si By, et By, sont deux points voisins By, B, = 2/q et la distance entre les droites
(By, i) et (By,,i) est:

q /p2 +¢2 L

Soit k1 tel que le point Ay, soit le plus prés de l'origine parmi les points Ay, de méme soit
ko tel que le point By, soit le plus prés de l'origine parmi les points By ; il reste a vérifier que
la distance entre les deux rayons qui coupent l’axe des abscisses en By, et I’axe des ordonnées
en Ay, est bien § = 4/L. Comme les points Ay sont distants de 2/p, il existe un entier n tel que
lordonnée y* de Ay, satisfasse:

2n < yo + Q/p(ZE(.’B()/Z) — X+ 2]{)1) < 2n+ 2/p
= " = (Yo + ¢/p(2E(z0/2) — z0 + 2k1)) — 2n < 2/p

_— 2. qi—pj 4
0= ‘Blekz.'ljJ_‘ = ) i PJ =

De méme, les points By étant distants de 2/g, il existe un entier m tel que I’abscisse z* de By,
satisfasse :

2m < zo + p/q(2E(yo/2) — yo + 2k2) <2m +2/q
— z" =20+ p/q(2E(yo/2) — yo + 2k2) — 2m < 2/q
La distance ¢ entre les deux rayons est telle que:
_ laz" +py*| _ 2p(E(x0/2) + k2 —m) + ¢(E(yo/2) + k1 — )|
VP + ¢ VP + ¢
d est donc de la forme 4k/L ou k est un entier. Or 0 < z* < 2/q et 0 < y* < 2/p donc § < 8/L,
et finalement § = 4/L. O

—
5= ‘AlekQ.fJL

Remarque 3.1.3 Si un domaine w quarrable est tel que g(w) = |w| alors pour tout o € [0,7/2]
et pour presque tout Xo € T', m, (1) ﬁ—) lwl|, o po ~ [Xo,a].
—r1+00
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En effet si les rayons d’angles a sont ouverts, on sait déja que my, (%) ﬁ_) |w|, pour tout Xj.
—r1+00

Maintenant si les rayons d’angle a sont fermé de longueur L, soit M et N deux points du rayon
tels que MN soit orthogonal a @ et MN = 4. Soit P(t) =tM + (1 —t)N et p; ~ [P(t),a], alors:

o) < inf m,, (I /m L)dt = |

Or la deuxiéme inégalité est une égalité si et seulement si m,, (L) est presque partout égale & |w|.
Si w posséde une frontiére C' par morceaux (sans imposer que w soit connexe), alors les points
de discontinuités de m, (L) sont en nombre fini (il n’y en a pas si la frontiére de w ne possede
pas de parties droites), donc dans ce cas pour presque tous les rayons m,(t) P |w|.

3.2 Une seconde expression de g

Dans la partie précédente, nous avons étudié en détail les rayons géométriques, nous avons
notamment montré que pour tout rayon ypo, la fonction m,, admet une limite quand ¢ tend vers
400 que nous avons explicitée. Par conséquent 1’étude de la borne inférieure de ces limites semble
plus aisée que I’étude de la limite en +oo de la fonction du temps infy,er mp, (t) qui entre dans
la définition de la quantité géometrique g.

D’ou l'intérét du théoréme suivant :
Théoréme 3.2.1 Soit w un fermé dont la frontiére est C* par morceauz, alors :

g(w) = lim (mf mpo(t)> — inf { lim mpo(t)}

t—+o0o \ po€l’ po€l | t—+o0

Preuve : Pour la démonstration, posons: G(w) = inf,er {lim—, 400 My, (t)}. 11 est clair que:

G(w) 2 g(w) (3.1)
En effet soit 7,, un rayon de I et soit ¢ > 0, alors m,,(t) > inf,cr m,(t), en prenant la limite
supérieure quand ¢ tend vers +oo, on obtient lim; i m,,(t) > g(w). Cette derniére inégalité
étant satisfaite pour tout rayon -y,,, on en déduit bien (3.1).
I1 reste & montrer:

G(w) < g(w), (3.2)
qui est bien sir I'inégalité difficile de la preuve. Cette partie est traitée en Annexe, il s’agit d’un
projet d’article en commun avec Emmanuel Humbert de I'Institut Elie Cartan. O

Soit w un sous-ensemble quarrable de 2. Puisqu’a la proposition 3.1.2 nous avons montré
que g(w) < |w| et que, si y,, est un rayon ouvert alors m,(t) pawoy |w| (cf. théoréme 3.1.1),
—+00
une conséquence directe de ’expression de la quantité géométrique établie au théoréme 3.2.1 est
qu’il suffit de considérer les rayons fermés: soit I'y ’ensemble des rayons géométriques fermés de
Q, alors:

g(w) = inf { lim mpo(t)} (3.3)

po€l’f t—+o00

Définition 3.2.1 Si vy, est le rayon fermé défini par py ~ [Xo,0] et de période L, on pose :

. 1 [t
Hon) = [ Xl ()i
0
Au final :

g(w) = p;ggf i(po) (3.4)
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3.3 Calcul exact de g

Nous allons montrer que pour une famile particuliére de domaines w, les propriétés de la
quantité géométrique g qui ont été établies permettent de calculer exactement g(w). Soit N un
entier strictement positif, soit w un sous domaine de 2 qui est la réunion d’un certain nombre
de carrés de la famille (C; ;)1<i j<n avec:

i—1 i j—1j
Cij=|—a| X |—>%
I [ N ’N] [ N ’N]
Il s’agit bien str d’un domaine quarrable, fermé et dont la frontiére est C'' par morceaux.

3.3.1 Influence de ’angle «

Le premier résultat est le suivant :
Théoréme 3.3.1 Soit v ~ [Xo,a] un rayon fermé oblique tel que tana = q/p, avec p et q
premiers entre eux et p+ q > 2N, alors:

N2 2
i(v) — |w|| £ — min{|w|,1 — |w|} £ —
307) = el | < 2 mindle],1 = Jwl} < 52

Preuve : Nous allons considérer le rayon « comme une géodésique du tore plat 7' = [0,2]?. Soit,
dans un premier temps, K un carré de base du maillage du tore:

1 S
K =Ci, j, = |:ZO 1_0:| X |:J0 '7—0:| = ABCD

N 'N N 'N

Soit y un rayon fermé défini par py = (Xo,%) ~ [Xo,a] avec tan @ = q/p, p et g premiers entre eux.
La période de ce rayon est L = 24/p? + ¢2; posons § = 4/L, alors cosa = pd/2 et sina = ¢d/2.
Comme nous 'avons vu au théoréme 3.1.2, le rayon géométrique est constitué de p + q segments
de vecteur directeur u équidistants de 4. N

Introduisons le repére orthonormal direct R, = (X,I,,Jy) ou X est tel que ﬁﬂ' =0 et
XD.XA = 0, ,TZ = ﬁ/”ﬁ“, et enfin J, = XA/||[ XA =@ (cf. figure 3.8).

=

—

0 1

&

N

Fi1G. 3.8 — Rayon vy ~ [0,a] avec tana = 4/15
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Dans ce repére les points A,B,C et D ont pour coordonnées :

sin o sina sina + cos o sina + cos @ cos cos o
. B( ;O ; D(—+—
N’

A - -
(O’ N )’ N ? N )7 N ? N )7

0)

Et le rayon «y est constitué de p + g segments verticaux, dont R passent & l'intérieur de K (cf.
figure 3.9), notons xg,z1,...xr—1 leurs abscisses:

.’IIOZTE[O,(S]
r;=x9+1, 0<i<R-1

Comme Sma‘"% = ’%5 > §, il passe bien au moins un segment & l'intérieur de K et R > 1.

Fi1G. 3.9 — Segments verticauz intérieurs au carré ABCD

Soit les quatre fonctions affines suivantes:

sin « sin « sino + cos «
fi(z) =cotaz+ N = cot a (z — N )+ j\_f droite (AB)
sin « sina + cos o
fo(x) = —tana(z — N )+ N
= —tana(r — smort COSOt) + % droite (BC)
sin « Cos
g1(z) = —tanaz+ N = —tana (z — N ) droite (AD)
cos si cos cos
g2(z) =cota(z— a) =cota(z — na;\—[ a)+ Na droite (CD).
Et les deux fonctions:
Sl;a sizx <0 5111\1;1 siz <0
_ ) filz) si0<z < SRE _ ) gi(z) si0< < sne
f(m) - fQ(.'L') si % S T SNsina—lA—rcosa et g(m) - 92(.’1,‘) si si% S T évsinaxcosa
cos sixz> sin a+cos a cos o siz > sin a+cos a
N - N N - N
Alors:

sin a+cos o

Li-a=[ 7 U@ -gleniz=IKI- 5
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Et: o
1 [ 5
7 ), xtends =g 2;
Soit k le nombre de segments verticaux parmi les R qui coupent le segment [AB], i.e. k tel que:
sina
N

Sil<k<R-1,cest-a-dire si au moins un segment coupe [AB] et au moins un segment coupe
[BC], alors:

r+(k—1)5 < <r+kb

1 ) )
2 S =33 Al + 5 Y fala) (33)
i=0 i=0 i=k
k-1 g, 6/2 z; —|—6/2
N [
= - x)dxr + — 3.6
4Z.:0 xré/2 Z T 6/2 (3.6)
1 [rk=1/2)s 1 r—l—(R 1/2)8
= Z/ fi(z)dz + Z/ fo(x)dz. (3.7)
r—4/2 r+(k—1/2)6

Car f1 et fo sont des fonctions affines donc la formule d’intégration du point milieu est exacte.
Si k=0 ou k = R, I’équation (3.7) reste valable donc dans tous les cas:

1 B= (p+49)5/N 1 [r—8/2
T ZO = /0 f(z)dz — Z/o fi(z)dz
1 [r+(k=1/2)6 1 [r(R=1/2)
+1 (7o) = foa)da + 5 [ al)da.
96/N (p+q)0/N

De méme soit [ le nombre de segments du rayon 7 qui coupent le segment [AD]:
r4+(1—1)8 < % <r+1.

Dans tous les cas:

1 B=1 1 [r+=1/2)s 1 [r+(R=1/2)

T g(z;) = Z/ g1(z)dx + Z/ g2(z)dx

= r—5/2 r+(1—1/2)8
1 [(+a)d/N p 1 [r9/2 p
=1 e [ @
1 [r-1/2) 1 [r(®R-1/2)
v/ (02(0) — gela))da + 7 [ 9z ds.
pd/N (p+q)d/N
Finalement :

1 L 1 1 T*(S/? 1 T+(k*1/2)5
Z/o XK(’Y(S))dS—WZ—Z/O f1—91+1/q(5/N fi—fa

1 [r+-1/2) 1 [r+(R=1/2)8
+Z/ 91_92+Z/ fo— g2
pd/N (p+9)8/N

= EREEOE [~ 6/2)% + (r+ (k — 1/2)6 — gb/NY?

+(r + (1= 1/2)6 = pd/N)?> = (r+ (R~ 1/2)d — (p + ¢)/N)?] .
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Or, dans cette derniére égalité, chacun des quatre termes au carré est inférieur ou égal en valeur
1 4 L?

absolue & 6/2 et tana + cot @ = — = = — donc:
sina cosa pgd?  4pgq
1 (L 1 1
— ds — —| < —. .
7 [ trtonas - | < o (3.5)

Soit maintenant un domaine w réunion de carrés de base du maillage, considérons 1’ensemble
wr
wr = U Ci’j
(1,5)eE

oil E est un sous-ensemble de {1,2,... 2N} et card(E) = N2|wy| = 4N?|w|; alors:

) 1 [L 1 (L
i) = [ xertroNas = 3 7 [ e, teas
(i,J)EE
donc:
M -lwl= T l/L (y(s))ds — —
.7 7 w| = (Z,J)EE L 0 XCv,] 7 S S 4N2
don d(E) N?
car
_ < _
i) —lll < 2 =

Si laire de w est plus grande que 1/2, on considére w' 'adhérence de son complémentaire égale-
ment réunion de carrés Cj j, donc :

L 2
7 [ rtends - a -l < 3o - o)
or: I I
7| xwttenis=1- [ Dt
T
On a donc bien: | j(y) — |w|| < o (1—|w)). O

3.3.2 Représentation du domaine w

Pour travailler avec des nombres entiers plutot que rationnels, nous allons effecuer un chan-
gement de repére. Le nouveau repére est (O,,J) avec I = i/(2N) et J = j/(2N). Par consé-
quent, ) est maintenant le carré [0,N]?, et T le tore [0,2N]?, ce qui induit une modification
de la longueur des rayons fermés définis par le couple d’entier premiers entre eux (p,q) tels que

cosa = p/\/p? + @2 et sina = q/\/p? + ¢2, la période est maintenant :
L=2N\p*+ ¢
tandis que le carré Cj ; est tel que:
Cij=1[i—14 x[j—1,7]

Introduisons le matrice M de taille N, définie par M; ; = 1 si C}; C w, et 0 sinon. Nous avons
choisi cette représentation pour continuer a travailler dans un repére (O,I,J) classique (axe des
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abscisse horizontal, axe des ordonnées vertical vers le haut) et pour que le matrice M soit la plus
proche possible du domaine w, il suffit en effet de lire les lignes de la matrice M du bas vers le
haut pour retrouver directement w. Ainsi la matrice M du domaine w représenté a la figure 3.10
est:

1 1 0 0 1 1
1 111 0 1
010101
M=
000011
110000
011000
y
6
L6
5
L5
4
ghs
5.
2
LZ
1
Ll

colonnes

FiG. 3.10 — Un domaine w pour N =6

Introduisons également, la matrice A de taille 2N telle que: A4; ; = 1 si Cj; C wr, 0 sinon,
le.:
M;;=A;;=ANy1 i =AiaNt1j = AaNg1 i2N+1-j (3.9)

3.3.3 Rayons influents

Le calcul de la moyenne du temps passé par les rayons horizontaux dans w est immeédiat, si
lordonnée du point de départ yo appartient a 'ouvert |i — 1,4, la limite est :

1 N
N 2 M
j=1

Si yo = k est un entier, comme les carrés qui constituent w sont fermés, la moyenne du temps
passé est:
1 N
N D My + My )
j=1
qui est bien sfir un mauvais candidat pour le calcul de la quantité géométrique. De méme pour
la moyenne du temps passé par un rayon vertical dans w, les nombres & considérer sont :

1 N
WZMM, 1<i<N
=1
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Considérons maintenant le cas des rayons obliques et fixons pour l'instant ’angle «, c’est a dire
le couple de nombre (p,q) premiers entre eux tels que tana = ¢/p.

Remarque 3.3.1 Il suffit de considérer les rayons définis par py ~ [Xo,a] avec Xog € T et
a€[0,m/2], i.e. p>0 et qg>0.

I
I
I
X, U X, U
v ¥
I
I
I
I
I
I
1|- - —-mmmmmmm : ————————————
I
I
I
I
u
2XU‘ X _u
Q | 3
-
u, u !
I
I
0 1 2

F1G. 3.11 — Points de départ avec a € [0,7/2]

En effet avec les notations de la figure 3.11, le rayon 1 défini par (Xo,u]) est équivalent au
rayon -y; défini par (X1,%). De méme, les rayons -y, et 3 définis respectivement par (XO,’(TQ)) et
(Xo,u3) sont respectivement équivalents aux rayons 4 et v4 définis par (Xo,a@) et (Xs,i).

Le but est maintenant d’étudier ’influence du point de départ du rayon Xy, nous avons le
résultat suivant :

Proposition 3.3.1 Parmi les rayons fermés obliques d’angle «, le rayon qui passe le moins de
temps dans w est un rayon qui passe par un point & coordonnées entiéres.

Preuve : Soit B un point du tore tel que le rayon géométrique -y,, issu de B et d’angle a ne
passe par aucun point a coordonnées entiéres. Nous allons travailler avec l'interprétation du plan
infini et nous notons By le premier point d’intersection du rayon avec les droites du réseau Z + 7Z,
puis Bj,Bs,... les suivants. une conséquence du théoreme 3.1.2 est que: BoBon(piq) = L =
INVPE+ 2. @ = (pi + qj)/\/p? + ¢2 est la direction du rayon, soit 7 = (—qi + pj)/\/p? + ¢
la normale unitaire directe & @, pour un point P & coordonnées entiéres P = (k,l), calculons sa
distance signée au rayon:

(P )_ﬁgﬁ_pl—qk—(pyo—qxo)
v Ipo) — v

N

Il existe un point A & coordonnées entiéres qui veérifie (d(z) désigne la partie décimale de z):

d(Ayyp,) = min

d(Pype) = { d(pyo — qzo) sipyo — gzo > 0
d(P=7P0)>0

1 —d(pyo — qxp) sinon

Notons A; le point d’intersection de la droite passant par A de vecteur directeur 4 (les points
A solutions du probléme de minimisation précedent sont bien tous sur une méme droite de vecteur
directeur @) et de la droite du réseau Z + Z a laquelle appartient le point B; (cf. figure 3.12, pour
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0 C, 2 4 6 8

Fi1G. 3.12 — Encadrement d’un rayon ne passant par aucun point & coordonnées entiéres

laquelle N = 2).
De méme, il existe un point C' & coordonnées entiéres qui vérifie:

—d(pyo — qz0) si pyo — qz0 <0
d(Cyyp) = d(Pyypy) = -
(CiYpo) d(P%,?S@ (PYpo) { d(pyo — qzo) — 1 sinon

Notons C;j le point d’intersection de la droite passant par B de vecteur directeur 4 et de la droite
du réseau Z + Z a laquelle appartient le point B; (cf. figure 3.12).
Nous sommes donc en présence de trois rayons obliques d’angle a: y4 ~ [Ao,q], vB ~ [B,a ~
[Bo,a] et yo ~ [Co,a] et du fait de la définition des points A et C' les segments [A; A;11], [B; Bit1]
et [C; Ci11] appartiennent tous les trois au méme carré Cy; et si:

1 1 2N(p+q)
jlys) = —/ Xwp = — ek Br—1By,
L [BoB2N(p+q)} ! L ;

avec ¢ = 1 si [By Bg+1] C wr, 0 sinon; alors:

1 2N(p+q) 1 2N(p+q)
j(va) = 7 ; ek Ap—14r et j(ve) = 17 kZ—1 ek Cr—1Ck

Les trois rayons étant paralléles, il existe un réel ¢ € (0,1) tel que pour tout %, B; soit le barycentre
de A; affecté du poids ¢ et de C; affecté du poids 1 — ¢. Si le quadrilatére A; A;41 C; Ci41 est
un trapéze (ou dans le cas dégénéré un triangle rectangle), le théoréme de Thaleés implique que:
BiBit1 =t A;Ait1+ (1 —t) C;Cit1, si ce quadrilatére est un parallélogramme cette égalité reste
vraie car les trois longueurs sont égales. On en déduit que:

j(yg) =tj(va) + (1 = t)j(vc)
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Donc le minimum des trois quantités: j(v4), j(7B) et j(yc) est atteint pour un des deux rayons
qui part d’un point & coordonnées entiéres y4 ou ¢ O

Il reste a déterminer, pour l'angle « tel que tan o = q/p, les points de départ & coordonnées
entiéres & prendre en compte. Dans le tore plat T = [0,2N]?, il y a 4N? points de départ possibles,
or le rayon 7,, ~ [(z — vo),a] avec (zo,yo) € N? passe par 2N points & coordonnées entiéres. En
effet, v,, passe par le point (z1,y1) si et seulement si il existe A € [0,2N) tel que:

{ z1 =z + Ap[2]
Y1 = Yo + Aq[2]

Donc les points a coordonnées entiéres rencontrés sont exactement les 2N points obtenus pour
A=01,...,2N — 1. Il faut donc au minimum 2N rayons pour passer par tous les points &
coordonnées entiéres de T'. Or:

Proposition 3.3.2 Soitd le plus grand commun diviseur de p et de 2N, soit d’ tel que dd' = 2N.
Alors les 2N rayons d’angle « issus des points de coordonnées entiéres (i,7) avec 0 < i <d—1
et 0 < j < d' —1 passent une fois et une seule par tous les points a coordonnées entiéres du tore
plat T.

Preuve : Soit p’ 'entier tel que dp’ = p, remarquons que p’ et d' sont premiers entre eux. Soit
également -y et o les rayons issus respectivement des points A et B & coordonnées entiéres
(k1,ko) et (ks,kq) avec 0 < k1,ks <d—1et 0 < ko, ky <d — 1. Les rayons 7, et 2 passent par
un méme point de 7" & coordonnées entiéres si et seulement si il existe quatre entiers \,u,n et m
tels que:

y=ko+Ag=ks+pg+2Nm

Donc k1 — k3 = (4 — A\)p+ 2Nn et k1 — k3 est divisible par d or —(d — 1) < k; — ks < d—1 donc
k1 = ks et (u — A\)p = —2Nn, ce qui implique (u — A)p’ = —d'n et comme p' et d’ sont premiers
entre eux: (u — A) = kd' ou k est un entier. De méme ko — k4 = (u — A\)g+ 2Nm = kd'q+ 2Nm
donc kg — k4 est divisible par d' or —(d' — 1) < kg — k4 < d' — 1 donc kg = k4 et 71 = 0. O

{$:k1+/\p:k3+up+2Nn

3.3.4 Synthése

Les différentes propriétés établies dans ce chapitre permettent de calculer exactement la
quantité géomeétrique dans le cas oll w est la réunion de carrés Cj ;. Tout d’abord, d’apres le
théoréme 3.1.1 et la proposition 3.3.1, seuls les rayons fermés sont & considérer, et parmi ceux-ci
les rayons partant d’un point & coordonnées entiéres sont suffisants pour le calcul de g(w).

Les entrées du programme sont la matrice M qui code le domaine bien sir, et eventuellement
un parameétre PQmazx qui permet de se protéger de boucles infinies (cas pour 'instant, jamais
rencontré en pratique...)

L’algorithme est le suivant :
1. On calcule g le minimum des 2N nombres :

1 & e
N;Mi,j et ﬁlei’j
1= 1=

ce qui correspond au minimum de j(-y) ol <y est un rayon vertical ou horizontal.
2. A partir de la matrice M, on construit la matrice A défini en (3.9).
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3. Pour chaque couple (p,q) tel que p > 1,9 > 1, p+q < 2N et p et g premiers entre eux, on
calcule & I’aide d’une fonction annexe décrite plus bas, le nombre:

My g = min ] ~ | X, arctan 3.10
pa = o min, () ~ (X arctang/p)) (3.10)

Puis: g < min{g,my 4}

4. Si a cette étape g = |wl|, l'utilisateur saisit le paramétre PQmaz qui sera le plus grand
produit pg considéré ; sinon PQmaz = E( ‘uf\( 7 min{|w|,1 — |w|}) + 1.

5. On calcule les couples (p,q) tels que p > 1, ¢ > 1, p+ g > 2N, pg < PQmax, et p et g
premiers entre eux. On ordonne ces couples par ordre croissant du produit pg pour former
la liste L qui contient n couples.

6. 7 < 1 et tant que |w| —g > JZ—; min{|w|,1 — |w|} et 7 < n,
g < min{g,mp .} et i< i+1

ou (p,q) est le i-iéme couple de la liste L et m, , est défini plus haut, cf. (3.10).
7. Au final :

— si en sortant de cette boucle, g = |w|, alors:
2
PQmazx

c’est-a-dire que l'on est dans 'un des deux cas suivants: ou bien g(w) = |w|, ou bien on
n’a pas considéré suffisament de familles de rayons pour connaitre exactement g(w).

|l = min{|w|,1 — o[} < g(w) < |wl,

— sinon, d’apres le théoréme 3.3.1, g(w) est égal a g.

Nous allons maintenant présenter la méthode de calcul de la quantité m,, , définie en (3.10)
pour deux entiers p > 1, ¢ > 1 et premiers entre eux. Mais intéressons nous tout d’abord au
rayon g ~ [0,arctang/p] et au calcul de j(vyp). Sa période est L = 2N+/p? + ¢? et entre les
instants t = 0 et t = L, il passe par 2N (p + g — 1) + 1 points dont une coordonnée au moins est
entiére que nous noterons Pi & Pyn(pyq—1)+1 (cf. figure 3.13), sachant que les points de la forme
Pipyq-1)+1, 1 <1 < 2N ont leurs deux coordonnées entiéres.

Soit (ix), (jk) et () les trois suites finies (1 < k < 2N(p + q¢ — 1)) définies par:
PPy C [igyir + 1] X [Jk,dk + 1]
et
{ 1 si [ig,ik + 1] X [Jg.dk +1] Cw
[ .
0 sinon

Alors j(v9) = %Z Np+a- skPkPk+1, le calcul de j(7g) revient donc au calcul des trois suites
(PePit1), (i) et (4 )

e Calul des longueurs PxPgy1:

La premiere remarque est qu’il suffit de calculer les longueurs Py P41 pour 1 <k <p+g—1, car
Perorq-1)Pr = pi + qJ, donc la suite (PgPry1) est périodique de période p + ¢ — 1. Or comme
p et g sont premiers entre eux, aucun des points P; a Ppy, 1 n’a ses deux coordonnées enticres.
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17

7 14

13

5 10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Fic. 3.13 — Rayon vy, pour N =2, p=3 et g =2

Ensuite les équations paramétriques du rayon 7y sont z = pt/+/p?2 + ¢? et y = qt/\/p? + ¢2. 1l
croise donc les droites verticales d’équations z = i aux instants t; = iy/p? + ¢%/p aux points
(i,ig/p) et les droites horizontales d’équations y = j aux instants t; = j\/p? + ¢*/q aux points

(4p/4.3)-
On définit alors la liste V! par:

Vi={tfl<j<q-1}U{t;1 <i<p-—1}

Soit V2 la liste obtenue en classant les élements de V! par ordre croissant et o la permutation
de {1,2,...,p+ g — 2} telle que:

V2 =0(VY) = {Vo0) Vo Vopra 2 -
Soit V3 et V* deéfinies par:
VE={0}UVEU{VP2+@g?} et VI={V3 VPV -V3 . V2, V23, 1}
Soit enfin la liste V' définie par:

V= viuvtu...uvt
2N fois

alors pour tout k, 1 <k <2N(p+q—1): PyPyy1 = Vj et:
2N(p+q—1)

1
i) = —F——
2N+/p? + ¢ P

Une remarque importante est qu’il est plus judicieux de calculer la liste pg/+/p? + ¢%.V plutot
que la liste V, ainsi: Vi = {pj,1 <j < q—1}U{qi,1 <i<p—1}, V3 = {0} UV2U{pq} et donc
tous les élements de V' sont des entiers. Et j(g) est alors donné par:

exVi

2N(p+q—1)
k=1 ek Vi

2Npq

i) =
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c’est donc un nombre rationnel que I’on connait exactement si on ne fait pas la division de fagon
approchée.

e Calcul des suites (ig) et (jx):
Soit I' et J! les deux listes suivantes :

I'= {1,1,...,1, 00,...,0 et J'= {00,...,0, 1,1,...,1}
N’ N’ N’ N’
qg—1fois p—1 fois qg—1fois p—1 fois

c’est-a-dire que les 1 de la suite I' correspondent aux points P, qui sont sur les horizontales et
les 1 de la suite J' correspondent aux points P, qui sont sur les verticales. On définit, & partir
de ces deux listes et de la permutation o, les listes:

P =o(I") ={Iny Iy D} et J°=a(T") ={J30)Ja@) - Tomiez}
puis:
2 p+q—2 2 p+q—2
:{0,112,21,3,..., > I,%} et J3:{0,J12,ZJ,§,..., > J,?}.
k=1 k=1 k=1 k=1
Soit enfin:

I=PU@+IP)U---U(2N —1p+T1°) et J=J>U(¢+ J>)U---U(2N —1]g) + J*

alors pour tout k, 1 <k <2N(p+q—1), i, =1+ I} et jp =1+ Ji.
Introduisons la matrice A définie a partir de la matrice M en (3.9) et la fonction r définie sur
les entiers par:

r(k) € {1,2,... 2N} et 3l € Z|k=2N.1+r(k)

alors pour tout k, 1 <k <2N(p+q—1), ek = Ar(i) r(n) = Ar(141),0(1474)-

L’intérét de regrouper tous les rayons d’angle arctang/p dans le calcul de my 4 réside dans
le fait que tous ces rayons ont la méme suite Vj et que les suites (ig) et (jx) du rayon ~y ~
[(z0,y0),arctan ¢/p] ol g et yo sont des entiers s’obtiennent a partir des listes I et Ji que 'on
vient de définir pour g par: iy =1+ zo + I et jx = 1 + o + Jk-

Pour deux entiers p > 1 et ¢ > 1 premiers entre eux, le nombre m, , se calcule donc de la

facon suivante:

1. On calcule le plus grand commun diviseur d de p et 2N et & ’aide de la proposition 3.3.2,
on en déduit les 2N points de départ & coordonnées entiéres & prendre en compte. Notons
X1,X9,...,.Xon et Y1,Ys, ..., Yon leurs coordonnées.

2. On calcule les trois listes & 2N (p + ¢ — 1) éléments Vi, I et Jy définies précédemment.

3. mp 4 est alors le minimum des 2N nombres :

Z?ivl(pﬂil) Ar(14 X3 +1)r 14V +0) Vi
2Npq

Le dénominateur étant le méme pour toutes les fractions, il est facile de les comparer sans
faire de division et au final on calcule de facon exacte my, 4.
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Par exemple, lors du calcul de la quantité géométrique pour le domaine w représenté sur la
figure 3.10. Le minimum pour les rayons verticaux et horizontaux est g = 1/3 puis on trouve 45
familles de rayons obliques de premiére série (i.e. les rayons du point 3 de l'algorithme), dont
certains vérifient j(y) = 1/3 mais aucun ne satisfait j(y) < 1/3, donc a cette étape on a toujours
g =1/3. Enfin, il y a 344 familles de rayons obliques de deuxiéme série (i.e. les rayons du point
5 de l’algorithme), dont aucun ne vérifie j(y) = 1/3. Au final, g(w) = 1/3.

aire = 1/2, 401 rayons, g = 1/3
T T

0.55

0.5F +

0.45F

0.4r

£0.351

0.3r

o H.&V.
025l + obliques lere serie
) . obliques 2eme serie
aire de w

0.27 — - 9w
—— encadrement

T T . . .
0 20 40 60 80 100
produit p*q

F1G. 3.14 — Un exemple de calcul de g(w)

La figure 3.14 présente les valeurs des réels m, 4 en fonction du produit pg ainsi que I’enca-
drement du théoréme 3.3.1. On remarque que cet encadrement est loin d’étre optimal (en tout
cas pour ce domaine). Or l’encadrement (3.8) pour un unique carré C;; est optimal, l'erreur
provient donc de la sommation des encadrements (3.8) pour tous les carrés de wr. Néanmoins ce
résultat permet tout de méme d’étre certain que ’on connait exactement g(w).

Il y a 10 rayons qui satisfont j(y) = g(w): 6 rayons verticaux ou horizontaux (plus exact-
tement 6 familles de rayons verticaux ou horizontaux) représentés sur la figure 3.15.a, 2 rayons
inclinés de 7/4 radians représentés sur la figure 3.15.b, 1 rayon incliné de arctan 1/2 représenté
sur la figure 3.15.c, et enfin le rayon  ~ [0, arctan 1/4] représenté sur la figure 3.15.d.

Enfin le domaine w de la figure 3.16, d’aire |w| = 29/100, est 1a pour rappeller que l'intuition
est parfois trompeuse. En effet, si on se contente des rayons verticaux, horizontaux et fermés de
petites périodes, il semble que g(w) = 1/5, or le rayon y ~ [0,arctan8/7] est tel que j(vy) =
111/560 (alors que 1/5=112/560), ce qui est bien la vraie valeur de g(w) comme le montre le
calcul complet.

3.4 Quelques familles de domaines w

Nous avons élaboré, dans la partie précédente, un algorithme d’évaluation du critére géo-
métrique g pour certains domaines w. Le but de cette quatriéme partie est de présenter deux
familles de domaines qui contrdlent tous les rayons géométriques et pour lesquels on peut calculer
la valeur du critére g, afin d’avoir un premier repére lorsqu’on cherchera & optimiser le critére
géométrique parmi les ensembles d’aires données.
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a b.
T —
=
T
T —
=
c. d. —

F1a. 3.15 — Rayons saturants : j(y) = g(w) =1/3
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F1G. 3.16 — Rayon saturant : j(y) = g(w) = 111/560
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3.4.1 “La croix*

Pour obtenir un domaine qui controle tous les rayons géométriques, il est bien siir nécessaire de
proposer un domaine qui contréle les rayons verticaux et horizontaux! Pour controler les rayons
verticaux, prenons une bande horizontale de largeur ¢ et pour controler les rayons horizontaux,
prenons une bande verticale de méme largeur, on obtient alors une croix comme repésentée sur

la figure 3.17.

a. b.

Fi1aG. 3.17 — Deuzx exemples de croix : a. centrée, b. décentrée

Pour calculer, le critére géométrique de ce domaine, adoptons le point de vue du plan infini;
les rayons géométriques sont alors des demi-droites et par symétries & partir du domaine w, on
obtient deux réseaux de bandes orthogonales (cf. figure 3.18).

e e

a b

FiG. 3.18 — Les réseauz de bandes : a. pour la croiz centrée, b. pour la croiz décentrée

Le cas des rayons 7 horizontaux ou verticaux est facile, on a: j(y) = 1 si le rayon reste
toujours dans la bande et j(y) = ¢ sinon. Soit maintenant un rayon 7 oblique, en considérant
uniquement les bandes verticales, on obtient, par simple application du théoréme de Thalés,
§(7y) > ¢, en conclusion g(w) = c. Par ailleurs, I'aire de cette croix est 2c — c¢?. En inversant cette
fonction, on obtient que la croix w, d’aire a est telle que:

9(wa) = p(a) =1-V1—a

Le graphe de cette fonction ¢ ainsi que celui de la premiére bissectrice (car on sait que pour tout
domaine w: g(w) < |w|) sont représentés sur la figure 3.19.

Daus le cas de la croix, les rayons - tels que j(y) = g(w) sont les rayons horizontaux et verticaux
qui ne sont pas inclus dans la croix, ainsi qu'une diagonale du carré €2 (qui est un rayon fermé)
si la croix est centrée.
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Fi1G. 3.19 — Graphe de la fonction ¢ comparé a la premiére bissectrice

3.4.2 “La bande*

Une autre solution pour controéler tous les rayons horizontaux et verticaux est de considérer
une bande oblique w comme représentée figure 3.20.a.

a. b.

F1G. 3.20 — La bande oblique (a.) et le réseau associé (b.)

Une fois encore, pour calculer le critére géométrique de cette bande, travaillons avec le point
de vue du plan infini. Par symétries, nous obtenons & nouveau un double réseau de bandes
orthogonales (cf. figure 3.20.b) et donc pour une bande oblique d’aire a, le critére géométrique
vaut p(a) =1—+v1—a.

Dans, ce cas les rayons =y tels que j(y) = g(w) sont les rayons & 45 degrés dans le carré (2 initial
qui ne sont pas inclus dans la bande oblique, ainsi que les rayons verticaux et horizontaux que
sont les cotés de (2.
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Chapitre 4

Les algorithmes génétiques

Apreés une premiére partie dédiée & ’étude théorique de fonctionnelles, nous abordeons ici la

seconde partie de cette thése consacrée a l'optimisation numérique de ces différentes fonction-
nelles. Pour des raisons que nous expliquerons dans chacun des cas, les algorithmes d’optimisation
que nous avons retenus appartiennent a la famille des algorithmes génétiques (AG).
L’objet de ce chapitre est, dans un premier temps, de présenter les principes généraux d’un AG;
puis d’expliciter pour les deux familles de problémes auxquels nous serons confrontés: ’optimi-
sation d’une fonction définie sur une partie de R et ’optimisation d’une forme w incluse dans
un borné Q de R?, les choix que nous avons été amenés 3 faire.

4.1 Principes de base des AG

Initialement proposés par J. Holland [22], les AG ont été développés entre autres par D.

Goldberg [17] et Z. Michalewicz [29] et M. Schoenauer pour les problémes d’optimisation de
forme. Ils peuvent étre considérés comme une application & l'optimisation numérique d’une ver-
sion extrémement simplifiée de la théorie darwinienne de I’évolution des populations. Version
selon laquelle, les individus d’une population sont en compétition que ce soit pour la recherche
de nourriture, d’'un abri ou d'un partenaire pour se reproduire. Ce qui a pour conséquence que
le patrimoine génétique de la descendance d’une population donnée provient principalement du
mélange des génes des meilleurs individus de cette population. Brassage qui peut conduire a de
nouveaux individus encore mieux adaptés au milieu de vie, ce qui explique I’évolution des es-
péces. Les AG reprennent donc cette vision schématique des choses, c’est pourquoi le vocabulaire
est en grande partie emprunté a la biologie.
Supposons que ’on veuille maximiser une fonctionnelle J sur un ensemble E. On appelle in-
dividu un point de E. Un individu est caractérisé par ses génes qui sont les informations
nécessaires a 1'évaluation de la fonctionnelle J. Historiquement E = {0,1}"V et un individu pos-
séde N génes qui sont N bits 0 ou 1. Un autre cas classique est E = [0,1]" ot un individu posséde
également N génes mais qui sont alors N réels de [0,1] codés en virgule flottante. L’adaptation
d’un individu ou performance est en premiére approximation la valeur de la fonctionnelle J en
ce point de F.

Le principe de base des AG est le suivant: étant donné une population P; de p individus,
on génere une population P, qui compte toujours p individus mais dont on espére que cer-
tains seront meilleurs. Les différentes étapes de la génération d’une nouvelle population sont les
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suivantes :

1. Evaluation de la performance de chaque individu. Cette étape nécessite notamment
I’évaluation de la fonctionnelle J, p fois. C’est donc elle qui est la plus coliteuse en temps
de calcul. Elle est totalement déterministe.

2. Sélection des individus qui vont se reproduire. Lors de cette étape, p/2 couples sont
sélectionnés. Cette procédure est probabiliste et élitiste: plus un individu est performant
plus il a de chance d’étre selectionné. Un individu peut bien stir étre sélectionné plusieurs
fois.

3. Croisements. A partir des génes de deux individus sélectionnés dits pére et mére, on définit
par différentes techniques de mélange deux nouveaux individus dits fils; ainsi la taille de
la population P41 sera bien de p individus. Parfois, on introduit un paramétre Pcrois
et avec une probabilité Pcrois, on effectue le croisement, tandis qu’avec une probabilité
1 — Pcrois, les fils sont les copies de leurs parents.

4. Mutations. Quelques génes d’une petite partie des nouveaux individus sont modifiés.
Cette modification peut étre fait de fagon aléatoire dans le but de diversifier le patrimoine
génétique de la population et ainsi d’explorer ’ensemble E. Elle peut étre également faite
de facon déterministe, par exemple par quelques étapes d’un algorithme d’optimisation
locale si la fonctionnelle J le permet, pour améliorer la performance de quelques individus.

La population initiale est en général obtenue en tirant au hasard des individus dans l’en-
semble F, ou en prenant des individus performants si on est capable d’en exhiber. Lors de I’étape
1 d’évaluation de la fonctionnelle J, on enregistre le meilleur individu rencontré depuis le début
du déroulement de I’algorithme, une autre technique consistant & recopier le meilleur individu
d’une génération dans la suivante si la performance n’a pas été améliorée. En ce qui concerne le
test de fin de la génération de nouvelles populations, classiquement ’algorithme s’arréte quand
le meilleur individu rencontré n’a pas été modifié depuis un certain nombre de générations. Cri-
tére que ’on peut mettre en parallele avec un critere utilisé dans les algorithmes d’optimisation
classiques : norme du gradient inférieure & une certaine constante. Il est également possible d’éva-
luer pour chaque géne la variance sur tous les individus de la population et de s’arréter quand
ces variances sont trop petites, ce qui veut dire que la population a convergé. Il est enfin pré-
férable de se fixer un nombre maximum de générations et une durée maximale de temps de calcul.

Les principaux avantages des AG sont les suivants: tout d’abord, ’algorithme est d’ordre 0
c’est-a-dire que seule ’évaluation de la fonctionnelle J intervient, il n’est pas nécessaire d’évaluer
de dérivées ou de gradient. Les AG sont donc utilisables quand les algorithmes classiques avec
dérivées ne le sont plus. Deuxiémement, ces AG sont robustes par rapport aux optimums locaux,
ce sont des algorithmes d’optimisation globale et il n’est pas nécessaire d’avoir une idée de la
position de 'optimum global a priori. Ils sont également trés facile a paralléliser, car la partie
coliteuse en temps de calcul est ’évaluation du critére ce qui peut étre fait indépendament pour
chaque individu. Enfin, citons que le canevas des AG est le méme pour toute fonctionnelle et
donc qu'un AG est adaptable & de nombreuses fonctionnelles sans modification majeure.

Les inconvénients des AG sont principalement, d’une part qu’ils possédent de nombreux
paramétres qui ne sont pas toujours évidents & ajuster. Un effort systématique sera fait dans ce
travail pour en diminuer le nombre. D’autre part, le nombre d’évaluations de la fonctionnelle J
est important ce qui entraine un temps de calcul élevé si cette fonctionnelle est cotliteuse.
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4.2 Cas d’une fonctionnelle définie sur une partie de RY

Le premier cas que nous allons rencontrer est I’optimisation d’une fonctionnelle définie sur
une partie bornée de RY ; nous présentons ici la structure des AG dans ce cas.

e Codage des individus: du fait de 'origine des AG, il existe une technique de codage d’un réel
x compris entre a et b & aide de k génes qui sont des bits bg,b1,...bx_1 € {0,1} par:

b_ gkl
_ 9t
r=a+ oF Z b;2
i=0

Ce qui permet de tester 2% positions équidistantes entre a et b. Une technique qui donne, en
général, de bien meilleurs résultats est de coder le réel  par un seul géne qui est un réel codé
en virgule flottante. Une des raisons est que, pour cette seconde technique, deux individus ayant
un codage voisin sont proches (au sens de la distance dans RY), ce qui n’était pas forcement le
cas dans la premiére technique de codage. Ainsi nous coderons un individu, ¢’est-a-dire un point
de RY, par N génes qui sont N réels en virgule flottante [29].

e Initialisation de la population: il s’agit, dans la plupart des cas de tirer au hasard des points
de RN pour lesquels la fonctionnelle est bien définie.

e Performance d’un individu : comme nous ’avons vu la performance d’un individu sera, dans un
premier temps et pour un probléme de maximisation, la valeur de la fonctionnelle en ce point ;
pour un probléme de minimisation il s’agira bien stir de ’'opposé de la fonctionnelle en ce point.
Ensuite, nous utiliserons la technique dit de partage ou sharing qui pénalise les individus qui
ont trop de voisins proches dans un but d’assurer une diversité de la population et d’éviter la
convergence prématurée en un optimum local. Dans le cas de la maximisation de la fonctionnelle
J, la technique du partage se met en place de la fagon suivante (cf. [23]): pour deux individus I
et I', on définit la notion de voisinage par:

- (- ()

ot d(I,I") est la distance entre deux individus, par exemple la norme euclidienne de RY | § est un
paramétre qui permet de fixer la taille du voisinage, il dépend donc du probléme traité et doit
étre fixé par l'utilisateur et enfin « est un second parameétre qui permet de régler la pénalisation
que l'on inflige aux individus ayant des voisins trop proches, plus « est grand plus la pénalisation
est importante. La performance F' d’un individu est alors définie par:

__ F(O)
2rep (LT
e Sélection des individus: nous utiliserons deux techniques de sélection. La premiére est dite

technique de la sélection par le rang. Il s’agit tout d’abord de trier les individus par ordre de
performance décroissante, puis de sélectionner les individus en fonction de leurs rangs de facon

F'(I)

probabiliste avec une loi du type:

P(rang =k) =q(1—-¢)*"", ¢q€l0,]



76 Chapitre 4. Les algorithmes génétiques

Le seconde technique est la sélection par tournois. On sélectionne tout d’abord n individus dans
la population avec une loi uniforme, puis I'individu réellement sélectionné est le meilleur parmi
ces n. Ou éventuellement le meilleur avec une probabilité p €]0.5,1] et un autre avec une pro-
babilité 1 — p. La sélection des individus est une étape primordiale d’un AG: si la pression
sélective est trop forte ’algorithme convergera vers un optimum local, si elle n’est pas assez forte
la convergence de la population sera trop lente. L’espérance du tournoi binaire ou de la sélection
par le rang sont égales mais la variance du tournoi binaire est plus grande [23]. Aucune de ces
deux méthodes n’est unanimement reconnue meilleure que ’autre mais la sélection par tournoi
a l’avantage de ne pas nécessiter de tri des individus.

e Croisements : étant donné un individu pére dont les génes sont p1,po, ... px et un individu mére
dont les génes sont m1,mo,... my, la procédure de croisement génére deux nouveaux individus
flet f2, dits fils dont le patrimoine génétique est obtenu & partir de celui des parents selon :

N N

fl= Ztkpk + (1L —tg)my et f2= Zﬁcpk + (1 =t ),
k=1 k=1

ot les réels ¢, et ¢} sont choisis selon une loi uniforme sur [0,1], auquel cas les deux fils sont dans
le parallélépipéde dont deux sommets opposés sont le pére et la mére. Il est également possible
de choisir les réels tj, et t;, dans un intervalle légérement plus grand, typiquement [—0.25,1.25] de
fagon & retarder encore la convergence de la population et ainsi & mieux couvrir ’espace E. Ceci
évite en particulier & la population de rester dans ’enveloppe convexe de la population initiale (si
on fait abstraction des mutations). Il est & noté que si le pére et la mére sont le méme individu (ce
qui n’est pas exclu!), les fils sont deux copies a 'identique de leurs parents. Enfin, les ensemble
de définition des fonctionnelles que nous rencontrerons seront convexes donc nous n’aurons pas
de probléme dans le cas t € [0,1], mais il faut faire attention de ne pas générer, lors des croi-
sements, des individus pour lesquels il n’est pas possible d’évaluer la fonctionnelle, phénoméne
qui peut toujours se produire si t € [—0.25,1.25]. Dans ce cas, une politique peut étre de retirer
les réels ¢y, et ¢, jusqu’a ce que les fils permettent bien d’évaluer la fonctionnelle. Une deuxiéme
solution est de projeter sur la frontiére de FE, les fils qui étaient hors de E dans un premier temps.

e Mutations : nous envisagerons deux types de mutations dont les buts sont totalement différents.
Le premier sert a diversifier la population et consiste & choisir aléatoirement et & chaque nouvelle
génération, quelques individus, puis pour chacun de ces individus de choisir quelques génes et
de leur donner une nouvelle valeur aléatoire. Cette procédure permet d’explorer 'espace de
recherche, par ailleurs la modification de quelques génes uniquement augmente, en général, les
chances d’obtenir de bons individus & partir des individus existants. La seconde mutation a pour
but d’améliorer quelques individus et repose sur des algorithmes d’optimisation locale classiques,
éventuellement avec dérivées si la fonctionnelle le permet. On sélectionne donc quelques individus
dans la population puis on remplace ces individus par les individus obtenus aprés quelques
itérations de l’algorithme déterministe d’optimisation locale. La raison pour laquelle il ne faut
pas aller jusqu’au bout de l’optimisation locale est qu’on ferait ainsi intervenir des individus
artificiellement performants par rapport au reste de la population ce qui aurait pour conséquence
que celle-ci converge prématurément vers un optimum local. Il s’agit seulement de regarder si un
individu est prometteur et de ’améliorer modérément.
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4.3 Cas de 'optimisation de forme

La seconde famille de problémes & laquelle nous allons étre confrontés est ’optimisation de
forme en dimension 2. Plus précisement soit £ un borné de R? et un maillage de © en k cellules
C; qui peuvent étre des triangles mais aussi des quadrangles ou n’importe quelles cellules de
base, nous souhaitons maximiser une fonctionnelle J que nous savons calculer sur le maillage de
Q c’est & dire pour des formes w comme ceci :

w=|JCi on £c{L2... .k} (4.1)

De plus, il y a aussi, en général, une contrainte de volume |w| < c.

La forme w est donc caractérisée par la suite de 0 ou 1: by,bo, ... by définie par b; =1 si C; C w,
0 sinon. La fonctionnelle est ainsi définie sur un ensemble de cardinal fini mais le nombre de ces
points (2¥ sans la contrainte de volume, de ’ordre de C,I:M/ | avec) est beaucoup trop important
et interdit d’évaluer la fonctionnelle en chacun de ces points ; I'optimisation se fait donc & ’aide
des AG.

4.3.1 Tableaux de bits

Un cas trés particulier est le cas ou 2 est un carré maillé 4 ’aide de carrés égaux, il s’agit du
premier cas d’optimisation de formes par AG étudié et du fait de la nature des fonctionnelles que
nous étudions, c’est un cas que nous rencontrerons. Dans ce cas, les différentes étapes de ’AG
sont les suivantes:

e Codage des individus: il est plus courant de coder la forme w par un tableau de bits (b; ),
1 < 4,7 < n plutot que par la suite by,bs, ... by comme précédemment. Le codage est donc réalisé
a l’aide de la matrice de 0 et de 1 introduite lors de 1’étude théorique de la quantité géométrique
(cf. Chap. 3, section 3.3.2).

e Initialisation de la population: il s’agit de choisir les bits de chaque individus au hasard avec
la loi de probabilité P(b=0)=1-c et P(b=1)=c, ce qui permet d’avoir une population initiale de
chaque coté de I’hyperplan |w| = c.

e Performance d’un individu: la performance d’un individu reste bien stir évaluée & partir de la
valeur de la fonctionnelle. Mais, c’est & 'aide de la performance qu’on intégre la contrainte de
volume : |w| < ¢. Pour un probléme de maximisation, on pénalise un individu qui ne satisfait pas
la contrainte de volume a l’aide de la fonction performance suivante [18]:

J'(I) = J(I) = a(|I] = )"

ou |I| est le volume du domaine w codé par l'individu I et =% est la partie positive du réel z.
Le paramétre de pénalisation « qui joue un réle important dans I’évolution de la population
est choisi de facon adaptative. Plus précisement, si @io x est la proportion d’individus de la
population P; qui respectent la contrainte de volume, le paramétre de pénalisation « est modifié
& chaque nouvelle génération suivant la régle:

Ba; si @ZbK < @z’nf

a; sinon
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Avec 3 > 1, en général: 8 = 1.1, O,y = 0.4 et Oy = 0.8. C’est-a-dire que I'on souhaite au
minimum 40% des individus qui satisfassent le contrainte et 20% des individus qui la violent, la
raison est que les contraintes de volumes sont souvent saturées (ce sera le cas dans les applications
de cette these), c’est-a-dire que les meilleurs domaines qui satisfont |w| < ¢ sont parmi ceux qui
vérifient |w| = ¢ et pour atteindre de tels domaines il est nécessaire d’avoir des individus de
part et d’autre de 'hyperplan |I| = ¢. La pénalisation adaptative rend l’algorithme peu sensible
aux parameétres et notamment & g, qui doit étre choisi en fonction des valeurs prises par la
fonctionnelle J pour les points de la population initiale.

Si l’on souhaite, de plus, mettre en place une technique de partage, une distance D(I,I")
entre deux individus couramment utilisée est la distance de Hamming c’est-a-dire le nombre de
bits qui different chez les individus I et I'.

e Sélection des individus: elle s’effectue toujours selon les méthodes classiques de tournois ou de
sélection par le rang.

e Croisements: ils sont spécifiques a cette représentation. Historiquement, dans ’approche de
Holland et Goldberg, les individus sont codés par une suite de n bits et le croisements se fait
comme ceci: on tire au hasard un entier k£ compris entre 1 et n — 1, puis le premier fils s’obtient
en juxtaposant les k premiers génes du pére et les n — k derniers génes de la mére; tandis que
le second fils s’obtient en échangeant les roles du pére et de la mére dans l'opération précédente,
par exemple sin=8et k=25:

P =01010/001 M = 11001111

\
F, =01010[111 F, = 11001|001

Mais ces croisements se révélent inefficaces pour les problémes en dimension 2 car ils ne per-
mettent pas une exploration suffisante de I’espace E [23], nous avons donc retenu un autre type
de croisements plus performant dit croisement 3 blocs. Il s’agit de tirer au hasard deux numéros
de ligne ni et no tels que: 1 < n; < ng < n et deux numéros de colonne m; et mo tels que:
1 < mq < mgy < n qui définissent 9 blocs sur une matrice n X n. On choisit alors au hasard 3
blocs parmi ces 9, qui sont les blocs d’échange. Les 3 blocs d’échange du premier fils sont ceux
du pére tandis que ses 6 autres blocs sont ceux de la mére. Le second fils s’obtient en échangeant
les roles du pére et de la mére dans 1’opération précédente. La figure 4.1 présente un exemple de
croisements ol tous les génes du pére sont égaux a 1 (en gris clair) et tous les génes de la mére
sont égaux a 0 (en blanc).

e Mutations: Le cardinal fini de ’espace E interdit les algorithmes d’optimisaton locale avec dé-
rivées. Les mutation sont donc uniquement des mutations diversifiantes : on sélectionne au hasard
quelques individus dans la population puis quelques génes de ces individus qu’on modifie. C’est
a dire, qu’on leur donne la valeur 1 s’ils valaient 0 et réciproquement. La probabilité de muta-
tion d’un géne évolue et est d’autant plus grande que ce géne est homogéne dans la population P;.

Le premier inconvénient des AG ou la population est codée par tableaux de bits semble étre
qu’ils sont limités aux maillage réguliers d’un carré mais, comme nous allons le voir, il est facile
de les généraliser aux domaines et maillages quelconques. Cependant, un probléme plus délicat
est que le nombre de génes des individus augmente avec la finesse du maillage et donc avec la
précision avec laquelle la fonctionnelle est évaluée. Or la taille de la population et le nombre
de générations nécessaires sont des fonctions croissantes du nombre de génes par individus (cf.
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FiG. 4.1 — Exemple de croisement 3 blocs

[18], section 2.4). Ainsi, plus la fonctionnelle est évaluée finement plus le nombre de fois o cette
fonctionnelle doit étre évaluée est important, ce qui est un désavantage majeur.

4.3.2 Représentation non structurée

Pour pallier a ce probléme, nous testerons un autre type d’AG. Nous considérons toujours
un maillage de Q en k cellules C; sur lequel sera évaluée la fonctionnelle J.

e Codage des individus: un individu est maintenant codé par n points de Q: (Xp)i<p<n que
I'on appelle les sites de Voronoi et n labels (I,)1<p<n, c’est-a-dire n bits 0 ou 1 associés aux
points X,. Les geénes d’un individus sont donc n triplets formés d'un réel en virgule flottante
pour l'abscisse du point Xj,, d'un second réel en virgule flottante pour I'ordonnée du point X,
et d'un bit pour le label /,,.

A chaque site de Voronoi, on associe une cellule de Voronoi qui est ’ensemble des points du
plan qui sont plus prés du point X, que des points X, p # po:

Vo = {"E eR’ |d($7X;IJ0) < d(:L‘,Xp), 1<p<mn,p 7ép0}

Les cellules de Voronoi bornées sont des polygones. Enfin, le diagramme de Voronoi est la
partition du plan (et donc de Q) en cellules de Voronoi (cf. [30] pour plus de détails sur les
diagrammes de Voronoi).

Les génes d’un individus forment son génotype. Le décodage sur le maillage (C;) de Q s’ap-
pelle le phénotype, il s’obtient de la maniére suivante: pour chaque cellule C;, on recherche
a quelle cellule de Voronoi Vi le centre de gravité de C; appartient, si le label correspondant
I = 1 alors C; C w, sinon (Iy = 0) C; C w®. Remarquons qu’il n’est pas nécessaire de calculer
explicitement les cellules de Voronoi: pour chaque cellule du maillage, il suffit de comparer les
distance de son centre de gravité aux différents sites de Voronoi. Le génotype d’un individu code
donc bien un domaine de la forme (4.1) et le nombre de génes d'un individu est indépendant du
nombres de cellules du maillage de €2.

La figure 4.2 présente pour un domaine 2 obtenu en maillant un cercle avec des triangles un
exemple de domaine w codé par 7 sites de Voronoi.
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— Frontiere du domaine Q
Maillage de Q
+ Centres de gravite des cellules
= Site de Voronoi dont le label vaut 1
o Site de Voronoi dont le label vaut 0
— Cellules de Voronoi

Domaine w

FiG. 4.2 — Codage d’un domaine w a l’aide de 7 sites de Voronoi

o Initialisation de la population: il s’agit, pour chaque individu, du tirage du nombre de site de
Voronoi (entre 1 et un nombre maximum de site donné par l'utilisateur), puis du tirage au hasard
dans Q de chaque site de Voronoi et du label associé selon la loi de probabilité: P(1=0)=1-c et
P(1=1)=c.

e Performance d’un individu: elle est évaluée en fonction de son phénotype. Comme dans le
cas des tableaux de bits, elle prend en compte la valeur de la fonctionnelle et une pénalisation
adaptative en cas de violation de la contrainte de volume. Il est également possible d’ajouter une
pénalisation si ’individu a beaucoup de voisins proches, la distance entre deux individus utilisée
est alors la distance de Hamming de leurs phénotypes.

e Sélection des individus: cette technique est inchangée par rapport au cas des tableaux de bits.

¢ Croisements : la premiére étape de 'opérateur de croisement est le tirage aléatoire d’une droite
qui partage © en deux (et le plan en deux demi-plans H; et Hs). Puis on sépare les sites de
Voronoi du pére en deux familles : les sites P; & P; qui appartiennent au demi-plan Hy et les sites
P, 1 & P, qui sont dans le demi-plan Hy. On fait de méme avec les sites de la mére: les sites M;
a M; sont dans le demi-plan Hy, les sites Mj 1 a My, sont dans le demi-plan Hj. Les sites du
premier fils sont alors les sites P a P; et Mjy1 & My, tandis que les sites du second fils sont les
sites Pj11 a P, et My a M; et chaque site conserve son label pendant I'opération de croisement.
La figure 4.3 présente un exemple de croisement, la 1égende est la méme que celle de la figure 4.2
a ceci prés que les sites du pére ou hérités du pére sont représentés par des carrés et ceux de la
mére ou hérités de la mére par des disques. La droite en gras est la droite de partage.

Si jamais un des deux fils obtenait de cette fagon plus de sites de Voronoi que la limite fixée
par 'utilisateur, on élimine des sites au hasard jusqu’a ce que le nombre de sites soit la limite
supérieure autorisée. Dans le cas ou un fils n’obtiendrait aucun site, on considére que le croise-
ment n’a pas fonctionné et on garde le pére et la mére.

e Mutations: elles sont au nombre de quatre. La premiére consiste & faire subir une déviation log-
normale & quelques sites de Voronoi dans le but de modifier légérement la frontiére du domaine
w. La deuxiéme consiste & changer le label d’un site de Voronoi choisi aléatoirement. Enfin les
deux derniéres suppriment ou au contraire ajoutent un site de Voronoi & un individu sélectionné
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Fi1G. 4.3 — Exemple de croisements avec droite de partage

de fagon aléatoire.

Il est & noter que les AG avec représentations non structurées permettent d’optimiser des
formes en 3 dimensions [18]; les cellules de Voronoi bornées sont alors des polyédres.
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Chapitre 5

Optimisation numérique de J dans le
cas monodimensionnel

Nous abordons avec ce chapitre 5 le probléme de 'optimisation numérique du critére J,
dont I’étude théorique a été menée au chapitre 2. Nous nous consacrons, pour l'instant, au cas
monodimensionnel, c’est-a-dire au cas Q = (0,1). Les notations seront donc celles de la section
2.2 du chapitre 2, rappellons notamment que:

1
J(w) = miNn I,(w) avec I,(w)= 2/ Xo(®) sin? nwzds
neN* 0
et L
J'(w) = |w| — J(w) = max I, (w) avec I(w)= / Xw(z) cos 2nmrdx
n 0
Il s’agit de maximiser J (ce qui revient & minimiser J') parmi les w inclus dans [0,1], de
longueur [ fixée et réunion d’au plus N intervalles. Nous étudierons le cas N = 1 dans la premiére
partie de ce chapitre puis le cas N = 2 dans la seconde.

5.1 Cas d’un intervalle

Cette section est & mettre plus particuliérement en paralléle avec la section 2.2.5 du chapitre
2 ol est présentée ’étude théorique du cas d’un intervalle. En particulier dans ce cas, le controle
w de longueur [ est caractérisé par la position a du centre de l'intervalle: w = [a —1/2,a +1/2],
aussi nous noterons a nouveau J(a,l) plutot que J(w) (et de méme pour J', I,, et I},) et :

a+l/2 1
I (a)]) = / cos 2nmxdr = — sinnnl cos 2nwa
a—l1/2 nm

a*(1) désignera toujours une position du controle telle que:

J(Ot (l)al) = aefll}gﬁﬂ] J(aal) =J (l)

5.1.1 Calcul de J(a,l)

Le calcul de J(a,l) ou de J'(a,l) revient au calcul de la borne supérieure de la suite (I},)pen=-
Ceci est rendu possible par la propriété:

1
I'(a)])] < —.
(o) < —

83
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L’algorithme de calcul de J'(a,l) est donc le suivant : on se fixe une limite Nmaz et une précision
eps puis,
1l.i¢<1,5+0
2. Tant que : < Nmazx et 7wis < 1:
ot % siniml cos 2T
e Sit<s—eps
-5+t
- nl1
e Sinon si t < s+ eps
- n2+41
e i+ i+1
3. si n = Nmauz, alors 0 < J'(a,l) < s; sinon J'(a,l) = s
Les boucles infinies correspondent au cas J'(a,l) = 0 i.e. J(a,l) =1 que l'on connait, il s’agit
icidescas: l=0,l=10oul=1/2et @« =1/4 ou o= 3/4. Il est donc théoriquement possible de

calculer exactement J(a,l) méme si le nombre d’évaluations de fonctions I}, (,l) peut étre tres
grand.

Nous avons remarqué que la fonction J était symétrique par rapport a 1/2: J(1 — a,l) =
J(a,l), on restreint donc l’étude de la minimisation de J'(.,l) au segment [//2,1/2]. La figure 5.1
présente les courbes des fonctions o — % sinnwl cos 2nml pour [ = 1/4, n variant de 1 & 6 et
a € [1/2,1/2] en pointillés et la courbe de la fonction a — J'(@,1/4) en trait continu. En effet, le
plus grand indice n tel qu'il existe a dans [1/2,1/2] avec J'(a,1/4) = I} (a,1/4) est 6.

0.2

==
1nn

0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

F1G. 5.1 - Graphe de o — J'(a,1/4)

On retrouve bien une subdivision U’;Zl[ap,bp] de [1/2,1/2] telle que sur chaque segment [ap,bp],
J'(a,l) =1, (). Danslecasl =1/4 (figure 5.1), k = 4 et {n1,n2,n3,n4} = {1,6,3,2} ; cependant
le graphe de J'(.,l) n’a pas toujours une allure aussi simple, par exemple la figure 5.2 présente
allure de ce graphe dans le cas [ = 0.03, pour lequel les indices des fonctions I}, a considérer
vont jusqu’a 11.

Compte-tenu du fait que J'(.,l) n’est pas dérivable en un minimum local, mais surtout parce
que les minima locaux peuvent étre trés nombreux, optimisation globale de J'(.,l) ne peut étre
faite par un algorithme local et sera effectuée a ’aide d'un algorithme génétique (AG).
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F1G. 5.2 — Graphe de o — J'(,0.03)

5.1.2 Mise en place d’un AG

Le cadre général de l'optimisation d'une fonction sur une partie bornée de R a été présenté a
la section 4.2 du chapitre 4. Nous reprenons rapidement les différents points, qui ont été présentés
dans un cadre général, dans le cas particulier de la minimisation de J'(.,l) sur le segment [1/2,1/2]:
e Codage d’un individu: chaque individu posséde un unique géne qui est un réel de [{/2,1/2] codé
en virgule flottante.

e Initialisation de la population : n’ayant pas d’idée a priori d’individus performants, les individus
de la population initiale sont des points de [I/2,1/2] choisis selon une loi uniforme. La taille de
la population sera prise entre 50 individus et 100 individus pour les cas les plus raides.

e Performance d’un individu: nous nous contenterons de la valeur de la fonctionnelle J'(al)
sachant que, comme il s’agit d'un probléme de minimisation, plus cette valeur est petite plus
I'individu est performant.

e Sélection des individus: nous avons retenu le tournoi binaire, nous choisisons deux individus
de la population selon une loi uniforme et nous gardons le meilleur pour le croisement.

e Croisement : étant donné deux individus P et M, les deux fils sont obtenus par tirage, selon
une loi uniforme, de deux reéels t; et to dans [—0.25,1.25], avec:

Fi=t1P+ (1 — tl)M et Fy=1tP+ (1 — tQ)M

Les réels t1 ou to sont retirés jusqu’a ce que les génes des deux fils appartiennent bien & 'intervalle
[1/2,1/2].

e Mutations: nous utilisons deux types de mutations. La premiére, appliquée avec une proba-
bilité de 10%, sert & diversifier la population et consiste & remplacer un individu par un point
de [1/2,1/2] choisi au hasard. La seconde, appliquée avec une probabilité de 5%, a pour but de
légérement améliorer un individu et repose sur la proposition 2.2.2. L’idée est, partant d'un point
ap tel que J'(ag,l) = Ip,(ap,l), de modifier oy en « en sorte de diminuer I, (,l) jusqu'a ce
qu’il existe un entier no différent de ny tel que J'(a,l) = I,(a,l). Pour cela, nous disposons

. . 7 .
d’un pas h et nous testons les valeurs a = ag — ih szgne(ag—a”(ao,l)), pour quelques valeurs de 1,
1 =1,2,.... Si, suite & ces tests, un entier ngy a été trouvé, nous effectuons quelques itérations de

la méthode de Newton pour la résolution de I’équation, d’inconnue «, I, (a,l) = I, (a,l), ce qui
nous donne a3 la nouvelle valeur du géne de I'individu et enfin nous évaluons J'(«1,l). Le pas h
est défini de fagon adaptative: si J'(aq,l) > J'(ap,l) la mutation est considérée comme un échec,
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et si le taux d’échecs est trop important (supérieur a 25%) le pas h est divisé par 2, tandis que
si le taux d’échecs est trop bas (inférieur a 5%) le pas h est doublé.

e Test d’arrét : la génération de nouvelles populations s’arréte quand 'une de ces trois conditions
est vérifiée: le critére n’a pas été amélioré depuis 15 générations, ou 100 générations ont déja été
générées ou enfin I’écart type de la suite des génes des individus est trop petit, ce qui veut dire
que la population a déja converggé.

5.1.3 Reésultats

L’algorithme ainsi défini est parfois dit hybride parce qu’il comporte une partie probabiliste
et une partie déterministe (les mutations) ce qui le rend robuste, dans le sens ou quand il est
lancé plusieurs fois avec la méme valeur de la longueur [ il donne toujours le méme minimum
global. La figure 5.3 présente le graphe de Jj en fonction de [, on retrouve bien les cas d’égalités
Ji (1) = 0 prévus par la théorie.

La figure 5.4 présente le graphe de J; en fonction de [, valeur optimale de J(I) pour un controle
qui est constitué d’un seul intervalle de longueur /, bien évidement on retrouve & nouveau les
cas d’égalités Ji(I) = [ prévus par la théorie. Pour les plus grandes valeurs de [, le terme Jj({)
qui peut étre considéré comme une correction par rapport a ! de Ji(1): Ji(I) =1 — J{(I) devient
négligeable.

Enfin, la figure 5.5 présente le graphe de o centre de l'intervalle de longueur [ optimal. Les
résultats obtenus ne sont pas intuitifs, en particulier sauf dans les cas que ’on connaissait déja
par l'étude théorique (I = 1/2 et [ = 1), l'intervalle optimal n’est jamais au bord ni au centre de
Q.

Nous observons, sur la figure 5.3, des points anguleux de J{ et d’autre part, le graphe de o*
de la figure 5.5 présente des discontinuités. Ces irrégularités coincident: en effet en un point /
régulier d’apres la proposition 2.2.4, o*(1) est unique et le maximum des I} (a*(1),l) est atteint
pour exactement deux entiers ny et ng distincts. Ainsi les fonctions J| et o* sont localement
données par les équations:

In, (@ (1)) = I, (@ ()) = Ji (1)

Elles sont donc C*® au voisinage des points réguliers.

En revanche, il existe des points [y pour lesquels le minimum de J'(.,l) est atteint plusieurs fois,
comme par exemple sur la figure 5.6.a ou g ~ 0.1308, dans ce cas le minimum de J'(.,lg) est
atteint en deux points distincts a1 et as. Pour une longueur [ 1égérement plus petite que I, le
minimum est atteint en un seul point proche de a; (cf. figure 5.6.a), et J| et o sont donnés par:

Ii(e*(D),0) = Is(a" (1),0) = Ji (D).

Puis pour | = [y, le minimum de J'(.,l) est donc atteint en deux points, ly est donc caractérisée
par les équations:

Ii(al,lo) = Ié(al,lo) = LII(CYQ,I()) = Ié(CYQ,lo).
Enfin pour une longueur [ 1égérement plus grande que [y, le minimum est atteint en un seul point
proche de ay (cf. figure 5.6.a), et J| et o* sont donnés par:

I(e (D)) = Ig(a” (1)) = J1 (1)

Il y a donc, en Iy, un saut de o* (de ay & ag) et de ny (on n’observe pas ici de saut de ny mais
ce phénomeéne peut tout a fait se produire) et un point anguleux de Jj et Jy (cf. figure 5.6).
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Numeériquement on retrouve bien les dérivées a droite en 1/2; et & gauche en 1/2 et 1 de J;
et a* et la dérivée & droite en 0T de J; établies & la proposition 2.2.5, notament les dérivées
horizontales de J; en 0T et (1/2)". Il est également & noter que ni(l) — oo en 01, (1/2)” et 1~
et que ny(l) = oo en 07, (1/2)7, (1/2)" et 17.

Enfin, la figure 5.7 montre 'importance de l'optimisation de la position du contrdle dans
le cas d’un intervalle en particulier pour les petites longueurs de contrble. En effet les deux
courbes sont les rapports J(I/2,0)/Ji(I) et J(1/2,1)/J1(I) ce qui donne une idée du rapport
entre le taux de décroissance pour l'intervalle de contréle au bord ou au centre et la taux de
décroissance optimal. Approximativement, pour une longueur de controle inférieur & 0.3, le taux
de décroissance optimal est plus du double du taux de décroissance avec contréle au bord ou au
centre.

5.2 Cas de deux intervalles

Nous considérons maintenent le cas ou le controle w est la réunion de deux intervalles:
w = [041 — 11/2,(11 + 11/2] U [012 — 12/2,042 + 12/2]

Compte-tenu de la contrainte de longueur qui s’écrit : Iy + Iy = [, le controle w est caractérisé par
les trois variables a1, ag et l1 et nous noterons J(aq,a2,l1) plutot que J(w) (et de méme pour
J', I, et I)) ainsi:

1
Il (cq,00,01) = / cos 2nmxdxr = — (sinnwly cos 2nway + sinnw(l — 11) cos 2nwas)
w nmw

5.2.1 Calcul de J(al,ag,ll)

Le calcul de J(aq,a9,l1) repose sur le méme algorithme que dans le cas d’un intervalle puis-
qu’on a maintenant 'inégalité :

2
II ) 1l < —
[T, (c,02,01)| < —

Cependant, on stocke jusqu’a 4 entiers: ni,no,ns et ng pour lesquels le critére est atteint.

En revanche le domaine de variation des variables est plus complexe, les inégalités qui doivent
étre vérifiées sont les suivantes :

0 S aq —l1/2
aq +11/2 < asg —l2/2
Oég—l—lz/? <1

Par ailleurs, du fait de la symétrie J(1 —w) = J(w), on impose [; < l. Ainsi, [; peut varier entre
0 et 1/2 et a l; fixée, a1 et ag peuvent varier dans le triangle rectangle isocéle (la longueur des
cotés adjacents est 1 —[) dont les sommets sont les points de coordonnées :

(/2,1 —11)/2), (I1/2,1 = (I —=11)/2) et (1 =1+ 11/21—(1—11)/2)

Au final, le triplet (a,a9,l1) varie dans un prisme dont la base est un triangle isocéle rectangle
et dont les sommets ont comme coordonnées:

(0,1/250)7 (051 - 1/250)7 (1 - lal - l/210)a (l/2alal/2), (1/27171/2)5 (1 - l/2alal/2)
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Ce domaine est représenté sur la figure 5.8 pour [ = 0.6.

La figure 5.9 présente pour des longueurs [ et [ fixées I'influence de la position des intervalles.
Le probléme qui nous intéresse revient donc & chercher le plus grand pic de la fonction représentée,
& ceci prés qu’ici la longueur [y est fixée alors que dans le probléme initial c’est également un
variable. En tout cas, cette surface montre que la fonction J' posséde de nombreux optimums
locaux et que la recherche de I'optimum global est un probléme difficile dans ce cas.

5.2.2 Mise en place d’un AG

L’algorithme génétique est semblable au cas d’un intervalle mais est plus complexe du fait
du nombre de variables qui est maintenant de trois et de leur domaine de variation qui est non
trivial. En voici les principaux points:

e Codage d’un individu: chaque individu posséde trois génes qui sont trois réels codés en virgule
flottante.

e Initialisation de la population: La population initiale est constituée de points du prisme de
variation choisis selon une loi uniforme; c’est-a-dire que l'on commence par choisir le réel [;
selon une loi uniforme dans le segment [0,//2], ce qui détermine un triangle isocéle rectangle
dans lequel a; et ag peuvent varier. Ils sont alors choisis en tirant selon une loi uniforme a3
dans [I1/2,1 — 1+ 11/2] et ag dans [(I —{1)/2,1 — (I —11)/2] jusqu’a ce que le couple (ai,a2)
appartiennent au bon triangle isocéle. La taille de la population sera prise entre 100 individus et
200 individus pour les cas les plus raides.

e Performance d’un individu: nous nous contenterons de la valeur de la fonctionnelle J'(«,l)
sachant que, comme il s’agit d’un probléme de minimisation, plus cette valeur est petite plus
I'individu est performant.

e Sélection des individus: nous avons & nouveau retenu le tournoi binaire, nous choissisons deux
individus de la population selon une loi uniforme et nous gardons le meilleur pour le croisement.
e Croisement : étant donné deux individus P = (P!,P2,P3) et M = (M, M? M3), les deux fils
sont obtenus par tirage, selon une loi uniforme, de six réels tg dans [—0.25,1.25], avec:

Fi=#HP + (1 -t)M E2P?2 + (1 - D) M2 P + (1 — 3)M?3)

et
Py = (tsP" + (1 — )M 13P? + (1 — t3)M? t3P3 + (1 — t3) M)

Les réels t{ sont retirés jusqu’a ce que tous les génes des deux fils appartiennent bien au prisme
de variation.

e Mutations: nous utilisons & nouveau deux types de mutations. La premiére sert & diversifier
la population et consiste & remplacer un individu par un point du prisme de variation choisi
au hasard. La seconde a toujours pour but de légérement améliorer un individu et repose sur
la remarque 2.2.3, selon laquelle, dans le cas de deux intervalles, il est probable que pour un
minimum local le critére soit atteint quatre fois:

dni,ne,ns,ng deux a deux distincts tels que:

J,(al,QQ,ll) — I;,I (alaa2all) — I;Q (al,QQ,ll) — Ir,,13 (alaa2all) — I;M (a15a27ll)

D’un point de vue géométrique, la méthode utilisée repose sur l'idée suivante: il est possible de
voir I’ensemble (ov,a2,l1,I1(cv1,02,01)) comme une hypersurface Sy de dimension 3 dans R*. Si
on appelle la quatriéme composante d’un point de R* altitude, le but est de trouver un point ot
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I’altitude de toutes les hypersurfaces est trés basse.

D’un point de vue générique, partant d'un point (aq,a9,l1) pour lequel J' est atteint pour une
certaine fonction I, , il s’agit de descendre le long de I’hypersurface Sy, jusqu’a croiser une autre
hypersurface Sy,. L’intersection de Sy, et de S, définit une nouvelle surface 77 (de dimension
2). Le but est alors de descendre le long de cette surface T} jusqua croiser une autre hypersurface
Sns- L'intersection de T} et de Sy, définit une courbe T (de dimension 1). Enfin, on descend le
long de cette courbe T5 jusqu’a croiser une quatriéme hypersurface Sy, : l'intersection de T3 et

de S, définit un point qui est en principe un minimum local de J'.

Voici d’un point de vue algorithmique, la méthode utilisée pour trouver un point ou le critére
est atteint quatre fois sachant que dans les mutations on n’effectue que quelques étapes de cette
méthode pour ne pas faire converger la population dans un minimum local trouvé trop rapidement
et donc rendu artificiellement performant. De plus, cette méthode est générique et il est possible
qu’elle ne converge pas dans certain cas (sortie du prisme d’étude, pas de descente trop grand...),
il est donc nécessaire de bien protéger 1’algorithme.

Partant d’un point A pour lequel le critére est obtenu pour un unique entier nq, on évalue le
critére J' pour des points obtenus en partant de A dans la direction du gradient : A — ih&]g (4),
ol h est un pas fixé et ¢ prend succesivement les valeurs entiéres: 1,2,3,... jusqu’a ’obtention
d’un point B pour lequel le critére est atteint pour un autre entier ns. On résout alors 1’équation :

I,(A+t(B—A))=1,,(A+t(B—A))

qui posséde au moins une solution dans (0,1), ce qui donne un point C, on vérifie qu’en ce point
le critére est bien atteint pour I, et donc également pour I,,.Le point C est alors un point de
la surface T17.

La deuxiéme étape consiste alors, partant du point C' o1l le critére est atteint deux fois & descendre
dans la direction T' vecteur unitaire et normal au vecteur N = ﬁI;“ (C) - ﬁI;m(C), on obtient
un point C' = C — hT, que 'on projette sur ’hypersurface 77 en résolvant ’équation :

I, (C' + tN) = I,,(C" + tN)

qui posséde une solution proche de 0, ce qui donne un point C7, on itére alors ce processus de
descente-projection ce qui donne les points Cy, Cs, ... jusqu’a obtenir un point Cy, pour lequel le
critére est atteint pour un troisiéme entier ng. On résout alors le systéme d’équations d’inconnues
tl et tg .

Inl (Ck + tlj\—f + tQT) = In2 (Ck + tlj\_f + tQT) = In3 (Ck + tlj\_f + tgf)
Ce qui donne un point D, on vérifie que le critére J' est bien atteint en les fonctions I,,,, I, et
I,,, ce qui montre que le point D est un point de la courbe T5.
La troisiéme étape consiste alors & descendre le long de cette courbe Ty ; pour cela on pose
D' =D+ hT ou T est le vecteur unitaire tangeant & 75 orienté vers le bas. On projette alors le
point D’ sur la courbe T, ce qui donne un point D1, en résolvant le systéme d’équations:

I (D' + 1V (I, — Iny) + 02V (Iny — Iny)) = Iny (D' + 61V (In, — Iy) + 1V (In, — I,))
= Iy (D' + t:V(Iy, — In,) + 62V (I, — I3))

On obtient ainsi un point Di, on itére alors ce processus de descente-projection ce qui donne
les points Do, D3, ... jusqu’a obtenir un point Dy, pour lequel le critére est atteint pour un
quatriéme entier ny. On résout alors, en partant du point Dy le systéme d’équations:

Inl (061,052,11) = Inz (al,a%ll) = Ing(alaa%ll) = In4(a1,a2,l1)
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Ce qui donne le point E recherché.

e Test d’arrét : la génération de nouvelles populations s’arréte quand 1'une de ces trois condi-
tions est vérifiée: le critére n’a pas été amélioré depuis 15 générations, ou 100 générations ont
déja été générées ou enfin 1’écart type de la suite des génes des individus est trop petit, ce qui
veut dire que la population a déja convergé.

5.2.3 Reésultats

Comme le montre en partie la figure 5.9, la fonction & optimiser est trés irréguliére ; cepen-

dant I’AG donne des résultats satisfaisants. Par exemple, la figure 5.9 est obtenue en évaluant la
fonction J'(.,.,l1) en 2500 points sachant que la valeur fixée de [; est la valeur optimale trouvée
par ’AG, le minimum de ces valeurs est environ de 0.026810. Alors que ’AG pour le probléme
de P'optimisation pour les trois variables donne, aprés environ 3000 évaluations de la fonction
J', un minimum d’environ 0.02457 soit une amélioration de 9,1%. Néanmoins, 1’algorithme étant
probabiliste, plusieurs simulations pour la méme valeur de la longueur totale [ ne donnent pas
toujours le méme point du prisme de variation; mais tous les points trouvés ont des perfor-
mances semblables. On obtient donc une bonne approximation de Jj et de bonnes configurations
de controle.
La figure 5.10 présente, pour différentes longueurs totale [, la meilleur valeur de J' obtenue
pour 10 simulations avec 200 individus. Une fois encore, on retrouve bien les seuls cas d’égalité
J'(a1,09,l1) = 0 attendus (I = 0,1 =1/2 et [ = 1). En dehors de ces trois cas, le critére pour 2
intervalles est strictement meilleur que pour 1 intervalle.

Enfin, les meilleurs positions obtenues af, a3 et [J semblent dépendre de ! de fagon assez
irréguliére. Cependant, on observe trés souvent le phénoméne suivant, qui est représenté sur la
figure 5.11. Le controle optimal dans le cas de deux intervalles est constitué d’un intervalle trés
grand par rapport a lautre (I; < l2). Cet intervalle étant placé dans une position assez proche
de la position du contréle optimal de longueur [, dans le cas d’un intervalle. Par exemple, dans
le cas de la figure 5.11, ou [ = 0.3, le rapport la/l; vaut 17 et le gain sur la fonction J' est de
24%, ce qui correspond & un gain de 2.3% sur le critére J.
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F1G. 5.9 — Surface (a1,a2) — —J'(a1,a0,l1) pour Iy ~ 0.01345 et | = 0.05
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F1G. 5.10 — Graphes de | — J4(1) et de I — Ji(l)
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| = ‘0.3
a =0.7661
n = 1, n,= 8
I1 =0.01627 I2 =0.2837
a, = 0.4047 a, = 0.7679

n1:8,n2:9,n3:17,n4:20

FiG. 5.11 — Positions optimales de contréle pour I = 0.3 dans le cas d’un et de deuz intervalles



Chapitre 6

Optimisation numérique de J et de g
dans le cas bidimensionnel

Ce chapitre est dédié a l'optimisation numérique du critére J et de la quantité géométrique
g (dont les études théoriques ont été menées aux chapitres 2 et 3) dans un cadre bidimensionnel,
ainsi dans tout ce chapitre on prendra pour (2 la carré unité: Q = (0,1)2.
Dans un premier temps, nous préciserons comment les deux critéres sont évalués, puis nous uti-
liserons les AG pour optimiser, sous contraintes d’aires, chacun des critéres J et g, et enfin leur
minimum : min{J(w),g(w)}.

6.1 Evaluation numérique des critéres

Afin d’évaluer les critéres J et g, le carré Q est maillé en N? carrés Cij:

1—1 1 j—1 3 ..
C’i,j: [T’N] X [T,N] 1SZ,] SN,

et nous étudions uniquement les domaines w qui sont la réunion de certaines cellules C; ;. Rap-
pelons qu’un tel domaine w est codé par une matrice M, de taille N x N, définie par: M;; =1
si Cj; C w et 0 sinon.

6.1.1 Calcul de g(w)

L’algorithme de calcul de la quantité géométrique a été présenté en détails au chapitre 3.
On renvoie en particulier au paragraphe 3.3.4 en précisant juste que dans le cadre d'un AG,
les familles de rayons fermés v ~ [(zo,y0), arctan ¢/p] prises en compte sont calculées une fois
pour toute en début de programme. En effet, nous avons vu, qu’en général, 'inégalité du type
|7(7) = |w|| < C/(p-q) dont nous disposons est loin d’étre optimale. Par conséquent, nous ne
retenons a priori que les familles de rayons telles que le produit p.q soit inférieur & un certain
paramétre PQmaz, ainsi on choisit de calculer le minimum sur un nombre de rayons géomé-
triques moins important que celui donné par la majoration [j(y) —|w|| < C/(p.q) ce qui diminue
considérablement le temps nécessaire a 1’évaluation de g(w). Puis, en fin de programme, on vérifie
avec la fonction compléte que la quantité géométrique du meilleur individu trouvé par 'AG est
bien exacte.

95
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Remarquons que, sur la famille de domaines w réunion de certains carrés C; ; 1 < 4,7 < N,
le critére g est non saturant au sens oll parmi les domaines d’aires inférieures ou égales a a, un
domaine qui maximise g n’est pas forcement d’aire @ méme si a est un multiple de 1/N2. Par
exemple, il est clair qu'il n’est pas possible de trouver un domaine w d’aire k/N%, 1 <k < N —1
tel que g(w) > 0, parce que pour un tel domaine w, la matrice M associée posséde obligatoire-
ment une colonne nulle ce qui implique que tous les rayons verticaux ne sont pas controlés.

A vpartir de cette remarque, nous allons décrire une procédure dite de saturation: lors de
I’évaluation du critére géométrique, nous sommes capable de dresser la listes des rayons satu-
rants, c’est-a-dire des rayons 7y tels que j(v) = g(w). Il est donc possible d’effectuer une partition
de w comme ceci: w = wy |Jws, ol w; est 'ensemble des carrés C;,j qui sont traversés par un
rayon saturant et wp, qui peut éventuellement étre vide, est I’ensemble des carrés C; ; qui ne sont
pas traversés par un rayon saturant. Il est clair que si on supprime & w un carré de wy, le critére
géométrique va strictement décroitre. En revanche, si on 6te un carré de weo, ou bien le critére g
décroit strictement ou bien il reste constant et éventuellement il y a de nouveau rayons saturants.

Un domaine, dont aucun carré C; ; n’est supprimable sans faire diminuer le critére géomé-
trique, sera dit saturé. Cette procédure de saturation permettra de tester la qualité des domaines
w fournis par 'AG.

Par exemple, la figure 6.1 présente en grisé un domaine w d’aire a = 15/64 dont le critére
géométrique g vaut 1/8, ainsi que les 12 rayons saturants. Pour ce domaine, w9 est constitué de
deux carrés représentés en noir sur la figure 6.1.

Si on supprime, le carré Cs 7 situé en bas a droite, alors le domaine w’ obtenu, d’aire o’ = 14/64 =
7/32 et représenté sur la figure 6.2, est tel que le critére géométrique g vaut toujours 1/8. Ily a
maintenant 16 rayons saturants, les 4 nouveaux rayons saturants passant bien str dans la cellule
Cs,7. Ce domaine w' est saturé car un des nouveaux rayons saturants passe par Cj 3, le deuxiéme
carré de ws.

En revanche, si on supprime & w le carré Cg3 situé en haut & gauche, le domaine w” obtenu,
d’aire o’ = 14/64 = 7/32, est tel que: g(w”) =11/96 < 12/96 = 1/8, et il n’y a plus qu’un rayon
saturant (cf. figure 6.3).

6.1.2 Calcul de J(w)

Rappellons que le critére J est défini par:

J(w) = ian Ingm avec Ipg = 4// Xo(z,y) sin? nrz sin? mry dzdy
n,meN*
Q

Dans le cadre de ce chapitre:

i J

N i
N N
Inm = E M”[ . 2sin® nrz do ﬁl 2sin® mary dy

ij=1 N N
N
1 1 . nm : 1 1 . mnm .
= Z M; (ﬁ — —sin - cos nw(2i — 1)) (— — ——sin—- cos mm(2j — 1))

~ nmw N mn
,J=1

Le calcul exact de la borne inférieure des I,,,, repose tout d’abord sur l'inégalité suivante
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B¢

\AD

d

F1G. 6.1 — Le domaine w et ses 12 rayons saturants (en noir, ws)

MAA/

F1G. 6.2 — Le domaine W' et et les 4 nouveauz rayons saturants (domaine saturé)

FI1G. 6.3 — Le domaine w" et son rayon saturant
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valable pour n et m plus grands que N :

N 1 1 N2
Inm > |w| — ﬂ (— + —) + ! (6.1)

= s n m m™nm

En effet, si n et m sont plus grands que N :
N
1 1 1 1
IL,m > M:|l—=——|=—-—
= Z b (N n7r> (N mﬂ)
5,j=1
Car tous les termes entre parenthéses dans la somme qui définie I, ,,, sont positifs et comme

Zgj:1 M; j = N?|w|, on en déduit (6.1).

Une fois que ’on aura trouvé un couple (n,m) tel que I, , < |w|, cette inégalité (6.1) permettra
de limiter la calcul des Iy, ,, aux couples (n,m) situés sous une branche d’une hyperbole équila-
tére. Cependant, comme les asymptotes de cette hyperbole sont des droites d’équations x = ¢ et
y = ¢, avec ¢ > 0, le nombre de couples (n,m) satisafaisant cette condition est encore infini (cf.
figure 6.4)

Considérons & nouveau les fonctions p; et pa qui ont été définies sur [0,1] par:

1 1
pi(z) = / Xo(@y)dy et pa(y) = / Xow(7,y)dz.
0 0
Soit alors, les deux suites (Ay) et (By,) définies par:
1
Ay = lim I, = 2/ p1(z) sin® nrzdz
m—00 0

et: L
By, = lim I, ,;, = 2/ p2(y) sin’® mrydy.
n—,oo 0

La deuxiéme majoration utile au calcul de J(w) est la suivante:

N . mm N
= Al < 2 15in ™ oo < 20 e (62)
En effet:
1 1
| Inm — An| = / (/ Xow(z,y)(1 — 2sin? mwy)dy) 2sin® nrzdz| < || floo
o \Jo
ou:
Nk N 1 . mr 25 —1
flz) = ; /JTl Mi(z),; cos 2mmydy = ; Mi(x),j% sin —- cos 2mm oN

Et comme Z;\;l Mj(z),; = Np1(z), on retrouve bien I'inégalité annoncée.

Cette inégalité (6.2) permet, dés que l’on a trouvé un couple (n,m) tel que I, < Aj,, de calcu-
ler inf,,en Iy m, c’est-a-dire le minimum sur une demi-droite verticale dans le plan des (n,m).
Remarquons que comme p; est une fonction constante par morceaux, il existe toujours m tel que
I, m < Ay, sauf dans le cas ou Vm € N*, I, ,,, = A, cas que l'on sait caractériser.
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On montre, de la méme facon, l'inégalité satisfaite par les B, :

N nmw N
— < —|sin —|. < — .
nin = Bonl <~ sin 25 L palloe < P2l (63)

Cette inégalité permet le calcul de inf,cn« Iy, 1, C'est-a-dire le minimum sur une demi-droite
horizontale dans le plan des (n,m).

A partir des trois inégalités (6.1), (6.2) et (6.3), il est possible de calculer exactement J(w)
sauf dans les cas d’égalités J(w) = |w| qui sont connus (cf. Chapitre 2). Parmi les domaines w
étudiés, il s’agit des domaines d’aire 0, 1/4, 1/2 | 3/4 ou 1 satisfaisant :

Mij = Mni1-ij = MiNt1-j = MN11-iN+1-5 = 4w

pour tout couple (4,7). Pour protéger le programme des boucles infinies présentes dans ces cas
d’égalités, on se fixe un parameétre Nmaz tel que tous les couples (n,m) considérés sans l’algo-
rithme satisferont: n < Nmaz et m < Nmaz. Il est donc possible de calculer exactement J(w)
pour tous les domaines w, méme si en pratique la valeur de Nmax a prendre en compte peut
étre trés grande.

Nous donnons dans un premier temps ’algorithme de calcul, qui sera ensuite illustré par la
figure 6.4:
Etant donné un domaine w codé par une matrice M de taille N x N, l'algorithme de calcul de
J(w) se décompose en quatre étapes:

1. On calcule s = min{J, j,(w),1 < n,m < N}. A la fin du programme, la variable s sera
égale a J(w).
2. On évalue les normes et les limites suivantes :
e Plmazr = max<;<y P1(i) = max{+ Z;VZI M(i,j),1<i< N}
o P2maz = maxi<;j<y P2(j) = max{%+ YN M(5,5),1 < j < N}
o A(n) = 2f01 pi(z)sinfnrzdz 1<n< N
e B(m) = 2f01 pa(y)sin?maydy 1<m<N
Puis s < min{s, min;<,<y A(n), mini<;,,<y B(m)}.
En effet, les fonctions p; et ps sont constantes par morceaux, or comme nous l’avons

remarqué ceci implique qu’il existe toujours m tel que I, < A, et de méme, il existe
toujours n tel que I, ;, < Byy,.

3. Pour n compris entre 1 et N, on répéte la procédure suivante (calcul du minimum min{s,
inf,> N Inm} sur les verticales n = 1,2,...,N):

o m=1,

e Tant que (s > A(n) oum < %) et m < Nmaz :
— Calcul de I, 4,
— s < min{s,I, n}
- m<+m+1

Puis pour m compris entre 1 et N, on fait la méme chose avec les termes B(m) (calcul du
minimum min{s, inf,,>n I, } sur les horizontales m = 1,2,... ,N):

en=1,
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e Tant que (s > B(m) oun < %) et n < Nmazx:
— Calcul de I,
— s < min{s,I;, ;, }
-n<n+1
4. On initialise la variable debut & N + 1 puis tant que

2Na 1 N N?%a
m ‘debut = m2debut?

> |w| —s et debut < Nmaz;

c’est-a dire tant qu’on est sous la branche de I’hyperbole:
e n = debut, on calcule A,
e On calcule ensuite min{s,in fy>=nIpm} comme dans I’étape 3.
e m = debut + 1, on calcule B,,,
e On calcule ensuite min{s,in fps=mInm} comme dans I’étape 3.

F1G. 6.4 — Les étapes de l’algorithme dans le plan (n,m)

Les différentes étapes de ’algorithme sont illustrées sur la figure 6.4 dans le cas du calcul de
J(w) pour un domaine w avec N = 8:
e L’étape 1 correspond dans le plan (n,m) au carré [1, N]?,

e L’étape 2 est le calcul de limites & l'infini le long des droites n =1,2,... Nety =1,2,... N.

e Lors de I'étape 3, on calcule le minimum sur ces droites. Sur la figure 6.4, les croix corres-
pondent au denier terme évalué compte-tenu des inégalités (6.2) et (6.3).

e Enfin, au cours de I’étape 4, on évalue des limites & ’infini et le minimum des I,, ,,, sur des
demi-droites “en escalier” jusqu’a arriver a ’hyperbole donnée par (6.1). Il est & noter que
cette hyperbole n’est pas fixe mais se rapproche des axes & chaque fois qu’on trouve un
nouveau minimum pour les I, .

Au cours de algorithme décrit précedement, on enregistre le couple (ng,mg) pour lequel le
minimum des I, ;,, est atteint et si I'une des boucles “tant que’ se termine parce que n ou m est
égal & Nmazx, on modifie la valeur d'un booléen, pour savoir au final si le calcul de J(w) est
exact ou s’il a été limité par la constante Nmax.
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6.2 Optimisation numérique de J

Soit @ un réel de [0,1], nous allons maximiser, parmi les domaines w réunions de carrés C; ;
et d’aires inférieures ou égales a a, le critére J. Cette optimisation sera faite & 1’aide d’AG.
Nous testerons deux types d’AG, dans un premier temps les individus seront représentés par
un tableau de bits, puis, dans un second temps, nous opterons pour une représentation non
structurée & ’aide de sites de Voronoi.

Bien que le logiciel Matlab avec lequel les codes ont été écrits ne soit pas optimisé pour le
temps de calcul, le temps nécéssaire pour une optimisation par 'un de ces deux algorithmes est
d’environ 15 minutes sur un pentium d’un gigahertz.

6.2.1 Représentation par tableaux de bits

Le principe de 'optimisation de forme par AG, ou les individus sont codés par un tableau
de bits a été présenté en détail dans la partie 4.3.1 du chapitre 4. Rappellons, en particulier,
que la contrainte d’aire est gérée lors de ’évaluation de la performance des individus, qui est
égale a J(I) — a(|I| — ¢)™. On pénalise donc la valeur du critére J si I'aire de I'individu est plus
grande que a. Cette pénalisation est dynamique (le facteur a évolue selon la loi présentée dans la
section 4.3.1 du chapitre 4) de sorte qu'il existe toujours des individus satisfaissant la contrainte
(au moins 40%) et des individus violant la contrainte (au moins 20%), parce que le citére J est
saturant.

Nous avons étudié en détail le cas N = 8, soit un maillage 8 x 8 de €. Dans ce cas et comme
le critére J est saturant, les valeurs de la contrainte a intéressantes sont les rationnels de la
forme k/64, 0 < k < 64. Pour chaque valeur de k, nous avons lancé 'algorithme génétique avec
400 individus. Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 6.5 (bien que I'optimisation ait
porté sur la maximisation du critére J, la figure 6.5 présente, pour que le graphe soit plus lisible,
les valeurs de J' qui peuvent étre considérés comme un facteur correctif par rapport a l’aire du
domaine: J(w) = |w| — J'(w), et qui doivent donc étre le plus petit possible).

Nous notons que:

e les valeurs de J’ obtenues sont trés petites devant ’aire des domaines optimaux w*;

e la valeur de J'(w*) semble varier trés rapidement avec l'aire de w*, cette irrégularité est en
partie due & la discrétisation imposée par le maillage et on observe déja le méme phénoméne
si on impose un maillage dans le cas de la dimension 1: Q = (0,1);

e parmi les trois cas d’égalités J(w) = |w| non triviaux: |w| = 1/4, 1/2 ou 3/4, l’algorithme
en a obtenu deux. Les domaines optimaux correspondant sont représentés sur la figure 6.6.a
et 6.6.c. Malgré leur apparente complexité, ils vérifient bien la condition d’optimalité qui
s’écrit ici:

V(4,3), Mij+Mnii—ij+ Mingi—j+ Myyi—iNy1—j = 4wl

Le meilleur domaine d’aire 1/2 obtenu n’est pas optimal, en effet on peut vérifier sur la
figure 6.6.b que parmi les quatres cellules situées autour du centre de €2, trois appartiennent
A w, alors que la condition d’optimalité impose que deux cellules appartiennent & w.
La figure 6.6.d présente, pour chaque domaine optimal, le nombre de composantes connexes de w*
et de son complémentaire (w*)¢. Cette figure montre que les domaines obtenus sont relativement
complexes, car la somme de ces deux nombres vaut en moyenne 10.9 et va jusqu’a 19.
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Fi1G. 6.5 — Meilleures valeurs de J'(w) obtenues par I’AG avec tableauz de bits
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FI1G. 6.6 — (a.) Meilleur domaine d’aire 1/4, (b.) Meilleur domaine d’aire 1/2, (c.) Meilleur
domaine d’aire 3/4, (d.) Nombre de composantes connezes des domaines optimauz (points noirs)
et de leurs complémentaires (points blancs)
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6.2.2 Représentation non structurée

Pour comparaison, nous avons également optimisé le critére J & 'aide d’'un AG o les indivi-

dus sont représentés de facon non structurée a l'aide de sites de Voronoi. Ce type d’algorithmes
a été présenté lors de la section 4.3.2 du chapitre 4. Une fois encore pour chaque aire de la forme
k/64 avec 0 < k < 64, ’AG a été lancé avec une population de 400 individus. Chaque individu
peut étre codé, au maximum, par 30 sites de Voronoi; parmi les domaines obtenus, un domaine
est codé avec 29 sites et tous les autres ont moins de 24 sites, ce parameétre n’est donc pas limi-
tant.
Les résultats obtenus J' sont présentés a I’aide de cercles sur la figure 6.7 (une fois encore, bien
que l'optimisation ait porté sur la maximisation du critére J, la figure 6.7 présente, pour que le
graphe soit plus lisible, les valeurs de J' qui peuvent étre considérés comme un facteur correctif
par rapport a laire du domaine: J(w) = |w| — J'(w), et qui doivent donc étre le plus petit
possible). Pour comparer les algorithmes, les résultats obtenus a 1’aide de ’AG avec tableaux de
bits sont & nouveau présentés a 'aide de croix.

Cette figure appelle les remarques suivantes:

e les résultats obtenus sont dans le méme ordre de grandeur que dans le cas des tableaux de
bits et il n’existe pas d’algorithme pour lequel les résultats sont toujours meilleurs, ce qui
montre que méme si le meilleur individu trouvé est un bon individu, ces algorithmes ne
convergent pas toujours vers un des maxima globaux.

e Les trois cas d’égalités J(w) = |w| non triviaux: |w| = 1/4, 1/2 ou 3/4, ont été obtenus par
I’algorithme. Les domaines optimaux correspondant ainsi que leurs sites de Voronoi sont
représentés sur les figures 6.8.a, 6.8.b et 6.8.c. Ils sont topologiquement trés simples: ils
sont connexes ainsi que leurs complémentaires.

e La figure 6.8.d présente pour chaque domaine optimal obtenu le nombre de composantes
connexes de w* et de son complémentaire (w*)¢. Cette figure montre que les domaines
obtenus sont plus simples que dans le cas de ’AG avec tableaux de bits, car la somme de
ces deux nombres ne dépasse pas 10 et vaut en moyenne 3.7.

Les résultats fournis par I’AG avec tableaux de bits sont légérement meilleur que ceux de 'AG
avec représentation non structurée. Pour 43 des 63 calculs effectués, la plus grande valeur du
critére J obtenue par ’AG avec tableaux de bits est supérieure & celle obtenue pour I’AG avec
représentation non structurée plus 107%. Pour 11, c’est I'inverse, c’est-a-dire que la plus grande
valeur du critére J obtenue par ’AG avec représentation non structurée est supérieure a celle
obtenue pour I’AG avec tableaux de bits plus 10™*. Enfin pour les 9 restantes, les deux valeurs
sont égales & 10~* prés.

Ceci s’explique sans doute, par la petite taille du maillage et il est possible que la conclusion soit
inverse pour des maillages plus fins. Une seconde raison peut étre que, contrairement au probléme
modeéle du cantilever en mécanique ou la forme optimale est connexe et pour lequel les AG avec
représentation non structurée sont reconnus plus performants, dans notre cas le domaine optimal
n’a aucune raison d’étre connexe, bien au contraire.

La figure 6.9 présente la comparaison entre la valeur du critére J et la quantité géométrique
g pour les domaines obtenus en maximisant J par I’AG avec tableaux de bits. La figure 6.10
présente la méme comparaison mais pour les domaines obtenus en maximisant J par I’AG avec
représentation non structurée.
La quantité géométrique est toujours inférieure au critére J surtout dans le cas de 'AG avec
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F1G. 6.7 — Meilleures valeurs de J'(w) obtenues par I’AG avec représentation non structurée
(cercles) et rappel des résultats de I’AG avec tableauz de bits (croiz)
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FiG. 6.8 — (a.) Meilleur domaine d’aire 1/4, (b.) Meilleur domaine d’aire 1/2, (c.) Meilleur
domaine d’aire 3/4, (d.) Nombre de composantes connexes des domaines optimauz (points noirs)
et de leurs complémentaires (points blancs)
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F1G. 6.9 — Valeurs de J(w) et de g(w) pour les domaines obtenus en mazimisant J par ’AG avec
tableaur de bits
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F1G. 6.10 — Valeurs de J(w) et de g(w) pour les domaines obtenus en mazimisant J par ’AG
avec représentation non structurée
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représentation non structurée pour lequel plus de la moitié des domaines ne contrélent pas tous
les rayons géométriques.

6.3 Optimisation numérique de g (et de min{J,g})

Le méme probléme de maximisation parmi les domaines w réunions de carrés C; ; et d’aires
inférieures ou égales a a, 0 < a < 1, mais cette fois-ci de la quantité géométrique g, a été traité a
I’aide d’AG. Nous testerons & nouveau les deux types d’AG, dans un premier temps les individus
seront représentés par un tableau de bits, puis, dans un second temps, nous opterons pour une
représentation non structurée & l'aide de sites de Voronoi.

Comme I’évaluation du critére g est plus cotiteuse que celle du critére J, le temps nécéssaire pour
une optimisation par I’'un de ces deux algorithmes est maintenant d’environ 25 minutes sur un
pentium d’un gigahertz.

6.3.1 Représentation par tableaux de bits

Toujours dans le cadre d’un maillage 8 X 8 de €2, nous avons maximisé la quantité géométrique
g parmi les domaines d’aire inférieure ou égale a k/64 avec 0 < k < 64. Cette optimisation a
donc été menée & ’aide d'un AG ou les individus sont codés par tableaux de bits. La population
comptait 400 individus.
Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 6.11. On remarque notamment que:
e Parmi les domaines w qui sont la réunion de cellules C; ;, la quantité géométrique n’est pas
une fonction strictement croissante de l’aire du domaine w:

w Cwy = g(wr) < g(wz) ou g(wr) = g(wa)

Ceci a pour conséquence que parmi les domaines d’aire inférieure ou égale & a, les domaines
qui maximisent g ne sont pas forcément tous d’aire a;

e Par rapport au maximum obtenu pour des domaines en bandes ou en croix (cf. la partie
3.4 du chapitre 3) qui vaut ¢(a) =1 — /1 — a (dont le graphe est représenté en pointillés
sur la figure 6.11), ’AG trouve de meilleurs domaines sur le maillage 8 x 8, sauf pour les
petites valeurs de la contrainte d’aire ou la discrétisation du domaine est trés pénalisante
comme nous l'avons déja remarqué;

e Nous n’obtenons pas numériquement de cas d’égalité g(w) = |w| non triviaux.

La figure 6.12 présente en grisé quatre domaines optimaux obtenus par ’AG correspondant &
quatre sauts importants de la fonction g(w*) et leurs rayons saturants :
e Le domaine de la figure 6.12.a est d’aire 13/64, la quantité géométrique vaut 1/8 = 8/64 et
il y a 32 rayons saturants (ils ne sont pas tous représentés pour que la figure reste lisible) ;
e Le domaine de la figure 6.12.b est d’aire 23/64, la quantité géométrique vaut 1/4 = 16/64
et il y a 15 rayons saturants;
e Le domaine de la figure 6.12.c est d’aire 39/64, la quantité géométrique vaut 1/2 = 32/64
et il y a 12 rayons saturants;
e Le domaine de la figure 6.12.d est d’aire 51/64, la quantité géométrique vaut 11/16 = 44/64
et il y a 6 rayons saturants.

Pour apprécier la qualité des résultats fournis par I’AG, nous allons utiliser la fonction de
saturation présentée dans la premiére partie de ce chapitre et qui vise & supprimer les cases par
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F1G. 6.11 — Meilleures valeurs de g(w) obtenues par I’AG avec tableaux de bits
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F1G. 6.12 - (a.) Meilleur domaine d’aire 13/64, (b.) Meilleur domaine d’aire 23/64, (c.) Meilleur
domaine d’aire 39/64, (d.) Meilleur domaine d’aire 51/6
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FiG. 6.13 — Valeurs de g(w) obtenues aprés la fonction de saturation (cercles) et rappel des
résultats de I’AG (croiz)

lesquelles ne passe aucun rayon saturant pour obtenir un nouveau domaine de méme quantité
géométrique mais d’aire inférieure. La figure 6.13 montre a ’aide de cercle les aires des domaines
obtenus a partir des domaines fournis par 'AG (& nouveau représentés avec des croix). Ceci
montre que les domaines fournis par I’AG sont tout & fait satisfaisants car la fonction de saturation
permet d’améliorer légérement la meilleur valeur de g connue en uniquement 7 points (mis en
valeur a ’aide de verticales sur la figure 6.13).

6.3.2 Représentation non structurée

Pour le méme maillage et les mémes contraintes d’aire nous avons également maximisé la

quantité géométrique g a ’aide de I’AG ot les individus sont codés de fagon non structurée par
les sites de Voronoi. La population est toujours de 400 individus et chaque individu posséde au
plus 30 sites de Voronoi.
Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 6.14 et comparés aux résultats de I’AG avec
tableaux de bits. Il apparait trés clairement que ces résultats sont moins bons. Par exemple, pour
le meilleur domaine d’aire 23/64 obtenu, qui est représenté figure 6.15.a, la quantité géométrique
vaut 7/32 contre 1/4 = 8/32 pour le domaine de la figure 6.12.b obtenu par ’AG avec tableaux
de bits. Il est codé avec 25 sites de Voronoi et il n’y a que deux rayons saturants. De méme, le
meilleur domaine d’aire 39/64 obtenu, représenté figure 6.15.b, est tel que g(wy) = 3/8 alors que
pour le domaine de la figure 6.12.c, g(wp) = 1/2 = 4/8. Ce domaine wy est codé avec 28 sites
de Voronoi et il n’y a qu’un rayon saturant.

Bien que le moyenne du nombre de sites de Voronoi des meilleurs individus obtenus soit plus
grande que dans le cas de 1’optimisation de J: 16.5 contre 13.4, le nombre maximal de sites de
Voronoi n’est pas un facteur limitant car aucun individu n’a plus de 28 sites.

Une fois encore les domaines obtenus par ’AG avec tableaux de bits sont topologiquement
bien plus complexes que ceux obtenus par ’AG avec représentation non structurée. La figure
6.16 présente, dans les deux cas, le nombre de composantes connexes des domaines optimaux et
de leurs complémentaires. La moyenne de la somme de ces deux nombres vaut 12.3 dans le cas
de ’'AG avec tableaux de bits contre 4.8 dans le cas de I’AG avec représentation non structurée.
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F1G. 6.14 — Valeurs de g(w) obtenues par AG avec représentation non structurée (cercles) et
rappel des résultats de ’AG avec tableauz de bits (croix)
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6.3.3 Optimisation numérique de min{J g}

Pour le probléme de la maximisation de la quantité géométrique, nous avons, pour chaque
valeur de la contrainte d’aire, listé les meilleurs domaines connus & partir des résultats fournis
par les deux AG et par la fonction de saturation. Puis nous avons calculé la valeur du critére J
de ces domaines.

La figure 6.17 présente pour les valeurs de la contrainte d’aire intéressantes, c’est-a-dire les valeurs
pour lesquelles la fonction g présente un saut, les résultats obtenus. Comme nous connaissons
parfois plusieurs domaines optimaux pour la maximisation de la quantité géométrique pour la

méme contrainte d’aire, il y a alors plusieurs valeurs pour le critére J.

Comme le critére J est toujours plus grand que la quantité géométrique, en maximisant la
quantité géomeétrique, nous avons résolu le probléme de la maximisation de min{J,g}.



Chapitre 7

Optimisation numérique de 1’abscisse
spectrale u

Dans toute cette thése, nous avons approché I’abscisse spectrale p(k,w) de 'opérateur des
ondes amorties A, par —k.J(w), ou J(w) est 'opposé la dérivée de p(k,w) par rapport a k en
k = 0. Nous allons dans ce dernier chapitre calculer de fagon approchée 'abscisse spectrale
puis, par ’étude numérique de cette fonction u, nous validerons notre approximation.

Nous nous restreignons au cas monodimensionnel = (0,1), et au cas ol w est un intervalle.

7.1 Evaluation numérique de u

Etant donné un domaine w = [a,b] = [ — /2, + /2], nous allons calculer les premiéres
valeurs propres de 'opérateur A, c’est-a-dire les premiéres valeurs propres du probléme :

ug(z,t) — Au(z,t) + 2kxo(2)us(z,t) = Au(z,t), z € (0,1),t >0 (7.1)
u(0,t) = u(1,t) =0,t> 0 '
Puis compte-tenu de la limite:
, _
nglj_loo Re(\,) = “ar (7.2)
nous approcherons ’abscisse spectrale de A par:
p(kw) ~ min Re(A,(kw)) (7.3)

1<n<N

Ce probléme de valeurs propres se résout de facon classique par semi-discrétisation en espace
(cf. par exemple [33]). Introduisons pour cela le maillage de Q: z; =i/(N+1),0<i < N+1
de pas h = 1/(N + 1) et les éléments finis P! associés c’est-a-dire les N fonctions ¢;, 1 <i < N,
définies par ¢;(x;) = d; ; et ¢; affine par morceaux.

Nous cherchons alors u sous la forme:

N

u(@t) =Y ai(t)¢i(x),

=1

111
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tel que pour tout j et pour tout ¢, u satisfasse la formulation variationnelle du probléme (7.1), a

Savoir :

2 1 ou a¢ 1
—/ u(z,t)p;(z)dx + ——Jd +2k—/ Xo(@)u(z,t)d)(x )da::/\/ u(z,t)p;(x)dx
ot? Jo o Oz Ox 0

Posons a = (a1,as, . . - ,a,)", nous sommes alors ramenés au probléme :
0%a Oa
M— BT + Ra + %DE = Ma, (7.4)
ol M est la matrice de masse définie par:
4 1
1 4
h
:(/ b (@) i )d:v> =% 1 1 ;
1<4,5<N
4 1
1 4
ol R est la matrice de rigidité définie par:
2 -1
00;(z) 9i(z) | S B
R = (/ 5 az ) = E _1 t. . _1 )
0 z z 1<ij<N
o2 —1
-1 2

et ou D est la matrice de damping définie par:

D= (/01 X‘“(x)qu(”’)(/’i(x)dx) 1<iG<N

Cette matrice D est symétrique et tridiagonale. Par exemple dans le cas ou le domaine w = [a,b]
est de longueur strictement plus grande que le pas A du maillage, il existe deux entiers #; et i
distincts tels que:

(‘il—l)h<aS’i1h<‘i2th<(‘i2+1)h

et D vérifie alors:

1< —2 = Diiy1 =0
’L:Zl—l iDi,iﬂ:W(hh—a)Q
i>deti<iz—1 = Dijy =2
L <% 3h—2(b—ish .
LSt = Dijit1= %(b —igh)?
12+l = Dii+1=0
et pour la diagonale principale:
1St —2 = D;; =0
i h—a)3
=11 — 1 = Di,i — (Zlgl,h;z,)
L =1 i1h—a)(a® 2 9ai1h—3i1h2+i2h2
7 =1 = D;;= (i1h—a)(a +3ah+3’;h2 ai1h—3i1h2+i2h?) +%
i>di+leti<ip—1 = Dj;=2
=1 b—iah)(b% —3bh-+3h2—2bish+3izh2+iZh2
1 =19 :>Di,i:( i2h)( +3h2 ioh+3i2h2 4143 )+%
—3 3
1 =19+ 1 iDi,i:%

1 >1%9+1 =D;;=0
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0
Posons b = a_ctz, et soit A et B les matrices de taille 2N x 2N ,définies par blocs par:

0| M M| o
A_(—R —2kD) et B_(O M)’

I’équation (7.4) s’écrit alors:
A (Z) = \B (Z) . (7.5)

Apreés semi-discrétisation, les premiéres valeurs propres de A s’obtiennent donc par résolution
d’un probléme de valeurs propres généralisées dans R?V .

7.2 Allure des courbes k — u(kw)

Par la méthode décrite dans la partie précédente, on calcule I’abscisse spectrale p(k,w) pour
plusieurs valeurs de k et plusieurs domaines w.
Les figures 7.1 & 7.3 présentent les courbes k +— Ayy(kw), k — Re(Asp(kw)) et k — p(k,w)
dans les trois cas: w = [0,1], w = [1/4,3/4] et w = [0,1/2]; pour N = 30 fonctions dans la base
des éléments finis.
Le premier cas est un cas test car si w = [0,1], il est possible de calculer exactement les valeurs

propres (cf. [9]), on obtient:

Ain(k) = —k £ k2 — nx?
Ce qui donne:
-k sik<mw

—k+VEk2—72 sik>nw

Les résultats numériques obtenus, dans ce cas w = [0,1], sont bien en accord avec ces expres-
sions explicites, en particulier les courbes Ay, (k) dans le plan complexe forment des demi-cercles.

p(k,[0,1]) = {

Dans les trois cas présentés sur les figures 7.1 & 7.3, ainsi que dans tous les autres cas ren-
contrés, nous faisons les observations numériques suivantes:

e La valeur propre A1(k,w) devient bien réelle et tend bien vers 0 quand k tend vers oo,
comme cela a été prouvé a la proposition 1.3.1 du chapitre 1. En particulier, ceci implique
que pu(k.w) — 0 quand k& — +oo. De plus, on observe, que pour les grandes valeurs de k,
labscisse spectrale est toujours donnée par Re(A;(k,w)).

e On observe également que toutes les courbes k — u(k,w) posséde un unique minimum
p*(w), atteint en un point que nous noterons k*(w).

e En ce minimum global, la courbe k — p(k,w) peut:

— présenter un point anguleux, car les valeurs propres A1 (k,w) et A_1(k,w) sont confon-
dues (valeur propre double) et deviennent ensuite réelles (phénomeéne d’overdamping,
cas w = [0,1]) ou car la partie réelle de la valeur propre A;(k,w) devient plus grande
que la partie réelle d'une autre valeur propre A, (k,w) pour laquelle I’abscisse spectrale
était jusqu’alors atteinte (cas w = [1/4,3/4]).

— posséder une tangente horizontale car la partie réelle de la valeur propre An,(k,w),
pour laquelle ’abscisse spectrale est atteinte, devient une fonction croissante de k, le
point anguleux intervient alors plus tard car pour des valeurs de k suffisament grandes,
Pabscisse spectrale est toujours donnée par Re(A;1(k,w)) (cas w = [0,1/2]).
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Fi1G. 7.1 - Cas w = [0,1] : (a.) courbes Ain(k), 1 <n <5, dans le plan compleze, (b.) graphe de
k— u(k,[0,1]), (c.) graphes de k +— Re(Axn(k)), 1 <n <5

Pour avoir une idée de la variation de k*(w) et de p*(w) avec la longueur de w, la figure 7.4
présente les courbes obtenues pour un intervalle collé au bord : w = [0,]] et un intervalle centré:
w=[1/2—-1/2,1/2 4+ 1/2]. Trés grossiérement, la fonction k* décroit avec [/, en toute premiére
approximation comme c/I. De méme, de facon trés approximative, la fonction p* décroit avec [ ;
mais il est surprenant de voir quelques petits intervalles dans le cas w = [0,/] sur lesquels p* est
croissante.

7.3 Erreur engendrée par le critére J

Dans ce cadre monodimensionnel, approcher le taux de décroissance uniforme de l'énergie
T(kw) = —p(k,w) par k.J(w) = k—T(O,w), ce qui revient a linéariser 7 au voisinage de l’origine
est une source d’erreur. Nous allons analyser l'erreur commise pour des coefficients k inférieurs
au seuil d’overdamping k*(w).

Tout d’abord, remarquons que dans le cas trés particulier w = [0,1], U'erreur induite est nulle car
comme nous venons de le rappeller ’abscisse spectrale est, dans ce cas, linéaire avant I’overdam-
ping.

En dehors de ce cas, p(k,w) ne se calcule pas de facon explicite et la comparaison doit donc étre
numérique. La figure 7.5 donne l’erreur relative en %:

k.J(w) —7(kw)
T(k,w)

e(kw) = x 100

pour quatre domaines w et, & chaque fois, pour des valeurs de k comprise entre 0 et k*(w)/2.
Cette approximation est tout a fait satisfaisante pour une large plage de valeur de k. Cependant,
il existe des cas défavorables, comme par exemple le cas w = [a*(1/4) —1/8,a*(1/4)+1/8] (figure
7.5.c), pour lequel la fonction J posséde 3 maxima locaux de hauteurs similaires et le maximum



7.3. Erreur engendrée par le critére J 115

20 0
15 -0.2
10 & -0.4
5 f -0.6
g o i) 2-0.8
-10 < -1.2
-15 -1.4
-20 -16
= -10 5 0 0 5 10 15 20
a. Re(\) b k
10 0
-05
0
-1
_10 -15
= =<
T T 2
24 4
-20 -25
-3
-30
-35
-40 -4
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
c. K d. K

F1c.7.2 - Casw = [1/4,3/4] : (a.) courbes Ay (k), 1 < n <5, dans le plan compleze, (b.) graphe
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Fia. 7.3 = Cas w = [0,1/2] : (a.) courbes Ain(k), 1 < n <5, dans le plan compleze, (b.) graphe
de k — p(k,[0,1]), (c.) graphes de k — Re(Ain(k)), 1 <n <5, (d.) zoom sur (c.)
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F1G. 74 — Pour w = [0,l] : (a.) graphe de | — k*(w), (b.) graphe de | — p*(w); pour w =
[1/2—1/2,1/2+1/2]: (a.) graphe de | — k*(w), (b.) graphe de | — p*(w) ;

global de J qui est également un maximum local de 7 va décroitre avec k alors que les autres
maxima locaux vont croitre avec k, d’ou la source d’erreur (cf. figures 7.6.a et 7.6.b).

La figure 7.6 présente pour deux longueurs de domaines [ et deux valeurs de k, les graphes
de a = k.J(w) et @ — 7(k,w) pour w = [@ —1/2,a+1/2]. Dans le cas d’un domaine de longueur
[ = 1/4, la différence est visible a partir de £ = 1.5 et les deux courbes ont la méme structure.
Cependant, pour k = 2 on se rend bien compte du phénoméne que nous venons de mentionner
de décroissance du maximum local qui était le maximum global de J et de croissance des autres
maxima locaux. Pour un domaine de longueur | = 3/4, la différence est visible pour k = 1/4 ce
qui est plus petit mais comme la longueur du domaine est plus grande le phénomeéne d’overdam-
ping a lieu pour de plus petites valeurs de k (environ 3.43 pour w = [a*(3/4) —3/8,a*(3/4)+3/8]
contre 5.95 pour w = [a*(1/4) — 1/8,a*(1/4) + 1/8]). De plus, méme pour une valeur de k = 2,
Ierreur relative est inférieure a 2%.

7.4 Optimisation de pu pour d’autres critéres

Nous allons dans cette derniére partie utiliser & nouveau des AG pour étudier la position
optimale d’un intervalle de contréle pour trois autres types de contraintes. L’algorithme utilisé
est l'algorithme génétique pour 'optimisation d’une fonction d’une ou de deux variables qui a
été présenté au chapitre 4.

7.4.1 Contraintes |w| =1 et k = k*(w)

Tout d’abord, nous avons vu que pour tout domaine w, il semblait y avoir une valeur optimale
k*(w) pour laquelle 'abscisse spectrale est minimale parmi toute les valeurs de k. Nous allons
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F1G. 7.5 — Erreur relative en % : (k.J(w)—71(k,w))/7(k,w)*100 pour k compris entre 0 et k*(w)/2
dans les 4 cas: (a.) w = [0,1/2], (b.) w = [1/4,3/4], (¢.) w = [@*(1/4) — 1/8,a*(1/4) + 1/8] et
(d.) w=[a*(3/4) — 3/8,a*(3/4) + 3/8]
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F1G. 7.6 — Erreur entre k.J([a — /2,00 +1/2]) et 7(k,Ja — /2,0 +1/2]) : pour | = 0.25 avec (a.)
k=15cet (b.) k=2; et pour ] =0.75 avec (c.) k =0.25 et (d.) k =0.5
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donc, pour une longueur ! donnée, optimiser la position de l'intervalle de controle w de longueur
[ sachant que le coefficient k vaut k*(w) ; c’est-a-dire que nous allons minimiser la fonction d'une
variable suivante, définie sur [1/2,1/2] par:

a— k" ([a—1/2,a+1/2]),Ja —1/2,a+1/2)])

Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 7.7.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
C. |

FiG. 7.7 — (a.) graphe de | — o*(l), (b.) graphe de | — k*(1), (c.) graphe de | — p*(1)

7.4.2 Contrainte k.|w|=a

Au chapitre 2, nous avons rencontré, en relaxant le probléme initial, un probléme du type
suivant : trouver une fonction a* qui maximise le taux de décroissance uniforme des solutions du
probléme:

{ u(z,t) — Au(z,t) + a(z)u(z,t) =0, 2 € Q,t >0 (7.6)

u(z,t) =0,z € 0Q,t >0

parmi les fonction a de l'ensemble :
1
Ly = {a € L>*(0,1),0<a < M,/ a(z)dr = CM}
0
Dans ce chapitre 7, nous travaillons avec une équation du type:
u(z,t) — Au(z,t) + k.xo(@)u(z,t) =0, z € Q,t > 0,
oll w est un intervalle, aussi au lieu de fixer, la longueur de contrédle, il est possible de fixer

I'intégrale de la fonction k.x,(z), c’est-a-dire le produit k.|w|. I s’agit donc, pour une valeur
donnée de l'aire a = k.|w|, de minimiser la fonction de deux variables suivante:

(Oé,l) = M(a/l,[a - 1/2,05 + 1/2])
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Les résultats sont les suivants: quelque soit la valeur de la contrainte a = k.|w|, le meilleur
controle trouvé est w = [0,1] et kK = a. Pour une contrainte a inférieure & m, ce phénomeéne n’est
pas surprenant parce qu’alors on a y = —a = —k.|w| et on sait que g > —a. En revanche, quand
a est plus grand que 7, ce résultat est plus surprenant car a cause du phénoméne d’overdamping,
le taux de décroissance de ’énergie est une fonction décroissante de a.

Ceci implique en particulier que, bien qu'’il existe des controles a(x) pour lesquels le taux de
décroissance est plus grand que 7, comme ’ont montrés P.Freitas numériquement (cf. [13]) et C.
Castro et S. Cox théoriquement (cf. [6]), il n’en existe pas de la forme:

a(r) = k.X[q5)(T)-

7.4.3 Contraintes k.jw| =a et |w| < 1/2

Enfin, comme nous avons vu que sous la seule contrainte k.|w| = a, le contrdle optimal était
toujours U'intervalle [0,1], nous allons ajouter une contrainte de longueur par exemple |w| < 1/2.
Il s’agit donc toujours de minimiser la fonction de deux variables:

(al) = pla/lfa—1/2,a+1/2])

mais aprés avoir restreint son ensemble de définition.

La figure 7.8 présente les controles optimaux obtenus: pour un grande plage de valeurs de
a la meilleur contrdle est de longueur 1/2, puis la longueur optimale décroit doucement quand
a augmente, pendant cette phase de décroissance le contrdle optimal est collé au bord de 2. La
figure 7.9 présente le graphe de ’abscisse spectrale optimale en fonction de a comparé au graphe
de l’abscisse spectrale du controle tel que w = [0,1/2] et £ = 2a (en pointillés).
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Conclusions et perspectives

Ce travail porte sur 'optimisation du taux de décroissance exponentiel uniforme des solu-
tions de I’équation des ondes amorties a ’aide d’un feedback en vitesse. Ce damping est supposé
concentré sur un sous-domaine, c’est-a-dire que les fonctions d’amortissements prises en compte
sont constantes par morceaux. Les deux quantités qui interviennent dans ce cas sont 1’abscisse
spectrale de I'opérateur associé au probléme p et une quantité g dite géométrique.

Nous avons choisi d’approcher u, et d’étudier sa dérivée par rapport au parameétre d’amor-
tissement a l’origine, J. Pour se critére J, nous avons obtenu des résultats d’existence dans les
cas mono- et bidimensionnel. Nous sommes également en mesure de caractériser les géométries
optimales. Nous avons enfin maximisé J & l'aide d’algorithmes stochastiques d’optimisation glo-
bale. Les résultats numériques obtenus ne sont pas intuitifs mais permettent un gain conséquent
sur le taux de décroissance par rapport a des positions que I'on aurait pu proposer en premiére
approche, telle que les positions centrées ou sur le bord.

Le critére J est défini comme un infinimum sur les vecteurs propres du laplacien, dans les
problémes complexes, il est souvent approché par le minimum sur quelques modes propres. Nous
avons mis en valeur, & la fois de fagon théorique et numérique de l'inconvénient de cette mé-
thode: & savoir que le domaine optimal pour les N premiers modes controle, en général, trés mal
le N + 1%™€ mode ce qui pose un probléme si le nombre N est purement technique et arbitraire.
De plus, la topologie du domaine optimal dépend fortement du nombre de modes propres pris
en compte.

Dans le cas bidimensionnel, le taux de décroissance est également fonction de la quantité
géométrique g. Cette quantité, qui dépend du temps moyen passé par chaque rayon géométrique
dans la zone de controle est difficile & évaluer. Néanmoins, dans le cas particulier du carré pour
lequel la zone de controle est une réunion de carrés, aprés avoir étudié en détail le comportement
des rayons géométrique et démontré un théoréme d’inversion, nous sommes capable de proposer
un algorithme de calcul exact de g.

L’optimisation de cette quantité géométrique par les algorithmes stochastiques conduit & un
résultat surprenant. La valeur du critére J pour les domaines optimaux pour g est plus grande
que la valeur obtenue pour g. Ce qui montre que dans ce cas et pour les petites valeurs du pa-
ramétre d’amortissement, le critére g est plus petit que le critére u. Alors qu’il est généralement
admis le contraire.

Les modeles physiques qui sont gouvernés par les équations étudiées dans cette thése res-
tent des problémes modéles. Cependant, les résultats obtenus permettent de mettre en valeur

quelques idées de comportement pour les problémes plus complexes. Cependant, il ne me semble
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pas évidant de calculer de fagon exacte ou approchée la quantité géométrique g pour des géo-
métries moins simples en s’inspirant directement du cas du carré. En revanche, I’approximation
de 'abscisse spectrale par sa dérivée a 'origine J ainsi que 'optimisation numérique de J est
facilement applicable aux problémes plus complexes.



Annexe

Nous allons donner ici la preuve compléte du théoréme 3.2.1 du chapitre 3. Cette démons-
tration en anglais est tirée d’un projet d’article avec Emmanuel Humbert car elle est issue d'un
travail commun. Les notations sont différentes de celles utilisées dans le reste de cette thése:

e on note @ = [0,1]2 la carré unité ou le tore unité selon les points de vue,

e en paramétrisant un rayon géomeétrique v par sa longueur, nous définissons une fonction
également notée v de R* dans Q,

e I’ensemble des rayons géométriques est noté C,

e la quantité c; est définie par:

t
() = g(w) = Jim inf - /0 X, (y(s))ds

t—o0 yeC

e tandis que la quantité ¢y est définie par:
t

e 1
e(w) =Gw) = inf lim | Xo(v(s))ds,

e s0it ¢ 'image par 'application v du segment [0,],
e on note alors:

Cl = U{'Ytl'y € C} )

t>0

e si la courbe 7 de longueur ¢ appartient a C’, on pose:

1

m) =7 [ x0)s.

e il est possible d’étendre la définition de m a C en posant, pour y appartenant & C:

m(y) = lim m(y).

t—+o00
Pour la preuve, nous aurons besoin des lemmes suivants déja démontrés dans le chapitre 3:
Lemme 7.0.1
Aw)
0<ew) < —F==Aw (1)
) < G = AW

Lemme 7.0.2 Lety = (X,a) € Q x [0,27[ with tan(a) € R\Q. For all e > 0, there exists N > 0
such that

1 [ o - )| <o

for allt > N. Moreover, N is independent of X = v(0). It depends only on c.
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La preuve du théoréme est alors la suivante:

First, it is clear that
c(w) < e(w) (2)
Indeed, for all 4" € C and all ¢t > 0, we have m(v;) > inf,cc m(7y:). Hence,

! — . ! > . . — .
m(y) = lim m(y) 2 lim infm(y) = e (w)

Since this equality is true for all 4/ € C, this shows (2).
We now prove that

c1(w) 2 c2(w) 3)

We fix € > 0 and we choose a sequence (y"), C C and a sequence (t), which tends to +oo such
that

lim m(y;,) = c1(w) (4)

n—-+o0o

For all n € N, there exists z,, € @ and 6,, € [0,27] such that 4" = (zy,0,). Up to a subsequence,
we can assume that there exists (z,0) € @ x [0,27] such that

lignxn =z and lirlann =0
We claim that there exists N > 0 such that
m((y,0)n) = c2(w) — e for all y € Q (5)
If tan(f) € R\Q, then N is given by lemma 7.0.2. Indeed, by lemma 7.0.2 and relation (1),
m((y,0)n) = Alw) — € > ca(w) — €

If tan(f) € Q or if tan(f) = oo, the ray (y,0) is periodic and the period does not depend on
y € Q. We have:

m((y,0)n) = m((y,0)) = ca(w)
Thus, one can take the value of this period for N. Clearly, we can assume that ¢, is a multiple
of N. Indeed, replacing t, by t, + s, where |s,| < N does not change the limit of m (v ). Now,
assume that 6, = 6. If tan(a) € Q or if tan(a) = oo, it is clear that lim, m(y;. ) —m(y") = 0. If
tan(a) € R\Q, this relation follows from lemma 7.0.2. Then, by relation (4), we obtain that
c1(w) > liminfm(y") > co(w)
n

This proves (3) in the case 6, = 6. Hence, we can assume that

0, # 6 (6)
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FEH(N) = AN ()

¥*(0) = v*™°(0)

Now, we define, for k € {0,...,%2 — 1}, zy, , = ¥"(kN) and %" (t) = ¥"(zy,, +1t) for t € [0,N]. We
define also 7%™* as the unique trajectory of length N and slope # such that 7%™5(s) = v¥7(s)

and
Ak,'n, _ ﬂ ,’?kynys
s€[0,N]

Now, we prove:

Step 1: There exists a sequence (k) such that
| Ay, n N Ow| < € and m(y") < ¢1(w) + ¢

for all n large enough. Here, |Ay, , N Ow| denotes the length of the curve Ay, , N Ow.
In the following, the length of any curve C will be denoted by |C|. Let

Ky = {k € {O,...,t—n — 1} s.t. m(vP"™) < e (w) + e}

N
We then set
Q= ﬂ U Tk,n
meN \n>m;kek,
and

=1 U

meN \n>m;ke,

For z € Q, we note -, the trajectory of length N and slope 6 such that v,(0) = . Note that
and € are not empty. Otherwise, K, would be empty too and we would have m(y*") > ¢;(w) +€
and all n > ng and all k. Thus, we would have m(v}.) > c1(w) + € that contradicts (4). Now, we
prove that

o= 7)

Take a sequence (z, ), such that lim, z;, , = y € Q. Then, for all ¢ € [0,N], we have
lim~y;,, 5 (t) = 7y(t). We obtain that
Uwce

yeN
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Conversely, if z € Q) then there exists two sequences (I,), such that I, € K, and (s,), C [0,N]
such that z = lim, y*"(s,). Up to a subsequence, we can assume that there exists y € Q
and s € [0,N] such that lim, zy, , = v and lim, s, = s. As one can check, this implies that
z = lim,, v¥™(s) = ,(s) and therefore

Qc Uﬁ’y

yeN
This proves (7).
We now distinguish two cases.
First, we assume that there exists an infinite sequence (y), in € such that v, N, , = 0 if

n # n'. Since |Owl is finite, one can choose y € Q (y is one of the y,) such that |y, NOw| < §. The
definition of € implies that there exists a sequence (k). such that y = lim, x, , with &k, € KCp,.
Clearly, we have for all ¢ € [O,N],

Lim g, (t) = 7y (¢) (8)

Set By, = U,;,>n Akn,n- Obviously, B, is a decreasing sequence of sets. Moreover, by (8),
MNpen Brn = 7. Since |y N Ow| < §, for all n large enough, we have |B, N dw| < e. Since

Ay, n C By, and since k;,, € Ky, this proves step 1 in this case.

Now, we make the assumption that, for all infinite sequences (y,), in €, there exists n # n’
such that vy, N7y, , # 0. Then, there exists (y,) C Q with 1 < n <k such that v, Ny, , =0
if n # n'. We can choose k maximum. This means that for all y € Q, there exists n € {1,...,k}
such that 7, Ny, # 0. Since |y,| = N, we have: v, C v, where v, is the trajectory of length
3N +2 and slope @ such that v, (N + 1) = -y, (0). Note that instead of the 7;, , one could have
considered trajectories of length 3/N. The reason why we take 3NN + 2 will appear later. Using
(7), we see that

k

ac )

n=1

Let n be fixed. Let
k
() € U }
m=1

The set Ufnzl ’y;m is a finite union of disjoint trajectories of finite length and slope 6. Moreover,

we know that 6, # 0 (see (6)). Hence, A, is a discrete set of points. Moreover, Ufn:l Yy 18

closed. Then, A, is closed too. This shows that A, is finite. Let now t¢1,to € A, with ¢t; < to.
As one can check, there exists & > 0 independent of n such that, if + < a|f, —6|”" then
Y (t1 +t) & Ufn:l Yy - Indeed, Ufn:l Yy, 18 @ finite union of segments of slope ¢. Then, it is
clear that the trajectory -,, whose slope is 6, meets two different segments of Ufn:l 77,;m in a
time proportional to the difference |6,, — )| of the slopes. Hence ¢, —¢; > |0, — 6] *. This proves
that

A, = {t € [0,t,]
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t
#An < Enlen — 0 (10)
Moreover,
t N EL e N B
miv,)=— | Xlht)dt=— > + (O, (#)dt = — ) m(y™)
tn Jo tn 1 N "=l

From the deﬁnition of K,, we write that for I € K, we have m(y"") > 0 and we know that for
1 €{0,...,'2 — 1}\K,,, we have m(y"") > ¢;(w) + €. We obtain that

moh) 2 gt (O = DV ) (@) + 0 = 3 (5o = #K ) (@(6) 4

ln
Since lim, m(y}! ) = c1(w), it comes that
#Kn 2> cty

where ¢ > 0 is independent of n. It follows from (10) that we can choose k, € K, such that
[knN,(kn + 1)N] N A, = 0. Hence, 5" N Um 1 Yy = 0. Up to a subsequence, we can assume
that lim,, g, , = y € Q. Then, for all ¢ € [0,N], we have: lim,, v¥»™(t) = (y,0)(t). Moreover, since
we have chosen the y; —of length 3N + 2, we know that there exists m such that (y,0)n C 1,
with (y,0)(0) # 7, (0) and (y,0)(N) # 7, (N). As one can check, this implies that A, » N

Ulfnzl Yy = O (see figure below).

Akn,n
Akn+1,n—|—1
xkn,n
N
T Yy(IN)
y €
Vo
By (8), we obtain that
AponNQ =10 (11)

Now, we set

d, = dist Ak"’",'y' = inf dist x,’y'
Ym Ym
€ Aknn
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and
dy, = sup dist(z,y, )
e Akn,n
We have 0 < d,, < d}, and lim,, d], = lim,, d,, = 0. Up to a subsequence, we can assume that for
all n, d;, |, < dy. In other words, we can assume that the sets Aknm are all disjoint. Since |Ow|
is finite, we can find a infinite number of A¥»"™ such that |Ak"’" N ow| < €. Up to a subsequence,
we can assume that, for all n, |A¥»" N Qw| < €. Since k, € K, this proves step 1 in this case.

We now let 4% = 4*n", Keeping the same notations than in the definition of A" we let also
4% = ~*nm0 This means that 4% is the unique trajectory of slope 6 and length N such that
7(0) = 7(0).

We now prove that :

Step 2: We have

for any n large enough.
We now see 4" and 47 as segments of length N in the plane. Let p, the projection on
4% in the direction of the line (¥"(N) 4§(XN)). By Thales theorem, we have for all ¢ € [0,N],

Pa(Y" () =75 (2)-

35 (t) = pn (¥

Let now t € [0,N]. Assume that &, (Y§(t)) # X,(¥§(t)). Then, there exists a point z of dw
between 4™ (t) and 4§ (t). Thus, z € [y" ( )76 (£)] ) Ow. This shows that pp(z) € pp (0w () Ak, .n)-
Indeed, we remark that, for all ¢ € [0,N],

7" (1% ()] C Agyn

Since 77 is parametrized by the length, we can identify the segments [0,N] and 77. We obtain
that

{t € [0,N] s.t. X,(¥"(t) # X(Vg (1)} C pn(0w () Aky.n) (12)

Now, we write that

. N B n
m") = mE) < 5 [ G0) - X )
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By (12), we obtain that

") = m)| < lpn (@) dtn)

We recall that p, is a projection whose angle tends to 7. Hence, for any piece of curve C, we

have [p,(C)| < 2|C| (in fact, the constant 2 could be replaced here by a constant ¢, which goes
to 1 with n). It follows that

m(3") —m(7§)| < 10w () Ag,,nl

Step 2 is then a direct consequence of step 1.

Step 3: Conclusion
The trajectory 74§ has length N and slope 6. The definition of N (see (5)) then implies that

m(y) > ca(w) — €

By step 1, we know that

Step 2 then shows that
2
co(w) —e<c(w)+e+ NE

Note that N can be chosen greater that 1. Since € is arbitrary, we obtain (3). Together with (2),
this ends the proof of the theorem. O
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