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 Ím��� ��\��X��g������F	����X�
Y Rj£m��
`RT�������
	=Q���g¢g��F������Q���� Y ��
 gVRT� �����X�����������¢������������� �}!XRT�X�&���¢QjR���!��F!�X ���X��Q`Y>RDC��X�¢!��FQjRT
?¸
�����X���C�`RT� ��

��� ¦ W����X��Ím���X��
`RT����g������
	=���d	������C� 
`R�Q���
����X�-���X��
 Íf���0!��-Q���� Y ��
 gVRT� ������!���	����X!XRT���
!��-� X RT��Íf��� ϕ \����²� 
`R�!b�����&�SRV	����X�C����g������X�CÍf
`RT�X!��0	�

���>RT���������
�¢!����C!b���¶��

�����
���C	��f� ��� �����X� ^ ¹¬� ¸
Íf��

��h ¦ kml ¦ P �b� X ���X��
 Íf���:�
��	>RT
`RT�[��!���� GFQ���� Y ��
 gVRT� �����X� Y Rj£m��
 ���`�����
	 ε1 	����
�;	���� ���
�w!���£�RT����� X ���X��
 Íf���
� YX��
 g¢��\��X� kBT 	*��� kB ��� �C��R}Q����X� �`RT�[�
�0!�� ¨ ����� � gVRT������� T �SR��
��g¢	���
`RT� �X

��	¶RT����

�C���-	�����Z]¸
g�Ó�

�¢��� � E>�HGb�������¢� �`RT� ��\��X��g������ ¦ ÐC�F	����X�
	=�
�¬���¢�`RT�����������X��
 Íf��� ε2 ��� ��!��F� X ��

!b

�¢!�� kBT 	=���
�
��g¢	X��!��0£[���0!�X ���X�¢Q���� Y ��
 gVRT�
������	>RT
 � ��Q�������Ó�

����� �&� 

Ó��&Q�����
 � ^ !��0� X ��

!b

�¢!�� 10−9 �
��Q����X!��4l ¦
Ð�RT�X�:Q���QjR��
	����&g����X��g�Ó�

�I�HGb	�����

���
�����
���:�����w£fRT������

��!��&� X RT��Íf��� ϕ ¦

Ç �¢

��	���
`RT������� i ( g����X��g�Ó�

�:!��Ò�SR&Q`Y>RDC��X�Ò	>RT
����Ò£]��Q��
����
 −→r i
��������!����X�����
�`RT����������£m��Q��
����

�

!��&������� ^ ����gVRT���������X� l −→R i = −→r i −−→r i−1
	�����!����X�����:���&£m��Q��
����
:�������?¸ ��¸ ������� −→RN =

∑N
i=1
−→
R i

¦
¾(R�!b��� �`RT�XQ��0g��4Z]�����X�0�������?¸ ��¸ �������
	 √〈−→R 2

N 〉 	�!�X ����	�����Z�g�Ó�

�¢!�X ���X!b��Q��F!��0	�����Z�g���
 ���`RT�
����� N
��� �:!X�����X����	>RT


〈−→R 2

N 〉 = Nl2
1 + cos θ

1− cos θ =
Nl2

tanh
(

l
2lp

) ^ h ¦ h4l

��� � X ���´!����X�����:�SRF������Íf�X����
�!��&	���

�
��� �
���XQ�� lp !b� 	�����Z[g�Ó�

��Q���g¢g��

cos θ ≡ exp(−l/lp)
^ h ¦ kml

[
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j

q

qR
i

R
i-1

R
i+1

(a)

j

E

e1

e2

p2p/3 4p/3

(b)

© � Á��(h ¦ k � � 
��A*+�&w�'��^�	�	9/'z�����A
�'OU
�	��� ϕ ��� θ W � J��G
��f�^#<�6� ���n��a �&'��&�}U
�	�8��� 569/'�k-9/�V0m
$�	�	9/'jM

¾(��

�
\]�X� θ = 0 	 lp ��� �V��� �X�X�������}���´	�����Z�g�Ó�

����� �}��� ���T�
�����X����
 ��Íf��!�� ¦ W¬����
 θ = π/2 	��SR
������Íf�X����
�!���	���

� ��� �
���XQ��I��� �w����������	�����	�����Z[g�Ó�

����� ��RT����

��Q���g¢	���Ó��
��g����[� E>�HGb������� ¦ Ð�RT�X�:����QjR��
�����
��
 g���!b�SRT��
`��	X����	�����Z[g�Ó�

����� �:!b�����
��g¢� ¸ E>�HGb������� ¦

Ç ��

���X��
 gVRT�����`RT��� l ��� N 	[���¶��� �w	��f�
� ��������!��&�`�C
`RTg����X��
 �0���X��Q`Y>RDC��X� E>�HGb������� ¦�� � !����X�����
�SR¢������Íf�X����
C!�� )&��Y��dQ���g¢g�� lK = C∞l = l/ tanh

(
l

2lp

) �������´

��!����X������� X ���X!���Q��-!���	�����Z�g��a¸

 ��� RT� �����}Q���g¢g�� N ′ = N l

lK

¦ ¾®��	�����Z�g�Ó�

���
������RT����

�����X��gVRT

Q`YX�CRT���jRT�
����

� V�RT�X�
� �������X��!��:	>R��
!���������Íf�X����
 �RG�����	 lK

〈−→R 2

N 〉 = N ′l2K
^ h ¦ cml

Ð�RT�X������QjR������ θ ��� ��	���� ���
	��SR�������Íf�X����
w!��')&��Y��q��� � lK ' 2lp ¦bÂ ��� �
�C	�

��	�
 �����
�&!���Q���g¢	���
 �
�a¸
g������:RT���jRT�
����

����� �ÒQjRT
`R�Q��
��
 ���
� ��\]�X��!�X ����� Zb� �
Ó�g��C!������Ò�����������
��
`R�Q�� �����X�:�
����� �0Q�����
 �
�C	���
 �
���FU
�����������
��
`R�Q�� �����X�-�����


�¢g����X��g�Ó�

���-�
����������g¢���
�����0RT� G�	����X��	�

��Q`YX����£]����� ���X� ¦ P �������
�¢	��SR�Q�� �
���X�q��Q`YX�������q� ��	���
 ������

���´�SR´	���
 �
����!X�}Q����0�����
��
`R�Q�� �����X�
	;�����0�������
���0

��	���� ��� ��£]���F�X���
�V£]���������
	����X�����:�SRFQ`Y>RDC��X�I� �����w���X��gVRT

Q`YX�-RT��Y>R�� RT

! ¦

W;RT
��SRF�
�����
��	����®�X���X��� � ��
`R¢!���Q����X� ��!���

��
�!����:	�����Z[g�Ó�

���:�
��� RT����g������ E>�HGb����������Q����X� � ��� �X���
!�� N g����X��g�Ó�

���
	>!����`RT�������I!����X������	>RT
:�SRF������Íf�X����
�!��*)&��Y��´�X���
����!���

���>Rj£fRT��� a ¦� ���X��Rj£]���X�F£�� \��OX ���X�q!����X����� ����� �>RT� ��

������� !����SRd�`RT��������!�X ��� 	�����Z[g�Ó�

����� �F�SR�!b��� �`RT�XQ��
QjRT
 

��g���Zm�����X��������� �F�������
	 √〈−→R 2

N 〉
¦ ¾(���:�HGb	���
 �����XQ����:�
����������\��X�&�SRF!b���=�X� �����´!��&�SRF����g¢��Ó�

��	

	���
 g���� �
�����
	*��� 

��£�RT�XQ`YX��	X�SR0g���� �X

��!���
`RjZ]���´!��&Íf��
`RT� �����d!�X ���X��Q`Y>RDC��X� ¦ �6�®���
�:!����X���®	>RT


R2
g ≡ 1

2N2

∑

i,j

〈(−→r i −−→r j)
2〉
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R2
g ' 1

6
Na2 (N À 1)

^ h ¦ h l

T����X� � 	b�SR¢!b��� �`RT�XQ���g��4Z]�����X���������?¸ ��¸ ������� ^ h ¦ h4lw���w����
`RjZ]��� !X�&Íf��
`RT� ����� ^ h ¦ h lÒ�X��!b���¶Ó�

������\��X�
!�X ��� Y R�Q��
����
F����g���
 ��\]�X� ¦ W;RT
F�SRd� �����
��	²�X���X�0�����FQ���� Y ���X!b

���X�¢���0�X���X�F��Q�
 ��

���X� R ∼= aN1/2

	�����
:���X��Q`Y>RDC��X� V�RT�X�
� �������X� ¦

� ��� � E0o �a70)O+-708��&+-)

T 	�

���
�����
	��X���X�}	�

���
�����
���X��\��X����\��X���Vg���!�Ó�������� YX����
 ��\��X����!���Q�
 ��£fRT���}���dQ���g¢	���
 �
��g����[�
!�X ���X��Q`Y>RDC��X��������\��X� ¦ Ñ²������!�X RT����

!�	;�X���X�F�X���X�F�����
��

���
�
���X��RT� g���!�Ó����q����	����X�¢� ��g¢	�����U¬���
g���!�Ó����C!����SRIQ`Y>RDC��X����!��jRT����	bRT�X�`� ��RT	�	��������&Q`Y>RDC��X� V�RT�X�
�
�������X� ^ ��� ¨ 

�
 w�X�������>�jl ¦ ¾®����QjRT
`R�Q��
�a¸

 ��� � ��\��X���¬!���Q���g���!�Ó������X���
��

��� 

����£m���������0

�jRT�����
��\��X��	�����
;���-	�����Z[g�Ó�

�Ò!XRT�X�²�X�0�
����£fRT���¬� 

Ó��
	>RT
 � ��Q���������
����
	����FÍm���X��
`RT� 	����Ò�
����£fRT���������
����
`RT������RCQ`Y*RDC��>��g���!b���>�w\��>RT�����`RT� ��£]��g�������Q��ÒQ���g¢	���
?¸
�
��g������ ¦T¥ RT���(���[��� �²��g¢	���
 �`RT��� �:�SRFY �����²Q����XQ���	�� �X��������gV���������²Y���� �
��
 ��\��X��g������ ¦ � ���X�²	�

���
�����
���X�
���X� �����
������QjR��¬!�X ���X��Q`Y>RDC��X��!XRT�X�¬���-�����F�
����£fRT��� ¦�Ç � �X��	��X���X�;Q����X� ��!���

���X�;\��X����\��X���¬� ��� �>RT� �����X�
��� �SRFQ`Y>RDC��X�I��� �:Q������ 
`RT�����
� ¦

�����	�
� �
�������������������
�

¾(��g���!�Ó����w���Ò	����X��� ��g¢	����w��� ��Q��������X!�X ���X�wQ`Y>RDC��X�w�`RT�X�;�����
��
`R�Q�� �����X�����F�����;g����X��g�Ó�

�����X�Ò�
�
��£]��������� ��	>R�� ¦ ¾®�CQ���g¢	���
 �
��g������:!��CQ���� �
�CQ`Y>RDC��X�gY RT��� ��g��&��� �ÒRT����

���
��� RT����g�������RT���jRT�
����

� ¦ � �
!����X�����:�SR Y ���XQ�� �����d!���!b��� � 
 ������� �����d!����w£]��Q��
����

�:�������?¸ ��¸ ������� −→RN

	>RT
 G(−→R ;N) ¦ � �®��X RTÍf���:!b�
	�����!���R��
�
��Q���� �-�SRFQ���� �XÍf��
`RT� �����´!��&��RFQ`Y>RDC��X� {−→RN} 	bQ#X ��� �?¸ ��¸6!b��

���
�������&\��X�C���C£]��Q��
����
w

�����SRT���
����h (�� gVRT���������´���:��� N ( �
����� −→R ¦ ¾(RF�����(!��&	�

���*RT����� ���
�-Q���
 

��� 	����X!XRT���
�-��� �

P (
−→
R ;N) =

G(
−→
R ;N)

Z

^ h ¦ I l

��� Z = ∫ G(−→R,N)d−→R ��� �:�SRWY ���XQ�� �����´!���	>RT
 � ��� �����d!��&�SR¢Q`Y>RDC��X� ¦
T����X� � 	 P (−→R ;N) 
`�a	X

���
�����
���SRÄ	�

���>RT���������
��\]�OX ���X��gVRT

Q`YX��RT���jRT�
����

��!�� N 	>R�� RT���q���

£]��Q��
����
��������?¸ ��¸ ������� −→R ¦ � �¢	���������£�RT���X��
 P (−→R ;N) !XRT�X���SRC����g¢���
� N →∞ 	mRj£]��QÒ���Ò� YX����

Ó�g��
!�������g¢���
��Q������ 
`RT��� �  f !	¶h�[ I �

P (
−→
R ;N) =

(
3

2πa2N

)3/2

exp

(
−3
2

−→
R

2

a2N

)
^ h ¦ [ml

J
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� ���X�C
`�agVRT
`\]�X���X��\��X� P (−→R ;N) �X�F!���	����X!�\]�X�F!��0�SR}������Íf�X����
 R ¦ ¾®����!���� G�	�

��g¢����

�&g��T¸
g������
���`������U

〈−→R 〉 = 0 et 〈−→R 2〉 = Na2
^ h ¦  fl

��� 〈−→Rn〉 =
∫
P (
−→
R,N)

−→
R

n
d
−→
R

¦

� 0R,�,%0 �_*a0M�@!S�'���%$A���
Ç �}	>R��`�`RT�������SR�����g¢���
�CQ������ �����X��	��SR ��� 
`R�x?��Q��
����

�
�}!���Q�
 ���
��	>RT
�����	�����Z�g�Ó�

�C��� �����X��Q�����
 ���

−→r (n) ��� n ��� � � X ���X!b��Q���Q���
 £[� ����Íf�X������������Í !����SR Q�����
 ��� ¦ ¾(R 	�

���>RT���������
�Ä!���!b��� � 
 ������� �����
P (
−→
R ;N) ��� ��RT����

�:���X��g���� ��

��!���� �����X��
 � [bh �

P{−→r (n)}δ−→r (n) = D{−→r (n)} exp
[
− 3

2a2

∫ N

0

(
d−→r
dn

)2

dn

]
^ h ¦ J l

��� ����� �TQ`YX��g¢���X� � −→r (n) �
�����}!����X�����}	>RT
 −→r (0) = −→r 0
��� −→r (N) = −→r N

¦ ¾²R Y ���XQ�� ����� !��
	>RT
 � ��� ����� Z ��� ��!������X����	>RT
����>�d�����
��Íf
`RT����� ��
��
���X��������Q`YX��g¢���X� −→r (n) Rj£]��Q´��� 	�����!���!��
¨ ����� � gVRT���

Z(N) =

∫ ∞

0
d−→r 0

∫ ∞

0
d−→r N

∫
D{−→r (n)} exp

[
−H{

−→r (n)}
kBT

] ^ h ¦ iml

���
H(−→r (n)) = 3kBT

2a2

∫ N

0

(
d−→r
dn

)2

dn
^ h ¦ hjeml

¾(� � RTg¢�����
���������q� �=��Q�� �jY H ��� ��Q���������!�X ����� Z[�
�
Ó�g��:Q����X�
� ��� �X��!�X ���X���
��
 ����!��:

���
�
��
 �
�
	fgVRT�`�a

��R�¸
�����`����	>RT
C������gVRT���������X�&!��I�`RT������� a 	*!��-Q����X� �`RT���
�0!��-
`RT��!�����
 k = 3

2
kBT
a2

¦ W;RT
�RT�>RT����Íf����	=�����`RT���
\��X�&�SR¢Q`Y>RDC��X��!�� N gVRT���������X���
��
`RF����

���`�
��
 �:!���Q����X� �`RT���
�I!��&
`RT��!�����
 K = k

N = 3kBT
2Na2

¦
¾8X ���X��
 Íf���0������

�F!�X ����	�����Z[g�Ó�

�0!������&�SRV!b���
�`RT�XQ��0����� 

�-�����&!���� Gd�HGb� 

��g¢���
���&��� � �RGb��� � R

���
�:!����XQ���Í]RT���
�

F (R) = F (0) +
3

2
kBT

R2

Na2

= F (0) +
3

2
kBT

R2

R2
G

^ h ¦ hfh4l

����� X �����>���
�0���-
`RjZ]�����>RT� ��

�������>V�RT�X�
� ����� RG = N1/2a
¦®Â ��� �
�F���X��
 Íf���F������

�¢��� �C	���

��g������

����� 

��	X��\��X�I���:�%X ����� ����������Í]RT����g�������	>RT
:�SR Y ��
 g-����� F (R) = −kBT lnG(−→R ;N) ¦

i
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� �Ò��� �F��� �����q!�X ����� 

��!b����

�����X�q!b��� � 
 ������� ����� 

��!b�����
�q!����SR�Q`Y>RDC��X�q	�����Z�g�Ó�

� G(−→R′,

−→
R ;N) 	

�����
�����X�V���Ä�
������Q�� �������>RT���-�����IQ���� �XÍf��
`RT� �����X�-�
���������-\]�X� −→r 0 =
−→
R′ ��� −→r N =

−→
R

¦ T��X� 

��g������
!b���
	 G ��� �:�SR�!b��� � 
 ������� ������!���	�

���>RT���������
�I�
�������I\��X���SR�Q`Y>RDC��X�-RT�������´����������� −→R′ ����� X RT��� 

�-���
−→
R

¦>Â X ��� �:!����XQ�RT�X�`� � 	b!XRT�X�w�����SRT��Íf�>RTÍm�I!��&g���QjRT����\��X��\��>RT��� ��\��X��	b���&	�

��	>RTÍ]RT�
����
�\]���®!���Q�
 ���
������� 
`R�x ��Q��
����

���C!�X ���X�I	>RT
 � ��Q������0�
��	�

��	>RTÍm�jRT���&!�X ���d	�������� −→R′ �¢���d	�������� −→R ���´��� ���
��g¢	X� �
N

¦¬Â ��� �
��RT�>RT����Íf���}���
�I��g¢	���
 �`RT���
��	¬QjRT
0�a�����V	���
 g����F!�X R�!XRT	��
��
F� ��g¢	�����g������-�����-
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����&'@�&�^��� ���xU
�����.
�U��Q�	9K5!
��	�6W:l+��a 
��^�	�^�V#$��� z(n) M

� ���X��Q����X� � 
 �����
���X��RT����

�:���X�����X��
 Íf����������

�I� �¶��Q�� ��£]���F� X RT��!���!���Q����:!���� G Y ���XQ�� �����X� ¦

�	�
����� � ��� ��� �
� ���
	 � � ��� ��� ��� � � ��� � � � �	� ��� � � � � �

¾8X ���X��
 Íf���-������

���
���`RT���-��� ���SR��
��g¢g��I!�X ���X�-���X��
 Íf���I������

��	>��Q�
 ���
�I	�����
������:��

�f�`�
���:	�����Zb!b���?¸
	���

�`���
	�����!�X ���X������� 

��	����-R��
�
��Q������
�0�SR¢!b��� � 
 ������� �����d��� �`RT��������!����w	X�`���X!��T¸ �����XQ������ ¦

� �"*-� �'$&*`�+c � �4* �"���_,�,%* 68��9 :O��$&,�68*-��,�*
¾8X ���X��
 Íf����������

��!�X ���X�¢��

�f�
�
�F	�����Z[!b���
	���

�
�¢���
��!����
��
 g¢���X���V	>RT
IRT�>RT����Íf���VRj£]��QF��������

�f�
�`���

g����X��!b���
	���

�
��� ¦ Ñ²�����¬!�X RT����

!�	4�SRFY 
`R�Q�� �����-£]������g¢��\]�X��g��4Zm�����>�����-g����X��g�Ó�

���¬!XRT�X�²�SR:Q����XQ`YX��	
Φ(z) �
��!���!b��������� ��Q�
 ��£�RT�����SR§Q����X�
��
 £fRT� ����� ����QjRT����!b� �X��g-�X

��!���g����X��g�Ó�

��� Φ(z)dz =
a3S[n(z)]dn ����!����XQ

Φ(z) = a3
S[n(z)]

ż

^ c ¦ kml

h c
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��� ż(n) = dz
dn

¦¶Â ��� �
�F��\��>RT� ���������
�C� X RT�>RT����Íf�X�¢!�� ^ k ¦ kml�������!������ ���*RT��� σ → S(n) ��� H/N →
ż(n)

¦¬Ç � 	>RT
 � ��Q���������

	��SR�!b��� �`RT�XQ��qg��4Z]�����X��	 D(z) 	;����� 

��!���� GÄ	X�
���X!��T¸ �����XQ������V� ��� �X����� �d�SR
!b��� �`RT�XQ�� z !����SRF�
��
ZY R�Q������ �

D(z) ' S[n(z)]−1/2 ^ c ¦ cml
� �}!X� �>������!������������X������QjRT� G}!��:�`RT��������	 ξ(z) 	]\����X£fRT
 ����Rj£]��Q:�SR�!b���
�`RT�XQ������SR�� ��
ZY R�Q�� z ¦[Â ��g¢g��
!XRT�X�:����QjR���!����w��

�f�
�`���
	b�����:Q`Y>RDC��X����!����������X���
��������� ��

������	���
 	����X!b��Q����SRT��

��g������ �F��R¢� ��
ZY R�Q��

ż ∼= ξ

g

^ c ¦ h l
��� g ��� �����-�X��g-��

�0!��-g����X��g�Ó�

���&!XRT�>�����d������� ¦ ¾²R��`RT�������0!����C�������X�
	 ξ(z) ���
��!����XQ0!����X�����
	>RT
 � i!	 J �

ξ(z) ' D(z) solvant bon ou Θ
^ c ¦ I l

ξ(z) ' D2(z)

a
fondu

^ c ¦ [ml
T����X� � 	²���Ä��� �������`RT���0�SR 

���SRT� ����� ξ ' agν

^
ν = 3/5 ���Ä����� �
����£fRT���0��� ν = 1/2 ����Y ���X!b� �a�

�
����£fRT��� Θ lÒ���w��������\]�>RT� �����X� ^ c ¦ I l � ^ c ¦ [ml 	X� X ��\�����������

������QjRT�(!����w	X�`���X!��T¸ �����XQ�������!XRT�X�:�SR¢Q����XQ`YX�
� ��\ ¦ ^ c ¦ h l �²�%X ��Q�
 ��� � i ��U

ż(n) ∼= a[a2S(n)]α
^ c ¦  fl

����� X �HG[	��f� RT��� α !���	����X!�!��-�SRV\��>RT�����
�0!b���
����£fRT���C���&��� �����X!b��\��X�0!XRT�X�C���0Ñ¬RT�����jRT��c ¦ h ¦ ¾+X �HG�¸
�
���X� �����q!����SR-Q����XQ`YX�C�
��!���!b�����Ò!����XQC���}�����
��Íf
`RT��� ^ c ¦  fl�� ��
��
�����
����������£�RT������

��	��f�
� ����������!�� n 	
�
�����

H{S} ∼= a

∫ N

0
[a2S(n)]αdn

^ c ¦ J l
¾®�:�X��g-��

��!��wg����X��g�Ó�

���ÒRT	�	>RT
 �
���>RT���wRT� G�Q`Y>RDC��X����R�!��
��
 �������
	]����R�!��
��
 �>RT�XQ���	���X �HGb	�
 ��g������
Y ���XQ�� �����´!�� S ���w	>RT
:�������
�I!���� ��
ZY R�Q���Q���g¢g��

Γ '
∫ N

0
S(n)dn

^ c ¦ iml
Ð&��g�_�g���	T���¢RT� � 
 �����>RT���;���X�����X��
 Íf��� kBT 	>RT
²��������	�� X ���X��
 Íf���Ò!����SR���

�f�
�
��	�����Zb!b��� 	���

�
����X ��Q�
 ���
	>RT
:�������
��!���� ��
ZY R�Q��

FB{S} ∼=
kBT

a2

∫ N

0
[a2S(n)]βdn

^ c ¦ hjeml
���¢� X �HG[	��f�`RT�[� β ��� �;

��	���
 �
�:!XRT�X�����ÒÑ¬RT�����jRT�}c ¦ hw����!���	����X!�!�����Q����X!b��� �����X��!��w�
����£�RT��� ¦ ¾8X ���X��
?¸
Íf��� ^ c ¦ hjemlw��� �:��� Y RT���w�SR¢�
��g¢g��I!�X ���X���
��
 g��I!���£m������g��I�HGbQ����´����!�X ��� �
��
 g��I!���
`RT	�	����(���SR�� ¸
� ��\��X� ¦ T{� X ��\�����������

��	������V!���� G Q������ 
 ������� �����>���
��Q���g¢	����X�`�����}���V����� � ���V!��´Q����X� ��!���

��
V� X ���

h#h
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!�����!���� G§�
��
 g������ J e � ¦ ¾+X �a�>�a

Íf���´!���£]������g���� G�Q���� ��X ����� ��������!����XQ���� �����
��Íf
`RT�����SRd	�
`���`� �����
�f�
g���� ��\]�X��!������X����	>RT
w� X ��\]�>RT� ����� ^ h ¦ c#[ml ¦XÇ ����� �������`RT���w�����:��\]�>RT� �����X� ^ c ¦ kml 	 ^ c ¦  fl���� ^ h ¦ c#[mlÒ���


���
��g-���F� ��
C���-

��� �����`RT� ^ c ¦ hjeml ¦ � ���
���X�&\��X�-!XRT�X�����0QjR��C!�X �����
����£fRT���&RT� YX��
 g¢��\��X��	������C��\��>R�¸
� �����X� ^ c ¦ J lÒ��� ^ c ¦ hjemlÒ�
�����:������RT�>RT����Íf�X����!����:��\��>RT� �����X� ^ k ¦ h lÒ��� ^ k ¦ [mlw��Q�
 ���
���:	�����
:�����w��

�f�
�`���
g����X��!b���
	���

�
��� ¦

� Z�	���!����
����£fRT��� ����� Θ Y ���X!b� Q`Y>RTg¢	´g��4Zm���
α h ��c h ��k h h ��c
β hfh � [ k c I ��c

� °²Ï �Xc ¦ h � �X
��	��#<�&�A�@�&�v�}�
,\9���
�'2�p��,\9_#<�I�	���A�V�
,2�����&�V�	9/'@�A�&'B�	9/�"�A�Da �65����&���	�3������a �V�:���&'@�V�	9/'h�������
��a �&'��&�}U
�	�A���;JL��� �@�n�`
m569_#$5������`�6ct��M ��� M��6��� ��� M
	��!��
�M

� �������_6�$;*`0R,�,%� !5$;^5* �>9;0b68��9 :O��$&,�68*-��,%$;��^ � *-, �8���4!-9&*5,
¾(R�Q������X��Q�� ��£[���
�¢!�����!b���=��

���[�
���&	X�
���X!��T¸ �����XQ������I��� �C	�
 ���`�0����Q���g¢	��
�¢!XRT�X�&�����
��
 g��¢���b¸

� 

��	���\��X� ¦®Ç ��� �=���
	¶�SRq!b��� � 
 ������� �����Ä!�����	X�
���X!��T¸ �����XQ������ S �OX ���
��	>R�� �RGb����	®Q���g¢g��¢	�����
��X�X�
��

�f�`�
�0	�����Zb!b��� 	���

�
�¢!�������� X �HG[	���
 ��g������ RT�
����
0RT��
`RT����	�

�jRT�SRT������g����[�IQ`YX����� ���SRq!b��� � 
 ������� ���������
�`RT��������!�����Q`Y>RDC��X��� ¦ ¾®��� Zb� �
Ó�g��:���`RT��� ��� X ��\�����������

�:� YX��
 g���!bZ[�>RTg¢��\��X��	]�SR�!b��� � 
 ������� �����������`RT�������
!����������XQ������C��X R�x¡�X�
�
�IR �X��!���g¢������g¢���`��
�� X ���X��
 Íf���0!b�d� Zb� �
Ó�g�� ¦ W¬����
����X�-!b��� � 
 ������� ������gVR�Q�

�T¸
�`Q���	���\]�X� S !X�����X����	¶�SRqQ������ 
 ������� �����Ä�����


��	���\]�X��	 −TS 	¶!�X �������X�
��g-�����¢	�����Zb!b��� 	���

�
����X ��Q�
 ���
	
!XRT�X�:�SRF����g¢���
��Q������ �����X�I���:	>RT
w�������
�I!���� �X
ZY R�Q��¢U

−TS{S} = kBTS0

∫ N

0
P (n) lnP (n)dn

=
kBT

a2

∫ N

0
[−a2S′(n)] ln

[
−S

′(n)
S0

]
dn

^ c ¦ hfh4l

��� S′(n) = dS
dn

¦
T����X�
� 	>���´
`R��`�
��g-���SRT������������\��>RT� �����X� ^ c ¦ hjeml���� ^ c ¦ hfh4l 	*� X ���X��
 Íf���-������

�-!����SRVQ����XQ`YX�-�%X ��Q�
 ���

	>RT
:�������
��!���� ��
ZY R�Q��

F{S} ∼= kBT

a2

∫ N

0

{
[a2S(n)]β + [−a2S′(n)] ln

[
−S

′(n)
S0

]}
dn

^ c ¦ hjkml
� ���X�w��� �������
���X�:� X ���X��
 Íf����������

� ^ c ¦ hjkmlÒ	�����
�!����
��
 g¢���X��
��SR¢� � 
 �XQ�� ��

�I!�X ���X��Q����XQ`YX�IR�!��`��
 ����� ¦

h-I
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� �
� ��� ��� � � � � � � � ��� ����� ��� � � ����� � � � ��	 ���

¾²R�� � 
 �XQ�� ��

�´!����SR�Q����XQ`YX�´!���	�����Z[g�Ó�

���}R�!��
��
 �����V���
����� �X!b�����´!XRT�X��������Q����X!b��� �����X��!��
Q�����	��SRTÍm� Y ��
 �w�`�������q�SR0�
��
 g¢���X������Íf���I!���Ð&�fV&�����X��� � h#h � 	�Q#X ��� �?¸ ��¸6!b��

��\��X�&�SR-

��Íf����� 	�

��Gb��gVRT���
��� ��

��!b�����
� �I���X�CQ����XQ`YX�&!���g����X��g�Ó�

����U d ∼= a

¦ ¾(R-�
��
ZY R�Q��C��� �Ò!����XQC� RT� ��

���C����g����X��g�Ó�

���
��� S0 ∼= a−2 ¦ ¾®�CQjR�� d > a R����
�C��� �X!b����	>RT
FVC�����
������� � J h �=!XRT�X������QjR���!�X ��� Y ���X!�������!�X ���}�����
�
����£fRT��� ¦

¾²RVg¢������g¢���`RT� ������!��-� X ���X��
 Íf���0������

� ^ c ¦ hjkml 	 δF
δS = 0 	�Q����X!b����� �V� X ��\]�>RT� ������!�X ��\�����������

�F!����

	����
����� ��������Q`Y���g¢��\]�>���-U
(a2S(n))β−1 +

S′′(n)
S′(n)

∼= 0
^ c ¦ hjcml

¾(R¢�
������� �����´��g¢g���!b�SRT�
�I�
���X� Y ��
 g���!��&�����(!���	������
�`RT�XQ�� ^ QHY ¦ T�	�	����X!���Q��fT�l���� ��RT����

�

Seq(n) ∼=
1

a2n1/(β−1)

^ c ¦ h h l
Ð X RT	�

Ó��:� X ��\ ¦ ^ c ¦  fl 	��X���X��!���!b�����
���X��!b��

��Q��
��g�������� X �HGb�
���X� �����

zeq(n) ∼= an1−α/(β−1) ^ c ¦ h I l
Â ���XQ��a�[� 

���X�V�X���X��� ��
¢����QjR���!�X ��� �`��� £fRT���VRT� YX��
 g¢��\��X� ^

α = 1/3 	 β = 11/6 l0����!�X ���
Y ���X!b� ^

α = 1 	 β = 3 lCU

Seq(n) ∼=
1

a2n6/5
zeq(n) ∼= an3/5 (bon solvant)

^ c ¦ h�[ml

Seq(n) ∼=
1

a2n1/2
zeq(n) ∼= an1/2 (fondu)

^ c ¦ h4 fl

¾+X ��\]�>RT� ����� ^ c ¦ h�[ml¬	�����
�� X �HG[�
���X� �����V����QjRT���:���
���SR&

���SRT� �����}!��:¹¬����
 Z0	�����
����X�:Q`Y>RDC��X�:���
������� ¦
¾®���Ò	X�
���X!��T¸ �����XQ������w�X�C�`�����Ò!����XQ&\]�X�CgVRT
 Íf���>RT����g���������� ��

�����w	>RT
��SRI	X

���
���XQ��&!����wRT��� 

��� ¦bÇ �
��� �������`RT���I�SR�

���SRT� �����Ä!��VQ����X�
��
 £�RT� �����§!�����g����X��g�Ó�

��� ^ c ¦ kml 	®�X���X�I!���!b�����
���>���SR !���	����X!XRT�XQ��
!����SRWY 
`R�Q�� ����� £]������g¢��\]�X�IRj£]��Q&�SR¢Q ���
� z U

Φ(z) ∼=
(a
z

)4/3 ^ c ¦ h J l
\�������� �;	�

��Q����
��g����������Ò	�

� �X�>RT���
�T¸6� ��g¢���SRT��

�:� 

����£]��	>RT
�!�� V&�����X��� ^ QHY ¦ Q`Y>RT	���� 

�:kml 	fQjRT
`R�Q��
��
 ���?¸
� ��\��X�w!�X ���X�:Q����XQ`YX��!��:Q`Y>RDC��X����R�!��
��
 ������� �C	>RT
 �
� 
�!�X ���X�:�
������� �����V���������V�
����£fRT��� ¦ T����X� � 	fQ���� �
�
RT	�	�

��Q`YX�Ò�`��g¢� ¸ 	�YX���X��g����X�����fÍf��\]�>�Ò	���
 g�����!���

��� 

����£m��
;�����;QjRT
`R�Q��
��
 ��� � ��\]�>����!�X ���X��Q����XQ`YX�wR�![¸
�
��
 ����� ¦¶Ç ��	>RT
 � ��Q���������

	®����

��� 

����£m�F� X ��	>RT���
�
����
�!��F�SR�Q����XQ`YX��	 H ' aN3/5 	=����� X R�!��
��
 �>RT�XQ���	
Γ ' a−2 ¦ Ñ²���X��Q����¬

��� �����`RT�
�����`RT��� Y ���X!����;�
��
;!����¬��������!�X ��Q`YX��������	������;�
�����;£�RT�SRT�������;	�����
 N À 1

¦

h [
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RF

x ~(z) z

z

F(z)

RF ~ N
3/5

0

1

0

z
4/3

1

n

a
-2

S(n)

N0
0

n
6/5

1

©�� Á��*c ¦ c � Z2�	�/#$5��V#<���+�Da #<'�� 569_#$5����G
_�_�69/��J��6� �&'bJ�9/'��69/�^��
�'2�&M

Ç � �X��	����X��� �;	��f�
� �������w!���

��������
����Ò�X��g-��

�Òg��4Z]���¢!��Òg����X��g�Ó�

����RT	�	>RT
 �
���>RT��� �����X�Ò�����XQ����
!�� n g����X��g�Ó�

���w	>RT
Ò�������
�&!��&� ��
ZY R�Q���	 f(n) 	[����� ���=��� �������`��	>RT
w!��UV&�����X���Ò!XRT�X�Ò�SR0·��HY ¦ � h [�� 	 �
S(n) U

f(n) ' −nS ′(n)
^ c ¦ hjiml

� � 

��� 

����£]��������� f(n) ' a−2n−6/5 ¦
¾8X ��� �X!���!����wQ����XQ`YX����R�!��
��
 �������:��� Y ���>!b� �-� X RT��!���!��&Q���� �
��RT	�	�

��Q`YX����� �Ò	����X�:RT	�	�

��	�
 ����� ¦

Ç �§� �=���
	(�
�����
���-�����FRT��� 

���0!����
Q�
 ��	�� �����X�F!����-Q����XQ`YX���¢R�!��
��
 �������F�
�?Y ����� ��� X RT��!���!��V�SR Y 
`R�Qa¸
� ����� £m������g¢��\��X� Φ(z) ¦ � 

	�!XRT�>����� Y ���X!b� ���XQ���g¢	�

���
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Ó��
�����
��

���`�`RT���
�I	�����
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� � X �HGb�
���X� ������	
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Ó��C��g¢g���
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 �>RT�XQ��0
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�
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Q���� �X
 g�������� X ��\ ¦ ^ c ¦ kfeml ¦ � ��!���!b������!�������\��>RT� �����X� ^ c ¦ kml 	 ^ c ¦  fl;��� ^ c ¦ h4 fl;�SRgY 
`R�Q�� ������£m������g¢��\��X��	
Φ(z) ' n(z)−1/3 ∼ z−2/5 ¦mÂ ��	�

� �X�XR����
�ÒQ���� �X
 g��w�HGb	���
 ��g������`RT����g����[��	>RT
�¾(��Ím��
 � � � ��� ��hjem �� ¦

Ð&� ¥ ��!�����

�f�����7T���������Z � I#I �:�����¢g������ 

� \]�X�q� X RT
 Íf��g�������Ím����g���� 
 ��\��X� !���Ð&� V&�����X���
	���
 g���� �`RT���0�SR´!����
��
 g¢���>RT� ����� !��V�SR Y 
`R�Q�� �����Ä£]��� �Xg¢��\��X�}!XRT�X�-���X�}Q����XQ`YX��R�!��
��
 ���������������
�
����£fRT��� ^ Q`Y>RT	���� 

��kml¬	�������_�� 

�wÍm���X��
`RT�����`��RT�VQjR���!�X ���X��Q����XQ`YX�����?Y ���X!b� ¦ Ð�RT�X��Q���QjR��
	mQ���g¢g��
Φ = 1 	�� X ����� ���m�OX ���
�¶	����X�®�SR Y 
`R�Q�� ������£]������g¢��\]�X��	�gVRT���®����	�

� �X�]!��������XQ������
	 S ¦ T����X� � 	�� X ��\�����£�RT�������
!�� ξ(z) ∼ z ��� � g(n) ∼ n ��� g(n) ��� �����w�X��g-��

��!��wg����X��g�Ó�

����!XRT�X�����:�������}!��:W����XQ��X��������� �


������� � S 	>RT
 ż ' ξ/g ' gν−1 ∼ S(n)α ¦ W¬����
����?Y ���X!b��	 α = 1 ��� ν = 1/2 �����X���X��

���
��g-�����X�
���������
��
 ^ c ¦ h4 fl ¦�Â ��� �
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�HY ��
 g-���SRT� �������SRT���`�
�:	�

���
�`����� ��
�\]�X��� X RT	�	�

��Q`YX� TgV&· ��� ��	X� �>��Ím���X��
`RT���
!XRT�X�w���&QjR��w!��C	�����Z[g�Ó�

����RT� G}�����
��
ZY R�Q����
	�QjRT
:��� ���&	���
 g����:���X�&!����
��
 g¢���>RT� �����d!��C�SRF� � 
 �XQ�� ��

�
g�_�g�������

�`\]�X�����&	�

� �X�²!���Q����XQ������ 
`RT� ��������� �:	��SRT� ¦

Ç � �X��	f�X���
���X��\��X�wQ���� �
��RT	�	�

��Q`YX�:	���
 g�������Í]RT����g�������!X�w!���Q�
 ��

�w������Q����XQ`YX����!��Ò	�����Z[g�Ó�

���
Íf

� �¶��� � i 	> 
�(����RF���
�����
���X!b�X�-RT�´QjR��:!����:� �[�
��
ZY R�Q�����Q�����£]�HGb��� ��hjk�� ¦

� ��� � E-@�#w,=8
)O9�ow,=8
oÒ'*8
#�7-70)�1
1
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¾(�����
�XQ�Q�Ó���!��I� X RT	�	�

��Q`YX�F�
��g¢� ¸ 	�YX���X��g����X�����fÍf��\��X� TgV&·/�X���X�C\]�X��� � �������X���[�C� ��
C�
���´�������
Rj£]��QF������	�

��g¢����

�I	�
 ���XQ���	����I!��¢�SR�	�Y�Zb� ��\��X�¢!�����	�����Z[g�Ó�

���
	®�����X���`RTg¢g����[�-� ��
������IRT	�	�

��Gb� ¸
gVRT� �����X��\��OX ����������g¢	�����\��X� ¦�Â ����\]�X��� � �����X���
�����¢!�X RT���`RT����	����X�F��g¢	���
 �`RT���
���V\��X���X���X��RT�������X�
RT	�	�����\��X��
-Q����I��\]�>RT� �����X� �q� X ��� �X!��V!��¢�SR��
���X� ������!��V� ��
ZY R�Q�� ^ Q`Y>RT	���� 

� h l�Rj£]��Q�!�����

��� �����`RT�
�
\����Ò�`��!b��� � ����Íf�X������!X���¢QjRT��Q�������!���� Z[	���Q`Y>RTg¢	 g��4Z]��� ¦ Ð�RT�X�¢Q���� �
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 � ����	;�X���X�¢!���!b�����
���X�
� X ���X��
 Íf���-������

�-� �=��Q�� ��£]� ^ c ¦ hjkml�!�����	�

��g¢����

��	�
 ���XQ���	����&�����X���X��g������ 

���X�&RT���X� �¬\]�X�IQ���� �
�0RT	b¸
	�

��Q`YX��!��Ò� Z[	�� Y ���XQ�� �������X��������������������!�X ��Q`YX�����������
�����X�w� YX����
 ���w£fRT
 �SRT� �������X�������:	�����
�������Q����XQ`YX���
!���	�����Z�g�Ó�
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Â ���X� ��!���

���X�:��� ���X�
��g-������!�� NC
Q`Y>RDC��X���:	�����Z[g�Ó�

���:��� Q������`R�Q��CRj£m��Q&���X���
��
ZY R�Q����
������!���	

!�X RT��

� Σ ¦ � ���X�}�
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 g���!XRT�X�}�����}!b��

��Q�� �����X�
	>RT
`RT����Ó������ ���SRI�
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ZY R�Q�� ¦ ¾²R Y ���XQ�� ������!���	>RT
 � ��� �����q!b���
Z[� �
Ó�g���	 Z ���
��RT����

�ÒQjRT
`R�Q��
��
 ���
����	>RT
������
Q`YX��g¢���X� zi(n) 	�����
 1 ≤ i ≤ NC

U

Z =
NC∏

i

∫ ∞

0
dzi(0)

∫ ∞

0
dzi(N)

∫
D{zi} exp

[
− H
kBT

] ^ c ¦ kbh4l

h-J
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¾(� � RTg¢�����
��������� H ��� ���SRI�
��g¢g���!�X ���X�CQ������ 
 ������� ���������SR�� � ��\��X������!����������
��
`R�Q�� �����X�w!���£m������g��
�HG�Q���� g���!��������
�����:	>RT
:����	����
����� ����� V (z(n)− z(n′)) = v δ(zi(n)− zj(n′)) U

H = 3

2

kBT

a2

∫ N

0

(
dzi
dn

)2

dn+
vkBT

2Σ

∫ N

0

∫ N

0
δ
(
zi(n)− zj(n′)

)
dndn′

^ c ¦ kfkml
¾²R Y 
`R�Q�� ����� £]������g¢��\��X�
�0� X RT��� ��� �X!�� z ��X ��Q�
 ���

φ(z) =
1

Σ
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∫ N

0
δ(z − zi(n))dn

^ c ¦ kfcml
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 � �����X�
	�!��:�`RT������� mi,α = ni,α−ni,α−1

��� 1 ≤ α ≤
Ni

Rj£]��Q ∑
αmi,α = N

¦ ¾®���C\��X���X���C�`�����&RT����
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�}�
�����
Q��SRT��

��g������ ��!������ ��\��X��� !�X ��� 	�������� !���£[�X�d	���
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���X!��T¸ �����XQ������
	mRT�¢�X��g-��

�
!�� Ni

	�����
w�SR0Q`Y>RDC��X� i 	b�`�����wQjRT
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H =
3

2

kBT

a2

NC∑
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0
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dn
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+
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0

∫ mj,β
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)
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1 ≤ n ≤ N
�����Tk-9/�V01�&���	�&01�&'2�n�6c�#<�^��
��	�&'2���3l

��a �&'@���&01JL�	�Q�����j,��6��#$��9�FVJ�9_#$5&�	����W � J��6W@9KJO���&'2#s�&'%569_#/,.
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��n�	�&�35����&0o��'@� {zi(n), 1 ≤ n ≤ mi}
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 � ��� �����dR��
�
��Q�������Rj£]��Q&��� � RTg¢�����
��������� ^ c ¦ k I l���� �w��Q��(RT�X�
� �
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��RT� 	�
 ���XQ���	���£�RT
 �SRT� �������X��� ¦

� ���	��� � � �
� � � � � � � � ��� � � � ����� �

Ð�RT�X�V��� 	�

��g¢����
}�
��g¢	X�
	��X���X�}RT	�	�
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�
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�SR�Q���� �XÍf��
`RT� ����� !���Q�
 ���
�´	>RT
}���´Q`YX��g¢��� {z} 	 P = 1

Z exp[−H/kBT ]
	�	>RT
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 ������� �����

!��-	�

���>RT���������
�¢!�X ���
� RT�¬	����X�&� ��g¢	�����	 PE
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R�!��
��
 ����� ¦ � � Q����X�
� 
 �����´RT����

�q���X�����X��
 Íf����������

��RT	�	�

��Q`YX����	 FE
	ÒRj£]��Q��SR§!b��� � 
 ������� ����� PE

� ����£fRT���

FE{PE} = 〈H〉PE + kBT 〈lnPE〉PE
^ c ¦ k#[ml

Â ��� �
�����X��
 Íf������� �����X�aY ���XQ�� �������X��������!�� PE
\]��� 	 ��� X ��\�����������

��	�g¢������g¢���`� FE

¦ ¾®�d	�
 ���XQ���	��
£fRT
 �SRT� �������X��� � cfc!	 [bh ��R��
� ��

�q\��X��� X ���X��
 Íf����������

���HG�R�Q��
��	 F 	���� �FgVR�x?��
`����	>RT
F� X ���X��
 Íf����������

�
RT	�	�

��Q`YX���VU

F ≤ FE{PE}
^ c ¦ km fl

I e
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¾²R&	�

���>RT�X� �����
�C!�X ���
�`RT� 	 PE
	m��� ��Y>RT����� �X��������g����[�����X�FY ��
 g��FY ���XQ�� �������>�a�����C!�X ���VQ���
 �`RT���}�X��g-��

�

!��w	>RT
`RTg�Ó�� 

����� � � � � � �(���X!����
��
 g¢���X��� ¦ �6�X��X RTÍf����!��Ò� 

����£]��
����wg�������������
¶x ����!��w	>RT
`RTg�Ó�� 

����	�����

!���Q�
 ��

�w�SR&Q����XQ`YX�:!��Ò�
�������wgVRT����Ó�

�:\]�X� ^ �bl²� X ����	������
�
� Y RT��

�w!�����QjRT��Q�������Rj£m��Q FE

�a� ^ �jl;Q�����	>R�¸

`RTg�Ó�� 

���Ò!���Q�
 ��£]����������	����X� �>!�Ó�����g������Ò����� Z[�
�
Ó�g�� ¦ � ������� �������:RT����
`���SR�£�RT������
Ò!�����	>RT
 RTg�Óa�


���
Q`YX�����
���
	¶	�����
-�����
\]�X����� PE

RT	�	X

��G[��g��V����g¢����� G P 	�����
-Q���� Z[	���!��?Y ��
 g��?Y ���XQ�� �������X��������	¬���
g¢������g¢��� RT��� FE

¦ ¾8X ���X�
��g-������!����UY ���XQ�� �����X�0� ��
I����\]�X�����X���>�UY RT���
���X�I�SR�g¢������g¢���`RT� ����� ��� �0RT
?¸
����� 
`RT��

� ¦�Â �VQ`YX���jG��X��	������0!����XQ}_�� 

�V\��>RT��� ���>��	(���V�
������Q�
 ���
Ó�

�}���`RT���-�SR�£fRT������
-!��V� X �a�>�a

Íf���
������

� RT� g¢������g-��g ¦ � �Ò��X RTÍf���F� ��!���� X ���XQ�����£m������������gVR�x ����
¢!���� X RT	�	�

��Q`YX�q£fRT
 �SRT� �������X��������	>RT

��	�	��f�
��� ����� RT� G�g���� YX��!����F!��V	���
 � ��
 �>RT� ����� ¦ ¾(Rd�
��������x¡�X�
� ���>QjRT� �����Ä	��f�`� �������}!��}Q��}Q`YX���jG���� �
RT����

�:�SR¢Q���g¢	>RT
`RT���
����Rj£]��Q&�����w

���
�����`RT�
���HG[	���
 ��g������`RT� G ¦

� ��� 

��Q`YX���jGq	�����
 PE
��� ��U

PE

(
{(mi,α, {zi,α})α=1,Ni}i=1,NC

)
=

NC∏

i=1

Ni∏

α=1

P (mi,α, {zi,α})
^ c ¦ k J l

��� P ��� �:�SRF!b��� � 

� �X��� �����´!X�&	�

���>RT���������
�-!�X ���X��	X�
���X!��T¸ �����XQ����-���
∫ N

0
P (mi,α, {zi,α})dmi,α = 1

^ c ¦ kfiml

� �²�%X RTÍf���&!�X ���X�FRT	�	�

��G[��gVRT� ������!��I� Z[	��-Q`Y>RTg¢	�g��4Zm����	�����
�������	X�
���X!��T¸ �����XQ������
	�������

�C!b���
� 
 � ¸
����� �����X�-!���	�

���>RT���������
�}���`RT���I!X��Q���
 
`�a������� ¦ Ð&�¢	����X�
	®�X���X�I� ��	�	��f�
���X�-\]�X� 9&* ! /4*2<>$A� {zi,α}*5,��.$;� *5���%$��O�"* 68�'�"�?���'�4��*-,.9&*-,?6 ,�*5�"� � � �8�'�"!-9&*-, *S�7*-,��.�"�M��^ {z} ¦ T����X� �=�SRF!b��� � 
 ������� �����
!���	�

���>RT���������
�I�`�&

����Q�
 ���

PE = P (m, {z})B ^ c ¦ cfeml

��� B =
∑NC

i=1Ni
��� �-�����X��g-��

�}�
���`RT��!��V	X�
���X!��T¸ �����XQ������F	�

���
�����
��� ��� X �����
��
ZY R�Q�� ¦ ¾®�V	��������

���`�
����� �����I!XRT�X��� X ��\��>RT� ����� ^ c ¦ cfemlq��� � \��X� PE
��� �����X� Y ���XQ�� ����� ������\]�>�ag����[�´!���� £�RT
 �SRT�������

�
����£�RT���
���IU
• �SR0�`RT�������I!����w	X�
���X!��T¸ �����XQ������ m �
• ������
�Q`YX��g¢����	 z(n) 	X� ��	�	��f�
������g�_�g���	�����
��
�����
���:�����w	X�
���X!��T¸ �����XQ������ ¦

¾(��g�������������
&Q`YX���jG´!�� PE
��� �������
���������´g¢������g¢���`RT��� FE

	>RT
�
`RT	�	���
 �&RT�d	>RT
`RTg�Ó�� 

�-���X!����
��
?¸
g¢���X� z(n) ¦ W;RT
�RT����������

�
	��X���>�&Q����X� �`RT�
���X��\��OX Rj£]��Q0Q���� �
�¢RT	�	�

��G[��gVRT� ������	¶�SR}Q������ 
`RT�����
� C ��� �
RT���
��gVRT� ��\��X��g����[�0£]��
 ���>����	(	������
\��X�V!���� G�	X�
���X!��T¸ �����XQ������0���`� �X���-!����SR g�_�g��V�����XQ����}�����-�SR
g�_�g����`RT������� m ���w�
��
 g¢���X�����C!����XQ
�0�SRFg�_�g��IRT��� ��� �X!�� z(m) ¦

I h
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Â RT��Q��������X��gVRT�����
���>RT����� X ���X��
 Íf���-RT	�	�

��Q`YX��� FE
¦ T²£m��Q ^ c ¦ cfeml 	X�X���X�w�


����£m���X�

〈Hex〉PE =
1

2

vΣ

a6
kBT

∫
dz 〈φ(z)〉2

^ c ¦ cbh4l

���
Φ(z) ≡ 〈φ(z)〉 = a3S0

∫ N

0
dmP (m)

∫ m

0
δ(z − z(n))dn ^ c ¦ cfkml

��� �w�SR Y 
`R�Q�� ����� £m������g¢��\��X��g��4Z]�����X�
�0� X RT��� ��� �X!�� z ¦ ¾²RFQ����[� 
 ������� �����d���SR�� � ��\��X��!���£��������

〈Hel〉PE =
3

2

kBT

a2
ΣS0

∫ N

0
dmP (m)

∫ m

0
ż2(n)dn

^ c ¦ cfcml

� ���X��Rj£]���X���X���
� B = ΣS0
��� ż = dz

dn

¦ T����X� � 	=�SR�\��>RT��� ���
� S0 ��� �&�SR �T!����X�
���
�¢� �X
ZY R�Q���\��X�¢!��
Íf

� �®RTÍm�
�q!����:	X�
���X!��T¸ �����XQ������ ¦ Ð&�&g�_�g���	X�SRFQ������ 

� �X��� �����d����� 

��	���\��X�I!��&� X ��\ ¦ ^ c ¦ k#[mlw��X ��Q�
 ���

kBT 〈lnPE〉PE = kBTΣS0

∫ N

0
dmP (m) lnP (m)

^ c ¦ c h l
Ç �}
`R��`�
��g-���SRT������������\��>RT� �����X� ^ c ¦ cbh4l 	 ^ c ¦ cfcml���� ^ c ¦ c h l��������}� �[�
��Íf
`RT����	>RT
�	*RT
 � �����
	���������� �������

FE({S}, {ż})
kBTΣ

=

∫ N

0

{
3

2a2
ż2(n)S(n) +

v

2

S2(n)

ż(n)
− S′(n) ln

(
−S

′(n)
S0

)}
dn

^ c ¦ c I l

��� � X ���dR0�X���
�
S(n) = S0

∫ N

n
P (m)dm

^ c ¦ c#[ml
Ð&�F	����X�
	=�SR Y 
`R�Q�� ������£m������g¢��\��X� ^ c ¦ cfkml&�
�0

����Q�
 ���
	²Rj£m��Q¢Q������X���`RT� �����X�
	 Φ(z) ∼= a3S(n(z))/ż

¦
T����X� � 	f���>��X RTÍf�����������}!�X ���X��RT	�	�

��Q`YX��!��:Q`Y>RTg¢	Vg��4Z]���V���V���w�
��
 g���!�X �����
��
`R�Q�� ����� ��!���� G¢Q���
 	X�
RF���
��

��g¢	��SR�Q���	>RT
:����Q`Y>RTg¢	dRT���
�T¸6Q���YX��

���[� vΦ(z) ¦

W;����
������
������
¢�SR�g�������������

�´RT	�	�

��G[��gVRT� ������	��X���X�Fg¢������g¢���`���X�¢	>RT
¢
`RT	�	���
 � � z ^ ��� 	����X�
�>RT� ��

��������g������
	X��Q�� 	 ż lCU δFE

δż = 0
¦�� �´����� �������CRT����

�w�SRF

���SRT� �����d����� 

� ż ��� S �
����£�RT���
��U

ż =

(
va2

6

)1/3

S1/3(n)
^ c ¦ cm fl

������������� 

��!b����� RT��� ^ c ¦ cm flÒ!XRT�X� ^ c ¦ c I lÒ��� � 

����£]�

F∗
E({S})
Σ

=
kBT

a2

∫ N

0

{
k[a2S(n)]5/3 − S′(n) ln

(
−S

′(n)
S0

)}
dn

^ c ¦ c J l

��� k = 3.61/3

4

(
v
a3

)2/3 ¦

I k
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� ���X��
`�a�`��g-�����X�-!����XQ}� ��
�� X ���X��
 Íf���V������

� ^ c ¦ hjkml�!���� X RT	�	�

��Q`YX� TgV&·v!XRT�X�����VQjR��I!�X ���X�
RT	�	�

��Q`YX�IQ`Y>RTg¢	´g��4Z]��� ^

β = 5/3 lÒRj£]��Q&���´Q���� �VQ�������������g���
 ��\��X��	 k 	�!���� X ��

!b

��!���h ¦

¾+X �����
��

_���!���Q��a�
�
��!���
 ��£�RT� ����� Y ��
 g��������I!��&� X ���X��
 Íf����������

� ^ c ¦ hjkmlÒ�
�&

��� ��g������´\��>RT� 

�&	��������`�IU
• Ñ²�����}!�X RT����

!�	�������� 	���
 g����}!���

��������
V� X RT	�	�

��Q`YX�aTgV&·{RT�RG 	�

��g¢����

�V	�
 ���XQ���	�����!����SR

	XY�Z[� ��\��X�0� �`RT� ��� � ��\��X�0!����&	�����Z�g�Ó�

���
	=

��	�

���
�����
���&	>RT
&��� � RTg¢�����
��������� ^ c ¦ kfkml ¦=Ç �����Fg����
��������g¢��Ó�

�:���w	>R��
�`RTÍm�:!b�V� �`RT� ����!�X RT	�	X

��Q`YX���
��g¢� ¸ 	�YX���X��g����>������Íf�S\]�X����Q��������>!��w� YX����
 ���
£fRT
 �SRT� �������X������� ¦

• Ç �X� �����
��	>��������	���
 g�����!�X ��!������ ���>��
�	�

��Q����
��g�������������RT	�	�

��Gb��gVRT� �����X� Y RT���
��� ¦�Ç ���������`������RT�
�>��g-��

�w!��w!���� G�U ^ h4l²������	X�
���X!��T¸ �����XQ��������
������� ��	�	��f�
���������X!���	����X!XRT���
��� � ^ kml²���wQ`YX��g¢���
z(n) ��� �-� ��	�	��f�
����!������ ��\��X�V	�����
I�
�����
���-�����I	X�
���X!��T¸ �����XQ������ ¦¬Ç ��	>RT

� ��Qa�X� ����

	²�>���X�I�X�
�
��	�	��f�
���X�;	>R���\]�X�������;	X�
���X!X�T¸ �����XQ��������
��������� ��

����� ^ ����!����XQÒ�X���X���X�ÒQ`YX����� ���
�`���X�;	>R��;���
\��X����Q����X\��X�&Q`YX��g¢��� Q��SR��
� ��\��X�4l 	[� X ��Q�
 ��� ��

��!�� ^ c ¦ c I l�!���Q������SRT���w������\��X��g������:!b�q	�
 ���XQ���	��
£fRT
 �SRT� �������X���¬Rj£]��Q&�����:Y�Z�	���� YXÓ��
��� ^ h4lÒ��� ^ kml ¦

• � ���>�wx¡�X� � ���>���>� Y ��
 g��������ag����[�-�����
��
 g��V!�X ����� 

��	����}\�����Rj£fRT���-�a�`�¢����� 

��!b�����
	¬!XRT�X��� X RT	b¸
	X

��Q`YX�¢!�X T���������Z�	4VC�����`��� ��������·�RT	�Y>R���� 	®Q���g¢g��¢���`RT����������RT��!���Q���g¢	��
�VQ���g-�����>RT�
����

�
!X���(!b���¶��

�����
���(Q���� �XÍf��
`RT� �����X�²!>RT�X�¶� X ���X�
��g-������!����¶� RT� �������(!����(!b���=��

�����`���(	X�
���X!��T¸ �����XQ������ ¦
� ���X��	�����£m���X��x¡�X� � ���>��
��`���´��
 ��Íf���X�-!�� Y R�º����´	����X����gVRTÍm��� ��hje ��UX�SR¢	�

���
���XQ��-!���� X �����
��
?¸
Y R�Q��V��
 ���
�V�SR´� Z[g���� 
 ���}!��V�SR´�
������� ����� ¦ ¾®���-g����X��g�Ó�

���F���§Q������`R�Q��¢Rj£]��Q}Q���� �
�}�
��
ZY R�Q��
!X�a£[�������X�����&!X���XQ � � � � ����� ����� � � ¦ ¾®�-�
��
 g��0!�X ����� 

��	����-�OX ���
�&RT��� 

�-\��X�I� X ����� 

��	����0!��-g��a¸
�SRT��Ím�I!����wg����X��g�Ó�

����!b���
Q���
 �>RT�X������	>RT
 g¢�(������RT��� 

��� ¦

• � ���>��	���
 g���� �
���X�I���X��Q���g¢	>RT
`RT���
���LY ��
 g��������VRj£]��QF�����IRT��� 
`���I� YX����
 �����I!����IQ����>Q`YX���I!��
	�����Z[g�Ó�

����RT� Gq�����
��
ZY R�Q���� ¦

�	��� ��� � � � � � � � � � ��� � ��� � � � � �
� � ���

Ð�RT�X������QjR��´!�X ��� Y ���X!b� !���	���� Z[g�Ó�

���
	w�����´Q`Y>RDC��X���´�
�����aV�RT�X�
� �������X���´������� � RTg¢�����
�T¸
������� ^ c ¦ kfkmlw�X�-Q���g¢	���
 �
�-	����X�C\]�X�I���I	�

��g¢���a
C�
��
 g��0!�X ���SR�� � ��Q����
��	*�����������
��
`R�Q�� �����X�&!��I£m������g��
�HG�Q����q���`RT�[�w��Q�
`RT���
����� �I�
���X�
���������w��Q`YX��������� ¦bÇ �q

��£fRT�XQ`YX��	b!XRT�X�Ò���CQjR��Ò!�X ��� Y ���X!b�q� �>Q���g¢	X

���?¸
�
��������	>�SRVQ������ 
`RT�����
� φ(z) = 1 	>	�����
C�
����� z 	*��� ������� 

��!b�����
�F���
	*���d��� ������� RT���C� X ��\��>RT� ����� ^ c ¦ kfcml 	
���������
�&

����Q�
 ����Q���g¢g��

a3

Σ

B∑

α=1

∫ mα

0
δ(z − zα(n))dn = 1

^ c ¦ cfiml

I c
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� �ÄR�£[��RT��Q`Y>RT	���� 

�´h¢\��X�F����

�
\��X�F������Q`Y>RDC��X���I�
���[�WV�RT�X�
� �������X���
	=�
�����I�
��Ífg������I!���Q`Y>RDC��X�
��� ��!���Q���
 

�����-!�����RT��� 

����	>RT
 � �����C!����SR�Q`Y>RDC��X� ¦ T����X� � 	X����Q`YX���jG´!�� PE

�
��

��!b����� �F� X Y�Z[	���� YXÓ��
�
^ kml 	¶� X Y[Z�	���� YXÓ��
� ^ h4lC���`RT���-RT���
��gVRT� ��\��X��g������I£]��
 ���>��� ¦ ¾(R�	�

���>RT���������
�V!��¢!b��� � 
 ������� �����Ä!�X ���X�
�����XQ�����	�������RT����

����X ��!������ ���>��
 �F�SRWY ���XQ�� �����´!��WVC

������	 G 	�Q���g¢g��

P (m) ∝ G(0, z(m);m) ^ c ¦ h eml

��� z(m) �%X �HG[	�
 ��g��I!�� Y R�º����dRT���
�T¸6Q���YX��

���[�
�-��� Y ���XQ�� �����d!�� P (m) � � �}�SR¢Q������ 
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¦
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� �b��� �¬�����
��

���
�`RT����!����X���
��
�\]�X����R�£�RT������
�!���� X � Gb�
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Y R�Q����¬��� � ż(1) = a 	�\����[��� �²�������F!b���¶��
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��� �;����������£���!���g¢g�������������� ��� X Y�Z[	���� YXÓ��
� ^ kml 	�gVRT�������F	�������Q���g¢	�
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�
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:�SR0	�

���`� ����� �f�
g���� ��\]�X��	 Π 	X���

〈Hex〉PE ∼=
∫

couche
Π(z)dz ∼= kBT

a2

∫ N

0

(
a2S(n)

)9/4
(
ż(n)

a

)−5/4

dn
^ c ¦ h kml

¾8X ���X��
 Íf�������SR�� � ��\��X�F!��F�SR�Q����XQ`YX� ^ c ¦ cfcml&��X ��Q�
 ���
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���X!��T¸ �����XQ����

〈Hel〉PE ∼=
∫ N

0
−S′(m)E(m)dm

^ c ¦ h cml

��� E(m) ∼= 3
2
kBT
a2

∫m
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��� X ���X��
 Íf���´���SR�� �
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 �
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 gVRT�����`RT� ����� !����0�����`�a
 R�Qa�
�����>��!���£]������g��q�HG�Q���� ���¢!���� X ���SR�� � ��Q����
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��
�!�����!b��� �`RT�XQ�����Q���g¢	�
 ���
��������� 

�:�SR&�`RT��������!b���������
����QjRT� 	 ξ 	²���0�SR´!b���
�`RT�XQ�� � �SRd� ��
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(
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ż(n)

a

)−5/4

−S′(n) ln
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zeq(n) ∼= an3/5
^ hX¦ h�[ml
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 � ��
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9/4żeq(nc)
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�������
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� ���
���X��\]�X� Φ = Φb
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
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 �������
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�������d!�X ���X�´Q`Y>RDC��X�d��� �
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�I�
�����
�

!�X �����
��
 	�
`�a�`�a
-Q��0
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����R�!��`��
 �����C	>RT
&Q`Y>RDC��X�0£�RT
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Φ
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��� ż(n) 	>�`RT�X!b���C\��X�I�SRVQ����XQ��a�[� 
`RT� ���������d�����X��g¢��Q�

�f�
Q���	���\��X���&�������I	����
����� �����;������Q�� 

�f�
�`RT� ��\]�X�
�%X ��Q�
 ��£m������Q���g¢g��¢!���� Y ���XQ�� �����X��!���	����X!XRT���I!�� z ¦ ¾(R�

���
������� ������!b��	�

������Ó�g���!XRT�X�&� X ��� 	>R�Q��
!���� z Q����X!b�����
��!����&QjRT��Q������ Y R�� � ��!b����� Gd£m����

�0���X�HGb� 
 ��QjRT������� ¦�� ���X�&Q���g-�����X���X��!����XQ0	����X� ������

�
RT	�	�

��Q`YX��� ¦

Â �&Q`Y>RT	���� 

�����
�w!b��£����
�&����\��>RT� 

�C	>RT
 � ����� ¦ Ñ²�����:!�X RT����

!q�X���>�Ò����� 

��!b�����
���X�w�SR0!����`Q�
 ��	�� �����
�����������I!�X ��Q`YX��������!������
������� �����X�I!��F	�����Z]������Q�� 

����Z��
���-������������\]�>RT� �����X�I!��¢W¬�����
�`���b¸ ¨ ����� � gVRT�X�b¸
Ç !! ÒRT

!�� ¦ W������
	®�X���X�IÍm���X��
`RT�����
���X�I�SR Y ���XQ�� �������X�������}�����������-!�X ��Q`YX��������RT�ÄQjR��I!����-Q����>Q`YX���-!��
	�����Z]������Q�� 

����Z[�
��� ¦ � ���X�-����� 

��!b�����
���X�¢RT���X� �����X�V�X����£]�������qRT	�	�

��Q`YX�}	�����
F!���Q�
 ��

�}�����0Q����XQ`YX���
!���	�����Zm������Q�� 

����Z[�
��� ¦ ¾(R0c ( 	>RT
 � ����	���
 �
�&� ��
��SRI�
� 
 �XQ�� ��

�C!����SR-Q����XQ`YX�&R�!��`��
 ������	[��� �X!b�����&R4£m��Q
Q����:� 

�����:���X� �����:� YX����
 ��\��X��� ¦>Ç � �X��	��X���X��!b���
Q����
���X�:� X ����£]��

� �����´!���Q`Y>RT
 Ím� ¦

Ð�RT�X�:Q���\����®� �����
	��X���X��Q`YX����� ���
�
���X�:	>RT
�Q�����£m�����
�����´���X�I� ��
ZY R�Q���Q`Y>RT
 Ím�����X��Í]RT� ��£m��g������C���
!�����g����X��g�Ó�

���CQ`Y>RT
 Ím���
	>g����X�4£�RT�������
�
	X	���
 �`RT�������X�IQ`Y>RT
 Ím� +e ¦ ¾(R�!b��� � 
 ������� ������!�����Q`Y>RT
 Ím���
����������ÍV!����SRFQ`Y>RDC��X�I��� �:� ��	�	��f�
��� �RG�������Q����������?¸6Q��(�
�����:

��Íf������Ó�

��g������C��� 	>R�Q������ ¦

�*��� � )�< .08��}@;,=)�7�'*)�< '*E0@�#w,=8
)�<

Ð�RT�X��Q���� �
��	>RT
 � ����	��X���X�¢	�

���`�����
���X����
 ��Ó�£]��g��a�[��������	�

��	�
 �����
���V!X����	�����Zm������Q�� 

����Z[�
���}���
�`������� �����X�F!b�����X���q���¢�
��g¢� ¸6!b�����X��� ¦ Ð&��� G RT	�	�

��Q`YX���F	�����£]�����¢_�� 

��!b���
� ����Íf�X������U¬!�� V&�����X��� � �
� ��� � I�h ��	������I·:�������X�
�
����� � � � ��� � [fc ��������Ím���X��
`RT�����
�V� X RT	�	�

��Q`YX�}�����������I!�X ��Q`YX������� ^ Q`Y>RT	���� 

�dh4l
RT��QjR��C!����C	�����Z]������Q�� 

����Z[�
��� ¦=Ç �����0	���
 g�����!��0!���Q�
 ��

�F!��WY R�º�����Q������ �����X�F�����&�
������� �����X�&!b�����X�����
�����
��g¢� ¸6!b�����X����� ¦�� ���X�C	�
`���`�����
���X�����X� �����
�0�SR}� YX����
 ���F!��FW¬�����
�
���b¸ ¨ ����� � gVRT�������
���X!b�X��RT��QjR��
!����w�`������� �����X�w�`�ag¢� ¸6!b�����X������!��C	�����Z]������Q�� 

����Z��
��� ¦ � �=��X RTÍf���:!�X ���X��RT	�	�

��Q`YX����� Q`Y>RTg¢	�g��4Zm��� ���
\����¬�X��Íf����Ím�F!����XQ-�����&Q���
 

���SRT� �����X������� 

�-g����X��g�Ó�

�������&����� 

�-�����X��Q`Y>RT
 Ím���
	*gVRT�����a�����0	���
 g����

hfh I



�W/"0R6 $;����* B � � �",��'�D6"�%$&�'� � *`68�'9;:�^59&*-!#�����'9;:���*5,

Q���	����X!XRT����!�X ��!������ ���>��
C!�� Y R�º����dRT�>RT��Z�� ��\��X��� X � �¶���:!����:�����
��
`R�Q�� �����X��������Q�� 

�f� �`RT� ��\��X��� ¦

� ���	�
� � � � � � � ��� � � � � � � ��� � � ��� �
�
�

¾(���FQ`Y>RT
 Ím���¢�
��� �X�����0

��Íf������Ó�

��g������V� ��
0�SR�Q`Y>RDC��X�q�
�}

��	����X�
�
�����¢!b� Y RT���¢!��}�SRd

��	������ �����
Â ��������g-���������X��	wQ���\����C!��HY ��
 g����SR�	��������
��\����C��� �����
��� 

��	���	�����
q��� 	�����Z[g�Ó�

���X����� 

� ¦ ¾(R
!b��� �`RT�XQ���gVRDG[��gVRT��������� 

�:������Q`Y>RT
 Ím������� �������
�����>�:����

�
\��X�:�SR�Q`Y>RDC��X����� ����� ��

����	]�SR�Q����X�X��Qa�
� £[���
�
����g¢���`RT���:� X �HG[�
���X� ����� ¦ ¾(RF� �`RT� ��� � ��\��X�&!��&�SR0Q`Y>RDC��X����� �w!����XQ&Íf�����>RT����g������:�����X�jRT��

� ¦ T�� G}	���� ���
���
��Q`YX���������
	w�SR Q`Y>RDC��X���OX ��� � 	>R�� !��HY ��
 g������`RT���´\]�>��� X �����
��
`R�Q�� �����/������Q�� 

�f� �`RT� ��\��X������� 

��!���� G
�
��Ífg������
��!���Q`Y>RDC��X������� �:��� Y ��
 ������

� �F� X ���X��
 Íf����� YX��
 g¢��\��X��	 kBT ¦ ¾®��	�����Z]������Q�� 

����Z��
�-��� ��!����XQ


��	�

���
�����
��	>RT
-���X�}Q`Y>RDC��X��!��}�������X�0������Q�� 

�f� �`RT� ��\��X���F!��V�`RT������� ξe � I�h �ÒQ���g¢g��}���Vg����[� 

�}�SR
¹¬��Íf��

� Ib¦ k ¦ ¾(RV������Íf�>�a�X
 ξe ��� �C

���������¢RT���X��g-��

�F!��0g����X��g�Ó�

���
	 ge Q������
�����X��!XRT�X�&���-��������	
	>RT


(fge)
2`B

ξe
∼= 1

^ Ib¦ h4l

L N~

x
e

F
e

+

+

+

+

+

+

©�� Á�� Ib¦ k�� � '�,\9/� g)�&�	�65��	��9/� g.���8�"��9/�	�u���/�I���-,2�6�&�6�&'2���u569/0o01�m#<'��u5��X
���'��8����'��!
������u���mJL�	9KJ<�o���
�;
������	�

ξe
W.569/'2���&'X
�'2�x5��X
_5�#<'@�

ge
019/'�9/01�&������M

Ð�RT�X�����-QjR���!�X �����
����£fRT��� Θ 	X�SR�� �`RT� ���
� ��\]�X�0RT� G ��Q`YX������������� Y ��
 ������

��� � ξe ���
� V�RT�X�
� �������X��	
�
����� ξe ∼= ag

1/2
e

	�Q���\]���®Q����X!b�X� ���

ge ∼=
1

(f2`B)2/3
^ Ib¦ kml

ξe ∼=
a

(f2`B)1/3
^ Ib¦ cml

¾8X �HGb�
���X� �����d!b��	�����Z[g�Ó�

�����
��RT����

�

L ∼= N

ge
ξe ∼= aN(f2`B)

1/3 ^ Ib¦ h l

hfh�[



B � K ��)+*-,.��$ � ^-��*5����*5,?��/"^-�'��$&*5,

���:�SR Y 
`R�Q�� ����� £]������g¢��\��X������Q�RT��� �0� X �����
��
 ������
C!�X ��� �������´������Q�� 

�f� �`RT� ��\��X��	>��� �

Φe
∼= ge
ξ3e
∼=
(
f2`B

)1/3 ^ Ib¦ I l

Ð�RT�X������QjR���!�X �����`����£�RT���ÒRT� YX��
 g¢��\��X� ^
ξe ∼= ag

3/5
e

l 	m��������\]�>RT� �����X� ^ Ib¦ kml6¸ ^ Ib¦ I l��
�:g���!b���>�����
���

ge ∼=
1

(f2`B)5/7
^ Ib¦ [ml

ξe ∼=
a

(f2`B)3/7
^ Ib¦  fl
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 ������

�����}�SR}�`RT�������F!��0�SR}gVRT��� ����	 ξb 	=!b� �X����� Y ��
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∫ ∞
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∫ ∞
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∫ ∞
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
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������� � S(n) ��� ż(n) 	>RT
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�

Ψ1 = Ψ(Λ1)
¦ � 

	�Q���g¢g�� ����� Zb� �
Ó�g������ �¢Íf�����>RT����g������}�X����� 

�´����\��X� Φ(Λ1) = Φe > Φb
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��
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 Ím����g¢	��f�
��\]�X� ρ−(Λ1) > fΦ(Λ1) ∼= fΦb
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���[� ���a�
������Q�� 

�f�
�`RT� ��\]�X��£fRT
 ����!�� Ψ1 > 0
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� ��g��&	*RT
w�SR¢� �����
��	 � 0 ¦
Ð�RT�X�¶����QjR��(��� Φe−Φb < Φb
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√
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(√
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√
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Ψ(z) = 8π`Bf

√
Φb

(√
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√
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R
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√
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 ������
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�`������!��C���X!b�����w���X�C	���
 � ��
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¾²R��SRT
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��Íf����� ^ kml;�%X ��!������ ���>��Rj£]��Qw�SR�	����X��Íf
`RT�X!��:������Íf�X����
�!��:

���SRDGXRT� ������	 `− 	
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�����
Λ2
∼= `−

^ Ib¦ [ I l
� �*��� �������
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���`�`RT���Ò!���Q���g¢	>RT
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Ò������������Íf�X����

�wQjRT
`R�Q��
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 ��� � ��\]�X��� `± Rj£]��Q ξb ¦ W¬����
ÒQ�� Y RT��

��	�������� �
�X��Q����
�`RT��

��!X��� ��g¢	������>��
�� X �HG[	�

���`� ����� ^ Ib¦ [fkml ¦

P ��	�	��f�
���X�¬!����XQ�\]�X���SR�Q������ 
 ������� �����F!����²�����
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`R�Q�� �����X� �w� 

�����²Q���
 	X�¬�
�����(�X��Íf����Ím�jRT�����Ò!���£�RT���
�SR0	�
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� ����� �HG���

Q����&	>RT
w�����:Q������ 

�a¸ �����X� ¦ � ���X��Íf����Ím��!����XQ�!XRT�X�w�����w��\��>RT� �����X� ^ Ib¦ km flÒ��� ^ Ib¦ cfeml
�����;�`�a

g�������� Φ2

b
!���£�RT����Q���� G¢!�����Q������ 

�a¸ �����X����� `BfΦb

¦ � ���
��	��SR�Q��w!����XQ�	m� ��
;���w!b�SRTÍf
`RTg¢g��
!���� �`RT���������
�C���`RT�����*	>RT
 Â Y��T�
����������
w����¤]�mRT����Z�	[!XRT�X���SR�

��Íf�����qQjRT
`R�Q��
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 ���
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������� �����X�Ò!��
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���-YX��g���ÍmÓ��X��� ^ 

��Íf����� h�!����SR�¹¬��Íf��

�´h��Ä·��HY ¦ � c h � l ¦ ¾+X R�Q�� �����§!����IQ������ 

�a¸ �����X�
��\�����£�RT���-RT����

�
�qQ�

����
����X�¢�����
��
`R�Q�� �������q!���� G�Q���
 	>������� 

�¢������g����X��g�Ó�

���0Rj£m��QF����£m������g��
�HG�Q������ �=��Q�� �jY veff ∼ f/Φb

¦ � ��R}RT����

� ∆ ' 1 ¦ ¾(RV������Íf�X����
&!��I

���SRDGXRT� ����� `− �
�-� ��g¢	������>�FRT�
h (�� ��

!b

� ^

6Φb ¿ π`Bf
��� 2Φ2

b ¿ f lÒ����U

`− ≈
a√
12f

^ Ib¦ [#[ml

Ð�RT�X� Q���� �
������g¢���
��	:��� R `− ≤ ξb
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 Φb ≤ (f/`B)
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Φb < Φe
¦ ¾®���X��g-��

�I!���g����X��g�Ó�

���CR�!��
��
 ������!XRT�X��Q���� �
��

��Íf����� 	>RT
:�������
��!���� ��
ZY R�Q������ �

Γ2 =
1

a3

∫ Λ1+Λ2

Λ1

Φ(z)dz ∼= (0.17Φb + 0.43Φe + 0.40
√
ΦbΦe)

`−
a3

^ Ib¦ [m fl

¾+X ��\]�>RT� ����� ^ Ib¦ [feml}	���
 g�����!�X �����
������
����X����� � ��gVRT� ����� !����SR�£fRT������
qgVRDG[��gVRT����!b� 	����
���[� ���a�
������Q�� 

�f�
�`RT� ��\]�X�VU

Ψ1
∼= 8π`Bf

√
Φb

(√
Φe −

√
Φb

)[ 1−R
4π`BfΦb − a2λ−

+
R

4π`BfΦb − a2λ+

] ^ Ib¦ [ J l
¾(R Y ���XQ�� �������X�������}�����������I!�X ��Q`YX���������X�¢	���
 g����I	>R��I!���!���Q�
 ��

�}Q���
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������IQ������ 

�a¸ �����X�-���
� X ���SR�� �
��Q����
�I!�����Q`Y>RDC��X���
	������ Zb� �
Ó�g�� ^ Ib¦ cfkml � ^ Ib¦ cfcml:�
��� ��g¢	������>������U

(
ż

a

)2

+
S′′

S′ + fΨ = µ
^ Ib¦ [fiml

2a
d(Sż)

dn
− fa3SdΨ

dz
= 0

^ Ib¦  �eml
� 
��SR�	�

���
� ������!����CQ������ 

�a¸ �����X�&��� ��

��������� � Ψ(z) 	>RT
 ^ Ib¦ kfkml 	��
����� Ψ(z) = ln[ρ−(z)/fΦb]

¦>Ç �
�
��	�	��f�`RT���C\]�X���SR�Q����XQ������ 
`RT� ���f�����´g����X��g�Ó�

���&Q`Y>RT
 Ím���C� ������Q��������-!�����Q������ 

�a¸ �����X�
	 fΦ(z) ∼
ρ−(z) 	]� X ��\��>RT� �����q!���� � 
 �XQ�� ��
`� ^ Ib¦  �eml���X �����
Ó�Íf

�C��� ż2 ' a2f ¦ T����X� � 	m� X ��\��>RT� ����� ^ Ib¦ [fiml�!���£��������
S′′/S′ + f ' 0 	=�
����� S(n(z)) ∼ exp[−fn(z)] ∼ exp(−√fz) �����X���X�&

��� 

����£]���X��������� `− '
1/
√
f
¦ �

� � ��� ��� � ��� � 	�����£]��
 ���>��\��X�&���&	����
����� �����(Q`Y���g¢��\��X��	 µ 	b��� �w������� �X��Íf����Ím�jRT����� ^
Φ2

b ¿ f l ¦
¾(R !����X� ���
�V!���Íf

� �¶RTÍm������QjRT���V£�RT
 ���V!�� S(n1) ∼= 1

ξ2e

� S(n2) ∼= 1
ξ2b

¦ � �X����� � ��gVRT� �����Ä� 

Ó��
Íf

�f�`� ��Ó�
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��Íf��g��Ò�����
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Y ��
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����!����������X��!����`RT������� ξe U

n2 ∼= n1 + ge
Λ2

ξe
∼ gb
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�	������� � � � � � � � 
 � � � ����� � �
Ð�RT�X�wQ���� �
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a 0�%,!N���C�����A���>�)4$��%,�C��9,�  A0�%,4 σ ∼= (a/RF )
2 b � � � � b  A0�%,4ks

σ ' N−6/5 @ [��)QJI
c ��� (-����d:%,� ����()��%&����Y���0�%\d=�C�DYf���)48dN6?%,4����)�"! σ b 9C0����)4��F���C%
������%,��9C0�%&6U�)4ed:�$�$65����(��/%,4$�F��4�6 YG����*
��2?������0� A0��=�C%F0�%,��d=0$�1����%&����%,4$���-��()()!N��0�%	�g��*+%3���A�)4V��0�%	#?(-��4����fd:%&��*+%,����!vs

Lflat
∼= aNσ1/3 @ [�� R:I

a 0?�����)�
��%�d=�)*+%nR8��Y c ��d=�?��% [�� T�� �"�<���
()�)*>�)��%&6Z2$!v�  H�U#?0�%,4���*+%,4���� c �)����� b ��0�%Hd=�C�DYf���)48dP6?%,4Cg
���)�"!P9.��4?4����
%HG?9&%&%&6l��4�%_9C0����)4k#�%,�<��W$������%&6v*+��4���*+%,����� � % b YG���3��2����������<����%,����9>��%.������4��	� a 0?���

Q h�h



� � K � ������������	

9&��4�67�)������48�C%&��6��3s

σ ≤ 1 @�
�� T:I
h %&9&��4�67()! b ��0�%	��#?0�%,��%	9,�?� �=�����?��%32�%&9&��*+%,�1�)*>#������C��4$�  A0�%,4 R ' Lflat

b � � � � b  A0�%,4ks

R ' aNσ1/3 @�
�� �$I


 ����*_��(t(�%,�F�C��67�)� b ��0�%�6?%&��9,���)#?������4v������0�% d=�C���K��%&659C0����)4v9&��4��K����*_��������4v��� 4����	�����C����d=0$���K���  ;���C6
���)4�9&%;2�����0+��0�%�9,�?� �=�����?��%1������0�%���#?0�%,��%1��4�6>��0�%A�)4$��%,�C��9,������4E2�%,�  H%&%,4_4�%,��d=0$2����?���)48d�9C0����)4��\����%
�)*>#������C��4$� � a 0�%&�C% ����%���%�d=�)*+%�T_@  A0�%,��% 9C0����)4��;����%1�����)()(�������%,��9C0�%&6�I���4�6+��%�d=�)*+%��
��� c ��d=�?��%�
�� T
@  A0�%,��%^9C0����)4��3����%�9&��4���4�%&6�I�� a 0�%���%,#����C�����)��4l������0�%&��%
�  H�E��%�d=�)*+%&�	�$9&9,�?���  A0�%,45��0�%
�C��6?�t���
����%&W$����(a���^��0�%F4������?�C��(p��� � %	���'�^9C0����)4V�t4U�^��%,*>� gi67�)()�?��%3����()�?������4 @K��%&% h %&9,������4UT�� R:I b � � � �! A0�%,4

R ' aσ−1/7N3/7 @�
����:I

a 0�%,!V����%F()�)*>�)��%&6V2$!r�  H�+9&��4�67�)������4��
s?��4�%3�$9&9,�?���  A0�%,4V4��>*+����%3����(��/%,4$�A���A#?��%&��%,4$�<s

R ≥ aNσ @�
���
:I

��4�6n��0�%3��%&9&��4�6V��4�%� A0�%,4V��0�%,��%3������4?()!N��4�%39C0����)4V�)4n��0�%	��#?0�%,��%>s

R ≥ aσ−1/2 @�
�� 
 I

� 4_��%�d=�)*+%&�AR<��4�6rT b 9C0����)4��;����% ������%,��9C0�%&6N��4�6_��0�%,�)�H9&��4��G����*_��������4��;��0����?(�6_#?(-�.!_��4E�)*>#������C��4$�
����(�%��t4+��0�%���������9,���?��% ��4�6>��0�%�%,4�%,��d=!>����2?������0�%&�'�)4+��0�%&��%A��%�d=�)*+%&�	� �l%A��0$���'2?����%���!^��% ����%  [�  H�
��������(/�"!�#�%&�p����6?%&��9,���)#?������4��	� � 4<��9.��()�)48d�6?%&�C9B���t#�������4�� b ��()(�9C0����)4�9&��4��K����*_��������4��'����%���6?%,4$����9.��(?��4�6
�)4P#���������9,�?(-��� b 9C0����)4v%,4�6��	����%>��()(d(��$9.����%&6v���F��0�%^�C��*+%�67�����g��4�9&%��f����* ��0�%>d=�C���f���)48dN�)4$��%,���D��9&%��
� ��4��/%,����%,()! b ��%,(��Jgi9&��4���������%,4$����%B(�6v@ h � c I�6?%&�C9,���)#?������4�����()(��
 ��K���A�
��#������-��(S67���������)2?�?������4n���p9C0����)4
%,4�6?� � � ������%,(-�������/%,()! b ��()(O9C0����)459&��4��G����*_��������4��	����%34���� ��6?%,4$����9.��(;s����F��4$!Kd=���:%,4567�����C��4�9&% �K����*
��0�%  ;��()( b 9C0����)4��>����%N������%,��9C0�%&6 67��!a%,��%,4$��()!Z��9&9&����67�)48dv���U0��
 "�D�����f����* ��0�%Zd=�C���f���t4DdP���?���G��9&%
��0�%,�)�#�f��%&%	%,4�6��1����%	(��$9.����%&6 �
a 0�%\9&��*>*+��4$�G%.�����?��%\����2�����0^��#?#?���:��9C0�%&�d���p��0����O��0�%�2?������0^9&��4��K����*_��������4^��%&���?()���%�f����* ��0�%

�)4$��%,��#?(-�.!l2�%,�  H%&%,4Z��0�%_�  H�;gD2��$67!l�)4$��%,�C��9,������4���2�%,�  H%&%,4Z*+��4���*+%,����#�%,���C���)4?�)48d5���8��0�%_2?������0
9C0����)4��F@  A0?��9C0E��%,4�6_���<������%,��9C0E��0�%�2?������0&�K�?����0�%,�H���?�gIY��4�6_��0�%1%,(-��������9 ������%,��9C0?�)48d����a��0�%12?������0
9C0����)4��3@  A0?��9C0r()�)*>�)���H��0�% 2?������0N%�'7��%,4�������4�I�� 
 �\(���48d>���\��0�%&��% �  H��9&��*>#���4�%,4$��������%� H%,()(��C� $/%,4
�)4$���_��9&9&���?4$� b 2�����0V�"!�#�%&�����Y��#?#?���:��9C0�%&�1!��)%,(�6V%&����%,4$������()()!n���)*>�)(-���19&��4�9,()��������4��	�

Q(�/o
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a 0$��� b ��0�%��	������6@g � ��������4 6?%&��9,���)#?������4Z����9&��4��/%�'v2?������0�%&� b ��()��0����8d=0 2�����%&6k��4k�C9.��()�)48d5����d=�Cg
*+%,4$��� b !���%B(�6?� 9&������%&9,�1��%&���?()���	� ��%,�1����%,*>#?0������"!.%
�$�G%$# �K%.�����?��%&� ���'����9C05�>��!�����%,* � � 4V��%.��()�)�"! b
�K��%&%�9C0����)4P%,4�6��F9.��4P�������C���)454��r������%,��9C0?�)48d b #A0�%,��%.���F��0�%>d=�C���f��%&6P%,4�6?�	����%��?4�6?%,�F��%,4�������4�� � 4
��0�%F*+�$6?%,(]2$!%�	������6V��4�6 � ��������4 b ��0�%F�"!$#?��9.��(]2?(���2V���"!.%+@K��%&% c ��d=�?��% 
�� R:I\���A(-����d:%,� ��� d=��%.����%,�
67�����C��4�9&%&� �K����* ��0�%�#;��()( @f�)�	���	#?����#�����������4���(\���N��0�%+67�����C��4�9&% �K����* ��0�%+9&%,4$��%,�<���A9,�?� �������?��%JI��
a 0$���;(��$9.��(a������%,��9C0?�)48d>���&#H%.� $/%,� �G�����K����* ��0�%'#A��()( � a 0?�����G%.�����?��%F%,4����?��%&�;(��$9.��(a%&W$�?�)()�)2?���)�?*M���
��0�%<9C0����)45�����C��4�6?�
s���0�%Ud=�C��67��%,4$���)489&��4�9&%,4$���C�����)�=4v��4�6V��0$���1�)48�(#H�;gD2��$67!V�)4$��%,�C��9,������4�� ��%,4�6?�
���V#?����0k��0�%,* ��#;�.! �f����* ��0�%�#;��()( b #A0�%,��%.���
��0�%4d=�C��6?�)%,4��
�)4 6?%�d=��%&%E����������%,��9C0?�)48dU��%,4�6?�
���
#?�?()('��0�%,* 2���9�$U���)#;����6?�	��0�%*#A��()( � � �+#H%$�G�$9,���	��4v��0�%^(-�����	2?(���2 b ��0�%>%,(-�������)9 �K����9&% b d=���/%,4v2$!
��0�% m �)4�9,��� (-��#-, R 
). b ��� kBT/ξ(L) b #A0�%,��% ξ(L) ������0�%<���"!.%3���'��0�%<(-�����12?(���2��

h �)4�9&%<�)�1����(-����d:% b
��0�%�%,(-�������)9��K����9&%
���F��*_��()('��4�65��� 2���(-��4�9&%&6P2$!V��0�%���*_��()(d9&��4�9&%,4$���C��������4 d=�C��67��%,4$�3������0�%�%&6Cd:%
���F��0�%n2?������0�� a 0�%V����9&9&%&���+���F��0?���_��9.��()�)48d ����������4X���+��0$���_67��%n���v��0�% �G��9,�+��0����_9C0����)4Cgi%,4�6?�
����%N�C%�d=��%�d/����%&6 �)4 ��0�%r(-�����^2?(���2u��4�6Z��0�%,!Z�������C���)4[��()*+�=���^4��P������%,��9C0?�)48d �0/�%,4�9&% b ��0�%r2�������9
�)48d=��%&67��%,4$��������%	��0$���1%�'�#?()��9,�)��%,()!N#?��%&��%,4$���)4V��0?�����C9.��()�t4Dd_6?%&��9,���)#?������4��
� ��4��/%�'��)�"!E���]��0�% �t4���%,���G��9&%����;��$:%,! �G%.�����?��% �)4r��0?���;����9&9&%&���H������0�%1�	������6@g � ��������4n*+�$6?%,('s/��0�%
#?(-��4����Ud:%&��*+%,����!5���<�E*_����d=�)4���(\9.����%$�K���	��0�% 
 (�%�'���4�6?%,�1gi6?%32F%,4?4�%&�3��9.��()�)48dV*+�$6?%,( � � �F!���%,(�6?�
%&����%,4$������()()!_��0�% �C��*+% ��%&���?()���	@f2?������0N%�'���%,4�������4N��4�6 �K��%&% %,4�%,��d=!�I\���\��0�% #?����4?4�%&%,���)48d h � c 6?%&�1g
9,���)#?������4�2$! h %,*+%,4�� ��, R h�. #A0?��9C04#;��� �K�?����0�%,�O6?% �/%,(���#�%&6
�)4�6?%,#�%,4�6?%,4$��()!<2$!	�(#H�Md=�����?#��&, R=o b T=q . �
/��)#H% �:%,� b ��0�%n*+��4���*+%,�r9&��4�9&%,4$���C��������4 #?������(�% �K���?4�6[�)4[��0�% h � c ��0�%&����! ���+#����C��2���()��9U��4�6
�=��4?����0�%&� ���1��0�%3%,4�68���'��0�%32?������0�� a 0?�������167��!a%,��%,4$�#�K����*M��0�%<����%,#8#?������(�%<���'��0�%3�C9.��()�)48dE6?%&�1g
9,���)#?������45#A0?��9C0X�)*>#��=��%&�+�5��0�����#X6?%,4����)� ! d=�C��67��%,4$�_���^��0�%N%&6Cd:%�� �l%r*>��d=0$�_����d=��%r��0����>��0?���
d=�C��67��%,4$�E2���(-��4�9&%&�_��0�%8%,(-��������9V��%&���������)48d �G����9&%V%�'?%,����%&6u��4[��0�%8������%,��9C0�%&6u9C0����)4 ��4�6[��0����_�)�
%,4����?��%&� ��0�% d=(���2���(d%,W$�?�)()�)2?���)�?* ����9C0����t4��	��6H�?� �)� 0���� 2�%&%,45��0��)#A4U��0���� ��0?��� ��� 4���� ��0�%<*+�=���
���C��2?(�%3��������9,���?��%<���)4�9&%	��0�% h � c ��0�%&����!r!���%,(�6?�1�^(��)#H%,��*>�)4?�)*
�?* �K��%&%	%,4�%,��d=! �

a 0?�)48d:�Ud:%,�7#H�����C%>�t4l��0�%_9.����%+�����N9&��4�9.�	�/%4d:%,��*+%,����! � a #H�V�C9.��()�)48d86?%&��9,���)#?������4��
9.��4k2�%
�G���?4�65�)45()�)��%,�C��������%ns���4�% b ��6���#?��%&6 �f����* ��0�%�*+�$6?%,('2$!��	������6v��4�6 � ��������48,)Q h b Q.o b R7Q b R�� . b
��0�%<����0�%,� b d=���:%,482$! h % �$��9�$9, R=q . b ���A2����C%&6V��4U��4 
 (�%�'���4�6?%,�1gi6?%42F%,4?4�%&�12?������0V����%.����%&68(��$9.��(t()!
���+��9&9&���?4$� �K���1�^9B!�()�)4�67����9.��(_d:%&��*+%,����! � a 0�%	%&����%,4$���-��( �G%.�����?��%	���O��0�% bi�)4��:%,���C%Bc:�F������6@g � ��������4
��#?#?���:��9C0n���H��0����H��0�%�2?(���2n���"!.% ���;�����)()(��C� $/%,4n���H#?����#�����������4���(a������0�%�67�����C��4�9,% �K����* ��0�%F9&%,4$��%,�
����9,�?� �=�����?��%Fse2�%&9.������%H��0�%H�)4$��%,���G��9&%H���d9&��4�9.�	�/% b ��0�%\2?(���2>���"!.%H6?%&9,��%.����%&�Y���;#H% d:� �f�?����0�%,�Y��#;�.!
�K����*M��0�%7#;��()(H@ c ��d=�?��%$
�� R:I�� a 0�%<%&����%,4$���-��(���%&���?()��� ���'��0?����*+�$6?%,(d����%
��� �G��()(��)#��
@ a 0?�����Dd=0����?�
��0?��� ��������9,(�% b �K��%&%	%,4�%,��d=��%&� F ����%	�)4n��4?�)�������d��0�%,��*_��(p%,4�%,��d=! kBT I�s

Q �=q
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• ��0�%	��0?��9�$$4�%&�C�����O��0�%F2?������0n��� LDC ' R[1− (1− aNσ1/3

R )3/5]

• ��0�% �f��%&%3%,4�%,��d=!r#�%,�19C0����)4V��� FDC ' −Nσ5/6 ln[1−aNσ1/3/R]

aNσ1/3/R

• ��0�% �:��()�?*+% �K�C��9,������48#?������(�%3��� φ(r) ' σ2/3

(1−r/R)4/3
#A0�%,��% r ������0�%	�C��67�-��(O67�����C��4�9&%3���+��0�%

��#?0�%,����9.��(����?���D��9&%+@K�C%&% c ��d=�?��% 
�� R:I

 *+��48d>��0�%&��%�#?�C%,6?�)9,������4�� b ��0�%F(-�����A��4�%F���;9&%,���C���)4?()!r��0�%F*+�=���A���?��#?�������)48d � � �H#?��%&67��9,���A��0����

��0�% �/��(t��*+%��K�C��9,������4N�)4�9,��%.����%&� #A0�%,4%#;% *+� �/%���! �K����* ��0�%����?���G��9&% b ��4�6E4����C��2?()! b ���H��0�%�%&6Cd:%
���a��0�%�2?������0 b #H% ��4�6 φ(L) ' σ2/3

(1−aNσ1/3/R)4/5
� a 0$��� �G����9&%&��%�'?%,����%&6_��4_��0�%�(-������2?(���25@K�=��*+������9

d=�C��67��%,4$� ��4�6N%,(-��������9 �G����9&%JIH����% �:%,��!_�)*>#������C��4$�	��� �/%,4$������()()! b ��0�% �/��()�?*+% �K�C��9,������4n67���/%,��d:%&�����
��0�%^9&%,4$��%,� �G��� R ' aNσ1/3 � /�%,4�9&% b % �/%B4P���\��0�%�(��$9.��('���C��2?�)()�)�"!U�)4�����6?%���0�%�2?������0P�����f�?(���()(�%&6 b
�����)4n��0�%39&��4��/%�'n9.����% b #H%	*>��d=0$�1%�'7#�%&9,����0�������0?���A#�������(�%36?�$%&��4����fd=���:%	��0�%F2�%&���1��4�� #H%,�	�

 *+��48dX��0�%P��%&���?()���n!$��%,(�6?%&6 2$! ��0�% h % ����9�$ *+�$6?%,( b ��4�%P���N#���������9,�?(-����()! ���?��#?�������)48d sA���

9&��4����C��4$�5d=�C���f���)48d36?%,4����)�"! b ��0�%H2?������0^0�%,��d=0$�'���d#?��%&67��9,��%&6>���	6?%&9,��%.����%;������0�%H�)4$��%,���D��9&%;���'9,�?� �/%&6
*+����%���������48d=()! � ��%,�Y���)*>#?(�%�����d=�?*+%,4$���Y�)4�67��9.����%���0����Y��4>��0�%A9&��4$���C����! b ��0�%;2?������0>0�%,��d=0$�Y��0����?(�6
�)4�9,��%.���C%�� h �?#?#��=��%��K���>�U*+��*+%,4$�^��0����^��0�%E0�%,��d=0$�+6?�$%&��4����>9C0���48d:%%#A0�%,4 ��0�%N9,�?� �������?��%r���
9C0���48d:%&6 � � �?� ���)48d3��0�%A�)4$��%,���G��9&%A*+����%���������48d=()!���0�%,4+��%&67��9&%&�Y��0�%�� �:%,�C��()( �/��(t��*+%A���S��0�%;2?������0��
a #H�;gD2��$67!
�)4$��%,�C��9,������4��Y����%\��0�%,4�*+����%\�)*>#������C��4$� b #A0?��9C0^��%,4�6?�O��� � #;%B()(���0�%\2?������0�� a 0�%\0�%,��d=0$�
#A�)()(]��0�%,��%��G����%3���C��2?�)()�"!.%<���1�>����*+%$#A0����Md=��%.����%,� �=��()��%��


 ��0?�)��6k��#?#?���:��9C0 9&��4�����6?%,���3��0�%>67����#?(�%,�
9,�?� �������?��%_%�!S%&9,�<��4v��0�%+%,*
�?(�������4k���C��2?�)()�"!J��������4
2$!V67�)2?(��$9�$V9&��#���()!�*+%,���4, R=R . � a 0�%,!V������67!n��0�%<��*_��()(O9&������%&9,������4��F67��%3���E9,�?� �������?��%
���+��0�% �����
9.���C%r�)4 ��0�%��K�C��*+%$#H��� $Z��� ��0�% 
 (�%�'���4�6?%,�1gi6?% 2F%,4?4�%&�>*+�$6?%,( b #A0?��9C0X��� ����()��6 �G��� �:%,��!�#H%.� $
9,�?� �=�����?��%&�	�
a �V6?%&��9,���)2�%+����9C0k9&��4�9.�	�/%>2?������0�%&�3�?4�6?%,�<(-����d:%+9,�?� �=�����?��%&� b ��4�%>*
�����	��0�%,��%��G����% $:%&%,#l�)4

*>�)4�6 ��0����>��0�%N9,�?� �/%&6Z2?������0 ���>����*+% $��)4�6 ���F�59&��*>#?��%&����%&6 2?������0�� � �?� ���)48dP��0�%N�t4���%,���G��9&%
�)4�6?%&%&6 ��*+���?4$���r���l�)4�9,��%.�����)48d ��0�%82?������0 9&��4�9&%,4$���C�������=4 s���0�%U9&������%&��#���4�67�)48dX9&��*>#?��%&��������4
6?�$%&�F4����3������d=�t4�����%^�)4l��4P�)4$��%,�C��9,������4k���F��0�%^2?������0v%&6Cd:% b 0��)#H% �/%,� b 2��?�F�C����0�%,�F�)4v�C��*+%�$��)4�6
����(-����%,�C��(\�)4$��%,�C��9,������4��V@G��4�6k��0�%+2�������0k#?������(�%E��� �/%,��!v67��!a%,��%,4$� �f����* ��0��������1�89&��*>#?��%&����%&6
#?(-��4����\2?������0 b ��� #H%��)4�67��9.����%��)4 
 #?#�%,4�67��' 
 I�� � 4>��0?���\9&��4$��%�'�� b ��4�%���%&���?()�\��2?�C���)4�%&6+2$!�� ��2?�)4
��4�6 
 (�%�'���4�6?%,�A��4n9&��*>#?��%&���C%,6N#���()!�*+%,�;2?������0�%&�H���;*+�=���;�)*>#������C��4$� , T7Q . s$��0�%,!r��0��)#H%&6r��0���� b
#A0�%,4u��0�%V(-�.!/%,�+��0?��9�$�4�%&���+��� �G����9&%&6X���l2�%V��*_��()(�%,�_��0���4u��0����E���3� �f��%&%n2?������0 @ #A0?��9C0u0�%,��%
9&������%&��#���4�6?�;���
��%�d=�)*+%&�1T���4�6��$I b ��0�%�*_���)4n9&��4$�����)2?�?������4n������0�%��K��%&%�%,4�%,��d=!E���d�
9&��*>#?��%&����%&6
2?������0[�)4Gd:�$�$6 ����(��:%,4$�_���+��0�%8�=��*+������9U9&��4$�����)2?�?������4�� a 0�%8%,(-��������98������%,��9C0?�)48dZ%,4�%,��d=![���	��0�%
9C0����)4��F���F9&��*>#����C�������/%,()!5��*_��()(�%,� b % �/%,45��0����8d=0v��0�%,!5����%������)()(d��������48d=()!U������%,��9C0�%&6[@G����(�%.�����F�)4

Q �7Q
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����	���� 	 � 
 ����������	�� ��
�� � ��� 	��

��%�d=�)*+%FT:I�� 
 �\�3��%&���?()� b �)4_��0�%1()�)*>�)�H���]��������48d
9&��*>#?��%&�C������4��F@f��%�d=�)*+%&�;T
��4�6&� b R¿ aNσ1/3 I b
��0�%V�=��*+������9n#?��%&�����?��%n���>��0�%N*+�=����()! 9&��4$�����)2?�?���)48d ��%,��* ��4�6 ���>��0�%,��%��G����%n�?4?���G����* � �:%,�>��0�%
#A0���(�%�2?������0 �/��()�?*+%�� � 4_����0�%,� #H����6?� b ��0�%�*+��4���*+%,�H9&��4�9&%,4$���C��������4r���Y�?4?���G����* � �/%,�Y��0�%1%,4$���)��%
2?������0 ��4�6u��0�%82?������0 ��������9,���?��%8���_(��$9.��()()![��0����r���
�k��%,*>� gi67�)()�?��%5����()�?������4 ���3%&W$����(�� �:%,�C��()(
9&��4�9&%,4$���C��������4 �
a 0�%r���"!.%r��� ��0�%N��%,*>� gi67�)()�?��%N2?(���2��^��� ξ ' aφ−3/4 @ #A0�%,��% φ = 3aNσ/R ������0�% �/��()�?*+%

�K�C��9,������4�IA��4�6n��0�% �f��%&%3%,4�%,��d=!N���d��0�% #A0���(�%	2?������0V���A��0�%,��%��G����%+s

F sph
3−4 '

R3

ξ3
' (N σ)9/4R3/4 @�
�� h I

a 0?���	%�'�#?��%&��������4 �K������0�%^%,4�%,��d=!8��� �=��()��6�#H%,()(d�)4�����6?%���%�d=�)*+%>TE���F�)45��%�d=�)*+%$� b � � � � b #A0�%,4P��0�%
2?������0V������������48d=()!n9&��*>#?��%&����%&6k@ R¿ Lflat

I��
� �?�U���)* ���N��� d=���/%l�Z9&������%&9,�86?%&��9,���)#?������4 ������0�%v9C0����)4 ��������9,���?��%l��4�6 �f��%&%v%,4�%,��d=! �)4

��%�d=�)*+%&� R+��4�68T�� a 0�%	#?��%&��%,4�� #H��� $r��������d/��4?�"!.%&6U��� �G��()(��)#��	�
�k%;#?��%&��%,4$�Y�)4 h %&9,������4ER3� h � c ��#?#?���:��9C0&�G���Y����9C0+9&��4�9.�	�/%A2?������0�%&�
����()��6 �G������4�%.���1gD��0�%,�C�

����(��/%,4$����4�6V��48��()��%,��4��������:%39&��4��/��()�?������4V*+%,��0��$6N���A���?��()�)4�%&6n�)4 
 #?#�%,4�67��' 
 � a 0�%F#?�?��#��=�C%	���
h %&9,������4uTU������� d=���/%N�5��9.��()�)48dv#?��9,���?��%n��� 9&��4�9.�	�/%N2?������0�%&�^2$!k��%���4?�)48d h � c ��%&���?()���^�C� $$�)48d
�)4$���
��9&9&���?4$�\9&������%,(-��������4��\2�%,�(#H%&%,4E*+��4���*+%,���	� 
 67����9,����������4E���S(-����%,�C��( ����9,������������4��H��� d=�C���f��%&6
9C0����)4��	����d=���/%,4P�)4 
 #?#�%,4�67��' 6 b #A0�%,��%^�)�F���	��0��)#A4v��0����F��0�%,!56?�r4����<��()��%,�	����d=4?����9.��4$��()!U��0�%
9C0����)4 �K��%&%+%,4�%,��d=!l��4�6l��0$���<6?�n4����
%,4�6���48d:%,�
��0�% h � c ��#?#?���:��9C0 � � 4 
 #?#�%,4�67��' � b #H%:d=���/%
��0�%	��%&���?()���1��2?�C���)4�%&6V�)4n��0�%39,!�()�)4�67����9.��(_d:%&��*+%,����!N��0?�����8d=0U�>��9.��()�)48dE��#?#?���:��9C0��

� ����� ���/�O���������?� � � �
	 ��� �
� ��� � � � �����S���
���������

� 4v��%�d=�)*+%&�
Rn��4�6kT b ��0�%^#���()!�*+%,�<9C0����)4��
����%+��������48d=()!P������%,��9C0�%&6 ��4�6P�)�3���	��0$���	#��=�����)2?(�%
���V����%+��0�%_�C%,(���gi9&��4���������%,4�� ��%,(�6l*+%,��0��$6 , R h b R=o b T=q . � �l%+4�����% r ��0�%+�g��67�-��(\67�����g��4�9&%+���V��0�%
��#?0�%,����9.��(p���?���D��9&%+@K6?%���4�%&6V2$! r = 0 I��

a 0�%
���)* ���Y��0?������%&9,������4U���1���E6?%,��%,��*>�)4�%
��0�% �f��%&%
%,4�%,��d=! F 2$!n����(����)48d&�G���1��0�%<*+��4���*+%,�
�/��()�?*+%#�f�C��9,������4 φ(r) ��4�6&�K������0�%167���������)2?�?���)��4 g(r) ����9C0����)4Cgi%,4�6E*+��4���*+%,���H�C%B(��Jgi9&��4���������%,4$��()! �
� 4n��0�%	9,(-���C����9.��(]()�)*>�)�1���d��������48d+������%,��9C0?�)48d , R=o . b ��0�% �K��%&%	%,4�%,��d=!n���O��0�%3��!7����%,*L���

F =

∫ R

0
g(r0)

∫ r0

0

[
3

2a2
e(r, r0) + v

φ(r)

e(r, r0)

]
drdr0 −

1

2

∫ R

0

4π(R− r)2v
a3

φ2(r)dr @�
�� o:I

Q �=R



� ��� ��� ����������	

#A0�%,��% g(r0)dr0 ���^��0�%r4��?*
2�%,�+����9C0����)4[%,4�6?�>�)4 ��0�%n��#?0�%,����9.��(���0�%,()(���� �C��67�)��� R − r0
��4�6

#A��67��0 dr0 ��4�6 e(r, r0) =
∣∣ dr
dn

∣∣ ���>��0�%V(��$9.��(1%�'7��%,4�������4u���3�v9C0����)4 #A0��=��% �K��%&%V%,4�6X���E��� r0
@f��0�% �������-��2?(�% n 6?%,4�����%&�_��0�%V9,�?����%,4$�+*+��4���*+%,�gI�� a 0�% �������+��%,��* 9&������%&��#���4�6?�_���k�P���?* ���
���)48d=(�%(gi9C0����)4 �K��%&%�%,4�%,��d=��%&�\�)4_��0�%�#�����%,4$���-��( kBTvφ(r) b ��0�%1��%&9&��4�6+��%,��* 9&������%&9,���\��0�% �G��9,����0����
*+��4���*+%,�1gD*+�=4���*_%,� �t4���%,�C��9,������4��10��	�:%	2�%&%,486?���?2?(�%(gi9&���?4$��%.6 � a 0�%	4�����*_��()�"!J�������=4U9&��4�67�)������4��

∫ r0

0

dr

e(r, r0)
= N @�
��)Q.q:I

∫ R

0
4π(R− r)2φ(r)dr = 4πR2aNσ @�
��)Q=QJI

� '+��0�%14$�?*
2�%,�;���]*+��4���*+%,���H�)4E��4�% 9C0����)4n��4�6_�)4E��0�% #A0���(�% ��!7����%,* � a 0�%1*+%.��4���%,(�6E9&��4�9&%,4Cg
���C��������48����6?%,��%,��*>�)4�%&682$! δF/δφ = 0 b #A0?��9C0V!���%,(�6?�

φ(r) =
a3

4π(R− r)2
∫ R

r

g(r0)

e(r, r0)
dr0

@�
��)Q.R:I

�l%F#�%,���K����*M��0?����9.��(�9,�?(-��������4V2�!_�(#;�>����%,#�� , R=o . s ������� #H%	���?#?#��=��%F��0�������0�%F2?������0n0�%,��d=0$� b
xR b ��� � '7%&6 b ��4�6�#H%
*>�)4?�)*>�"!.%^��0�% �f�C%,%�%,4�%,��d=! d=���/%,452$! �YW �d@�
�� o:I #A�)��05��%&��#�%,9,�F���r9C0���48d:%&�
�)4 ��0�% ��%,(�6 φ �

a 0��)�N!$��%,(�6?�n� �D��*>�)()!u���<#�������(�%&� φmin
� a 0�%,4 #H%P6?%,��%,��*>�)4�%5��0?���r��4 $$4��)#A4

#����C��*+%,��%,� x @ #A�)��0 0 ≤ x ≤ 1 Id2$!^*>�)4?�)*>�"!J��������4N��� F [φmin, x]
#A0?��9C0_!���%,(�6?�Y��0�%�2?������0_0�%,��d=0$� b

x∗ b ���1%&W$�?�)()�)2?���)�?* �

a 0�%Yb"%&W$����( gD���)*+%Bc�#�����#�%,���"!<9.��4�2�%H��#?#?()��%&6 �G���p��0�%\�C%B(��Jgi9&��4���������%,4$� ��%,(�6^����#;���O6?��4�%\#?��% �$��������()!
�)48��0�%
9.����%<�����^*+%,()�4, R h�. ���'��0�% �K��()(��)#A�)48dE�(#H�E�������?*>#?������4��10���(�6 s � �F��0�%,��%3���14��_6?%.��6 !.��4�%
9&��4$�C���)4?�)48d84��n9C0����)4l%,4�6���� b #A0?��9C0k9&��4l2�%*#A���)����%,4 ��� g(r0) 6= 0 �G��� 0 < r0/R < x � ��4�6 ���
��0�%E9C0����)4 %,4�6?�^����%+4����<�?4�6?%,�
��%,4�������4 s e(r0, r0) = 0 �

c ����* ��0�%_%&W$����( gD���)*+%r����d=�?*+%,4$� b #H%
$�4��)# ��0����
��0�%_*+��4���*+%,��9&��4�9&%,4$���C�����)�=4Z#?������(�%_���<#����C��2���()��9N��4�6�#H% $�4��)# ��0�%&�K����* ������0�%
(��$9.��(p%�'���%,4�������48���d��0�%39C0����)4ks

φmin(r) = Φ

[
A−B

( r
R

)2]
Θ(r − xR) @�
��)Q.T:I

B =
π2R3

8σN3a3v
=
10

9

(
R

R∗

)3 @�
��)Q(�$I

� 5���� 
 ��� � � ��� � � ��� �
�'��) ��� �-������������� 
 ��� � ���'� 1 �*�
��%2���
����) ��) � �
+�������
 
 �#�2��&�&�
��-��� 
 � ����)V7 � � %2� � ��� ���
�
���������	� �  -�
+�) ����) 5 F ��������������� ��) &-�
��)*��� � 
 ��� � ����� ��� 1 
�����%2� �*�	��
 � A
� 5

Q �=T
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#A0�%,��%

R∗ =

(
80

9π2

)1/3

a(vσ)1/3N @�
��)Q �:I

e(r, r0) =
π

2N

√
r20 − r2 @�
��)Q 
:I

#A0�%,��% Θ �����V����%,# �f�?4�9,������4 b Φ = 3aNσ/R b B ���<��2?�C���)4�%&6 �f����* ��0�%E%&W/����( gD���)*+%r���&d=�?*+%,4$�
@ �YW ��@�
��)Q.q:I�IA��4�6 A ���A��%,(-����%&6V��� x 2$!v@ �YW ��@�
��)Q=QJI�I

(3− 3x+ x2)xA = 1 +
10

9

(
R

R∗

)3

x3
(
1− 3

2
x+

3

5
x2
)

@�
��)Q 
 I

a 0�%E*>�)4?�)*>�"!J�������=4u���1��0�%��K��%&%r%,4�%,��d=! #�%,�>9C0����)4 F̃ (x) = F [φmin, x]/f
#A�)��0 ��%&��#�%&9,�^���

9C0���48d:%&�;�)4 x ��4�6?%,�H��0�% ��0?��%&%F9&��4�67�)������4�� � � 0 ≤ x ≤ 1 b ��� φ(x−) ≥ 0 ��4�6 ��� φ(0) = ΦA ≤ 1
���\�)()(t�������C����%&6E�)4 c ��d=�?��%�
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2$!r��0�% h � c ����%.����*+%,4$�	� � ��4���4�%&689C0����)4��<@f��%�d=�)*+% �$IH9.��4?4�����2�%F����%.����%&6n2$!r��0�% h � c ��0�%&����!Ps
#H%36?%&��9,���)2�%3��0�%	9C0����)4U9&��4��K����*_��������4�����4�6V9.��(�9,�?(-����%3��0�%3��9.��()�)48d �K��%&%	%,4�%,��d=! �

���������������	�#��
 �
��� � ��������� �	��
 ����������� ������� �

a 0�%3��9.��()�)48d �K����*M���d��0�%��K��%&%	%,4�%,��d=!�d=���:%,4V�)4V��%��K%,��%,4�9&%�, T=R . ���3s

F̃ sc ' 1

2

∫ R

0

4π(R− r)2
a3

φ9/4(r)dr +
3

2a2

∫ R

0
dr0 g(r0)

∫ r0

0
e(r, r0)φ

1/4(r)dr @�
�� T=T:I

#A0�%,��%F��0�% �G��9,����� φ9/4 �)4r��0�%F�=��*+������9F��%,��*L9&��*+%&� �f����* ��0�% kBT #�%,�;2?(���2

 4��C��� ! b #A0?�)(�%F��0�%

φ1/4 �D��9,�����Y�)4>��0�%�%,(���������9;��%,��* ������d=�)4�����%&���)4>��0�%�9&������%&9,������4_���F��0�%;�?4?#�%,�����?��2�%&6E9&��4��K����*_��������4
������0�%;9C0����)4��	#A0?��9C0+����%;� #H��()(�%,4^2�%,(��)#X��0�%H(�%B4Dd=��0>��9.��(�% ξ(r) = aφ−3/4 � a 0�%A���?��0������'�)4$��%,��#?��%(g
��%&6r��0�%�%,(-��������9���%,��*L���A�<#�%,�����?��2���������48���p%.��9C0r2?(���2n���p���"!.% ξ s$�)�;9&������%&��#���4�6?�;��� kT (∆ξ/ξ)2
#�%,��2?(���2 b #A0�%,��% ∆ξ ��� ��0�%^�	�/%,�C�;d:%
2?(���2P%,(���48d/��������4�� 6H�?� ��0?������%,��* 9.��452�%<�)4$��%,��#?��%,��%&6P�)4P�
*+����%+�)4$���?�)�����/% #;�.! b �����)48d5�N*+����%>#?��%&9,����%_6?%&��9,���)#?������4Z���;��0�%>(��$9.��(\9C0����)4 9&��4��K����*_��������4�� 
 �
*+%,4$������4�%&6 2?����%���!v2$!P��0�%r���?��0������ b ���
��*_��()(�(�%,48d=��0Z��9.��(�%&� b 9C0����)4��^����%+()�b�/%>�)4 �n�C%,*>� gi67�)()�?��%
�C��()�?������4Z@K� #H��()(�%,482�%,(��)# ξ ��4�6 2	���������-��4U��2�� �/% ξ I b #�0?�)()%<��0�%,!n����%<������%,��9C0�%&65����(-����d:%3(�%,48d=��0
�C9.��(�%&�	�
� 48����0�%,� #H���C6?� b ��0�%	���$���1*+%.��4U�CW/������%367�����C��4�9&%32�%,�(#H%&%,4U�(#H�>*+��4���*>%,��� n ��4�6 n′ ��(���48d

��0�%39C0����)4Z@K��%&% c ��d=�?��% 
�� o:IH��� d=���/%,4n2�!5s
√
(r − r′)2 ∝ (n− n′)3/5 (

√
(r − r′)2 < ξ = aφ−3/4)

∝ (n− n′)1/2 (ξ <

√
(r − r′)2 < Λ)

∝ n− n′ (

√
(r − r′)2 > Λ) @�
�� T��$I

#A0�%,��%E��0�%_�)4$��%,��*+%&67�-����%E(�%,48d=��0 ��9.��(�% Λ b #A0�%,��%_��0?���
���C��4����)������4 �$9&9,�?��� b ���
9.��()(�%&6k��0�%E%,(-�������)9
2?(���2 @K�C%&%F��%��G%,��%,4�9&%&� , T h b T=o . IFs

Λ(r, r0) ' a2
∣∣∣∣
dr

dn

∣∣∣∣
−1

φ−1/4 @�
�� T �:I


 �;��0?���A(�%,48d=��08��9.��(�% b ��0�%F#���()!$*+%,�19C0����)4n���;4����1��4n��6?%.��(a�C��4�6?��* #;��(b�n��4$!E*+����%>s��)4�����%.��6 b �)�
0����Y4��<9C0�����9&%�2?�?�Y���	*+� �/% �G��� #;����6_���\% �:%,��!>����%,#U@K%�'�#���4�%,4$��QJI���/�%B4�9,% b ��0�%�9C0����)4_���Y*_���)4?()!+�
()�)4�%.���\�������)48d
���S��0�%&��%�%,(-��������9A2?(���2��\������%,��9C0�%&6E��(���48d3��0�%A�C��67�-��(�67�)��%&9,������4 � ��0�%��)*>#������C��4$��#����)4$�
2�%,�)48d
��0����\��0�%&��%�2?(���2��H����% 6?%���4�%&6r��(���48d
��4�% 67�)��%&9,������4N��4�6_��0������)4_��0�%1����0�%,���(#H�
67�)��%&9,������4�� b
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� 4N��0�%	%,(-��������9F��%,��*M���d%&W$����������4k@�
�� o:I b ��0�%	6?%�d=��%&%3���d������%,��9C0?�)48d e(r, r0) *
�����A2�%F��%,#?(-��9&%&6
2$!r��4n%�!a%&9,�����/%F6?%�d=��%&%	���O������%,��9C0?�)48d eeff(r, r0) = a2/Λ(r, r0)

b #A0?��9C0n!���%,(�6?�;��0�% �G��9,����� φ1/4 �)4
%&W$����������4 @�
�� T=T:I��

������%A��0����Y��0�%1�=��*+������9A2?(���2E���"!.% ξ(r) 6?%,#�%,4�6?�\��4?()!^��4+��0�%�#��=���)������4 r b #�0�%,��%.���Y��0�%����"!.%A���
��4N%,(-��������9 2?(���2 Λ(r, r0) ��4n�3#���������9,�?(-���A9C0����)4n��(��C�
6?%,#�%,4�6?�;��4r��0�%1(��$9.��(S6�%(d=�C%,%F���������C%B�C9C0?�)48d
���d��0����19C0����)4 b �	� 
�� b ��4n��0�%F#��=���t���)��4 r0 ���d�)��� �K��%&%	%,4�6 �
� 4�#?���)4�9,�)#?(�% b ��0�%;9C0����)4>9&��4��G����*_��������4��'��0����?(�6�2�%H��2?�C���)4�%&6^��0?�����8d=0>*>�)4?�)*>�"!J��������4+����%&W/���	g

������4 @�
�� T=T:I b ���^�)4 ��%��G%,��%,4�9&% , T=R . �	/�%,��% b 0��)#H% �:%,� b #H%N���)*>#?()! ����%E��0�% �:��()�?*+% �f�C��9,������4 φ(r)
@K%&W$����������4X@�
��)Q.o:I1���>@�
�� R 
 I�I b ��0�% �f��%&%
%,4�6567���������)2?�?������4 g(t) @K%&W$����������4X@�
�� R=q:I1���^@ 
�� R=o:I�I b ��4�6
��0�%	6?%�d=��%&%3���d������%,��9C0?�)48d_6�%B��� �/%&6n��0?�����8d=0V��0�%F*+%.��4Cg���%,(�6V*+%,��0��$6V6?% �:%,(���#�%&6n�)4n��0�%F#?��% �$�������
��%&9,������4 @ ��W � 
��)Q 
:I��
a 0�%&�K��%&%E%,4�%,��d=!k������0�%E2?������0Z�)4 ��%�d=�)*+%&�>RU��4�6 T89.��4Z2�%E9&��*>#?�?��%&6Z4$�?*+%,����9.��()()! �K����*

%&W$����������4 @�
�� T=T:IA��(���48d_��0�%	()�t4�%,� #H%	0��	�/%F�)4�67��9.����%&6 �
/�%,��% b �G���1���)*>#?()��9,�)�"! b #H% �K�$9,���1��48��0�%3(t�)*>�)�'#A0�%,��% R¿ R∗ @ #H%,()(��)4V��%�d=�)*+%
T:I�� a 0�% �f��%&%3%,4�6
67���������)2?�?������4 d=���/%,4V2$!r%&W$����������4 @�
�� R=o:I���� !.%,���+����6?%,���)4 R/R∗ ��0�%,4V2�%&9,��*+%&�
s

g(t) ' 6 t
{
arg tanh

√
1− t2 −

√
1− t2

} @�
�� T 
:I

� 4
��0�%H�C��*+%&#;�.! b ���O��0?���d����6?%,� b φ(r) ���d9&��4����C��4$�	#A0�%,��% φ(r) = Φ = 3aNσ/R � � �)��0���0�%&��%\�(#H�
��#?#?��� '7�)*_��������4�� b ��0�%;�����C��(��K��%&%A%,4�%,��d=!
���'%&W$����(?���F��0�%����C���d�(#H�F��%,��*+�Y��� �YW �?@�
�� T7QJIO*
�?()���)#?()��%&6
2$! φ1/4 s

F̃ ' 3

2

aN2vσ

R
φ1/4 +

3π2

80

R2

Na2
φ1/4

'
(
3

2

)1/4(9π2
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)5/12
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R
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+
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#A0�%,��%���0�%�6?��*>�)4���4��d9&��4$�����)2?�?������4����O�=��*+������9�@ �������p��%,��*EI�� a 0�%\�C%&9&��4�6<��%,��* ������0�%\%,(-��������9���%,��*
@K9&��*>#?�?��%&6 ��2�� �/% �G��� R/R∗ → 0 I�� a 0�%>4�%�'7�	4���4�!.%,���89&��4$�����)2?�?������4�� �f����* ��0�%+�=��*+������9_��4�6
��0�%3%,(-��������9	��%,��*+���)4V��0�% R/R∗ @K��� B IH%�'7#���4�������4U����%3��*_��()(�%,��2$!n���D��9,���������'����6?%,� (R/R∗)3 �
c �)4���()()! b �)45����6?%,� ���4d:%,�����)*>#?()!n��0�%<��9.��()�)48dr6?%,#�%,4�6?%,4�9&%����Y��%&��#�%&9,�����:%,()!V��0�%<�=��*+������9���4�6

%,(-��������9 %,4�%,��d=!>�)4_��%�d=�)*+%&�;R<��4�6ET_@ #A�)��0?�)4r�?4a�$4��)#A4E4$�?*+%,����9.��(S9&�$% �_9,��%,4$���;���]����6?%,�\�?4?�)�"!?I b �)�
���A#��=�C���)2?(�%	��� �/%&%,#8��4?()!r��0�%3��9.��()�)48d_6?%,#�%,4�6?%,4�9&%
���d2?(���2��<s ξ ' aΦ−3/4 ��4�6 Λ ' NΦ−1/4/R
��4�6X���l��������d=4X��0�%V%,4�%,��d=! kBT #�%,�+2?(���2�� a 0$��� b �)4[��%�d=�)*+%8R b #H%n��%&9&� �/%,�>��0�% �/%,��!Z���)*>#?(�%
%&�����)*_����%>������0�%�2���(-��4�9&%+��9C0?��% �:%&652$!8��0�%^������%,��9C0�%&6P9C0����)4�����������#?��%&��%,4$��%&6P2$! 
 (�%�'?��4�6�%B��, � .
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��
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��4�6v6?%�2F%,4?4�%&��, ��Q . � a 0�%>9&��*>#?��%&����%&6P2?������0P�)4P��%�d=�)*+%_TE���F��0�%,4k��4���(��.d:�����	���V� �����	2?������0
�)4n#?��%&��%,4�9&%	���'����%,*>� gi67�)()�?��%3����()�?���)��48���p*+��4���*+%,� �/��()�?*+%��f�C��9,������4 Φb = Φ

@K��%&% c ��d=�?��% 
�� T:I��
a 0�%H#����C��*+%,��%,� R ���O��%,(-����%&6����F� ���)��������(7%�'7��%,��4���(?�=��*+������9H#?��%&�����?��% Π ∼ Φ9/4

b
#A0?��9C0>9&��*>#?��%&���

��0�%�d=�C���K��%&6n(-�.!:%,� , T h b ��Q . �

��� ������� ��� � � ��� ���	� ��� 
 �G����� ���
	

a 0�% 4������?�C��(S���"!.%����p��4 N gD*+��4���*+%,�A9C0����)4r�)4n�<��%,*>� gi67�)()�?��%F����()�?������4n�����/��()�?*+%��f�C��9,������4 φ
���;��4��)#A48���>2�% R(φ) ' aN1/2φ−1/8 = ξ(N/g)1/2 #A0�%,��% ξ = ag3/5 = aφ−3/4 ������0�%3�=��*+������9
2?(���2 ���"!.%86?%���4�%&6 %&����(t��%,�E�)4u��0?���E��%&9,������4�� � 4u��%�d=�)*+%&�rRk��4�6 T b #A0�%,4 ��0�%8��#?0�%,��%V�C��67�)���_���
6?%&9,��%.���C%&6 b ��0�%F9C0����)4��;��%,*_���)4n������%,��9C0�%&6V���H(���48d>���H��0�%,�t�A%,4�6@gD�C�;gi%B4�6n%�'���%,4����)��4N���H(-����d:%,�;��0���4
��0�%1%,(-��������9�2?(���2E���"!.% Λ � a 0?���Y2���%.������6?� #A4�#A0�%,4_��0�%A�C��67�)���\���S��0�%���#?0�%,��%���%.��9C0�%&����0�%�4������?�C��(
���"!.%	���d��0�%	9C0����)4 b � ��
�� b R = R(φ) ���<s

R ∼= aσ−1/7N3/7 @�
�� T h I

c ������*_��()(�%,�\��#?0�%,��%A�g��67�)�p@ #A0��)9C0r9&������%&��#���4�6?�����3��%�d=�)*+%#� b �C%&% c � d=����%�
�� �$I b ��0�%fd=�C���K��%&6+9C0����t4��
����%F9&��4���4�%&6 � �5����% #?��%&9,����%,()!5@K��%&% c ��d=�?��% 
�� o:I b ��0�%�9C0����)4�������%�� #H��()(�%,4V���;��*_��()(�(�%,48d=��0n��9.��(�%&� b
23���������-��4����p(�%B4Dd=��0���9.��(�%&��2�%,�(#H%&%,4 ξ ��4�6 R b ��4�6
9&��4���4�%&6r@ !.%,��� %�'7#���4�%,4$�gI �G����(-����d:%,�p4$�?*
2�%,���
����*+��4���*+%,����� � a 0�%\���C��4����)������4^2�%,�(#H%&%,4^��0�% 2	���������-��4>��4�6
��0�%H9&��4���4�%&6^���C������������9&�d9&������%&��#���4�6?�
��� G = φ1/4R2/a2 *+��4���*+%,��� � 
 �A�C9.��(�%&�A(-����d:%,����0���4 G *+��4���*+%,��� b 2�%&9.������%3���O��0�%3��#?0�%,����9.��(
2����?4�6�����! b ��0�%59C0����t4 0����r4�� 9C0�����9&%52?�?�N��� ���C�.!u�t4 ��0�%P�C��*+%5��%�d=����4 ������#���9&%5�)4�����%.��6 ���
#�%,���G����*>�)48dl�8�C��4�6?��* #A��(b�us=d=(���2���()()! b �)�����^�U�������)48dP��� N/G � �/%,��(-��#?#?�)48dP2?(���2��^��� ���"!.% R �


 ���)48dZ��0�%P�C��*+%v����d=�?*+%,4$�8���N%.����()��%,�N�)4 ��0?���N��%&9,������4 b #;%59&��4�9,()��6?%P��0����N��0�%P9&��*>#?��%&��������4
9&��4$�����)2?��������48���>��0�%3� �:%,�C��()(�%,4�%,��d=!n9.��4V2�%	%&�����)*_����%&6U���3s

F̃4el '
N

G
' N3/4σ−1/4(R/a)−7/4 @�
�� T=o:I

a 0?��� b 0��)#H% �/%,� b �)�1��4?()!V�>9&������%&9,������4U���>��0�% �f��%&%3%,4�%,��d=! b #A0��=��%	*_���)4U9&��4$�����)2?�?������4U���1�=��*+������9
��4�6n��� d=���/%,4V2$!r%&W$����������4 @�
�� h I��
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��]����>?���1
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��M".
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ξ
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ṽ−1/4(a2S(n))5/4

(
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