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Introduction

Le sujet de cette these est I’étude asymptotique (existence et estimation en nombre) des
section propres d’une suite de laplaciens antiholomorphes. Elle s’inspire principalement des
travaux de Jean-Pierre Demailly concernant les inégalités de Morse holomorphes.

L’étude qui suit a été divisée en deux parties: une premiére partie établit des formules
de type Bochner-Kodaira-Nakano, tandis que la deuxiéme partie s’attache aux estimations
spectrales proprement dites.

Formules de type Bochner-Kodaira-Nakano

Une formule de type Bochner-Kodaira-Nakano relie les laplaciens holomorphe, antiholo-
morphe et la courbure associés & un fibré holomorphe au-dessus d’une variété complexe. Si
la variété est kihlérienne, cette formule prend la forme suivante: A” = A’ 4 [i©,A]. L’inté-
rét de ce type de formule est qu’il exprime le laplacien antiholomorphe comme somme d’un
opérateur positif et de termes de courbure. Cela permet par exemple, sous des hypothéses
de courbure positive, de montrer qu’en bidegré convenable, les sections holomorphes du fibré
sont nulles. On obtient ainsi des théorémes d’annulation.

Dans le cas ou la variété n’est qu’hermitienne (i.e. la métrique hermitienne w ne vérifie
pas dw = 0, w étant vue comme une 2-forme réelle), J.-P. Demailly a montré (dans [Dem83])
qu’on avait encore une formule analogue, moyennant quelques termes d’erreurs.

Nous aurons besoin dans 1’étude spectrale asymptotique de la deuxiéme partie d’une
formule de type Bochner-Kodaira-Nakano pour un fibré C*° (et non plus holomorphe) au-
dessus d’une variété hermitienne. C’est 'objet du chapitre 2, qui reprend la démonstration
de J.-P. Demailly en I'adaptant au cas C°°. Nous aurions pu renvoyer le lecteur & article
initial [Dem83|, la preuve s’adaptant sans difficulté, mais nous avons préféré reproduire la
démonstration, puisque cette formule nous servira en deuxiéme partie.

Les chapitres 1 et 3 établissent aussi des formules de type Bochner-Kodaira-Nakano, au-
dessus de variétés respectivement presque kdhlérienne et presque complexe. Ces formules ne
servent pas pour la suite, aussi on pourra s’étonner de les voir figurer ici. C’est pourquoi il
me faut mentionner qu’au début de cette thése, je m’intéressais & des résultats de plongement
asymptotique d’une variété presque kidhlérienne dans des espaces projectifs. On sait qu’une
variété compacte complexe munie d’une (1,1)-forme entiére strictement positive se plonge dans
un espace projectif. C’est le théoréme de Kodaira. Il est alors naturel, pour une variété presque
kdhlérienne compacte dont la forme symplectique est entiére, de se demander si on peut la
plonger asymptotiquement, de facon la plus holomorphe possible, dans des espaces projectifs.
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Pour construire ces plongements, mimant la démonstration dans le cas complexe, il est naturel
de considérer les sections des puissances tensorielles d’un fibré en droites de courbure la
forme symplectique de la variété. Les sections candidates & produire un plongement sont
celles qui sont les plus proches d’étre holomorphes, par exemple une base des sections propres
du laplacien antiholomorphe pour de petites valeurs propres tendant asymptotiquement vers
zéro. Pour produire de telles sections et obtenir des estimées a priori, nous avons été amenés a
établir une formule de type Bochner-Kodaira-Nakano. Nous nous sommes cependant heurtés
ensuite a certaines difficultés techniques, et entre-temps, B. Shiffman et S. Zelditch ont réussi
& démontrer les résultats de plongement asymptotique par des méthodes d’opérateurs de
Fourier intégraux (nous renvoyons & leur article [SZ02], paru en 2002). Cependant cette
formule nous a semblé intéressante en soi, et c’est pourquoi nous I’avons reproduite.

Quant & la troisiéme formule, établie au chapitre 3, c’est dans un simple souci de généra-
lisation que nous 'avons établie. Elle contient en effet les deux formules précédentes comme
cas particuliers, et s’énonce comme suit.

Théoréme 0.1. Si (X,J) est une variété presque compleze munie d’une métrique rieman-
nienne g J-invariante, et si (E,hg,Dg) — X est un fibré hermitien C*, alors:
1) Al = [D'E + 7,8 + 'r*] est un opérateur positif formellement autoadjoint de méme
partie principale que A', ot nous avons noté T = [A,d'w].
2) Notant T, = [A, [A, — %d”d’w]] — [dw,(dw)*] et Ty =i [A,[05.0%]], nous avons

"= A4 [w%}gm A + T, + T

ou Ty, et Txr sont des opérateurs scalaires d’ordre 0.

Signalons enfin que peu de temps avant la rédaction de cette thése, nous avons appris que
S.K. Donaldson avait déja mentionné la formule de type Bochner-Kodaira-Nakano pour une
variété presque kahlérienne dans un article datant de 1989 ([Don89|). Nous l’ignorions bien
siir. Nous laissons cependant tout de méme dans cette thése la formule et sa démonstration,
parce que nous pensons que la démonstration élémentaire que nous donnons pourra intéresser
ceux qui souhaitent se familiariser avec la géométrie symplectique et le cas non intégrable.
Ceux-ci pourront aussi consulter avec intérét la discussion des derniéres pages de [Don89|,
intéressante & lire rétrospectivement quand on sait ensuite les travaux remarquables que S.K.
Donaldson a établis dans [Don96].

Estimations spectrales asymptotiques

Commencons par rappeler le cadre classique des inégalités de Morse, tel que développé par
J.-P. Demailly dans [Dem85]. Considérons une variété analytique complexe compacte X de
dimension n, L un fibré vectoriel holomorphe en droites et E un fibré holomorphe hermitien
de rang r au-dessus de X. Notons a = ic(E) la forme de Chern du fibré L. Les inégalités de
Morse holomorphes bornent la dimension des espaces de cohomologie H?(X,L* ® E) en fonc-
tion d’invariants intégraux de la courbure de L. Plus précisément, si X (a,q) désigne 'ouvert
des points z € X en lesquels «(z) a exactement ¢ valeurs propres strictement négatives et n—g
valeurs propres strictement positives, et si nous posons X (a, < ¢) = X(a,0) U ... U X(,q),
nous avons alors
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Théoréme (J.-P. Demailly, 1985).
a) Inégalités de Morse:

kTL
dimHY(X,L*® E) < — (—1)%a™ + o(k™),
e J X (n<q)
b) Inégalités de Morse fortes:
q . . kn
(-1)*Ydim H(X,[*® B) < — (—=1)%a™ + o(k™).
j:() n: X(O‘!Sq)

Le point a) est une conséquence directe du point b). Ces inégalités ont de nombreuses
applications. En particulier, elles ont permis & J.-P. Demailly de généraliser un résultat de
Y.T. Siu donnant un critére analytique suffisant pour qu’une variété soit de Moishezon, que
nous reformulons de la maniére suivante:

Théoréme (J.-P. Demailly, Y.T. Siu, 1985). Soit X une variété compacte complexe de
dimension n, et @ une (1,1)-forme réelle entiére. Si « vérifie I'une des conditions suivantes:

a) « est partout semi-positive et définie positive en au moins un point de X (condition
énoncée par Y.T. Siu),

b) [ X(a,<1) @ >0 (condition énoncée par J.-P. Demailly),

alors X est de Moishezon. En particulier, il existe un courant 7' fermé de bidegré (1,1),
strictement positif (i.e. minoré par une (1,1)-forme continue hermitienne strictement positive)
tel que {T'} € H*(X,Z).

Pour démontrer ce théoréme (condition b)), J.-P. Demailly a en fait montré qu’on avait
I’estimation suivante, conséquence directe des inégalités de Morse fortes:
kTL
dim H*(X,LF) > = " +o(k™),
S X(a,<1)

ou L est un fibré holomorphe en droites au-dessus de X de courbure —2imwa. L’hypothése
b) implique donc que le nombre de sections du fibré L* (qui a pour courbure —2irka) croit
au moins en k", ce qui entraine (voir [Dem85|) que la dimension algébrique de X est m,
autrement dit que X est de Moishezon.

Nous avons ici le point de départ de notre travail. Supposons que la variété complexe com-
pacte X soit munie d'une (1,1)-forme réelle «, pas forcément entiére, qui vérifie [ X(a,<1) a >
0. Il n’y a pas de fibré dont « soit la forme de courbure. Cependant, en utilisant le lemme de
Kronecker (qui est une conséquence facile du principe des tiroirs de Dirichlet), nous pouvons
approcher, pour une infinité de k (nous écrirons k£ € S, ou S est un sous-ensemble infini
de IN) ko dans H?(X,IR) par des formes entiéres ay. A ces formes sont donc associés (voir
appendice C) des fibrés hermitiens Ly de classe C* ayant pour forme de courbure —2imay.

13



Sur ces fibrés, munis de connexions hermitiennes Dy, nous pouvons considérer les laplaciens
antiholomorphes A} Ils n’admettent peut-étre pas de sections propres pour la valeur propre 0
(puisque 82 # 0), mais nous montrons qu'ils admettent, une fois renormalisés par 1/k, beau-
coup de sections propres associées a de petites valeurs propres. C’est ce qu’exprime notre
résultat principal, qui s’énonce comme suit :

Théoréme 0.2. Soit X une variété compleze compacte et o une (1,1)-forme réelle fermée,
non nécessairement entiére. Il existe une suite (indexée par un sous-ensemble infini S de
IN) de fibrés hermitiens (Lyg,Dy)res au-dessus de X dont les formes de courbures approchent
—2imka et ayant la propriété suivante : soit, pour k € S, hi()\) le nombre de valeurs propres
(comptées avec multiplicité) < X de %A%, ou A} = D)/*Dy est le laplacien antiholomorphe
agissant sur C*(X,Lg) ; nous avons alors la minoration asymptotique

1
liminf k™" hi(Xg) > — / o,
k——+o00, kES n' X(a151)

valable pour toute suite (\g)res de réels > 0 tendant vers zéro plus lentement que 1/k2+2/62(X).

Notre travail, dans la deuxiéme partie, s’organise comme suit. Aprés avoir justifié au cha-

pitre 1 I’approximation de ka par des formes entiéres, nous expliquons (suivant [Dem85])
dans le chapitre 2 comment utiliser la formule de Bochner-Kodaira-Nakano de la premiére
partie pour établir une formule de type Weitzenbdck. Ceci nous permet d’interpréter le la-
placien antiholomorphe A} comme un opérateur de Schrodinger. Dans le troisiéme chapitre
nous montrons que les estimations spectrales sur les opérateurs de Schrodinger démontrées
par J.-P. Demailly (th. 2.16 de [Dem85|) restent vraies pour la classe plus large d’opérateurs
que nous considérons et sous la forme plus générale suivante (voir le chapitre 3 pour les
notations) :
Théoréme 0.3. Soit Q un ouvert relativement compact et Ng(X) le nombre de valeurs
propres (comptées avec multiplicité) < X\ de l'opérateur de Schridinger considéré. Alors pour
tout réel \ et pour toute suite (vg) de réels tendant vers zéro, nous avons les encadrements
asymptotiques suivantes :

k—+00

,
liminf £7" No (A +v) > Z/ vp(A +Vj)do,
g=1"%

,
limsup k7" No (A +vg) < Z/ vp(A+Vj)do .
j=1"X

k—-+o00

Ceci nous permet au chapitre 4 d’en déduire deux estimations spectrales pour des valeurs
propres trés petites. Depuis le début, la difficulté réside dans le fait que nous souhaitons
a la fois faire tendre k vers l'infini (estimations asymptotiques) et les valeurs propres vers
zéro. Nous obtenons une premiére estimation précise du nombre de sections propres de %AZ
associées & des valeurs propres tendant vers zéro strictement moins vite que k /6. Une
application possible de ces estimations est la construction de courants dans la classe de coho-
mologie de « positifs sur un ouvert suffisamment grand. Et dans I’espoir de construire de tels
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courants dont nous contrdlons la partie positive, il est préférable d’avoir des estimées asymp-
totiques associées a des valeurs propres les plus petites possibles (nous illustrerons ce propos
dans la derniére section du dernier chapitre). C’est pourquoi nous obtenons une deuxiéme
estimation, bien meilleure puisqu’elle autorise une décroissance un peu plus rapide que k2
pour les valeurs propres. Cette estimation ne découle pas immédiatement des encadrements
asymptotiques pour les opérateurs de Schrodinger. Nous l'obtenons en étudiant la dérivée
antiholomorphe 0j,. Sur un fibré holomorphe, 0y, est injective et envoie les sections propres de
bidegré (0,0) sur des sections propres de bidegré (0,1). Mais le caractére seulement C* de nos
fibrés Lj fait que laplacien antiholomorphe et dérivée antiholomorphe ne commutent plus,
donc que des sections propres de bidegré (0,0) ne sont plus envoyées sur des sections propres
de bidegré (0,1). Cependant le défaut de commutation étant petit, les images des sections
propres ne sont pas trés éloignées de sections propres en bidegré (0,1). Ces considérations
permettent d’aboutir au théoréme 0.2 énoncé plus haut, beaucoup plus intéressant puisqu’il
autorise & faire tendre les valeurs propres vers zéro un peu plus vite que 1/k% pour un nombre
de sections qui croit en k™, pourvu que fX(a,gl) a™ > 0.

Nous terminons, en utilisant cette derniére estimation, en donnant un exemple de résultat
d’existence de courant dans la méme classe de cohomologie que a avec controle effectif de la
partie positive, moyennant une hypothése vraisemblable.

Bibliographie

En ce qui concerne la géométrie symplectique, le lecteur pourra consulter par exemple
[MS95], [Dui96], [Lae98] et [Don89]. [BGMT1] aborde aussi la géométrie presque complexe et
kahlérienne.

Les ouvrages [Dem97|, [GH78|, [KN69], [We89] et [Kob87] couvrent largement le domaine
de la géométrie analytique complexe et des fibrés vectoriels.

Pour la théorie des distributions et des opérateurs pseudo-différentiels, [Ho76|, [EGI7| et
[Leb] pourront étre consultés avec profit.

Quant a ’analyse fonctionnelle, de bonnes références sont [Kat80| et [RS72]. Et on trou-
vera dans [BGMT71] une étude des valeurs propres du laplacien riemannien, ainsi qu'une bonne
introduction au noyau de la chaleur, qui est un autre outil pour I’étude spectrale du laplacien
(voir par ex. [Bis87] et [Bou90]).
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Premiére partie

Formules de type
Bochner-Kodaira-Nakano
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Chapitre 1

Cas d’une variété presque kahlérienne

RESUME

Soit (X,J,w) une variété presque kihlérienne et (E,D,h) — X un fibré
hermitien. Nous établissons les relations de commutations usuelles sur
X et E, puis obtenons la formule de type Bochner-Kodaira-Nakano sui-
vante: Al = Alp + [i@gg,%),Aw] + T, ou T est un opérateur scalaire
d’ordre 0 dépendant de w et du tenseur de Nijenhuis. Cela généralise la
formule bien connue dans le cas d’une variété kihlérienne.

1.1 Notations et rappels

1.1.1 Variétés symplectiques presque complexes

Une variété presque kihlérienne est une variété symplectique (X,w), de dimension paire
2n, munie d’une structure presque complexe J vérifiant les conditions de compatibilité et
de positivité w(Jv,Jw) = w(v,w) et w(v,Jv) > 0. X est alors naturellement munie de la
métrique riemannienne J-invariante g(v,w) = w(v,Jw).

J s’¢tend en un endomorphisme C-linéaire de Tg X = C ®x T X. Soit T1°X (resp. T®' X)
le sous-fibré holomorphe (resp. antiholomorphe) du fibré tangent complexe; i.e. J = i sur
TYOX et J = —isur TO' X.

Si (1,91, -+ ,Tn,Yn) sont des coordonnées locales sur X, notant z; = z; + iy;, le repére

> > 4 0 9 0 el
dual de (d21,... ,dZn,d2'1, e ,dzn) est noté (6_2:1’ "0zn 10710 " ’ﬁ) On a

o _1(9 9N 9 _1(09 , .0
aZj_2 Oz zayj ’ 82j_2 oz, Zayj ’

Mais généralement % n’est pas dans T1°X (les coordonnées zj n’étant pas holomorphes).
J
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1.1.2 Différentiation et (p,q)-formes

Onnote Tg X = COrT*X, A" T¢ X = C ®r A* T7 X D'algebre extérieure complexifiée et
NP2 T X le sous-espace de A°® Ty X engendré par les aAB, a € AP(THOX)*, B € AT X)* .
Par ailleurs C} (X,C) = C*(X, A" T¢X) désigne I'espace des formes différentielles com-
plexes de classe C* et de bidegré (p,q) sur X.

Rappelons les décompositions

/\ nx= P N'1ix, cixe)= P ¢
p+a=k p+q=k

Soit ITP4 l'opérateur de projection C°(X,C) — Cp%,(X,€C) (ot k = p + ¢) suivant la
décomposition en somme directe ci-dessus. On définit alors d*! sur Cpo(X,C) par TP+ lod.
On définit de la méme maniére d*°, d®> ' et d 2. Onad=d"® + AT+ @ g 12 (iln’y
a pas d’autres composantes; on renvoie a 'appendice A pour une démonstration).

1.1.3 Tenseur de Nijenhuis

Le tenseur de Nijenhuis (encore appelé la forme de torsion de J) est I’application bilinéaire
antisymétrique

Ny : C%(X,THOX) x C%(X,TOX) - C%(X,T%1X)
qui & une paire de vecteurs (£,n) de type (1,0) associe la partie de type (0,1) de leur crochet

de Lie [¢,n]. C’est une (2,0)-forme & valeurs dans 7% X .
Si (&1,...,&,) est un repére orthonormé de T}’0X|U, on peut écrire

Ny = Zaj ®E, oj€ Cg?O(U,(D).

Jj=1

On définit alors deux opérateurs conjugués €' et 6” sur A* T3 X tels que

u—Za] fjJu U—Zaj §j4u

Si u est de bidegré (p,q), @'u et 6"u sont de bidegrés (p + 2, — 1) et (p — 1, + 2).

Propriété 1.1. ', 0" sont reliés a d>~' et d=12 par les relations
d2,71 _ _9/ d71,2 _ _9//
— , = i
On utilisera les notations plus commodes d'"* = d' et d%' = d”. On a alors
d:dl+d”—01—0”
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1.1.4 Meétriques

La métrique riemannienne g(v,w) = w(v,Jw) sur X s’étend en un produit hermitien sur les
formes IR-linéaires & valeurs complexes puis sur les g-formes: si (€1, . .. ,£9;,) est un repére réel
orthonormé de TX |, <Z§Z1 ajes, Z§Z1 Bjier) « 2311 ajBi;et (ur A AugviA... Avg) =
det ({u;,v;)). On remarquera que (u,v) = (i,0) = (v,u).

Les produits hermitiens précédement définis sont ponctuels. On définit un produit hermi-
tien global en posant pour u,v € C3°(X,C) & supports compacts

On peut maintenant définir les adjoints formels §” de d”’ et ¢’ de d'. Par exemple

{0"u,v) = (u,d"v) Vu,v C*® a supports compacts.

1.1.5 Opérateurs usuels

Si A, B sont des endomorphismes de l'algebre CJ5,(X,C), leur crochet de commutation

gradué est défini par
[A,B] = AB — (—1)dsA-deeBp 4

Si A, B, C sont des endomorphismes de degrés respectifs a, b et ¢, I'identité de Jacobi
s’écrit
(_l)ac [A ) [B ’ CH + (_1)170, [B ) [C ’ A” + (_1)Cb [Ca [A ) B” =0.

Le crochet vérifie les relations évidentes [A,B]* = [B*,A*] et [A,B] = [A,B].

On définit L sur A* Ty X par L(u) = w A u. C’est un opérateur réel de type (1,1), dont
I’adjoint formel est noté A = L*.

1.2 Choix de coordonnées locales adaptées

1.2.1 Ecritures locales

Soit (X,w,J) une variété symplectique presque complexe. et ¢ : U C X -V C IR?™ une
carte locale symplectique centrée en un point p € X :
b { UcX — VCR™
m = (T Ty Y1y - - - 5Yn),s
c'est-a-dire que ¢(p) = 0 et w = ¢*(dzy Ady; + ...+ dzy, A dyy) sur U. Par changement
linéaire de coordonnées, on peut choisir ¢ de sorte que (¢.J) (0) soit la structure complexe
canonique Jy de IR?™, autrement dit de sorte que pour 1 < k < n,

P P
7 —gZ .
Yk, <3xk|p>
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.n
Onaalorsw:%Z /\dz], Bar ), ETloXet ot TOlX
]:

T

Par construction, J(0) = Jy =1 Z (dzk ® az —dz ® %) . Le développement de Tay-

lor de J au voisinage de z =0's ecrlt alors

0 0 0 0
A d — + Byd — 4+ Cd — + Dy d —
+klzl klzk®a + ’”Z’“®8 + klzk®a + ’”zk®8l

+0(|2?),

ot A1, By, Ci, et Dy sont des termes d’ordre 1 en z, Z.

De simples calculs montrent que les coefficients de J vérifient les trois conditions suivantes :
e J2=-Id = JodJ+dJoJ=0 = Api=Dy; =0

o« J=1J = Bk,l = Ck,l

(] w(J-,J-):w = Bk,l:Bl,k

L’écriture locale de J est donc:

Propriété 1.2.

= 0 o ) ]
=iy — —dzZ ® —— B —~ 4B =
J(z) szI (dzk® 5o 15 @ azk> k§l :1 eidzn ® o+ Bz ® o +0(|2%)

n
et By, terme d’ordre 1, est de la forme By = > 2m By + EmB;C"l‘
m:1 b b)

Venons-en a I’écriture locale du tenseur de Nijenhuis Nj.

Soit & = g et n = ai: alors u = 3(& —4J(§)) € TYX, v = 3(n —iJ(n)) € TOX,
u(0) = £(0) et v(0) = (0).

0 i 0
uza—zj_ﬁl:ZIBj’la_Zl—l_o('z'Z)’ Z ’”a— O(1=I")
9 i 0 i 9 9
= [agm i) - iR | o
_ 0 8Bkl (9Bj,l i
= Z( 0z; 0z )(92 +O(|z|)
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I1 vient donc

0 0 \ i<~ (0B 0B, )
NJ (azjo,azkk}) - 22( 82j (0) 8Zk (O)> 82”0.

=1

Comme By =Y zm By + ZmB;c’,'l’, il vient
N 0 0 i z": (Bk B ) 0
J T s = — l,. — l,k - -
3Zj lo 8Zk; lo 2 -1 J le lo
_ l ) ;I 1 arl . 0
pour tous j,k,1: N}, = —Nj ;. Ainsi N, = 5(Bf; — B},).
Résumons tout celd dans la

Propriété 1.3.

0 1 0
_ I _ .
Ny = ;k:l Njpizj @ dzy ® 5+ O(|2]) = ;k :l g Nindzi Adzy ® o+ O(J2])

et on a, pour tous j,k,l : N]l-,k = _Nllc,j’

Nj = 5(Bf; = Biy)-
1.2.2 Changement de coordonnées

Nous constatons que les termes en Z,, des By n’interviennent pas dans A;. Nous allons
allons donc sirement pouvoir trouver de nouvelles coordonnées dans lesquelles 1’écriture de
J ne contiendra pour By; que des termes en z;,. Mais nous allons aussi demander que ces
nouvelles coordonnées restent le plus symplectique possible. Nous allons donc montrer le

Théoréme 1.4. Il existe des coordonnées (z1,. .. ,z,) de classe C™ symplectiques a l'ordre 2

n
(c’est-a-dire que w = 3 3 dzy, A dz + O(|z[?)) telles que
k=1
n
. 0 _ 0
J = Zkz_l(dzk@)a—zk_de@a—zk)

n n 0 n _ 0
+ Z [( Z szITc'}l)dzk & 8_2l + (Z megfl>d5k ® B—Zl

k=1 m=1 m=1

+ (’)(|z|2)

ou les By sont symétriques en (k1) et vérifient :
e sim<k,[l: B,’c',’l =0;

o sik <lm:By=—2iN; . ;

o sil < km: B, =—-2iNf,.

23



Le reste de cette sous-section consiste en la démontronstration de ce théoréme. Signalons
simplement que les derniéres conditions reliant B,Z’fl et N, ,lc,m ne pas nécessaires pour la suite
des calculs. Elles expriment simplement qu’on peut récupérer le tenseur de Nijenhuis & partir
des coefficients d’ordre 1 de J.

Considérons un changement de coordonnées de la forme:

l [ = I - 5
Zy =z + Z ay s2rZs + Z by s2rZs + Z Cp 5% Zs-

1<r,s<n 1<r,s<n 1<r,s<n

La transformation inverse s’écrit :

Z a'f‘,sZTZs - Z bi-,SZrZs - Z Cﬁ.,SZ',-ZS +0 (|Z|3) .

1<r,s<n 1<r,s<n 1<r,s<n

D’oiul les dérivées partielles suivantes :

a n
8—2 = Gak— ) (af, +alx)Z Zb Zr+0(12°)
1
0z - . 7
o _ —Zb P =D (e + ) Z+0(12)
OZ]C r=1 ’ ’
07, b 7
Bay T Z(alﬂ,r ) Ze+ 3 Y2 + 0 (12P)
r=1 r=1
0z
o = Zb ATt 3 (b +d )7+ 0 (2)
r=1

Nous voulons exprimer J et w dans les nouvelles coordonnées. Commencons par J. Pour
ce faire, considérons de maniére générale un endomorphisme A qui a pour écriture locale

0 0 15] 0
A= ZAkldzk®a——i—Bkldzk@8—+Ckldzk®a—+Dkldzk®a—
k,l 2l

Observons que pour (4,5) € [[l,fn,]l2

0 \~0Z 0 | 0Z O i_"azka+azka
8zj N 1 (92]' BZk 8Zj 6Zk ’ azj B =1 (92]' BZk aZj aZk ’

Z % -azy + 9 AL Z % -z + aidzk

Ceci nous permet d’écrire, un peu fastidieusement, ’écriture locale de A aprés changement
de coordonnées:
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Oz, 0Zp Oz, 0Zg 0z, 078 0z, 078 0

T ® =

0 2 (A’“’l 920 0 Moz, 0a T Mz, 00 T PRz, 0x ) 2 ® bz,
0z 8Zﬂ 0z, BZﬂ 0z, 825 0z aZﬂ 0

A =8 dZq ® —=
+'( M 0Zy 0z ' M 0Zy 07 | 0Z, 0z T '0Z4 07 ® oz,
0z, 8Z5 0z, 8Z5 0z, aZg 07, aZﬂ> — 0

_ ! ol Bpteni _ Zo @ ——

+ (A’“’aza o T PaZ om T ez, aa T PMez, 0 ) P ® bz,
sz 825 8zk 8Zﬂ azk 62/5 sz 8Zg = 0

Ap i AZ0 ® —=

* ( M 07y 0z 07, 07 M 0Zy 0m | 0Z, 07 ® o7
A 97 07 920 02 070 02 07 02\ 1 o O

— Pz 0zp P07y 025 | P 0Zy0zg ' POz, 025) " 07
0z, BZI 0z, BZZ 0Z, 8Zl 0z, 07 0

Ag g 220 Fa 2O Fa P | Dy g A7), ® —

* ( o7y 05 P82, 075 | P82, 025 P oz, 8z5> F® o7
Bza 8Zl Bza 8Zl aza BZl Bza BZl = 0

oo T Zra 7 7 @ —
’*(A“ﬁazka% B 5z 075 | P07, 025 ﬁazka%)‘i +® 52,
Bza 8Zl Bza 8Zl aza BZl Bza BZl = 0

Ag g 220 Fra T2 dZp ® —
*’( 5% 05 P07, 075 P02, 025 ’ﬂazkazﬂ> ® 9z

Pour nous, A = J. Donc Ak,l = Z'(Sk’l et Dk,l =
termes d’ordre 1.

—idg 1, alors que By, et Ck; sont des

Nous désignerons dans la suite par z des termes d’ordre 1 ne dépendant que de Zz, ... Z,,
et pas de z1,...,2,. De méme, nous désignerons par z des termes d’ordre 1 ne dépendant que
de z1,...,2n, et pas de z1, ... Z,.

Pour les calculs ci-dessous, nous omettrons d’écrire les termes d’ordre 2 en z et z, et nous
remplacerons éventuellement par des pointillés les termes d’ordre 1 qui vont donner, aprés
multiplication, des termes d’ordre 2, et qui n’interviennent donc pas.

Le terme en facteur de dZ; ® 8121 est :
ioe +0(121%)

tandis que le terme en facteur de dZ; ® BLZ, est:

n n
20y By Ze +2i Y (Chy +Cp)Zr + Bea+ O(|2).
r=1 r=1

Exprimons maintenant w dans les nouvelles coordonnées.
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w = ZZdzk/\de

sz 8Zk :| |:8Zk 0z Zk :|
- —§j§j el dZs+ 2 4z,
2 [ 92, "* 57,
1 Oz, 0z, 6zk 0z,
_ i 2 Z
222[32 925 07, 07,7 %

0z, 07k 0z, 0Z -
— dZ, NdZg| .
+ (aza 9Z; 02 aza> " ﬂ]

Le coefficient de dZ, A dZg est

Oz 0% _ NN
zk:aza BZ/B T:1b ﬂZ ; cﬂ,—i-crﬂ)Z +O(|Z| )

Il sera nul (& Vordre 1) 8’1l est symétrique en (a,f3).
Et le coefficient de dZ,, A ng est

bap = I (B + (0, + 0l)) 7o = 3 (B, + (ol + af)) Zo + O (12) .

T T

Rappelons-nous que nous ne voulons pas de termes en Z dans J, et que nous voulons que
w soit symplectique a ’ordre 2.

La condition pour supprimer les termes en Z,, dans J est:

2, + Bl =0 < b, = —%B}gjl Ykl

Les conditions pour que w = £ 3, dZ; A dZj, + O (|Z|?) sont :

Gt 9‘3‘, 8 symétrique en (a,3) ’
by g syfnétrique en (a,f) (toujours vrai car B, symétrique)
afg,r +ara = —b3
La derniére condition est aisée a réaliser. Il suffit de poser ag,r = —%Ba’r qui est symétrique
en (a,r).

Posons dj’) = 2'&'(55c +ée. ) Il s’agit de choisir les d}; symétriques en (k,l) et en (k,m).
Le nouveau coefficient de dZ ® sera alors y ., B,’J}l Zm, o1 B}C’,‘l = By, + di)-

Posons par exemple dkl = Bkl pour m < k < [, les autres valeurs de dj’ %y €tant toutes
imposées par le fait que di; doit étre symétrique en (k,0) et (m,l). On notera par exemple
qu’en fait di*) = —By pour m < k,l.
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Non seulement ces dy; conviennent. Mais de plus les formules

s’inversent facilement :

(i) pour m < k,l, on a donc B,Z’l =0.
(ii) pour [ < k,m, on a B,lc,m = 0. Donc Nllfm =3 (B,’C”l — B,lc,m) = % ~k,l'
(iii) pour k <I,m, on a Blk,m = 0. Donc N,lcym = % (Bmc — Bf’m) = %B,'c’jl

Le tenseur de Nijenhuis peut donc bien étre récupéré a partir des termes d’ordre 1 de J.

1.3 Formules sur la variété

1.3.1 Expression de la métrique en coordonnées locales

Nous utilisons les coordonnées (z1,...,2,) données par le théoréme 1.4, de sorte que la

.n
structure symplectique vérifie w = § 3 dz Adz+0O(|z|?) et que J a une écriture normalisée.
=1

Propriété 1.5. Dans les coordonnées ci-dessus,

1 ¢ ' _
g= 3 kz_l (dzk ®dzp +dzp ® dzk) + %%l: (Bk,ldzk ® dz; — By dz ® d21> + O(|z|2)

(dzjdzk)n = 205, + O(|2]*),
(dzj,dZp)n, = 2iBj,k + (9(|z|2),
(dzj,dzg), = —2iBjx+ O(|2%),
(dzj,dzi), = 20;% + O(|2]?).

Et pour (4,k) € [[1,n]]2,

Démonstration -
e Tout d’abord nous avons:

_iy _ 2y _ i ] _ )
9=75 ;(dzk ANdzg)(,J) + (9(|z| ) =3 ;dzk ®dzk(J ) +dzx @ dzg(J +) + (9(|z| ) ,

n

0 0 0
= E —— — E B — +B —
=1 (dzk® d2k®8k)+kl:1( lkdzl®a + lkdzl®a >+0(|z|),

n
dz(J ) = —idzx + Y Bigdz + O(|2])
=1
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n
dz(J ) =idze + Y Biedz + O(|2]) .

=1
Ainsi,
i n
9 = 5 [ —idz, Q@ dzy, — 1dzy ® dzk]
k=1
i _
+§ Z |:Bl,kdzk ® dz; — Bydzp ® d:Zl:| + 0(|Z|2)
k=1
1 n
= 2 z (dzk ®@dzy +dz ® dzk)
k=1
1 _
+§ (Bl,kdzk ® dz; — By rdz, ® le) + O(|Z|2) .
k,l
e Soit ensuite By = (&1, ... ,£95,) une base réelle orthonormée pour g = w(-,J-). Notons Bo
la base réelle de coordonnées donnée par By = (6%1, eee ,%,3%1, ey a‘zn). Par souci de

simplification des notations, nous posons x;t, = y;. Notons par ailleurs

P = (pi,j)_lgz',jgzn la matrice de passage de B a Bo

P* = (pm 1<ij<on = tp—1 la matrice de passage de Bj a B;
»= 9 0

G = (gi,j)_lgi,jgn =tpp avec gij = g(a—wiaa—wj)

G* = (gw)lﬁi,jﬁ% ='P*P* =G avec ¢ = (dz;,dz;)

D’aprés le calcul précédent, la métrique sur T'X est donnée par

0 0
Gik = 9 (gj’a—m> = 8% —Im(Bjx) + O(|2|*)

_ o0 0\ _ 2
gjk4+n = g(al‘j’ayk)_ Re(B],k)+O(|z|)

o 0
Jitnktn = (a—waa—%) = 6k +Im(Bjx) + O(|2[*)

Comme G* =G let G=Id+2zA+...,ilvient G™' =Id—z4+ ..., d’on
g* = (dwjdry) = 6jp +Im(Bjy) + O(|2])
ghktn = (dzj,dyr) = Re(Bj k) + (9(|z|2)
g/t = (dyj,dyr) = 6k — Tm(Bjg) + O(|2]%)

La propriété s’en déduit immédiatement.
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Propriété 1.6. Le calcul de (dz; N dzZ;,dzix N\ dZzZp) donne:
o (dz; Ndzs,dzr Adzs) =211 £ O(|2?)
o (dzr AN dzydzrugpy Adznq) = —e(I{p}) e({a},J \ {a}) 2"H i B, 4 + O(|2]?)
oupgletqed,
o (dz Adzy,dzpgpy AdZgoggy) = eI\ {p}{p})e({g},7)2" i B, 4 + O(|2]?)
oup€letqé J,

o (dzy Ndzj,dzix Ndzr) = O(|z|?) dans tous les autres cas.

Démonstration - Remarquons que s’il y a deux éléments au moins dans I'\ K (ou K\ 1,
J\ Lou L\ J), alors le déterminant est en O(|z|?), car il y a au moins deux lignes (ou deux
colonnes) qui sont en O(|z|). Discutons maintenant :

e si |I| = |K]|, alors |J| = |L|, donc

det ( E) } O(l#]) ) = (dz1,dzk) - (dzj,dzr) + 0(|z|2) _ 2|I|+\J|5I’K6J,L + O(|Z|2)

e si|I|=|K|+1,alors |[J| =|L|—1:sionn’apas K CI,alors [\ K| > 2, etsionn’a
pas J C L, alors |L\ J| > 2. Donc K C I et J C L. C'est-a-dire que I = K U {p} et
J =L\ {g}.

o si||I| —|K|| > 2, par ex. |I| > | K|+ 2, alors |[I \ K| > 2.

Le cas I = K, J = L vient d’étre traité au cours de la discussion ci-dessus; il ne reste
donc plus qu’a étudier les deux cas

{KZIU{p} ot { K =1\{p}
L=J\{q} L=JU{q}

esip¢letqeld,

(dzr A di],dzju{p} A dZJ\{q}> =
6({q},J \ {q})e(I,{p})(dzI A d,?q A dEJ\{q},dZI A\ dzp A d,?J\{q})
e({g}.7 \ {gDe(I.{p})(dzq,dzp)2"HMI 1 O(|2?)

= —e({ahJ \ {ah)e({pp2"*l; (Z zmB ) +0(l2%) ;

e sipeletq¢ J,on déduit le résultat du cas précédent par conjugaison.
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Il est utile d’introduire une base de formes J-linéaires et J-antilinéaires, plus facile a
manipuler dans les calculs que la base (dz1,...,dz,,dz,. .. ,dz,). Posons donc

1 . Lo _ . _ 1 o 01
wkzi(dzk—zdzkoJ)E/\ TeX , wkzi(dzk+zdzk0.])€/\ T X.

Wy, est bien la forme conjuguée de wy,, puisque dzg o J = dzg o J (car J = J).

Propriété 1.7. De simples calculs donnent :
o wp =dz, — %Z?:l Bk,ldzl + O(|Z|2) , W =dzp + %Z?:l Bk’ldzl + O(|Z|2) ,

o (wjwr) = 28+ 0(2),
(wjmg) = O(|z%),

o (wy Awywr Awy) =20H 4+ O(2?)

o (wy ANwy,wg Awr) = O(|z|?) dans tous les autres cas.

Du point de vue métrique, tout se passe comme si la variété était kdhlérienne, du moment
qu’on ne fait agir que des opérateurs d’ordre 0 ou 1.

1.3.2 Expression locale de d"

Propriété 1.8.

wy, = dz — 2, Brudz + O(|2]%) dzy, = wi + 5 > Bryw + O(|2[?),
dwi = =35 30,5 No sTa N5+ O(|2]) -

Démonstration - Les deux premiéres formules s’obtiennent facilement.

dwy = —% > Bydzm Adz + O(|2]) = —% > BPsdza A dzg + O(|2])
lym a,p
i co -
a,p
1[4 _ ' 5o - _
= 3 [% ZBf,a’“_’a A g — % ZB,?‘,ﬁwa A wﬁ] +0(|21)
a,p a,p

1 < _
a7ﬂ
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Propriété 1.9.

d"(wr Nwg) = O(|2), d'(wrAwg)=0O(z]),
d>Nwr Awg) = —5 Db Ng,ﬂ Wo A wg A (% J(wr A u‘;K)) + 0O(|z]) -

La base choisie est presque holomorphe. Donc les calculs seront les mémes que dans le cas
kahlérien. Le lecteur qui le désire peut se passer des calculs suivants et se reporter directement
aux formules de commutation.

Démonstration - Nous ne ferons le calcul que pour d”, celui pour d' se faisant de la
méme maniére (ou se déduisant par conjugaison).

dlwr Awy) = d(wiy Ao Awiy Awj; AL Awj,)
= > e({phI \ {p}) dwy Awp (py Ay
pel

+ Y elah, I\ {a}) (~1)" dg Awr Ay
qeJ

d"(wi Awg) = D ({phI\ P} [O(1)] Awn gy Ay

pel

+ > elah I\ a) (1) [0(12)] A wr Awp g + O22)

qgeJ

= O(lz))

La formule pour d?!(w; A wg) provient de la relation d> ! = —6' et de la définition de
o' O

Propriété 1.10.
" _ ou 1 _ _ 9 ou 1_ 9
d"(wwp Ady) = Zg[wa/\wl/\uu+(9(|z| )] +Z£[z+(9(|z| )] +u0(|z)),
d'(wwr Aby) = Za [wa Awi Ay +O(12%)] + Z [z+o (1%)] +w0(2),
g2l 1 N 0 N o
(vwr ANwy) = U Z o,gWa Awg A (TJ(w[ wK)) + O(|z])-

0z
B,y v

Rappelons que la notation z désigne des termes d’ordre 1 ne dépendant que de z1,...,2,
(voir remarque 4 la fin du paragraphe 1.2.2).
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Démonstration - Nous ne ferons 13 encore que le calcul pour d”, celui pour d’ se faisant
de la méme maniére ou s’en déduisant par conjugaison.

d(uw;/\u‘u) = du/\wj/\u_l,]—l-ud(wf/\fu_u)
ou _
= Zaz [ ZBalwl+O(|z| )]/\w;/\wJ
a

+§: [ _§§:B%wn+004%]szAwJ+udquwﬂ
l

D’ou

ou
d"(wwr Awy) = Z—wa/\wf/\w1+ Z Bo oy A wr Ay

+ud" (wr Awy) —I—Z O(|2?) —I—Z

= Z Twa Awp Aoy +ud (wp Ady)
0z,

+;%ﬁ M)+Z

1.3.3 Expression locale de I’adjoint ¢§” de d"
Propriété 1.11.

0
§"(vwg Nwg) = —2 Z |K‘87UJK/\(8?_IU_1L)+O(|Z|),

S (vwg Awg) = —2 Z ﬁ( 0 swg) ANwg + O(|z])-

Démonstration - Soient u = ZI,J ur,gwr AWy et vwg A Wy, des formes & support
compact dans un voisinage de l'origine z = (. Par définition de ’adjoint, il vient
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<Z urgwr Ay, (vwg Awr))
1J

= Zd"(uI,JwIAQDJ),va/\wm

'LUa/\’LU]/\’U}J,’U}K/\’LUL>
X B a
IJ [=K,JU{a}=L

+Z[uuo 12]) +Z‘9“”( +0(|z%) )+Za"” ]
—{—Z[UIJO |Z| —I—ZGUIJ( +O|Z| )+8UIJ< 2)):|

= [ 3 ke (1) el {a} 2

a€Ll

+ ury O(|2))
I,J

Z Bza DX e({a},L\ {a}) 2wk A B\ (a) + O(l2]))

= <E urgwr AWy, —
I1,J a€l

On en déduit que:

(5”(’0 wg N\ U_)L)

= —Eaza DIl e({a},L\ {a}) 2wk Awpya) +O(1z])

a€cl
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1.3.4 Relations de commutation

Propriété 1.12.

n
[511 ,L] ('qu /\’IIIL) = ZZ %wk ANwg ANwr + O(]z]),
k=1

5 L] vw /\w = —3 —w ANwg N + O(|z|).
[ Ll (vwk Awr) Z [ Bz NN DL (l2])
Démonstration - Commencons par voir que

— 1
w = %} : [wk +5 § ' By + (’)(|z|2)] A |:'wk -5 § ' Bigwi + O(|2%) | + 0(%)

= —Zwk /\wk+ ZBklwk/\wl - ZBklwl/\wk +O(|Z| )
k,l

=0 car By, 1 symétrique =0 car By, 1 symétrique

. n
0 ;

= §E wi Ay, + O(|2[°)
k=1

On notera dans la suite, pour simplifier :

Alors

[5",L](vw1(/\u_1L) = 5"(vw/\wK/\u_)L)—w/\é"('qu/\tTJL)
= §(vwo Awr Awr) —wo A" (vwr Awr) + O(|2])
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Sik¢K,

(S”(U W N W Nwg A ’U_)L)

(—1)|K‘ (5”(’0 wr Nwrg N wg A\ ﬂIL)

o 0
_22 |K‘ |K‘+187’ka/\w](/\ (FJ('U_/k/\wL)) + O(|2])

2o

8 8
Z—wk/\wK/\ [(62 i) By, A (5 JwL] +O(]2))

0
'wk/\v,uK/\wL—228—7,L7k/\uJK/\7.uk/\((9 swr) + O(|2])

3k

v
wk/\wk/\é"(va/\wL) 2a—kwk/\wK/\wL+O(|z|)

ov
wi Awg A 8" (vwi A wr) +287wk/\wK/\u7L+(9(|z|)
k

Et si k € K, la formule reste encore vraie puisque les deux membres de 1’égalité valent 0.

Donc

[5”,L] (va/\wL —zZ—wk Nwg ANwr + O(|z])

Nous avons donc, au point z = 0:

Il s’en suit aussitot la

Posons A/

Nous avons alors la

Propriété 1.13.

(6" ,1] = id.
[0",L] = id [A,d"] = —id
6,1] = —id" [A,d] = "

= d'§' +5'd = [d, 8], A" = d"6" + 6"d" = [d",6"] et A =d5+bd = [d,6].

Propriété 1.14.

Démonstration -

AII — AI +T
ou T = —i[A,[d,d"]] est d’ordre 0 (car [d',d"] = —[6',6"]).
AII — [dl/’(sll] — [d/l, _ Z[A’d/]:|
—i[d",[A,d]]
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or l'idendité de Jacobi donne: — —[d",[A,d']] + [A,[d',d"]] + [d',[d",A]]
donc
A" = [dl ,d", A]] - i[A | ,d"]]
= [d,8] —i[A,[d,d"]]

Signalons encore les deux formules classiques suivantes:
Propriété 1.15.

[@,L]=0 et [L,A]=@+q-n)1d sur \'T°X

=0

Démonstration - d(wA®) =dw AP+ wAd® = wAd®, donc d"(w A P) =wAd"P.

Ceci établit la premiére relation. Concernant la seconde, nous avons

[L , A] (dZ[ A dZ]) = LA(dZ[ A dZ]) - AL(dZ[ A dEJ)

= ( 222&% 8Zk_|d21/\dZJ>—A(%;dzkAdzkAdZ]AdZJ)

~ / ~

/

~"
o]

B

a:Zde/\de/\aiZk_JaiZkJ(dZI/\dZJ)
kil

et

5 = Z%J%J(dzk/\dzk/\dzl/\dzﬂ

0

= Z—_I{iJ(de/\dZ]c)/\dZ[/\dZJ‘l—de/\de/\iJ(dZ[/\dZJ)}

6zl le 0 Zl

0 0
= Z—_I—J de/\de)/\dZ]/\dZJ—EJ(de/\de)/\a—_l(dZI/\dZ_])
l <l

0z, 0z
0

+i_l(d2k/\d2’k)/\i_l(dZI/\dZJ)‘l'de/\de/\—JiJ(dZI/\dZJ)

8zl 8Zl 8zl azl

0 0
= ndzl/\dz,]—Zdzk/\a—%J(dzl/\dzJ)—Zdzk/\a—%J(dzl/\dzJ)qLa
k k

= ndZ[/\dZ]—|J|dZI/\d2J—|I|dZ[/\d§J—|—Oé
= a—(|I|+|J| —n)dzr NdZ;
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1.4 Formules sur un fibré

1.4.1 Connexions de type (1,0) et (0,1)

Soit (X,J) une variété presque complexe et E — X un fibré complexe C* de rang
(complexe) r > 1. On note C}%(X,E) I'espace des sections C*° du fibrée A" T¢X ® E. On a
alors la décomposition

C(X,E) = @ C(X,E)
p+q=k

Les connexions de type (1,0) ou (0,1) sont des opérateurs agissant sur les formes & valeurs
vectorielles et imitant les opérateurs usuels d’, d” agissant sur Cgf’q(X ,C). Plus précisément,
une connexion de type (1,0) sur E est un opérateur différentiel D’ d’ordre 1 agissant sur
C&W(X,E) et vérifiant :

D' :CX(X.E) = CX (X,E), D'(fAs)=dfAs+(-1)%*fAD's

pour toutes f € C7 . (X,C) et s € Cp; . (X,E) telles que p1 +p2 =p, 1 +¢2 = ¢.

Dans une trivialisation B, =g, U X C", de repére local associé (ef,...,ed), posons
D'ef = Z]:l A?k’®e ol A],c € C75(Ua,C). Pour s = Z]: of ®ef € Cpy(Uq,E), il vient

P’écriture suivante :

Z (d/o-a + ZA A O'k) ® ejo-‘, ie. D's~y do*+ AY A 0@
j=1

avec A% € O7%(Uqs, Hom(C",C")). La définition et P’écriture locale d’une (0,1)-connexion
sont similaires.

Propriété 1.16. Soit (X,J) une variété presque compleze, E — X un fibré compleze de rang
r et V une connexion sur E. Alors V se décompose de maniére unique en

V=0g+0g— 0y — 0%

ot Op est une connexion de type (1,0), Op une connezion de type (0,1), et 0, 0%, deuz
opérateurs globauz C*°(X,C)-linéaires. De plus, O et O sont conjugués, tout comme 0% et
07..

Démonstration - Dans une trivialisation Ej, =, Uy X C" de repére local (ef,. .. ;)
associé, on a V ~y_d+ A%A et A* = A" + A" € C?¥ (U, Hom(C",C")), la décomposition
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étant relative a J. On pose alors

Op(s) = Z (d’o';-" + Z A;?‘k’ A o',%) &® ejo-Z ~g, do® + AY A o,
j=1 k=1
5E(5) :004 dllo,a + Aall A O'a,
r
Ou(s) = D 0 ecf,
j=1
r
Ohe) = YN e
j=1

Montrons, par exemple pour Jg, que cette écriture locale fournit effectivement un opérateur
global. Si on considére une autre trivialisation £, vy 0p Ug x €C", soit g = gop la matrice de

transition. Sur U, N Ug, on a 0 = ga/gaﬂ et AP = g1A% + g~ 'dg. Ainsi

do®+ A¥ No® = d'(go®) +yg (g7 AYg) A (g™ o)
= dghoP+gdd® +yg (g_lAag)' Ao?
= d'gncP +gdd? + gA’BI AP —ggtdgAdP
= g(d'a'g—I-Aﬂ,/\oﬁ)

Cela établit que 0g, défini & priori localement, est effectivement un opérateur global. O

1.4.2 Formules de commutation

Considérons maintenant une variété presque kahlérienne (X,w,J), et E — X un fibré
complexe C* de rang r, muni d’une métrique hermitienne h et d’une connexion V compatible
avec h.

L s’¢tend en un opérateur sur F via L(s) = wA s pour s € C)° (X,E) (ie. L:= L®IdR).

La métrique riemannienne de X et celle hermitienne de E permettent de définir les adjoints
IE, %-, OIE*J 0%* et A de aE, 8E7 IEJ %. et L.

Choisissons une trivialisation isométrique Ej, =, Uy xC", de repére associé (ef, ... ef).
[e3
Soient s =Y of ®@ef et t =) 7% @ e des sections a support compact dans U, :
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(O(s)the = (s08())e
= /(Z,a‘?‘@ef, Z d"T”‘—I—Z AJO‘,C"/\T,C ® e} )dV,
_ /Z o8 '+ 30 AR ATE) - h(eS ) Vi

= Zj«oﬁ“ad”fq))x +Z. (o7, “k" AT x

= Z (o"as i hx + Z A5 o TN x

= Z (0" o + Z (A" o, TN x

_ <<Z (5”0& +Z AR ok) ® e, Zl TR

Donc
r

J(s) = (5"00‘ +3° (48" ) €%, e O g, 6"0% + (A%")* (0°).

7j=1

Nous pouvons choisir une trivialisation isométrique 6, telle que A® = O(|z|). En effet,
considérons une trivialisation isométrique Ej, ~g, Uy x C€": le repere local (ef,... ) est
orthonormé. Nous avons H® = Id et iA® est hermitienne. Donc iA%(z) = B + O(|z|) avec B
matrice hermitienne constante. Elle est diagonalisable en base orthonormée :

A1 0

0 Ap

P lBP=)= ( ) , avec \j = Zaidzk + aidzk et ' P=pP L
k

Posons
r1 0 . . .
= ( ) s K :Zaizk-l—&fcék et g = Pe*pP~L.
0 pr k

Notons que A, p et e commutent deux & deux, car ce sont des matrices diagonales. Donc B
et g commutent aussi.

g définit une nouvelle trivialisation 6,. Calculons:
dg = Pidpe™ P! = iPXe" P! = iPe AP 1 = i(Pe'*P ) (PAP 1) = igB.
Donc g~ 'dg = iB. Il s’en suit que
A* = g'A% +g Mg =g (—iB+O(|2))g + g 'dg
= —ig 'Bg+iB+ O(|z|)
= —ig 'gB+iB+ O(|z|)
= O(|2l)
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Et H® = 'gH%g = g5 = PP~ e PPPe~ P! = PeitP~1 Pe~# P~! = Id. Donc la nouvelle
trivialisation est encore isométrique, et A% = O(|z|).

Ainsi, dans cette nouvelle trivialisation :

Ls ~ wAg®
Ops =~ d'a*+ 0(z|)
s =~ §'6*+0O(|2])

Ce développement de Taylor des opérateurs montre que le calcul de [6%,L] se rameéne au cas
scalaire. Nous avons donc
[6%,L] = idp.

Nous en déduisons les formules de commutation suivantes:

Théoréme 1.17.

[6%"[/] = ZaE? [5,E'7L] = —‘L'éE,
A.0p] — —it,  [A.0w] — il

1.4.3 Formule de type Bochner-Kodaira-Nakano

Propriété 1.18.

1,1)

V20 = [9g,85] + [05,0%].

Démonstration -

V2 = (0p+0g — 0y —0%)(0p + 0 — 05 — 0%)

= 02+ %+ 05 + 0% + [08,08] + [05.0%] — [05.0%] — [05.0%] — [0m.0%]
—[0r,0%] -
La propriété vient immédiatement en séparant les bidegrés. O

Calculons maintenant
% = [gEa(S%]
= |0m, — i[A05]
= —i[m,[A.06] |

L’identité de Jacobi donne
~ (05, [8,08]] + |A,[08,05] | + [0, [9m,0]| = 0.
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Donc
b= —i[A[0m,08]] —i[0m.[05,A]]
= —i[A,[05,06]| - i[0pi6%]
= g —i[ A2 - [on,01]]

= A+ VU] i A [05,00]]

Or V2s = O(r,v) N\ s, et A est scalaire dans les fibres de E. Donc [V2(1’1),A] = [@gl’l) A].
Nous avons donc démontré le

Théoréme 1.19.

(1,1
b= Ap+i[OF Al +T

ot Op,v) est la courbure de (E\V) et T = i[A,[G};,H%]] est un opérateur scalaire d’ordre 0.

Remarquons que 72[985’,1%),./\] n’agit sur la partie £ de A**T*X ® E que via @813’71%) (si

E est de rang r = 1, alors il n’agit pas sur E). Et T n’agit que sur la partie A**T*X de
A*T*X ®E.
1.4.4 Cas particulier

Propriété 1.20. Soit (X,w) une variété symplectique telle que [wlar soit entiere. Alors il
eriste (E,h) — X fibré en droites complexes hermitien et V connexion sur E tels que #VQ =
w.

Donnons-nous donc (X2",Jw) variété presque kihlérienne entiére (i.e. telle que [w]qr €
H?(M,R)), et E — X fibré en droites complexes (i.e. de rang 1) muni d’une métrique
hermitienne h et d’une connexion V compatible de courbure #VQ = w. Nous avons alors le

Théoréme 1.21. En bidegré (p,q),

n"

p=A0p+2mptq—n)+T

onT = i[A, [9}3,0%]] est un opérateur scalaire d’ordre 0.
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Chapitre 2

Cas d’une variété complexe
hermitienne et d’un fibré non
holomorphe

RESUME

Ce chapitre n’a rien d’original. Nous reprenons simplement la formule
de type Bochner-Kodaira-Nakano démontrée par Jean-Pierre Demailly
dans le cas d’un fibré holomorphe au-dessus d’une variété hermitienne,
et montrons qu’elle s’adapte encore au cas d’un fibré non nécessairement
holomorphe, quitte & ne considérer que la partie de type (1,1) de la
courbure du fibré. Cette formule nous sera utile dans la seconde partie.

Soit (X,w) une variété hermitienne de dimension (complexe) n, et (F,hg,Dg) un fibré
hermitien C*° de rang r (la connexion D étant hermitienne).

Nous avons la décomposition canonique Dy = D+ D% (si D ~ d+ A, alors D' ~d' + A’
et D" ~ d" + A"”). Remarquons que, Dg étant hermitienne, la forme de connexion vérifie,
dans une trivialisation isométrique, A" = —(A")*.

Théoréme 2.1. Notant 7 = [A,d’w] , nous avons alors

[6%,L] = i(Dy+7) [A,D%] = —i(dh+1*)
[65,L] = —i(Df+7) [A,Dy] = (6 +7)

Démonstration - D's ~ >, (doy) ® ex + O(|z]), d%s =~ (8"0x) ® ex + O(]2])-
Ceci nous rameéne au cas scalaire. O

Théoréme 2.2.

% = IE+ [Z(D%)(l’l) 7A] + [DIE’T*] B [D%"F*] :
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Démonstration -
AL = [Dy,8%] = [Dy, —i[ADy] — 7] = —i[Df,[A,Dy]] — [DE,7*]
= —i([A, [DpDY]] + [P, [DEA]]) - [D57]
N o
(D2)(1LD
= —i[A,(DR)OV] —i[Dy,i(6% + )] - [Df7]
= [Dg.0%] + [i(DE) Y A] + [D,7*] — D77

Propriété 2.3.
[L,7]=3d'w et [A,7]=—-2iT"

Démonstration -
o [Ldw=wAdw—dwAw=0 (w est de degré 2, donc commute au wedge)

[ ]
7] = [LAdw]] "€ ~[dw,[LA]]
= —(dwlp+g—n)—(p+q+3—n)dw) =3dw
°
[AaT] = [A7 - l[é%aL] - D;E‘] =—1 [Aa[é%al’]] - [AaDIE‘]
L i - (LA - LAY - i + )
= i[L[AGE)] +i(0p(p+g—n) = (p+q—1-n)dp) —i(dp + )
= i[L,[A6R]] — i
= i[[DE.LLA]" —iF
= i[d"wA] — i7" = —i[Ad W] — T = 207
car

DLL] = (d+A)wA)—wA@ +A)=d"(wA)+ A" Aw—wAd —wA A
= (W) +wAd —wAd =d"w

Propriété 2.4.

[D% ,'F*} = —(Tw +[1,0% + T*]) ou T, = [A,[A,%d’d"w]] — [d’w,(d’w)*] ;
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Démonstration -
e [A,7] = —2i7*, donc 7* = %[A,7], donc

w0 i
[DE:7"] = 5[DE-[A]] = 5 ([m[DE-Al] + [A[m.DE]]) -
e On a [dw,D%] =d"dw. Notons C' = [D';,A]. Nous avons alors
mD4] = [Dhr] = [DipAd'e]] = [de[DAT] + [Adw,[Dy]
= [dw,C]+ [Ad"d W]
[A[r,DE] = [AJdw,C]] + [AAd"d W]

[

= [CAdw]] - [dw,[CA]] + [A[Ad"dw]]
[Cor] + [dw,[AC]] + [A[Ad"d ]
[

Or [AC] = [Mi(d +7%)] =i[ASy + 7] =i[Dy +7,L]"
= i ([Dy,L]+[r.L])" =i (dw —3dw)" = —2i(d'w)*
dotu  [A[r,DR]] = [1,0] - 2i[dw,(dw)"]+ [A[A,d"d W]
= [n[DE.A]] — 2i[d'w,(d'w)*] + [A,[Ad"d W]
Donc [Dp,[A7]] = 2[r, [DE,A]] - 2i[d w,(dw)*] + [A,[Ad"dw]]

= 2i([AJA, - Sd'dw]] - [dw,(dw)]) + 2irdh + 7]

e D'ou [D},7*] = T, — 1,05 + 7*].
O

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire la formule de type Bochner-Kodaira-Nakano.
Bien siir, elle est pratiquement identique & celle obtenue par Jean-Pierre Demailly, le caractére

holomorphe du fibré n’intervenant que dans le fait que la courbure d’un fibré holomorphe est
de type (1,1).

Théoréme 2.5. Si (X,w) est une variété complexe hermitienne et (E,hg,Dg) — X un fibré
hermitien C*°, alors:

1) Al = [DjE + 7,00+ T*] est un opérateur positif formellement autoadjoint de méme
partie principale que A'.

2) Notant T, = [A, [A, %d'd"w]] — [dw,(dw)*], nous avons
B = AL+ [i(DE) Y A] + 10,

Démonstration -

o (Dl +71)* = 8% + 7%, donc A est formellement autoadjoint.
Et (Alu,u) = ||Digu+ Tul|® + ||6u + 7*u|> > 0.
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AIE + [DIEaT*] - [D%ﬂ_—*]
[D',0%] + (D, 7] + [1,0% + 7*] + T, d’aprés le lemme 3
[Dy + 1,00 + 7 + T,
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Chapitre 3

Cas d’une variété presque complexe et
d’un fibré hermitien

RESUME

Nous donnons ci-dessous une généralisation des formules de type
Bochner-Kodaira-Nakano démontrées dans les chapitres précédents.
Nous supposons simplement que la variété X est muni d’une structure
presque complexe J. Nous ne demandons pas qu’elle soit intégrable, ni
qu’elle soit symplectique.

Soit (X,J) une variété presque complexe de dimension (réelle) 2n, et (E,hg,Dg) — X un
fibré hermitien C*° de rang r (la connexion Dg étant hermitienne).

Soit g une métrique riemannienne sur X. Quitte & remplacer g par %(g +g(J,J )), nous
pouvons supposer que g est J-invariante. Posons alors w(u,v) = g(Ju,v): cela définit une
2-forme J-invariante. Mais w n’est pas forcément fermée (si dw = 0, alors X est presque
kihlérienne).

Reprenant les notations du premier chapitre, nous avons, respectivement sur X et E, les
décompositions en types suivantes:

d=d +d" -6 -0", Dg=Dy+Dy—0,—0%.
Notons L la multiplication extérieure par w. La métrique riemannienne de X et celle hermi-

tienne de E permettent de définir les adjoints &%, 0%, 0%", 0%° et A de D%, D%, 0%, 6%, et
L.

Théoréme 3.1. Si (X,J) est une variété presque compleze munie d’une métrique rieman-
nienne g J-invariante, et si (E,hg,Dg) — X est un fibré hermitien C*, alors :
1) AL = [ng + 7,0, + T*] est un opérateur positif formellement autoadjoint de méme
partie principale que A’ ot nous avons noté T = [A,d'w].
2) Notant T, = [A,[A, — %d"d’w]] — [dw,(dw)*] et Ty =i [A,[05.0%]], nous avons

"= AL+ [i6)))

1,
(E,Dp) ,A] + 7, + Ty,
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ou T, et Txr sont des opérateurs scalaires d’ordre 0.

Comme dans les deux chapitres précédents, nous allons d’abord établir des formules de
commutation sur la variété. Elles resteront valides sur F, et nous en déduirons alors le théo-
réme.

3.1 Formules de commutation sur la variété

Soient (z1,...,Zn,Y1,---,Yn) des coordonnées locales sur X telles que le repére local
) a8 ) . ) . _ o
(a_m""’ﬁ’a_m""’@ soit orthonormée au point z = 0. Par changement linéaire de

coordonnées, on peut supposer que J(0) est la structure complexe canonique, i.e.

9 _J(i )
Ok |, Oz |,/

Nous posons bien sir z; = z; +14y;. Alors g(0) = da:? -l-dy]? = 13 dz; ®dz; + dz; @ dz;,
w(0) = Ydrj Ady; = § S dzj Adzj et J(0) =iy (dzj ® 50 — d7; ® a%).

Nous avons w = w(0) + O(|z|) et J = J(0) + O(]z|).

Tout comme dans le premier chapitre, en utilisant le fait que J est réel et w J-invariante,

et en effectuant un changement de coordonnées, nous obtenons ’existence d’un systéme de
coordonnées locales (z1,...,2,) tel que

w(z) = %Z dzj A dz; + O(|2))

n 9 9 n n 5
J(Z) = ZkZZI(de(@a—Zk—de@a—zk)-i—Z(szBgfl)dzk(@a—zl,

m=1

n n o ) 9

kJl=1 “m=1

ol B,’C'}l = —Bﬁl,l. Nous noterons By, = >, sz,’c’,‘l. By, n’est pas & priori symétrique en
: 0 0 _ k 0 _ 1 l . 0
(k,0). I vient alors Nj<a—zj|0 ) 6—2”0) =iy, Bj,la_zl‘o' Donc N;(0) = 5 - Nj pdz; Adz @ 5 o
1 _:pk
et Nj,k = ZBj,l'

Ecrivons le développement limité & ’ordre 2 de w :

w=w(0)+4 Y virdz AdE+ Y (ajndzj Adzy + G5 d2z; A dz) +0(2)%),
gk 4.k

J

~~

termes d’ordre 1, en 2z, Z

ol (7j) est hermitienne et (a;x) antisymétrique.
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Posons

2)7
2).

(w1, ..., wy,) est une base des 1-formes J-invariantes. Un calcul simple montre que

Wy = 3(dzx+idzxold) = dz+ 1Y, Bigdz + O(|7|

i o 7 2
‘*’:EZ“’MU}ﬁ522W,kwﬁ/\wk+0(|z| )-

Posons wy(z) = &> wj Aw; et v(2) = £ 2yj,kwj A W + O(|2[?). Donc w = wp + 7.
Attention : wy(0) = w(0), mais wy(z) # w(0 )

Nous renvoyons pour la suite & [Dem97], chapitre 6 (Hodge Theory), section 6 (Commu-
tation Relations), sous-section 6.2 (Commutation Relations on Hermitian Manifolds).

Nous allons reprendre le fil de la démonstration des relations de commutation dans le cas
holomorphe hermitien. Nous avons utilisé les mémes notations que [Dem97|. La différence
avec [Dem97] réside dans le fait que wy est constante dans [Dem97], alors que ce n’est pas le
cas pour nous. Cependant cela n’est pas essentiel.

Parce qu’il s’agit simplement d’un raisonnement d’algebre linéaire, le lemme 6.9 de [Dem97]
est encore vrai dans notre cadre:

(u,v),dV, = (u - ['7aAw0]u’U>w0 dVy, + O(|z|2) .

Ainsi I’adjoint d"* de d” coincidera en z = 0 avec I’adjoint de d” pour la métrique
(o) = [ (= [, )
X

Donc d"* = §f — [80,[7,Awo]] en z = 0, ou 4] désigne 'adjoint de d” relativement & la métrique
(-5 )wo dViy,- Parce que

Vi = —

un calcul simple montre que

0 0
86 (wwr Awy) —22 Bzu 97 (wr Awy) + O(|2]) -

Nous avons d"(w; A w;) = O(|z|), donc d"wy = O(|z|). Donc les mémes calculs que ceux
effectués par [Dem97| donnent

d"™ =65 + [Aw,[60,¥]] enz=0.
Par ailleurs, il est évident que nous avons
[00.wo] = id' + O(|z]), [, [wo,0]] = id'w + O(|2])
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et
[wo,Awe] = (p+ g — n) sur les formes de type (relativement & J) (p,q) .

Nous pouvons conclure alors, comme dans [Dem97|, que
[w,d"] = —id' — [Awy,id'w] + O(|2])
D’oul le théoréme suivant :

Théoréme 3.2. Notant 7 = [A,d'w]|, nous avons [d"*,L] =i(d' + 7).

3.2 Preuve du théoréme

Nous donnerons uniquement les grandes lignes de la preuve, celle-ci étant trés proche du
cas holomorphe hermitien.

Théoréme 3.3. Notant 7 = [A,d’w] , TOUS aVons

[6%.,L] = i(Dy+T1), [A,DY] = —i(dy+717),
[0, L] = —i(DE+7), [A,Dy] = (0% +77).

Démonstration - Dans un repére normal, les opérateurs sont égaux a l’ordre 0 a leurs
analogues scalaires: D's >~ Y~ (doy) ® ex + O(|z]), 6%s = (0"0x) ® ex + O(|z|). Les formules
sont donc les mémes que dans le cas scalaire. O

Nous avons la décomposition en types suivante:

Propriété 3.4.

Dy = OE,py) = (Dp+Dg—05— 0%)°

= Dy’ - [D}.0p]+ Dy’ — (D05 + 05" + 0% + D, D] + [05.,0%]
2‘76 (ir 4772 7274 l‘arl

3,—1 0,2

Des calculs élémentaires donnent alors

Propriété 3.5.
b= A+ [0 A] + (Dl 7] - [Df 7] — i [0 0] A]
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Nous avons encore [L,7] = 3d'w et [A,7] = —2i7*. Tout comme subsiste la formule
[D% ,7‘-*] - —(Tw +[7,0% + T*]) oun T, = [A,[A, — %d"d’w]] — [d’w,(d’w)*] )

Le seul point & noter est qu’il n’est plus permis d’écrire 1'égalité —id"d'w = id'd"w, étant
donné que d'd”" + d"d' = —[¢',0"].

Il vient donc finalement
.~ (1,1 * _x .
Ay = Ap+ [0, A + D] — [Dh7] — i [[05,05], A]
= [Dp0p] + D] + 7,05 + 7] + Ty + [1003 ) » Al — i[[05.0%] A]
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Deuxiéme partie

Estimations spectrales asymptotiques
sur une variété hermitienne

53






Chapitre 1

Approximation d’une forme non
entiére par des formes rationnelles

RESUME

Nous montrons que si « est une (1,1)-forme réelle sur une variété com-
pacte complexe X de dimension n, la classe k[a] peut étre approchée
dans H%(X,IR) par des formes entiéres ay, et nous avons I’estimation
|ka — agllee < C(X) k122X ot by(X) est le deuxiéme nombre de
Betti de X.

1.1 Lemme de Kronecker

Propriété 1.1. Soit € IR"™. Alors pour tout N > 1, il existe un entier k € [1;N"] et un
point a coordonnées enticres p € Z™ tels que ||kz — p|| < C(n)/N < C(n)k 1",

Démonstration - Choisissons pour norme ||-|| la norme euclidienne. Comme nous allons
le voir, la constante C'(n) apparaissant dans ’estimation vaut y/n pour cette norme. Le choix
d’une autre norme, forcément équivalente, modifiera cette constante.

Découpons le cube unité [0; 1[" en petits cubes de coté 1/N : il y a N™ tels petits cubes.
Considérons la suite y, = kz mod Z" = kz — pj, € [0;1[" pour k =0,...,N". Ces (N" +1)
points Yo, Y1, --- ,ynn» sont tous dans [0;1[", lui-méme union disjointe de N™ petits cubes.
Par le principe des tiroirs de Dirichlet, deux éléments vy, et yg, (k1 # k2) sont dans le méme
petit cube. Donc

1
llyk, — Yk, || < diagonale du petit cube = \/ﬁﬁ .
Puisque Yk, —Yk, = (k1 —k2)T— (Pk, —Pk,), posons k = |k1 —ka|, p = signe(k1 —k2)- (Pk, —Pks)-
Alors 1 < k < N™, donc 1/N < k~/, 0
Corollaire 1.2. Soit € IR"™. Alors il existe une suite d’entiers (kny)n>1 et une suite de
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points a coordonnées entiéres py, € Z" vérifiant :

i) knz — pryll < Cn)kM™,

i) (kn)n>1 est strictement croissante (donc tend vers 4+00).

Démonstration - Notons tout d’abord que si la suite (ky) est strictement croissante,
nous pouvons indexer les points & coordonnées entiéres par ky ou par N. Nous écrirons donc
indifféremment px ou pg,, -

Si z € Q", écrivons z = % -p avec g € IN* et p € Z". Alors (Ng)z = Np; en posant par
exemple kxy = Ngq et py = Np, nous avons kyz —py = 0 et ky — 400.

Siz ¢ Q", la propriété précédente nous fournit des suites (ky) et (pn). Celles-ci ne vont
sans doute pas convenir, mais nous allons montrer que la suite (ky) n’est pas bornée. Le

corollaire sera alors prouvé, puisque n’importe quelle suite extraite strictement croissante de
(kn) conviendra.

Si (kn) était bornée, I'ensemble A = {kyz, N € IN} serait un ensemble fini de points
irrationnels, donc la distance d(A,Z") de cet ensemble au réseau Z" des points entiers se-
rait strictement positive. Or cette distance est plus petite que chaque ||[kyz — pn||, et cette
derniére quantité est majorée par C'(n)/N, donc tend vers zéro. Ceci implique d(A,Z") = 0.
Cette contradiction établit que la suite (ky) n’est pas bornée. O

1.2 Application

Soit X une variété complexe compacte. Le choix d’une base de H?(X,Z) donne un iso-
morphisme H2(X,Z) ~ Z»X) ¢ H2(XR) ~ R”™X). Notons que by(X) = dim H2(X,IR)
dépend de X, et pas seulement de n = dim(X). Soit [a] € H?(X,IR). D’aprés le corollaire

précédent, il existe une suite strictement croissante d’entiers (kx)n>1 et une suite de classes
[aky] € H2(X,Z) telles que

kn[a] — [ary]ll < C(X)kyH02X)

Dans le souci d’alléger les notations nous supposerons par la suite, sans le préciser &
chaque fois, que k € S = {kny, N > 1}.

Notons A = d*d + dd* le laplacien riemannien. Nous avons
C(X,€) = HA(X,C) ® A (CP(X,C)) et H*(X,C) = HA(X,0).
Ecrivons @ = h + Awv. Puisque da = 0 = dd*dv, il vient {dd*dv ,dv) = {d*dv,d*dv) =0,
donc a = h+dd*v. « étant réelle, il en est de méme pour h et v. De méme, &y = hy + dd*vg.
Posons ay := hy + kdd*v. Alors [ax] = [ax], puisque ay — & = dd* (kv — vi) est exacte. Et

ok — kal|go = ||hg — khl|ce < C||[ax] — k]| < C(X)k—1/b2(X)_
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En particulier, nous avons les majorations suivantes :
log*llo = ll(@k — k)2l < C(X)kH/0E,
ke — g leoo = [I(ke — o) leoo < C(X)ETHP0,
ld"af?llom = [ld" (b, = k1)*?[lo= < C(X)II(hy — kh)*? s < C(X)k /P20,
puisque d” est continue sur I’espace vectoriel HQA(X ,C) qui est de dimension finie.

1,1 ) , 2 )
Remarques: o’ n’est pas forcément fermée. Et par exemple hg’ n’est pas forcément
harmonique (le laplacien n’étant & priori pas homogéne au niveau des bidegrés).

Nous avons donc prouvé le

Théoréme 1.3. Soit X une variété complexe compacte de dimension n, et o une 2-forme
réelle fermée. Alors il existe une suite oy de 2-formes réelles fermées sur X telles que

ko — agl|oe < C(X) E~1/02(X)
[ak] € H2(X,Z) )
ke — @t los < CX) K02 Jlag]lose < C(X) k™02,

Non seulement la différence ka — ay, est bornée, mais elle tend vers zéro!

1.3 Construction d’un fibré hermitien associé a oy

Soit (X,w) une variété hermitienne compacte et @ une 2-forme reéelle fermée sur X . Appro-
chons ko par des formes entiéres «y. Il existe alors un fibré en droites hermitien (Lg,hr,) = X
de classe C°° muni d'une connexion hermitienne Dy, telle que o~ D%k = .

Dans une trivialisation, Dy, ~ d + Ay, . Décomposons suivant la (vraie) structure com-
plexe de X:d =d' +d", A, = Ay’ + A} Alors DY ~d" + Ap..

1,0 1,0 0,1 0,1 , 20 1,1 0,2

D} ~dAp, = dAp, +(d"Ap +d Ap ) +d"Ap, = =2imay = =2im(ey” + o + )

DY 2~ d”A%1 AN, = —2z'7ra2’2 A . — 0: la suite des fibrés est donc "asymptotiquement
holomorphe".
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Chapitre 2

Interprétation de A% comime un
opérateur de Schrodinger

RESUME

Nous montrons dans ce chapitre comment, & ’aide de l'identité de
Bochner-Kodaira-Nakano rappelée dans le second chapitre de la partie
précédente, nous obtenons une formule de type Weitzenbock, qui nous
permet d’interpréter le laplacien antiholomorphe comme un opérateur
de Schrédinger.

2.1 Notations

Soit (X,w) une variété hermitienne compacte de dimension (complexe) n, o une (1,1)-
forme réelle fermée et (E,hg,Dg) — X un fibré hermitien C* de rang r.

Soit (o) une suite de 2-formes réelles fermées entiéres sur X qui approximent ko (une
telle suite a été construite au chapitre précédent), et (Lg,hr,,Dr,) — X des fibrés hermitiens
C® de rang (complexe) r et de courbure Or,,p, = D%k = —2imay.

Construisons successivement plusieurs fibrés hermitiens et leurs connexions hermitiennes
associées :

(Ex,Dy) : Notons E, = Ly ® E. Ce fibré est muni des métrique hermitienne hy, = hz, ® hg

et connexion hermitienne Dy, = D, ® Idg +1dz, ® Dg induites par celles de Ly, et E. Nous
avons

O(E,0) = O(L4,0,) ®1dE + O(8,p,) = —2im i @ IdE + O(,p)-

Al = DI{D/!* + D*D} et A}, = D} D}.* + D;*Dj désignent respectivement les laplaciens
antiholomorphe et holomorphe associés.

(Eg,Dy) : Notons Ej, = E, ® N\" TX. Le fibré en droites A" T'X est holomorphe et muni
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de la métrique hermitienne induite par w. Nous noterons VX sa connexion de Chern. Ej, est

ainsi muni de la connexion hermitienne Dj, induite par Dy et VIX. A'k’ = DZDZ *+ ﬁ;c’ *ﬁ;c'
désigne le laplacien antiholomorphe associé.

(A" T*X ® Eg,V}): Considérons le fibré antiholomorphe A®?T*X = A?°T*X. La

connexion hermitienne holomorphe du fibré A?° T*X induit sur A%?T*X une connexion,
que nous noterons V1., dont la partie de type (1,0) est d'. Ainsi, le fibré A T*X @ Ej, est
muni d’une connexion hermitienne, que nous noterons VZ.

2.2 Utilisation de la formule de type Bochner-Kodaira-Nakano

Soit u une (0,g)-forme & valeurs dans E, i.e. u € Cg%,(X,E). Nous avons

[ty = [ (8 + ([0, p,ybalu) + (L)

— /X | Dju + Tu|2 + ([z’@bﬂlk’Dk),Aw}u,u) + (T,u,u),

les intégrales étant calculées par rapport a I’élément de volume do = “’n—? Rappelons que nous
avons noté 7 = [A,d'w], Ay, = [D,+7,D}*+ 1% et T, = [A, [A, 3d'd"w]] — [d'w,(dw)*].

Une (0,q)-forme & valeurs dans Ej peut aussi se voir comme une (n,q)-forme a valeurs
dans Ey = E, ® \" TX, via I'isométrie

»q

u=u;dz;@c + = (-1)"depn Ausdz;®@ec® 52

2

N:{ CEX.E) - CX(X.E®\"TX)

Il est clair que ~ est une isométrie, car

2 2

da, ] A 47 ®c® = |g1.m1 /\di_;”2 X hy(e) X

17}
Bzﬂl,n]]

8 d
det((dz]-,dzk)lsj’ksn) X det((dz]-,dzk)(j)k)e_,g) X h(e) X det((a_z_j’a)lsj’ksn)

Bzﬂl,n}]

det ((dzj,d2x) (; ) g2) X hao(e) = lldZs @ <))

Parce que A" T'X est holomorphe, un calcul simple montre que l~);c’ (u) = 13;@:
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Soient (21, ...,2n) des coordonnées locales et (e1,...,er) un repére local de Ey. Notons Dyep = 35, (Ap)a,b ® €a-
a9
0%[1,n]

vo= Dlugpdiy®ep, @ = (-1)""dapy JAusdi;®e®
b

DY (@) = (E;ﬂ')[zb:(—l)nqu.],bdzﬁl,n]] ANdZy ®ep ® —32[[1,n]]

17}
= ZD;G’[(—I)"un)bdz[[ln]l/\dEJ®sb] ®
b ’ 921 n]
TXII( o
‘92[[1,n]l

=0

+F(=1)"Tuy, dz[; ,]NdZs @@V

= E d' (-1 uypdz ANdzZj| @ep ®
T [ [1,»] } 32[[1,n]]
e}

+(_1)n+q (-1)"? ub dzﬂl,n]] ANdzg A [za:(Ak)g”,lj €a] ® m

= zb:(_l)nq (a"wgp+ Y (AR)y s vra) Adepy ] AdZs ®cp ® ]
a 1,n

17}
BZ[[I’H]]

= COaap A (s + (AR L uss) AdEs © 5 ®
a

= Dig"u

Le diagramme
DH
CE (X ,Ey) ———— CF (X Ey)
L L
) n D;c, 00 n

Cn,q(X’Ek) ? Cn,q—l—l(XaEk)
est donc commutatif. Nous avons alors aussi un diagramme commutatif analogue pour les
adjoints D}* et D}*, donc aussi pour A et A}.

Soit finalement :

oy = [ @

_ ! *~ *x~12 .~1,1 ~ o~ ~ o~
= /X | Dy 0 + 0] + <[Z@(Ek,f)k)’A“’]u’u> + (T, a,a)
2.3 Relation entre Dj et VY’

Soit u € C§5,(X,Ey) = C®°(X, A\ T*X ® Ey).

D, étant une connexion sur Fj et Vz une connexion sur /\O’q T*X ® E}, nous avons
D, : C®(X A\ T*X ® E) — C®(X, A" T*X ® Ey)
Vit C¥X N\ THX ® By) — C¥(X, NPT X @ N T*X ® Ey)
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Montrons que via Iisométrie C®(X, A"’ T*X @ A T*X @ E}) - C¥(X, A" T*X ®
Ey), nous avons D}, = V' sur C§,(X,Ey) = C®(X, A T*X @ Ey).

Soit (e1,...,&r) un repére local de Ey. Notons Dy ep =Y, (Ak)ap @ €q-

w = > ugpdZy @ ep
|7I=q, 1<b<r
D;cu = Zd’(u.},bdi‘])(@q+(—1)un,bd2J/\(D;csb)
Ib
- Zd’w,bAd2J®sb+(—1)un,bdzJ/\[Z(Ak)if,’,@sa]
Tb a

1,0 _

= > [dI“J,b + Z(Ak)b:a uJ,a] NdZj Q@ ep
7b a

Vilu = Y VL '(uypdzs) ®@ep +uypdig @ (Dyey)

Jb

(parce que uydz est considéré comme une section de degré 0 de A% T* X)

= S [dusp ®dig +uspViy'(d2))] ® ep +ugpdig ® (Z(Ak)};f; ® ca)

J,b

= Y [dusp®dzy +0]@ep+ > (Ak)y’s ®uyadzy ®cp
J,b J,a,b

(car V& ~d sur A% ¢ T*X = A9 T*X antiholomorphe)

= I:dl"l»J’b +E'”/J,a(Ak)11,:2:| ®dzZ; @ ey
T a

Pour u € C§%(X,Ey), notons S'u € Co(X, N’ T*X @ N> T*X ® E}) le relévement
isométrique de Tu € C®°(X, A" T*X ® Ey).

Reprenant alors la formule de la section précédente, nous obtenons

/X( tuu) = /X |Diu + Tul? + ([i@&l’“Dk),Aw]u,u) + (T,u,u) ,

— /X |VZIU + S’U|2 + <[z’®é}3k,Dk),Aw]u,u) + (T,u,u),

2.4 Rappels sur 'opérateur de Hodge

Choisissons des coordonnées complexes telles que
t _
w(z=0) = E;dzk Ndz, = Xk:dxk A dyy.

Alors

N | =

g(z=0) = Z(dzk ® dz + dz ® dzy,) = Z(dﬂ?k ® dxy, + dyi ® dyg) ,
k

k
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ce qui nous donne “‘%Iz 1?2 =1, ||dzj‘ || =2, ||%‘ 0||2 =1et ||d:1:j|z:0||2 =1. Et
-0 .

n

av, = ( ) H (dzk Ndzg) = H(divk A dyi)

k=1
Remarque:

n(n 1) "(" 1)

n
H dzp Ndzy = (—1) dz1my N dZp1;ny et H dxi N\ dy, = (—1)
k=1 k=1

d.’L'[[l n] AN dy[[]_ n]-

Propriété 2.1. Siv=wvapdza Ndzp € /\a’b T X, alors

kv = i‘"Q2a+b_"(—1)”("_“)E(A,CA)s(B,EB)'UAdeCB/\dZCA,
x%x Y = (—1)a+bfu.

Démonstration - Rappelons que l'opérateur de Hodge est 'opérateur C-linéaire x* :
APIT*X — \""P"7PT*X défini par u A ¥v = (u,v)dV,, pour u,w € APIT*X

Ecrivons (en z =0):u = Y. ursdzrAdzZ;,v =vapdzaAdzget xv = Y  wgrdzi A
= 1
dzr,.
Alors
uN*v = Z urgWirdzr Ndzy NdzZig N dz,
|I|=a,|J|=b
|K|=n—b,|L|=n—a
= Z uU'zI;ngls(I,CI)s(J,CJ)(—1)|CI""dz[[1m]] /\df[[l_n]]
|I|=a,|.J|=b ’
et
(u,v)de = Z ’U,IJ’DAB<dZI ANdzy,dza N dZB)de
|I|=a,|J|=b

n(n 1)

= uAB’DAB2a+b (%) (-1) dz|[1 ]]Ad'él[l;n]]

n(n 1)

Donc ggpa = 945i"20T07(—1) e(A,CA)e(B,CB)dzp 5 A dzp -

. n(n-1) . .
Or, pour tout n € Z, i™"(-1) =z = i~"". En effet, écrivons n = 2p + «, a € {0;1}.
n? = 4p® + 4pa + o2. Alors i~ = (—1)Pi® et i~ = i = car o = o. Enfin,
n(n—1) _ (2p+a)(2p+a—1) _ 4p>+2pa—2p+2pata’—a
2 2 = 2

= p mod 2. D’ou
*(vapdza NdZp) = i_"22“+b_”(—1)"("_“)E(A,CA)E(B,CB)UAdeCB NdZp,-

63



sxv = [T (1) e(4,04)e(B,0B)| X
g~ on=b)+(n—a)=n(_1ynbo(CA A)e(CB,B)dza A dzp

2

_ (_l)fn (_1)n(nfa) (_l)nb(_l)a(nfa) (_l)b(nfb),u

= (-)™ o= (-1)*th
O
Exemple: On a
n(n—1)
*(dz1) = (—1) 2 dx|[2m]] A dy[[lm]] (car dz1 A x(dz1) = dV,,)
n(n—1)
*(dyr) = (1) (1) 2 da:[[lm]] A dy[[zm]] (car dy1 A x(dy1) = dV,,)
*(dz1) =17 "(—1) gt 21_"d2|[1_n]] A d2|[2'n]]
Un calcul relativement simple montre que *(dz1) = *(dz1) + @ * (dy1).
2.5 Relation entre D}* et V{"
Soit, comme précédement, des coordonnées locales (holomorphes) (z1,...,2n) telles que
w =35> 4 dzy ANdZ + O(|z]). Nous avons donc (dzj,dzg) = 265, + O (|2]) et
w™ _ AN AN n(n—1)
Vi, = 7‘:'-0 = (%) (dz1 AdZ) A ... A(dzn A dZ,) = (%) (—1) ™5 dzgrng A dZg1 .

e Rappelant que By, = Ej, ® A" TX, notons {-,-} Paccouplement sesquilinéaire canonique :

{ /\p1,q1 "X @ (Ek) x /\p2,q2 T*X ® (Ek) N /\p1+q2,q1+pz T*X

u®s®ﬁ,v®€®azﬂ‘?,n] — AT hg(e,e) hrx (Winn’ﬁ)
o Il permet de définir 'opérateur de Hodge-De Rham-Poincaré :
* /\p’q T*X @ E), —> /\n_q’n_p T*X ® By ;
* est C-linéaire, et {u, *x v} = (u,v)dV,,, Vuw € NI T*X ® E,.
Propriété 2.2. Siv=v1pdza NdZp Qe ® %hzo € /\a’b T*X ® Ej, alors
ww =i " (=) e(A0A) e(BLB) 2 " wap dagp A dZgy,_ ®e® T
S P
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Démonstration - Il suffit de choisir un repére orthonormé de Ey, = Ej; ® N'TX. Le
calcul nous raméne alors au cas scalaire, rappelé dans la section précédente. O

e Définissons un isomorphisme entre Cg3 (X, AYT*X @ Ey) et C JXEN'TX):

Soit ¥y la composition

AT X @ By, N T*X @ B, @ N"TX
ujdz; ® € — (—1)"ujdzpa ANdZ @ e ® —az[[(? ]
L> /\n—l,O T*X Q@ Ej, ® /\" TX

1% (1)1 9(_1)" . . _90
— 1 ( 1) 2 ( 1) ’U/] dz[[l,n]l\] ReR azﬂl,n]]
W, est une isométrie. En la tensorisant par /\O’q T*X, on obtient 1'isométrie ¥ :

RECAMTX @B) T O (X.E® \"TX)
u; dz; ® (dZJ ® 6) — ’L*n (=)™ (—=1)" 1+j 2uy dz[[l,n]]\j NdzZ; ® (E ® %)

(le (—1)™ apparait lors de la tensorisation, en raison de ~)

La propriété suivante est classique:

Propriété 2.3. 13;9* = —x D”* sur C5% (X, By @ \" TX).

Démonstration - Rappelons que Dy est une connexion sur Ej, compatible avec hy.
Et VX est une connexion sur A" TX, compatible avec hrx. Donc Dk, qui est la connexion
induite sur B, = E ® AN'TX par Dy et VIX, est compatible avec hi = hi @ hrx.

N Soient u € C%4 (X,Er @ A"TX) et v € Cp%(X,Ex ® A" TX) a supports compacts.
ors

Do) = [ Djwnav, = [ (D, o }

(p,q) (P—8m—D)

_ / & fuxv)  — (“1)P 1w, Dl(x0) )}
X N—— N —
(n—1,n), donc d=d’ (n—gn—p+1)

= / (—1)Pte {u,(—l)"_'ﬁ'"_p'i'1 * *D;C' * ’U}
X

_ /X fu [(-1p#e (-1 e P D o] )
— (u,— <D} o)

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la
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Propriété 2.4. Le diagramme

COX, N T*X @ By) ———— C{X, A T*X ® Ey)
L Lo =—iTmy,
C?L?q(X,Ek ® /\n TX) 419) ﬁ.o—l,q(XaEk ® /\n TX)

est commutatif, et les fleches verticales sont des isométries.

Démonstration - Distinguons les cas g =0 et ¢ > 1.

g =0: Soit donc u € C*°(X,Ey); 4 € C;fo(X,E'k), donc *ii = i~ Puisque

nous avons montré plus haut que D} *4 = — x Dy * 4, il vient
Di*g = —*D”['_nh} — i x D" = —i « Dy
pu = k1 u| = —1 ruU = —1 ku

2

= —i " (x0 ~)(Dfu) = =i Uy (DY)
= U(Dju) = (VY u)

car D} = Vg" sur C®(X,Ey). Ainsi, le diagramme est commutatif pour
qg=0.

- Trivialisons A»?7*X au voisinage de 0 en choisissant un repére ortho-
normé (o, ...,ay) de A®4T*X tel que Vay (0) = ... = Van(0) = 0.
Nous sommes alors ramené au calcul fait pour ¢ = 0.

L=
[es}

En fin de compte, nous avons

ok~ qlt qlr 2 ~
Dku:\I!<Vku) et ‘Vku —‘

Si " est le relévement de 7* par ¥ (i.e. $"(u) = ¥~ 1(7*@)), alors

. . 2
Dy i+ =0 (Vz"u + S"u) et ‘D;c*ﬁ + 70| =

Reprenant la formule obtenue en fin de section 2.2, il vient alors

" _ Pk~ *~12 1,1 . .
[ @y = [ Dpasrar (o) Al + Ti)

_ ql ", 12 .~1,1
= /X|Vk u+ S"ul +<[Z@(Ek,ﬁk)’ w
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2.6 Formule de type Weitzenbock

Nous avons construit deux morphismes de fibrés

S NMT*XQE, — N T*X @ A T*X @ By
s NMT*XQE, — N T*X A\ T*X @ By

ou S =71 =[Adw]et S =T lor*s ~ est le reléevement de 7* = [(d'w)*,w| par les isométries
~ et V.

Nous avons montré que
/X< tuu) = /X | Dju + Tu|2 + ([i@%;k’Dk),Aw]u,u) + (T,u,u)
1,1
— /X |Vz’u + Slu|2 + <[Z®(Ek,Dk)’A“’]u’u> + (T,yu,u) ,
/X (Ajuu) = /X Dy o+ 7 + ([0 5 ) Au] Ba) + (T0)

— qn ", 12 .~1,1 ~ o~ ~ o~
- /X|V,c u+ S ul +([z@(Ek,Dk),Aw]u,u)+ (T, 0,a) .

Posons S = S’ @ S”. En additionnant les deux formules, nous obtenons, pour u €
C(O)?q (X,Ek) :

2 [ fuw) = [ [Vius SuP o+ ([0, b hu]ua) + (10, 5 A]a)
+ (Tyu,u) + (T, 0,a) .

Owr,or) = Owy,nr,) ®ldE + O,y = —2itar @ 1dr + O py)
O©i,,00) = ©Opy TOATx ®ldE,
@/\nTX = @(,KX) = —2’1:71' RiCCi((U) .

D’ou
2 1 1 1
% /X( ) = /X % \Viu + Sul? + 27 [Eai’l,Aw]u,u) + 2m( [Ea}c’l,Aw]ﬂ,ﬂ)
1 . . o . o
+2 (([z@é}iDE),Aw]u,u) + (['L@&},D),Aw]u,u) + 27 ([Ricci(w),Ay | @, @)

+(Tyuu) + <Twﬂ,a)> .
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Nous avons donc obtenu la formule de type Weitzenbock suivante :

Théoréme 2.5. Pour u € CF,(X,Ey),
2 " 1 q 2 q 1 q
7 | {Bguu) = [ —[Viu+ Sul” = (Viuu) + - (O)u,u)
k Jx x k k
ou V7 et @z sont les endomorphismes hermitiens de /'\O’q T*X ® E}, définis par

(Viuu)y = —27T(<[0¢,Aw]u,u) + <[a,Aw]ﬂ,'&)) ,

(Ofuu) = 27r<( [a,lc’l — ka, A, Ju,u) + ([a,lc’l - ka,Aw]ﬂ,ﬂ))
+2m([Ricci(w),Ay | G, @)
+( [z'e}g, Dy ws) + ([z’@%}i Dy )
+(T,u,u) + (T,4,a)
= O(1).

Propriété 2.6. Pour tout z € X, soient a1(z), ... ,an(z) les valeurs propres de a(z) relati-
vement ¢ w(x). Alors les valeurs propres de l'endomorphisme V4 sur /\O’q T*X ® Ey, sont les
{2n(ag; — ), |J| = q}, comptés avec multiplicité r = rangy E.

Démonstration - 1l existe des coordonnées locales holomorphes (#1,...,2n) centrées en
z telles que w(z) = 537 dzj AdZj et a(z) = 530 a;j(z)dz; A dzj. Soit (e1,...,&r) un
repére orthonormé de E} au voisinage de x.

Pour u = Y urspdz; Adz; Aey € AP T*X ® Ey, nous avons |ul> = 2PT4>" |uy g4 et
([enAw]usu) = 2°19 Y (g + ey — D0 ) |ur gl

Donc pour u =) ;, uspdzs Nep € /\O’q T*X ® E}, nous avons

4= (-1)" Z ugpdzpny Ndzg Nep ®

0z
|71=q,b tnd

([oho]uw) = 20 (—ag)) fusyf,
J,b

29) "oy fuspl
Th

([a,Aw]ﬁ,ﬂ)

Ainsi (Vouu) =2 3 ;5 (agy — ay) 2 |ugp]?. O
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Chapitre 3

Encadrement asymptotique pour le
nombre de valeurs propres
d’opérateurs de Schrodinger

RESUME

Nous reprenons dans ce chapitre les techniques employées par J.-P. De-
mailly dans [Dem85] pour obtenir des théorémes spectraux relatifs aux
opérateurs de Schrodinger. La différence avec [Dem85] réside dans le
fait que nous considérons une suite de fibrés (Ly) ayant pour courbures
ag, au lieu des puissances tensorielles L®* d’un méme fibré L, dont les
courbures sont simplement ka. Nous exploitons au maximum ces tech-
niques et obtenons un encadrement asymptotique un peu plus général
que [Dem85] pour le nombre de valeurs propres du laplacien antiholo-
morphe.

Commencons par décrire la classe suivante d’opérateurs de Schrédinger que nous allons
considérer.

(M,g) est une variété riemannienne de dimension (réelle) m, o une 2-forme réelle fermeée
et (F,Dp) — M un fibré hermitien C* de rang (complexe) r. Soit (ay), N une suite de
2-formes réelles fermées entiéres telles que

lag — kallceo < CE™H (> 0 fixé),

et (Ly,Dr,) — M une suite de fibrés hermitiens en droites tels que ﬁD%k = . Notons Vy,
la connexion hermitienne induite sur Fj, = Ly ® F}, par Dy, et Dp.
Soient S une section continue du fibré /\]IR T* MR Homg (F,F) et V une section continue
du fibré Herm(F') des endomorphismes hermitiens de F'. Nous désignerons encore par S et V
les endomorphismes Id;, ® S et Idz, ® V opérant sur Ly ® F.
Nous allons considérer la suite d’opérateurs de Schrédinger
1

? ((Vk + 8" (Ve + S) — V) .
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La situation est un peu plus générale que dans [Dem85|, la différence résidant dans le fait que
nous considérons plus généralement L;, au lieu de L*, et que nous n’avons donc pas aj, = ka.

Rappelons les notations utilisées dans [Dem85| (nous garderons les mémes). B = —27«
désigne le pseudo champ magnétique (ce n’est un champ magnétique, c’est-a-dire la courbure
d’un fibré linéaire, que si « est entiére) et Bi(z) > ... > Bg(z) > 0 sont les modules des
valeurs propres non nulles de I’endomorphisme antisymétrique associé a B. Définissons la
fonction v du couple (z,A\) € M x IR, continue & gauche en A, en posant

2s—m,n.—m/2

_ _ _ /2
vp(A) = T(m/2 —s+ l)Bl - BS( Z:)EZS[’\ 2(21’] +1)B;]
P1;---3Ps

avec la convention 0° = 0. Définissons également la fonction #, continue & droite en \:
ﬂB(A) = lim VB(A + 8) .
e—0

Enfin, si Q est un ouvert relativement compact de M, Nq (A) est le nombre de valeurs
propres (comptées avec multiplicité) < A de la forme quadratique

Qar(u) = / (%|Vku + Su‘2 - <Vu,u)) do, ue L*(M,Fy)
Q

pour le probléme de Dirichlet (c’est-a-dire avec condition de Dirichlet uy,, = 0). Soient
Vi(z) < ... < V,(z) les valeurs propres de V(z) en tout point z € M.

Le théoréme 2.16 de [Dem85| est alors encore valable dans cette situation, et méme sous
une forme & peine plus générale que nous énongons comme suit :

Théoréme 3.1. Pour tout réel \ et toute suite (vg), N de réels tendant vers zéro, nous

avons les encadrements asymptotiques suivants :

k——+o00

T
lim inf &~™/2 Nop(A+v) > Z/ vp(A +Vj)do,
i=17X

k——00

T
limsup k~™2 N p(A +vg) < Z/ vp(A+Vj)do .
j=17X

Nous allons reprendre la démonstration de [Dem85], en donnant d’abord une estimée dans
le cas d'un champ magnétique constant et de F' trivial, puis nous démontreront successivement
des estimées locales et globales (F étant a chaque fois supposé trivial), enfin nous terminerons
par le cas général. Nous renvoyons & [Dem85| pour de plus amples détails.

3.1 Champ magnétique constant

Soit tout d’abord P(R) = {|z;| < R/2} CR™, B =3_%_, Bjdz; Adzj;s constant et
S
Ou |2 ou 2 Oou |2
i = [ (312 42 ) (5[ 24T)
P(R)( ) P(R) ]Z_:l &v] awj—hs’ VRl ]g;s BI]
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Np(ry(A) désigne le nombre de valeurs propres (avec multiplicité) de Qpg) (pour le
probléme de Dirichlet) inférieures ou égales a A.
9s—m —m/2
T'(m/2—s+1)
2 <0, [z]% =1 si z > 0. Une lecture attentive de [Dem85| montre que nous avons la

Notons np = B ...Bs, et posons [z]5 = (max(z,0))" si s > 0, [z]% = 0 si

Propriété 3.2 (Théoréme 1.6 de [Dem85]). Pour tout A € R et tout R > 0, nous avons
Clo.B 1/2 5 m—2s . s
> nB([A—(HJ—H;; )z;(zpj+1)Bj]+ _LT;;—S) : (1_ﬁ)

pE]NS +
m—1
()

< R™™Np(g)(A)

1/2 - m—2s s 2 /X
<y nB([,\—Z(2pj+1)Bj]+ +”—”§;25) x 1 (1+ in'a +Bj71r%2>’
pE]Ns 7=1

la derniére somme ne portant que sur les p tels que Y (2p; + 1)B; < .

Faisons immédiatement une remarque: Nous avons écrit que les inégalités étaient vraies
pour tout A € IR et tout R > 0. C’est vrai pour la premiére inégalité, car a p fixé, si
(1+C(p,B)/R) > (2p; + 1)B; < X, on sait que des [ existent. Par contre, ce n’est pas tout &
fait vrai pour la seconde inégalité lorsque 2s = m : en effet, dans ce cas, la lecture de [Dem85)|
montre que I'inégalité n’est licite que si R est assez grand pour que @), (R\/Bj/2) # 0, et
ceci pour tous les p concernés.

Cependant, si A €] — oo; A[, comme on ne doit compter (voir [Dem85]) que les p tels que
>-(2p; +1)Bj < A, cela donne p; < A/Bj, donc il n’y a qu’un nombre fini de p. Ainsi, pour
R assez grand (indépendant de \), I'inégalité est vraie.

Un calcul sans difficultés nous permet d’obtenir la majoration (uniforme en \) suivante:

R ™Npmy(d) < Y (nB [A - it 1)Bj]:1/28 * w>

pE]NS
m/2—s C(m,A,B
< (Z nB[)\—Z(2pj+1)Bj]+ )+7B1( B;,
i .. B,

les sommes ne portant que sur les p tels que Y (2p; + 1)B; < A. Nous avons donc bien
une estimation uniforme par rapport & A, mais la sommation sur p fait que la constante
d’uniformité dépend des 1/B;. Il n’y a donc pas d’espoir d’obtenir une uniformité dans les
estimations globales. Il en est de méme pour la premiére inégalité.

Corollaire 3.3 (Corollaire 1.7 de [Dem85]). X = R™, Q = {|z;| < r/2} C X,
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B =321 Bjdrj Ndzjis, g =00 d:v

Qalu) = / [(Z‘ax] axﬁsHkB ch ‘) (Z‘&vg )

EQu (@) ot i(X) = u(X/VR),
Nox(N) = Npinm®)-

Nous avons alors les estimations suivantes, valables pour tout réel \ et pour kr assez grand :

Co.B 1/2 e r m—2s S
> nB([,\—(H%)z@ij)BjL _ v\/Ef) (1A=

pelN? +
m—1
m 1
_T< pY _|_T>

< k~™2p" M Ng (N
s 2 )\+

1/2 . — m—2s .
< % n3<[/\ - Z(ij + 1)Bj]+ + 7\/&71?) X Hl (1 + B, v/kr + Bfk’r%)
pelN* =

3.2 Estimation locale asymptotique

Placons-nous d’abord dans la situation locale, c’est-a-dire supposons X = IR™. L; est
alors trivial. Nous supposerons F' trivial de rang 1. Soit A un potentiel du pseudo champ
magnétique B = —27a sur IR™ (ce n’est un champ magnétique que si « est entiere), V une
fonction continue sur X. Soit a € IR™, et Pj, une suite de pavés ouverts contenant a, de rayon
Ty = kB , B8>0.

Il existe A potentiel de By = —27way, et Ak potentiel de B(a) sur Py tels que

|Ag(z) — kA(z)| < Cllag — kalleo i, |Ax(z) — A(z)| < Cr?  sur Py.

Démonstration -

e Soit Aj, le potentiel de By — kB calculé au moyen de la formule d’homotopie usuelle.
Alors |A}(z)| < C||By — kBl|ry, = Cl||ag, — ka||ry,. Posons Ay = kA + A} : Ay est un
potentiel de By, puisque dAy, = kB + (B — kB) =

e Soit AY potentiel de B(a) — B(z). Alors |A}(z)| < Cr2. Posons Ay = A+ Al Ay, est
un potentiel de B(a).

O
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Donc sur Py, nous avons

|k Ay (z) — Ag(z)]

IA

|k Ak(z) — kA(z)| + |kA(z) — Ag()]
Chr(1+ (kr) ™ [k — o) < Chr

A\

dés que B < 1+ p, puisque (krg) " '||ka — o < Ck—1H8—4
Signalons d’emblée que dans toute la suite, C' désignera une constante (indépendante de

k, indépendante de a si a parcourt un compact) dont la valeur pourra changer d’une ligne a
I’autre.

Posons B = B(a) = > i-1Bidyj Adyjts et §=gla) =370, dy?. Notons:
1 - 2 2 A 1 K12 2
Qp, (u) = (— |du+zAku|g—V|u|g) do,, Qp,(u) = (— |du+ik Agul2—V (a)lul g) do; .
P K P Nk

Commencons par observer que (1 —Cry)|| - [[2 < |- [|2 < (14 Cry)]|- ||!2] sur Py. En effet,
19 —gll <Crg = (1 —Cr)g < g < (1+Cry)g.

Comparons ensuite les formes volumes doy et dog:

(1-Crp)g<g<(1+Crp)g = +(1-Crg)™dog <dog < +/(1+ Cri)™doy

= (1 —-Cirg)dog < dog < (14 Cirg)dog

d’ou
(1 — C’I“k)(l — Cl’f‘k)|u|2d0'§ < |U|§d0'g < (1 + C’I‘k)(l + Clrk)|u|§do§
= (1 — CQ‘T‘k)l’U,lng"@ < |u|§dog < (1 + CQ’)"k)lulng'g
= —Cgrk|u|§dag < ulZdog — |u|§da§ < Cgrk|u|§dag

Enfin, terminons ces préliminaires par la double inégalité suivante:
1-n)a?=n") < (a+b)?*< A +n)(a®+n1?) sia,a,b > 0.

(preuve: étudier f(n) = (1+n)(a® + n1b?) sur RY)
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Nous pouvons maintenant comparer Qp, et @p,.

|du + iAku‘z dog

k Jp,

1
< —/ (1+C’I‘k)|du+’iAku%dO'g

k Jp, g

1 . -
< . (14 Crg)|du + ikAgu — ikAgu + iAku|§ dog

k
1 g A a2 -1 T2
< (1—|—Crk)% P(1+7)k)(‘du+zkAku‘g+nk ‘Aku—kAku|§)da§
k

<

1 _
(1+CTk)(1+77k)E / |du—|—z'kAku‘§dag
Py,

1 _
HL+ Cr) 1+ 0 i Ok [ Julf .
k

Posons 7 = k7. Alors k_lnk_l(kr,%)2 = k174248 — gy +1-48 tendra vers zéro si l'on
peut choisir v tel que v < 48 — 1, c’est-a-dire si > 1/4. Ayant ainsi choisi, nous avons

% " |du + iAku‘z dog < (1+eg) /Pk % |du + zkﬁku‘z dog + 6,16||u||§ .
Par ailleurs:
~V]u2do, = —V(a)|u2dog +V(a)(lul}dog - |ufdo, ) + (V(a) = V) ufdo,
< —V(a)|u|§dag + |V(a)|C’2rk|u|§dag + Sgkp [V(a) - V|(1+ Cgrk)|u|§d0§

—V(a)|u|§da§ + fyk|u|§dag avec v, = O(rg) — 0 quand k — +00.

Nous avons donc établi les inégalités suivantes ('autre inégalité entre Qp, et Qp, s'éta-
blissant de la méme maniére) :

Propriété 3.4.
A=e)ll- M5 < M- 115 < @ +e)l- 13

(1~ er)Qp(w) = exllul} < Qp,(w) < (1+ex)Qp, (u) + exlull}

Nous pouvons observer que g, = O(k~™"B748-1-7)) De la comparaison entre les formes
quadratiques, nous déduisons les relations suivantes entre les valeurs propres de @p, et Qp, :

Propriété 3.5.

A1 — ) — &k AL +ex) + ek
S e Sl 2l <N, (2SR TER)
NQPk ( 1+ ¢g - NQP’“ () < N, Py 1 —¢g
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Démonstration -

e Soit F' de dim p tel que Qp, < A sur F'; alors
(1= er)@p, (w) < exllull + Ml < erllull + A1 +ep)llully < A1+ ex) + ex] [lull3-
Donc sur F, Q P, < &% Donc la p-iéme valeur propre de Q p, est inférieure ou
égale a Mter)ter

l—eg
e Soit F' de dim p tel que Qp, < % sur F'; alors
Qp, (u) < [A1 —ex) — ex]llull + exllullz = A1 —ep)lluflz < Aull;.
Donc Qp, < A sur F. Donc la p-iéme valeur propre de Q p, est inférieure a A.

O

Notons encore Qopk (u) = ka * |du + zkﬁku@ dog (ce qui revient a supposer V(a) = 0).
Alors
Ng, () = NQ%k(A + V(a)).

k

En effet, Qp, (u) = )\||u||§ équivaut a < Qopk(u) =(A+ V(a))||u||§

Nous ne pouvons pas appliquer directement les résultats de la section précédente, car
Py, n’est pas forcément un parallélépipéde dans les coordonnées y;. Pour contourner cette
difficulté, J.-P. Demailly pave Py par des cubes dans les coordonnées y;.

Soit &, = k~9. Considérons le pavage Udea Pra C P C Py C Ugen P,é,d, ol Py 4 est un
cube de coté Epry et P,éyd un cube de coté (1 + &)rg, tous deux centrés au point &xrd,
d € Z™. Soit ¥y, = (¥ q)acp tel que pour tout &k, Y, p \I/i,d =1 sur Py, supp(¥y 4) C P,;’d
et

1 Cy
ZC(Tg) = —SUP( AT ql ) e
k k P, (; (8k’l"k)2

Nous avons (1 — C7&x)Vol(Py) < D 4c 4 Vol(Pr.a) = D gea(Exri)™ < Vol(Fy) et

Vol(Py) < Y gep VOU(PY 4) = Y4 (Ex(1+ &)ri) ™ < (14 Créx) Vol (Py).

D’apreés la proposition 2.6 de [Dem85], nous avons:

d Ngo (V)< a, <> Ngo (A7 C(\I/k))

decA ’ deB k,
donc )
> N @, , (A +V(a)) < Ng <Y Ny (A+V(e)+ ZC () -
deA deB k,

Afin d’éviter des formules trop volumineuses et découpées sur plusieurs lignes, nous adop-
tons provisoirement les notations suivantes :

Fl(a’,paB’k) = V(a’) (1 C(p,B)) Z(ij + l)BJ )
\/_Eka
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Fylap,B.k) = V(a) + %C(xyk) — 3" (2p; + 1)B;.

D’aprés la propriété 3.2, nous avons alors

k,d
VO](Pk)
1/2 — m—2s
> ¥ 5 W (e - TR
icA peTve ol(P) + Vkégrk

B \/_ r m 1 m—1

x (1 _ \/; m) -y VZ’; ]’;k ( (A +V(@), + \/E;r)
12 g/m—2s\™ %
[ ] - VEér )

+

() R (e )

et

YienNgo, (\+V(a)+EC(Wy))
k,d

VOI(Pk)
1 1/2 — m—2s
3> (VEer(1+ &x)ri)™ ([AJrFQ(a,p,B,k)]/ N 7T~\/m ~2s )
dEB peIN® Vol(Py) +  VEE (4 &)/ ¢
2/ (A +V(a) + 3C(T0) o
(o OO,y
il BiVkép(1 + &)y ke (1 + x)?ry;
1/2 m/m — 2s m=2s
< k™2 (1 + Cré <,\+F p,B )k + )
< X K CrEn M Patep BB [ )
pe
2\/(/\ +V(a) +C(Ty)), o
L+ mara  FEe )
=1 BjiVkép(1+ &)y Bjkép (1 + &;)°r

la somme portant sur les p tels que A+ Fy(a,p,B,k) = A+V (a)+ %C(\Ilk) —>(2p;+1)B; > 0.

De cet encadrement de Ns (A) / Vol(Fg), nous en déduisons I’encadrement suivant de
P

Ngp, (A) / Vol(Py). Pour cela, 11 suffit de "recoller" toutes les estimations précédentes, ce qui
nous donne:
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. A1 —eg) — &g /2 mgy/m — 23>m28
1—Cé ML) Tk L (ap, Bk TV — 28
( ! IC)Z)GZNs nB<[ 1+€k 1(ap )]—I— \/Eékrk

1 $ m M1 —ep) — 1\
- (1 - \/Eékrk>  VEEry (\/< 1 ik&fk -+ V(a))+ " \/Egk"'k>
—m/2 NQPk (M)

- VO](Pk)
1 1/2 [ 9a 2 m—2s
(1 + C?ék) Z nB([m + FZ(a,paB’k)] + UAAL ° )

+

IA

pENS 1—¢gg * \/Egk(l e
X 1+ ! : ) |
1l ( Bvker(1+ ) Bike;(1+ &)}

la derniére somme portant sur les p tels que % +V(a)+1C(Tg) — 3 (2p;+1)B; > 0.

Ceci démontre la proposition 2.9 de [Dem85| dans notre cas plus général.

Rappelons que 7, = k=7, avec les conditions 1 JA<B<14up, eté= k~9. Nous voulons

VEkEpry —r 00 = 1/2-6-8>0 <<= B+5<1/2
FC(0y) — 0 < -1+46+28<0 < B+26<1/2

La deuxiéme condition implique la premiére.

Appliquons maintenant ces inégalités & A = Ag + v, ot v — 0:

e Etudions la premiére inégalité: le terme entre crochets | ]i_/Q est égal a
)\(1 - Ek) — &k C(p,B)
BT T L V(a —(1+7) 2; +1)B;
et V) = (14 ) 3w + B,
= X+V(a)—> (2p; +1)B;
1-¢ € C(p,B
+ vg k k (20 +1) — (p,B) Z(ij +1)B;

1+¢g _1+6k

Vkéry,

tend vers zéro quand k — +oo

J

~~

Donc pour 2s = m, la somme du membre de gauche de la premiére inégalité compte au
moins (pour k assez grand) tous les p tels que A\g + V(a) — >-(2p; + 1)B; > 0. Donc la
limite de ce terme sera supérieure ou égale &

Z np [/\0 +V(a) - Z(2pj + 1)Bj]j/2_s

pENS
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e Quant a la seconde inégalité, le terme entre crochets | ]EF/Q est égal &

AM1+eg) te 1
(1——166)]6,6 +V(a)+ EC(\IJIC) — Z(ij +1)B;

€k 1+eg 1
= — ; ; 2 1 —C(T) .
Ao + V(a) Z(2pj+1)3]+}_6k(xo+ )+“’“1—ek+k0( k)

-~

J

tend vers zéro quand k — 400

Or la somme ne compte que les p tels que

AL+ ex) + ek

s +V(a) = > (2p; +1)B; > 0,

c’est-a-dire les p tels que

1+¢g €k
- SN (2p; +1)B; 2 +1) > 0.
Ao+ V(a) =Y (2p; +1) J+vk1_€k+1_gk( 0+1) >

Donc pour 2s = m et k assez grand, elle comptera au plus les p tels que Ao + V(a) —
>-(2p; + 1)Bj > 0. Donc la limite sera inférieure ou égale a

Z np [Ao +Vi(a) - 2(2191' + 1)Bj]m/27sa
ot ++

ott on a posé [z]%, = (max(z,0))" si s >0, [z]%, =0siz <0, [z]%, =1siz>0.

]m/2—s

Comme vp(A) = ¥ cxs 18 [A—z(2pj+1)3j L et 7N = Tpene np [/\—Z(2pj—|—

n—s
l)Bj] , nous obtenons alors la
++

Propriété 3.6 (cf. Théoréme 2.9 de [Dem85]). Pour tout Ay € IR, sous les hypothéses
v — 0, VEry — +o00 et \/Er,% — 0, nous avons

NQPk (Ao + vk)

lim inf k™2 V@) (Mo + V(a)),

k—-+o00 VO](Pk)

NQ (>\O+'Uk)
li Em/2 e M < o (A + Vi) .
lchEJSrlolf Vol(Py) N VB(a)( o (a))

Démonstration - Il suffit d’étre capable de choisir 8, v, d tels que 1/4 < 8 < 1+ p,
B+20 <1/2ety<4p — 1. Cela ne pose aucune difficulté. O
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3.3 Estimations globales (cas F trivial)

Théoréme 3.7 (cf. Théoréme 2.3 de [Dem85]). Si Q est un ouvert relativement compact
de X, A\ € IR et vy — 0, nous avons

liminf &~™2Nq (Ao +v) > / ve(o + V)doy,
Q

k——+o00

lim sup k'_m/QNQ,k;(A() +vg) < / vg(Ao + V)doy .
Q

k—+00

Démonstration - Nous supposerons d’abord que 2 est un ouvert de carte, c’est-a-dire
que nous supposerons que X = IR™ et  est un ouvert borné de IR™.

e Pavons Q: soit I 4 le cube ouvert de coté 7, = k=7 et IT}, 4 le cube ouvert de coté
E=B(1 4+ k~7), tous deux centrés au point k~?d, d € Z™.
Soient I(k) = {d tel que I 4 C Q} et I'(k) = {d tel que lzljc,d N Q # 0}. 1l existe une
partition de l'unité Wy = (Vg 4)qer k) telle que Z\If%,d = 1 sur Q, supp(¥y 4) C H;c,d
et C(k) = Y0 Y aer ) |d¥kal* < Crok2B+7) | Ainsi

%C(\I;k)—m —= 1-2+7)>0 <= p+y<1/2.

e Soit A\p € IR et vy — 0. Considérons les fonctions suivantes, définies sur IR™ :

N, (Mo+og)
_ —m/2 Mga
T = deilgk)k " Vol(Ilk,a) Lty 4
Ny (Aotog+4 C(¥))
_ -m/2 _ Yk
fi = dE%:(k)k " Vol(Ilk,a) L g

D’apreés la propriété 2.6 de [Dem85], nous avons

frdo < ET™2Ng (Ao + v) < / fldo .
/]Rm Qo vr) < from fi

Soit Z = U Ol 4 et z € Q\ Z. Pour k assez grand, J!d(k) tel que z € IIj 41)-
ke€IN,deZ™
Alors
N, Ao+ Ny o (Ao + v+ £C(T))
fula) = ki T Q0¥ W) ) s Ty ’“

Vol(Ty qr) Vol(IT, g(x))

Donc liminf f¢(z) > vpz) (Ao + V(2)) = vp@) (Ao + V(2)) La(z) et limsup fj(z) <
DB(w) (Ao + V(.’E)) = DB(z) 8)\0 + V(.’E)) 1Q(x)
On prendra garde au fait que ces inégalités ne sont licites que si vkry, — +00, \/Er,% -0

et $C(¥g) = 0, cest-a-dire si 1/4 < B < 1/2 et B+ < 1/2. Ces conditions sont faciles
a réaliser.
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Nous avons donc presque partout liminf fi > vg(Xg + V) 1 et limsup f; < vg(Xo +
V)1g. Le lemme de Fatou nous dit que [liminf fy < liminf [ f; et [limsup f; >
limsup [ f;. Il vient finalement

fI/B(A() + V) lodo < fhm inffk < lim 1nff fk < lim infk:*m/2NQ’k(/\0 + ’Uk)
< limsupk:_m/QNg,k(Ao +vg) < limsup [ f] < [limsup f, < [ (Ao + V) 1gdo.

Soit maintenant © un ouvert relativement compact quelconque de X. Soient (Q;)i<j<n
des ouverts deux & deux disjoints inclus dans €, et (Q;-)lgjg A~ des ouverts dont la réunion

contient Q. Soit ¥ = (¥,);<;j<n’ une partition de l'unité associée a (99)13]'5N'- Alors

N N’

1
> No, k(M) < Nog(N) < ZNQ;.,k A+ EC(‘I’)) :
j=1 j=1

d’ol
201 Jo, ve(ho +V)do < Timinf k~/2No k(Ao + o)
< limsup ]{I_m/QNQ,k(/\O + vg)
< limsup k}_m/QNQ,k(/\O +vg + %C(‘I’))
<y o, 780+ V)do

Comme lim infk'_m/2NQ,k(A() + vg) et limsup k‘m/zNg,k()\o + vi) ne dépendent pas des €2,
et €%, que ces inégalités sont vraies pour tous (£2;) et (€2}) et que nous avons des majorations
uniformes fi < f; < C(1+ \/A;+C)™ (cf. [Dem85]), il vient immeédiatement

/VB(A0+V) do < liminf k™2 Ng k(Ao + vk)
Q

< lim supk_m/QNQ,k(/\o +v) < / vp(Ao+V)do.
Q

3.4 Estimations globales (cas général)

L, est muni de la connexion Dy, , tandis que F; = Ly @ F — X est muni de la connexion
V. S est une section continue de A, T7* X ® Endg (F'), et V une section continue de Herm(F).
Notons Vi(z),...,V,(z) ses valeurs propres en un point z € M. Q est un ouvert relativement
compact de X. Enfin, NQQ,k(A) compte toujours le nombre de valeurs propres inférieures ou
égales a A\ de

Qo () :/ (%‘Vku—l—Su‘Q - <Vu,u)) do, ueWHQ,L,eF).
Q

80



Théoréme 3.8 (cf. Théoréme 2.16 de [Dem85]). Si Ay € R et vy — 0, alors

liminf k™™?No k(Ao +vk) > / ve(Xo +Vj) do
. Q

T
limsupk~™2Nq (Ao +v) < Z/_EB(A0+W)dU
)

Démonstration - Soient a € X et € > 0 fixés. Il existe un voisinage W.(a) de a
sur lequel (eq,...,e,) est un repére orthonormé local de F et (e1(a),...,e,(a)) une base de
vecteurs propres de endomorphisme V'(a), assocée aux valeurs (Vi(a),...,V;(a)). Ecrivons
U= ZJ 1 uj ® ej, u; étant une section de Lk|w (@)

Quitte a restreindre W, (a), nous pouvons supposer que

zr:(Vj( )—5)|uj|2 (Vu,u) <Z( +5>|u]|

=1

Nous avons Vyu =Y "_. Dr.u®e; +u; ® Vie;. Donc pour W C W,(a), nous avons
j=1"Lg J J J

r r
QVV,k(U) = /W (% ‘ ZDLkuj ®e;+ ZUj (2 th?j + Su ‘2 — (Vu,u)) do
J=1 j=1

7

-~

S'u
l —-1/2 . _ .2 1 vz | e 2
< /W(k(1+k )‘;DLku]QaeJ‘ + (LR S'ul <Vu,u))dg
= / (’1€(1+k ) Z‘DL’“"A Tz 1+k1/2)‘*9l“|2_(ZVj(a)—s)|u]'|2)do
w

j=1 j=1

= (1—|—k—1/2) /W (EZ|DLkUj‘ ZV |’LLJ| )
sraan) [ +5/2|ug|2da+k 1/22/ a) [uj|? do

< (1+¢€)Qwp(u) + ellul?

SI

pour k > ko(e) et W C W (a). On établit de méme 'inégalité inverse, ce qui donne
(1 - &)Qwa(w) — ellull® < Qw(w) < (1 +)Qwi(u) +ellul.
Donc

NQWk(A 1+€(1+/\)) Ng,, (A )gN e



c’est-a-dire
S5 NG, s (AO Z(1+X) — fi’;) < Nyws(Xo + vg)
< Y Ny (o + 15214 20) + 822
Nous avons donc

S s (,\0 (14 Xo) + Vi(a )) do < liminfk~™/2N,, , (Ao + )
< limsupk~™/2Ng,,, (Ao +vi) < X5, [y 75 ()\0 + (14 ho) + Vj(a)) do .

Par continuité des valeurs propres, quitte a restreindre W, (a), nous avons ‘Vj - Vj(a)‘ <e
sur W (a). Donc V; — e < Vj(a) <V + ¢, ce qui nous donne

Sy Sy vs(Mo+ Vi = 152(1+ M) — €) do < Timinf k2 Ngy, , (Mo + vi)
< Timsup k2 Noy,, (Ao + ve) < X5y iy 75 (Mo + Vi + 15 (1L+ o) +¢) do,

vrai pour tout W C W,(a).

Par compacité (recouvrir par des ouverts de taille moitié), le résultat est donc vrai pour
tout ouvert suffisamment petit de X (le suffisamment petit dépendant de ¢). Finalement,
nous avons

S Jovs (Mo + Vi — 15 (14 Xo) — ) do < liminf k™™ N, (%o + )
< limsupk_mﬂNQQ,k (Ao + vg) < Zj:l f(z vp ()\0 +V;+ 1_—5(1 + Xo) + 8) do.

Faisons tendre € vers zéro: vp étant continue & gauche et v continue & droite, nous pouvons
Y
passer & la limite, pour obtenir finalement

Sy Jovs (Yo + V) do < liminf /2 Ngq,, (Ao + k)
< lim Squ_m/QNQQ,k ()‘0 + Uk) < 25:1 fQ & (AO + VJ) do.

3.5 Application au laplacien antiholomorphe

Nous avons établi au chapitre précédent la formule de type Weitzenbdck

k / hu,u) / (% ‘Vku + SU‘Q _ <V‘1u,u)) do —I-% /X(qu,u).

Q“’t () Qr(u)
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Appliquons les résultats obtenus sur les opérateurs de Schrédinger a la situation complexe :
M = X (donc m = 2n), F = N\ T*X @ E (o0 A®T*X est de rang s et E de rang r),
Vi = VZ, V =V17 et S est le méme. Enfin nous prendrons Q = X.

Sachant que @Z est majoré par une constante M, il vient

M M
Qr(u) - ?IIUII2 < Q' (u) < Qr(u) + ?IIUIIQ,

ce qui implique au niveau des valeurs propres (les notations étant évidentes) :

N, (,\ _ %) < Ni#()) < N (A n %) .
Donc

M M
Ni (Ao + vk — ?) < Nt (Ao + vg) < Nig(Xo + g + ?) .

Comme vy, % =— 0, nous avons donc encore

S
lminf&7" N (Ao +v) > 1 Z/ vp(Xo +V}) do,
j=1"%

S
limsupk "N (Ao + vg) < TZ/ vp(Ao + qu) do,
j=1"%

puisque les valeurs propres de V¢ agissant sur F sont celles (V! < ... < V) agissant sur
AYIT*X avec multiplicité 7.

Notons h%q(k) le nombre de valeurs propres de Ay (agissant sur C§%(X,Li ® E)) infe-

rieures ou égales & kX en bidegré (0,g). Nous avons h%q(/\) = N;°**(2)), B = —27a, et les
valeurs propres de V7 ont été décrites par la propriété 2.6. L’estimation précédente s’écrit
donc encore

Théoréme 3.9. Si \g € R et vy — 0, alors

ry / Voora(2h0 + 21(agy — ay))do < liminfk "R)I(Ao + vg)
[|=¢” X

< lim supk_”h%q(/\o +vg) < 7 Z / 7_9ra(2X0 + 27(agy — ag)) do.
171=¢7 X

Dans le chapitre suivant, nous nous intéresserons aux petites valeurs propres, c’est-a-dire
que nous prendrons A = 0 (ainsi que E trivial). Notons alors déja que nous avons (voir
[Dem85], page 224) :

Z /X V—_2ra (27r(aCJ - OéJ)) do = E (-D)%a™.

!
|J|=q n: X (o)
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Chapitre 4

Théorémes spectraux

RESUME

Nous minorons asymptotiquement dans ce chapitre le nombre de sections
propres du laplacien antiholomorphe A} associées & des valeurs propres
plus petites que kAg, () étant une suite de réels positifs tendant vers
zéro. La difficulté est d’obtenir beaucoup de section propres (croissance
de leur nombre en k™) tout en faisant tendre Ay le plus rapidement
possible vers zéro.

Ce chapitre s’inscrit dans le continuité de la section 3.5 du chapitre précédent.

Rappelons que nous considérons la suite de laplaciens antiholomorphes A} agissant, en
bidegré (0,0), sur C*°(X,L). Nous supposons donc E trivial et g = 0.

Definition 4.1. Pour toute suite (\;) de réels > 0 tendant vers zéro, définissons les deuz
conditions suivantes :

(C1) v €]0;1/6[, 3C > 0 tels que A\, > Ck™" pour k assez grand;
(C2)  k¥2(0 N, — 400 quand k — 40

De maniére imagée, on peut dire qu'une suite (Ag) vérifie (C1) si elle tend vers zéro
"strictement" plus lentement que k /6 et qu’elle vérifie (C2) si elle tend vers zéro plus
lentement que k—(2+2/62(X)),

Nous allons maintenant donner deux estimées pour le nombre de valeurs propres de A}
(comptées avec multiplicité) < kX: la premiére sera valable pour toute suite (\g) vérifiant
C1 et la deuxiéme pour toute suite (A;) vérifiant C2.

4.1 Premiére estimation spectrale

Revenons & l’estimation locale asymptotique (section 3.2): nous avions noté r, = k=5,
me =k 7, & = k% et obtenu g, = Ok ™B74-1-7)) Posons v, = k7 : I'idée est que si
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vy, tend suffisament lentement vers zéro, nous pourrons tout de méme compter les p tels que
Ao+ V(a) — >2(2p; +1)B; > 0.

Nous avons déja les conditions
1/4<p<1l+4+p, v<46—-1 et p+20<1/2 (doncp <1/2).

Le premier membre de l'inégalité compte (pour s = m/2) Ao + V(a) — >>(2p; + 1)B; = 0 si
et seulement si

€ 1—¢ C(p,B

—— (2o + 1) + v — (p~ )

14 ¢ 1+¢g \/ES}CT]C

> (2p; +1)B; >0,

c’est-a-dire si et seulement si

€k 2X0 +1 1—¢g C(p,B) ' .
Or ey /vy, = O (k¥ —™in(B:48-1=7))

Nous cherchons donc v le plus grand possible tel que v < min(8,y,48—1—7) et §d+8+v <
1/2.

Posons = 1/4 + c. Les conditions s’écrivent alors

(0<c<1/4 (0<c<1/4
v < 4c v < 4c
Y 25<i_c S 2(5<i—c
S+v<i-—c S+v<g—c
| y<min(i+c,'y,4c—'y) { 1/<min('y,4c—'y) (Carl/<i—c< %—l—C)

Or min(vy,4c — 7v) < 2¢, puisque 0 < 7 < 4c. Donc v < 1/4 — ¢ et v < 2¢, ce qui implique
v <1/6 (car 1/4 —c = 2c & ¢ = 1/12, et dans ce cas 1/4 — ¢ = 2¢ = 1/6). Nous ne pourrons
obtenir mieux.

Si donc nous prenons = 1/4 +1/12 = 1/3, les conditions deviennent
vy<1/3, 20<1/6, 64+v<1/6 et v <min(y,1/3—7).
Donc pour v < 1/6, v = 1/6 convient et ¢ existe.
Ainsi, pour v = k¥ (et méme pour vy > Ck ™", v, — 0) avec 0 < v < 1/6,

NQPk (A() + ’Uk)

lim /2
m Vol(By)

= VB(a) ()\0 + V(CL)) .
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Malheureusement, nous ne pouvons pas déduire le méme genre de résultat dans les esti-
mations globales générales (F' non forcément trivial, ni S nul), car il y a des passages a la
limite, et ¥ n’est pas continue & gauche. Cependant, dans le cas F' trivial et S = 0, c’est-a-dire
dans les conditions du paragraphe 3.3, ’estimation globale "passe". Notant

Qr(u) = /X (% ‘Vkur — <Vu,u)) do,
NIOUS avons

limk~™/2Ng, (Ao + vy,) = / (Ao +V)do.
X

En utilisant la méme astuce que lors de la comparaison de @p, et Q p, dans les estimations
locales, nous obtenons aisément, en revenant au laplacien antiholomorphe (dans le cas ¢ = 0
et E trivial) avec cette fois-ci S non nul, et en reprenant les notations de la section 3.5:

(1 -k~ Qp(u) — k~2M < Qp*(u) < (1 + k%) Qp(u) + k~/2M,

ott M majore V=V, S et @2. Nous en déduisons I’inégalité suivante sur les valeurs propres,
valable pour tout réel A:

A— k-120M A k~V2M
Qk( 14 k-1/2 )SNQ%"t(’\)SNQk( 1— k12 )
Donc
1M+ X+ M+ A+
1/2 1/2
Noy (A — kY W) < Nogr (A + v4) < Noy (A + v+ 57/ L )

Puisque v > Ck™" avec 0 < v < 1/6, nous avons encore vy — k‘lﬂ%} > C'k™" pour k
assez grand. Finalement, il vient :

lim Ng, (Ao +vg) = / V_ara(Xo + VO)dU'
X

k—+o00

En particulier, nous avons (en renvoyant & la définition 4.1 pour les notations) le

Théoréme 4.2. Pour tout A\g € IR et toute suite (vy) vérifiant (C1), nous avons

lim k"% (A + vg) = /
X

V_9ra (2>\0 + 27r04{1,...,n}) do.
Nous en déduisons I'estimation asymptotique suivante :

Corollaire 4.3. Si (\;) est une suite vérifiant (C1), le nombre de valeurs propres de 1A}
inférieures 4 A vérifie l'estimation

1
lim k"0 (Ag) = / o,
X(a,0)

k——+o00 n!

Pouvons-nous obtenir mieux que cette limitation de vitesse de décroissance en k—1/6?
Nous allons voir dans la prochaine section que oui, puisque nous allons pouvoir obtenir une
vitesse de décroissance légérement meilleure que k2.
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4.2 Deuxiéme estimation spectrale

Pour notre deuxiéme estimation spectrale, nous utiliserons ’estimation asymptotique glo-
bale du théoréme 3.9, a la fois en bidegré (0,0) et (0,1), dans le cas ou E est trivial.
L’idée est que dans le cas des puissances tensorielles d’une fibré en droites holomorphe,
L et 0, commutent, donc ) envoie injectivement les sous-espaces propres associés a des
valeurs propres non nulles en bidegré (0,0) dans des sous-espaces propres pour les mémes
valeurs propres en bidegré (1,1). Cela implique, pour tous réels Ay > A; > 0, l'inégalité

het (o) — Byt (M) > B0 () — k% (),

dont nous déduisons la minoration h%o()\l) > hz’o()\z) - hz’l(/\Q). Il n’y a plus qu’a faire
ensuite tendre A\; et Ay vers 0.

Dans notre situation cependant, A} et Ok ne commutent plus. Le défaut de commutation
est donné par

A8, — ByAY — (5204 + 007) 5k — O (50 + B,5%) = B152 — 528
En bidegré (0,0), cela donne:

Al — B A = 5132

4.2.1 Estimée en norme L? de lerreur 9;0?

Soit o € C*°(X,Ly). Rappelons que nous avons les identités et estimation suivantes:

[a2?||geo < CRL/E2(X)

[A,0] = i(0;+7%)
[A,0] = —i(8; +7%)
A = A}, + [27TO‘11¢’1 A+ T,

ou 7 = [A,d'w], A;C’T = [(9k +7,0; + 'r*] et T, = [A,[A,%d’d"w]] — [d'w,(d'w)*].
Nous pouvons écrire (en norme L2):

10k Okoll” = I (~i[A,0%] — 7*) o |)®
| — iAOy D20 — T*0ka||?

211100 + |17 Ber|?)

IA

o [7Gol* = 1277 (o* A o)|[* < Ch2/=|Jo].
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e Quant a A9yd7, il vérifie en bidegré (0,0) :

AOBE = A(OkBk)By, = A(—2imay" — 81,0),)0
—21'7r[A,oz,C 10k — A0 (0x0)
= —2z'7r[A,ak 10k — A0k (— 2z7rak —8k6k)
= —2n[A,ap )0 + 2imA(d" ot 4 ot A O) + AF2Dy
= 2in[Ad"apt] + MG, O,
= 2i7r[A,—d'a2’2]+A( 2z7rak %) A 8

d"al’l—f—d' 0,2
k

car day, = 0 et la partie de type (1,2) est a,’”. 11 vient donc

18, Bz |®

IN

2(47r2|| Ao’ + 472 A (a2 A Bo) ||2)
CE™2") (Jlo]? + ||9gor|?)

VAN

En additionnant les deux estimations précédentes, nous obtenons:

19595 > < Ok=*=C0 (|lo]|? + [|9ka|?) -

Reste a évaluer ||90l|? = (0} 0ko,0). Nous avons

(Akro0) = (0 +7) (0 + 7)0v0) = [0k + 70|

et
|Gl = (Afoo) = (Akso+2n(ay Ao +Tuo, o)
= Ok + 7)ol? + 2m(lay Ao + (Tuoir)
d’oll
lokol? = 1@ + o — 7o
< 2(lirol + 113k + 7)ol
< 2(llrl? + 18eo |2 + 27| (Lo Noo)| + [(Tuoro)]|
< O(lloll? + 110k + Kl + o))
< C(kllo|? + 1ke])
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Nous obtenons finalement 1’estimation suivante pour le défaut de commutation du lapla-
cien antiholomorphe et de la dérivée antiholomorphe:

10:020]12 < Ok~ (o + |Geol?)

Remarquons que les calculs sont plus simples si la variété est kidhlérienne.

4.2.2 Estimation des espaces propres en bidegré (0,1)

Dans la suite, nous allons nous intéresser tout particuliérement aux trés petites valeurs
propres de tA}. Considérons € > 0, T =]A1; A] NSp™° (3 A}) et J = [0; A2 + €] N Sp¥! (£ Af).
Ici, A1 et Ay sont des réels strictement positifs vérifiant simplement A1 < 1 et Ao > Aq.
Ultérieurement, nous choisirons A; dépendant de k, Ay indépendant de k, et dans 'optique
d’obtenir des informations sur le bas du spectre, nous ferons tendre les deux vers (. Notons

1
BY® = Ker(7AL—2), BY* =@ B en bidegie (0,0)
A€l
et
1

E2’1 = Ker(k

Al u) , BY' =D E®' en bidegré (0,1).
neJ

Enfin II; désignera la projection orthogonale sur Eg’l.

c 1. , IIyod, 1 .. .
Considérons la composée E?’O — Eg’ . Est-elle injective?

Soit (ox)aer une base orthonormée de E?’O, composée de vecteurs propres. C’est-a-dire
que %AZO’)\_: Aoy, A € I et ||oy]|> = 1. Alors la famille (Oyoy)rer est orthogonale (donc
libre), et ||Okor]|? = Ak.

Supposons qu’une combinaison linéaire u = ),y xaox # 0 vérifie II 7(Oru) = 0. Alors

éku S @ Eg’l .
n¢J

Si (¥,) est une base orthonormée de vecteurs propres du laplacien en bidegré (0,1), nous
pouvons donc écrire gy = 3 4, vy ¥y Alors AY(Ogu) = > g kpvu ¥y Done ||Okul|? =
Dugs lul? et 1ALOu)|1? = 32,0 s vul® (kp)? > (A2 + €)%k || Opu®.

Par ailleurs, AfOyu = OpAju + 0}0%u. Puisque [|Okul? = 3,7 Aklzal2 > AMik|ul?, la
premiére partie entraine I’estimation suivante pour le défaut de commutation :

I 1 _
18c3%ul” < Ok 2109 (14 - )yl
A1
Et acAIk’U = gk(Z)\GI )\km)\a)\) = Z)\GI )\ka:)ﬁka)\. D’ou
10k ARull? < (A2k)? Y [2a2[8k0xl* = (A2k)? | Biull® -
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Il vient donc finalement :

[AveRd
|| A% O

(A2 + €)k]|Opul

>
< Xokl|Opull + Ck~ %) || G

Faisons maintenant \; dépendre de k (A1 = A1(k)), tandis que Ay reste indépendant de k.
Alors pour k assez grand nous aurons, si k272/2(X) )\ - 40

1
Do+ Ck 1/ ) ,
2+ VN 2+¢€

ce qui est contradictoire, puisque Oyu # 0.

Nous avons donc prouvé que II; o 0 était injective de E?’O dans Eg’l. Cela implique
dim(EYY) = bt (A 4 €) > dim(EY?) = b (Aa) — by’ (A1) .

Cette inégalité est vraie pour toute suite (A1(k)) de réels strictement positifs telle que
E2+2/62(X) )1 (k) — 400, pour tous Ay > 0, ¢ > 0, et pour k assez grand (dépendant de
€ et o).

4.2.3 Application a I’existence de sections propres

Soient € > 0 et (Ag) une suite vérifiant (C2), c’est-a-dire une suite de réels strictement
positifs tendant vers zéro telle que

k220 N - 4o0.

Alors pour tout réel strictement positif A et pour k assez grand, nous avons (en prenant
A1(k) = Ak, A2 = A avec les notations de la sous-section précédente) :

TR (k) > KTmRYO(A) — kTR (A ).
En passant a la limite, nous obtenons
liminfk "hy°(A\g) > liminfk "Ay°(\) — limsupk ™Ay (A + ¢)

n
> / V_ora(2X + 2moy1sny) — E / V_ora(2X + 2 + 27 (agy — @)
X X
|7]=1

En faisant maintenant tendre A et € vers 0 (puisque k n’intervient plus dans l'inégalité ci-
dessus), nous obtenons:

o = 1
liminf & nh’%o()\k) 2 / V_ora(2maqing) — Z / V_2ra (QW(QCJ - O‘J)) — / ot
X X X(,<1)

n!
[J]=1
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Nous avons donc montré le

Théoréme 4.4. Il existe une suite (indexée par un sous-ensemble infini S de IN) de fibrés
hermitiens (Ly)kecs au-dessus de X avec la propriété suivante : notons (pour k € S) hy(X) le
nombre de valeurs propres (comptées avec multiplicité) < X de %AZ en bidegré (0,0) ; nous
avons alors la minoration asymptotique

1

liminf &k~ "A20(\;) > —/ ",
k—)l-EgOl;I}CES k ( k) — nl X(a,31)a

valable pour toute suite (A\g)kes vérifiant la condition (C2).

Notons que les estimations spectrales asymptotiques pour les opérateurs de Schrédinger
impliquent

. _ 1
limsup &k "hg’o(/\k) < —'/ o’
k—+00, k€S n! J x(a,0)

Donc si |- X(a,<1) " > 0, nous avons bien une croissance en k™ du nombre de sections propres
en bidegré (0,0) du laplacien antiholomorphe associées a de petites valeurs propres.

Nous pouvons retraduire ce théoréme en termes d’estimations L? pour 0y, de la maniére
suivante :

Propriété 4.5. Pour toute suite (A\g)kes vérifiant la condition (C2), il existe une suite (in-
dexée par S) d’espaces vectoriels Hy, C C*°(X,Ly) tels que

.. _ . 1
Y kiggol,r}cfes B dim(Me) 2 3 [x(a,<n @

2) pour toute section o € Hy, ||0ko || L2y < VEX o] 12 x)-

4.3 Application a I’existence de courants

Soit (X,w) une variété holomorphe compacte hermitienne de dimension (complexe) n,
et a une (1,1)-forme réelle fermée telle que fX(a7<1) a™ > 0. On ne suppose pas {a} €
H 2(X ,Z). Nous montrons ci-dessous comment utiliser les estimations asymptotiques pour
obtenir I'existence de courants dans la classe de cohomologie de a dont on contréle la partie
négative.

Rappelons que griace au lemme de Kronecker, nous avons une approximation rationnelle :
o — ka = Ok /X)) pour k € 8, avec {oy} € H*(X,Z). A chaque oy, nous associons
un fibré (Lg, Dg, hy = | |) hermitien C* de courbure %G(Lk,pk) = ay. Pour A\; > 0, notons
Hy, Vespace vectoriel engendré par les vecteurs propres de A} associés & des valeurs propres
< kXg. Soit Ny = dim(#y) et (o1, ...,0on,) une base hilbertienne de ;. Nous ne notons pas
explicitement la dépendance en k des sections o1, ...,on, pour ne pas alourdir les notations.

Propriété 4.6. La fonction

L
(o) = 3 D lor ()P
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ne dépend pas du choix de la base hilbertienne de Hy.

Démonstration - Soit (71,...,7y,) une autre base hilbertienne, et A la matrice de
passage de (0;) & (15), i.e. 7j = Y, aijoi. A € U(N), c’est-a-dire que A4 = Id. D’ou

> lml* = Z”Z“U‘”HQ = Z(Z%%Z%‘”) = Y ayuloi, o)
J J i FEN
= Z(Z“Ualj)<‘7ia‘7l lemll2

il
—~
=(At)y=dy

Soit aussi (ex)kecs une suite de réels strictement positifs tendant vers 0. Posons

Tk =a+ —

k

'd"1 — _dd" el 2.
dd og(sk—i-bk) a+27rkdd og<€k+ Z|ok|>

4.3.1 Transformation de I’écriture de T},

Nous avons

Ni,
Ty = « + k d'd" log <6k + — Z |0k|2> =a+ —k d'd" log (Nkek + Z |0k|2> .
J 1 j=1

Remarquons que 4(DZ)M! = (00 + 0x0) = 27ra,16’1, donc OO0y, = —2z'7roz,16’1 — 00k Un
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calcul facile mais fastidieux donne alors

T, = a+ ﬁ d'd" log (Nksk + Z |0’j|2)
- i |: Zjdld/l|aj|2 _Ead,|0a|2/\2ﬂdulaﬁ|2

2rk | Neee + 351007 (Nier + 3, [0 2)°
= a+ i 2 {k0k0j,0} — {00,040} + {Ok0;,0k0;} + {0,040k 0}
N 2k Nier + 2102
i Yap ({00000} +{0a,:0k0a}) A ({0k0s,08} + {05:0k05})
2k (Nier + > |0j|2)2
= a4 2iray (3 1051%) + 355 {0k0,0k05} — {040,005} + {0kBk0s,05}
- ok Niegp + 32 |oj[?

_ Zj {Ujaakékaj}]
Ngeg + Zj |O’j|2
i | 2ap {0k0a0a} A{Okop,05} + (08:0a{0k0a:0k08} — (00,08){0k08,0k0a}

27k [ (ngk+zj|aj|2)2

n Za,g {aa,ékaa} A {Uﬂaakaﬂ}]
(Niek + 3;0412)°
Y’ |oj]? Lo, 8 > {0k8k0j,05} — {0,060}
Niek + 324 o2 kk 27k Nier + 325 |o; 2
i Niex 225 {0k0,0k05} — {0k0;,0k0;}

2k (Niex + 35 lo3?)’
L Yas 10al*{0k08,0k08} — |oal*{Bkop,0k05}
2rk (Nkex + X, |os12)°
i Dap (96,00){0k00,0k058} — (00,08){0k05,0k00a }
2k (Nkek + 32, |Uj|2)2
i 2ap {0k0as0a} A {0kos,08} + {0a:0k00} A {08,0k03}
2rk (Neer + 325 lo[2) .

Soit (eg) une trivialisation orthonormée de Ly. Notons (de maniére un peu abusive, mais
suffisament claire) :

0 =85 Q e, akO'j :Bksj®ek, 8k0j :6k8j®6k.
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Alors
Z loa|*{0k08,0k08} — (08,00){0k0a,0k08}

a,p
= Z |Sa|23k85 A 8k55 + |8/3|28k8a A OkSa — Sﬂgaaksa A 8k3g — SaglgakSg N Ok Sa
a<f
= Z (saakSg — Sgaksa) A (sa8k35 — 358ksa)
a<f
et de méme
Z |0a|2{5k0'ﬁa5kaﬂ} - <Uaa0ﬂ>{5ko'ﬂa5k0a} = Z (SaékSﬂ — 355ksa) A (8a5k35 — Sﬂéksa) .
OL,B a<ﬂ
Finalement :
T = o Nieg n ( 1a1,1) Zj |aj|2
L = . _Z .
Niek + 32 |oj? koF Nier + > |oj?
i Npep Z]- {Bkaj,akaj} % Za<,8 (SaakSﬁ — Sgaksa) A (SaakSg — 8,38k8a)
2 2
?”k (Neex + 325 lo51%)” \2”’“ (Niek + 325 10412) )
T,?; 0 T,ﬁvz 0
i Ngep Ej {00, 00} i Za<ﬁ (saéks/g - Sgéksa) A (sa5k35 - sBSksa)
B 2 2
?”k (Nier + 225 l051?) ) \2”1’“ (Nrex + 325 |o[?) .
T,‘E; 0 T,fvz 0
i 2 {10k0k0,05} — {0,0,0k0;}
27k Nieg + Zj |0j|2
T
i Dap 10k0a:0a} AN{Ok0p,08} +{00,0k00} A {0s,0k05}
B 2
2mk (Nkex + 35 1041%)
7

= TP+TR+TP+TE—Tp - T+ T - TS

4.3.2 Choix de \; et g,

Notre seconde estimation spectrale nous montre qu’en choisissant A\, = k2117 avec
—1 <y < 1/b2(X), nous avons la minoration asymptotique

1
liminf k™" RY°(0) > — / o”.
k—+o00, kES n! X(a,gl)
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Sigp = k=08 avec —1 < B < 7y, alors /A /ex et Ag/er sont majorés par CkP=7, donc
tendent vers 0.

4.3.3 Estimation de 9;0;0;

Nous avons établi en 4.2.1 l'inégalité suivante:
3 112
10kr12: ) < C (Rl ) + 10622, ) -

Chaque o vérifie ||o]12. ., = [x |0j]* =1 et ||8ko]||L2(X) < kM. Dot ||0k0]|22 .y, < Chk.

L2(x) — L2(X) =

Nous aurons besoin, dans la suite, d’une estimation de ||00k0; | 2 x) :

||akék0j||%2(x)
= (OkOk0j , OkOko;) = (Of KOk , Oroy)
= ((¢[A, 0] — 7%)0k0ko; , Okoj)
<<zAakakakaJ — 10 A0 Oo; — T* OO0 , O ;)
= (iA(— 217ra — OOk )Ok0j , Ok0Y) — (i0k (AOk)Okoj , Okoj) — (T*OkOkaj , Oko;)
= (2n[A, O‘k ]8k0J ,0k0; ) — (iAOkOkOkTj , Opo;Y) — (i0k(i0f + iT*)Okaj , Okoj)
—{r akakaa , Ok0j)
= (2r[A, ) Bkoj , oy — (MO (—2imey?0;),0k0;) + (F}Oko; , BOkos)
+{(7 ak% , OpOkaj)) — (7% Ok Ok ,31#7]))
= (2 [A ay'18koj, Bgoi) — (2n[A,d'a?]oj, 8os) — (2ma)? A dyoy, Bkos)
H(&ly Aloy) +(7°0k; 00k = (ko hoy)
C||oz,1€’1||0 ||5k‘7j||L2(X) + C”d, ay’ ||0 ||‘7j||L2(X) ||5k0j||L2(X)
+Cla?ll0 1885112 ) 10k 2 ) + 18RS 1122 ) + CllOkT Nl 20x) 18K 1] 2 )
+C |10k 2 o) |0kl 2 )
C(k(kAk) + k=0 (N2 4 VO O0RY2 (X2 4+ (k) + (kX)) Y2 (kAg)

+(k>\k)1/2||3k5k0j||L2<x>> :

IA

IN

En utilisant A\, = k72727, il vient alors

10k Ok 1172 ) < CH™ + Ck™ )10k B 2 x) -

Il ne reste plus qu’a écrire

VAN

Ck > + Ck~ 210,80, 120
Ck™™,

10k 0k 1112 x,
180kl 22x) — C~ 21040k 22y

A

_ 1 2 1
(||8k6koj||Lz(x>—56%‘“/””) < K™ 4 1% < ok
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pour obtenir finalement

||6k5k0’j||L2(X) S Ck_’y .

4.3.4 Estimées des différentes composantes 7} de T,

Rappelons quesiT =14 ) a,p Tap dza NdZg est un courant d’ordre 0 et w =1 > ; dzj Ndz;,
alors

TA— ZTH [A T]

n—l

Nous avons les estimées suivantes:

e Estimation de Tk1 :

: = > est & valeurs dans [0; 1], donc est uniformément borné.
R 225 o5l

e Estimation de T} : T2 converge uniformément vers 0, car [[a—1/k a,lc’l oo < Ck™171/02(X),

e Estimation de T3 + T, 4. Supposons que w soit une métrique de Gauduchon, i.e. telle

que 88( ) = 0 (ce qui est toujours possible sur une variété compacte complexe, voir
[Gau77]). Nous avons alors

/Tk/\w”1 = /oz/\w"1

_ /(T,g+T,§)Awn—1+/(T,§+T,g)Awn—l+/(_T,§_T,§+T,g_T,§)Awn—1.

L’intégrale contenant Tk1 + T,? est bornée, et nous allons voir ci-dessous que l'intégrale

contenante T,? , 1, ,? , Tk7 et T,? tend vers 0. Cela assurera que la partie positive T,S’ + T,;l
est bornée en masse.

o Estimation de T,? :

1 [ Nier Y, 10k0]? 1 > 10kos|? 1 S5
k 22 S 5] Nt S o S ElNe 2 [ 13kl
(Nier + 325 1041%) KEk + 2,105 Kk

IA

Ny
1 Ak
Y kA = 22
k:Nksk = k Ek
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e Estimation de T,? :

12 0<p (3a0kss — $0k5a) N (SaOksp — $80kSa) w1
k (Neek + 35 [o51%)” (n— 1)t

1 Yacp 8a0k8p = 550ksali o™ _ 2 Yacp [8aOkssl” + |350ksal® wr
koo (e +X0052)" ot Tk (N + X lo2)t
2 S l5alliss? wn _

2 3, loal? - w™
< 3 T ST et (D Bkosl) =5
(Ngex + 25 l0502)" ™ (Nkex + 22 10412) 5 '
2 Nkekza |0'0,|2 = 2 wn 1 = an
= . akO' — S 8k0 —
FNkek (Nyex + 5, |o51?)? (Xﬂ] ol") n! = 2kNgex Zﬁzl ol r
d’ou

/T5/\ CARNP . §/|30|2< L o <2
PO =D T dmkNgey £ ) TP S ke T T e

e Estimation de T,Z :

5, losl 4010 _ VEi10iP /55 |9k0ko c 1 N
>~ >~ kOkO
Nier + >3, |oj? Nier + >, |oj? 2V Nker\| 5 e

d’ou

1 o | |0k Ok s 1 1 e
1 Z]| J|| kUL J2| < / . Z|8kak0'j|2
k Nk5k+2j|0j| 2]42\/(% Ny, o

C L C 1 Xk
< — ) |OkOkoj]? = — 0:9r0412,
T 2k\/ex /Nk ;| k95| 2k+/ey \| Nk ;H kO (X)
k== A
< C Vok® < ¢ = Ot
2]{;\/a \/E_k Ek

o Estimation de Tkgz

| o {00000} AMkoposl  _ Fap HOkTa0a} {00506}
(Nk€k+2j|o—j|2)2 = (Nk€k+zj|0j|2)2
>ap 1oallos] [Okoal |Okos|
(Niker + 325 lo12)°
Yo 100l 10600l 25 |o] |0
Nier + X5 loj1* ~ Niew + 35 logl* 7

IA
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or

> a |94l [Okoa < V2o l0a’ V34 [0k00l?
Nksk—i—zj|0'j|2 - Nk5k+2j|0j|2

1 1 1
—_— 0o 2 = Oko 27
2v/Nex zajl kel 25k Nkza] k0l

d’ou

1 |Za {6k0aaaa}/\{5k0' R 1 1 1 =
/— £ y < 2/ — N 10hoal?, [ 3 IBroal?
k (Nkex + 35 10412) k(2/€k) Ny 4 Ny <

1 1 1 _
< - - 2 il 2
< iy S et [ S
< L\/C’k\/k)\k
4k8k
< C_VA’“
€k

(X) est plus

Nous voyons donc maintenant pourquoi la deuxiéme estimation en k—2-2/b
utile que la premiére en k~1/6.

En effet, les différentes composantes de T}, sont controlées justement par v/Ag/ex et Ag/ek-
Ainsi, nous voyons que puisque nous devons diviser par €, qui tend vers zéro, il est mieux
d’avoir A le plus petit possible, donc tendant le plus vite possible vers zéro.

Par ailleurs, 8k8_kaj ne peut étre contrdlé, avec notre méthode de calcul, qu’avec Ay =

k=277, 011 0 < v < 1/by(X). La premiére estimation ne suffisait donc pas.

4.3.5 Existence d’un courant

Donnons un résultat effectif de contrdle de la partie positive du courant limite, qui illus-
trera l'intérét d’avoir des estimées spectrales asymptotiques pour des valeurs propres les plus
petites possibles.

Posons fx(z) = %fb%. Cette fonction est a valeurs dans [0; 1], donc est L*. Or L*°(X)
est le dual de L' (X), qui est séparable. On peut donc extraire de la suite (fx)recs une sous-suite
convergeant faiblement (pour la topologie faible * sur L*(X)') vers une fonction f € L®(X)
a valeurs dans [0; 1].

Par ailleurs on peut aussi extraire de la suite de courants T,? —I—T,;1 (courants positifs bornés
en masse) une sous-suite convergente (faiblement, au sens des courants) vers un courant
positif, que nous noterons P. Enfin, les autres termes de T}, tendent vers zéro en norme L'.

Nous pouvons donc extraire de (T )kes une sous-suite convergente vers un courant 7' =
f-a+ P tel que {T'} = {a}, P étant un courant positif et f une fonction L* & valeurs dans
[0;1].

99



Nous pouvons donc énoncer par exemple:

Théoréme 4.7. Si la suite (bg)res vérifie uniformément sur un ouvert U [’estimation

1
bi(z)| > Ck™, pour A <1+ —— fizé,
() oy
alors il existe un courant T dans la méme classe de cohomologie que «, et qui est positif
au-dessus de X (a,0) et au-dessus de U.

Démonstration - Si A < 1+ 1/be(X), nous pouvons trouver 0 < y < 1/bo(X) et
0 < B <~y desorte que A —1 < B. Alors |b(z)|/ex < Ck~4H1HP — 400, donc fix(z) — 0.
Donc f =0 sur U. O
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Annexe A

Variétés presque complexes

A.1 Espace tangent complexe

Soit (X,J) une variété symplective. On a donc J? = —Id sur TgX. On étend par C-
linéarité J en Id ® J, endomophisme C-linéaire de Tg X . J induit la décomposition en sous-
espaces propres

TeX =T’ X @ TY' X

relativement aux valeurs propres ¢ et —i.
On a

T°X = {(—iJ¢|E€TrX} = {u€TeX | J(u) = iu},
TVX = {(+4J¢|E€TpX} = {ucTeX | J(u) = —iu}.

La conjugaison de € induit une conjugaison sur le complexifié, donnée par
a®{=a®f VYael, K VEeTrX.

Par suite, il vient que B
a®E=a®f YaeC, Ve TpX.

On a deux isomorphismes IR-linéaires

o0 { TwX — T;°X et Ol { TwX — TV'X
& = 5(E—iJE) & = (E+iJE).
On a 0o J =iph¥ et ¥ o J = —ip®l. Ainsi on peut voir (Tg’lX,i) comme l’espace

complexe conjugué de (T}’OX ,z').
On identifie N
CorThX — Homg(TeX,C)
a® ¢ — (ald) ® ¢
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J agit sur Tg X = Homg (T¢ X,C) par J (¢) = ¢oJ, ce qui induit encore une décomposition
en sous-espaces propres
TiX = TyoX & Ty, X

relativement aux valeurs propres ¢ et —i.

TipX = {Id®q’>—z'Id®¢oJ|¢ETH’;X}:{f€T§X|f|T0,1X:O}:{f€T§X|foJ:z'f},
J

To X = {Id®¢+iId®¢oJ|¢€Tn‘;X}:{f€T§X|f|T1,OX:O}:{f€T$X|foJ:—if}.
J

Nous avons la-aussi une conjugaison induite par € :

a®@p=a®¢ VaecC , VpeTiX.

Par suite, il vient que B
a-f=a-f VaeC, VfeTX.

En particulier, pour toute ¢ € T X, ald ® ¢ = ald ® ¢.
On constate donc que

flu) = f(a), VfeTgX K Yu€TeX.

1 est clair que si f € T¢ X, f(u) = au = f(u) = f(u) = au. Donc la conjugaison induit
un isomorphisme IR-linéaire (C-antilinéaire) entre T' E’IX et T }’OX d’une part, et entre 77 X
et Tp1 X d’autre part.

On prend maintenant un systéme de coordonnées locales (z1,. .. ,Zn,Y1,---,Yn) €t on pose

2k = Tk + 1Yg. Par un changement linéaire des coordonnées, on peut choisir ces coordonnées

0

_ 0 : —
3$k) = gy au point z = 0.

locales de maniére & ce que J (

On note encore dzy et dyy les extensions C-linéaires & T¢ X de dzy et dyi. On pose alors
o _1(0 .0
sz N 2 3:17k Byk ’

o _1(0 .0
sz N 2 a.’L'k 8yk ’

dzk = dZEk —I—idyk,
dzy = dxi — idyg.
Alors 3 3 5 3
dzj | =— ) =0ik,dzj | ==— ) =0,dz; | — | =0,dz; | =— | = d;x.
% (6zk> gk > O%] (82k> 0, dzj <8zk> 0, dzj (aék) gk
Ainsi (dzi,...,dz,,dZ,. .. ,dZ,) est la base duale de (%,...,%,%,...,%). On notera

que l'on a bien dZzg(u) = dz(u).
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Au point z=0, on a

62k|0 E)zk|0 8zk‘0 E)zk|0

donc 5
1,0 0,1
— €T, X,— €T;;X.
0z, lo 70 0z, lo 70
Et
d2k|0 o J|0 = z'dzk|0 , d2k|0 o J|0 = —id2k|0.

Dans le cas ol la structure presque complexe J provient d’une structure complexe sur la
variété X, alors les remarques ci-dessus vraies au point z = 0 sont en fait vraies en tout point
de X. En particulier

dz =0et dz =0
klzo.1 x FlrLox

en tout point de X. Donc dz, est de type (1,0) et dzj est de type (0,1). Mais revenons dans
la suite au cas général d’une structure presque complexe pas forcément intégrable.

On définit le conjugué d’un opérateur F par
F(u)=F(4), Yué€TeX.

Si 'opérateur F' est de la forme F' = Id ® f avec f € Endr(TrX), c’est-a-dire si F
provient d’un opérateur réel sur le fibré tangent réel, alors F = F.

Ce qui suit a pour seul but d’attirer 'attention sur un abus de notation souvent utilisé.

Supposons, jusqu’a la fin du paragraphe, que la structure presque complexe J provient d’une
structure complexe sur la variété X. Alors on a

0 0 0 0
(9 \_ 9 o1 9 \_ 0
s (6%) oz 7 (5:1%) 0z

Et
@2 (dz;) (%) = dx; (6%,9) =ik
0. (dy;) (6%6) = dy; (%) =0
02 (dy;) (ﬂaizk) = dy; (6%19) = 0jk
Donc

ot0(dxy) = dz et p-O(dyy) = dzg = dzg 0~
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A.2 Différentiation et (p,q)-formes

Soit (X,J) une variété presque complexe de dimension réelle n. Notons Tg X = CQrT*X.
Soit AP T¢ X le sous-espace de A* Tq X engendré parles aAB, a € AP T10X, 8 € N1 To 1 X.
On note encore C3°(X,C) = C*°(X, \* T X) lalgebre des formes différentielles complexes,
CP(X,C) = C®(X,\FTEX) et Cpo(X,€) = C=(X, APITG X). On a les décompositions

N Tix = @/\T*X Nrmx=@ N'rix,

pt+g=k

qui induisent les décompositions

CF(X,0) @Ck (X,0), CP(X.C)= @ Cr(X.0).
ptq=k

Soit TIP? 1a projection C}3°(X,C) — Cpo(X,C) suivant la décomposition en somme directe
ci-dessus (ot k = p + q). d*! est défini sur C “(X,C) par 179! o d. On définit de la méme
maniére d'0, ¢%~1 et d=12.

CP(X,C) est localement engendré par C*(X,C), C7%(X,C) et C§%(X,C). Et on a les
inclusions évidentes

dC®(X,C) C CH(X,C)+C5(X,C)
dC‘f?O(X,GJ) C Cgf’o(X,(E)+Cf1(X,(D)+08?2(X,®)
dcgj’l(X,(D) C Cg?O(X,cD)+C°1’j’1(X,®)+ng’2(X,®)

d’ott
dcg?q(Xa(D) C g?}—Q,qfl(X#D) + p—{—l q(X (D) ;?Q-H(Xac) + C -1 q+2(X (D)

On a donc toujours
d= dl,O + d(),l +d2,—1 4+ d_1’2.

Soit « une (p,q)-forme: a € AP!T*X ® €. Alors @ est une (g,p)-forme.

da = d"a + d%'a + > la + d 2
—— — N—— ——

(p+17Q) (p7q+1) (p+27q71) (p717q_|—2)

da= dW0aq + d%la + d>la + d-12q
N—— —— N—— N——
(gp+1)  (g+lp) (g-1,p+2) (g+2,p—1)
da = d'a + d"%a + d"%a + 4> 'a
N—— v \,_/ R/—’
(gp+1)  (g+lp) (g-1,p+2) (g+2,p—1)

Il vient donc

dW0a = da et d2la=d%a VYu de type (p,q)
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A.3 Tenseur de Nijenhuis

Le tenseur de Nijenhuis est 'application bilinéaire antisymétrique
Ny : C®(X,TX) x C®(X,T°X) —» C=°(X, 7" X)

qui & une paire de vecteurs (£,n) de type (1,0) associe la partie de type (0,1) de leur crochet
de Lie [£,n)].

Il est clair que ceci définit bien un tenseur, car

(€, fn] = fl&n + (& f)n pour toute f € C°(X,0),

ce qui implique Ny (&,fn) = fN;(&,1n). Autrement dit, N est une (2,0)-forme & valeurs dans
701X,

La torsion de J est le tenseur de type (1,2) défini par

Na(&m) = { 1€ Tn) = Jl.In] — J1IE] — 6]}
Posons Z = [1(¢ — iJ€),%(n — iJn)]; alors la partie de type (0,1) de Z est
N5 (5608 -im) ) © §(2+402) =~ (No(Em+iTNs (6m) = = 130 (36170 5 (r-im))

Donc

si £ sont de type (1,0), alors Ny(£n) = —4Ns(€Em).
si & sont de type (0,1), alors  Ns(&m) = —4N5 (&) = —4N1(€m) .

On peut établir les relations

Ns(€m) = —-Ns(n,€) et Ny(JEm) = Ny(€,Jn) = —INs(€m).

Remarque: dans des coordonnées locales (z1,...,x2,), écrivons
2n
o 0 ; 0 6
N 2= NL L e s Y Jde 2
Oz;’ Oz, i=1 Oz; 1<4,7<2n
On a

2n
i = (J] OnwJi — Ji Onj — Ji 05T + J;, 0T )
h=1
ot Op, désigne la dérivée partielle %.

. . ) 1,0 o
Si (£1,---,€n) est un repére orthonormé de 7" X, on peut écrire

Ni=> a;8¢, aj€C5H(UCL)
j=1

On définit alors deux opérateurs conjugué 6’ et 6" sur A* T X tels que
U—ZO[J §J_Ju U—ZO{J fj_nu
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11 est clair que 0" et 6" sont des dérivations, c’est-a-dire que
' (u A v) = 0'(u) Av + (—1)98% A 8’ (v)

pour toutes formes u,v, et de méme pour 6”.

Théoréme A.1. On a les relations §' = —d>~! et §" = —d— 2.
Démonstration - Tous les opérateurs étant des dérivations, il suffit de prouver les
formules pour des formes de degré 0 et 1.

Si u est de degré 0, 'u = 0, ¢"u = 0 et du n’a que des composantes de type (1,0) et (0,1).
Si u est de degré 1 et £, n sont des champs de vecteurs, on a

du(&m) = & - uln) —n-ul€) —u((&n))
Si maintenant u est de type (0,1) et &, 7 sont de type (1,0), alors
(du)>°(&m) = du(&n) = —u([En]) = —u(N5(En))
Donc (du)?? = —0'u et bien sir (du)V' = d'u, (du)®? = d"u, §"u = 0. Le résultat pour u
(1,0)-forme se déduit par conjugaison. O
Propriété A.2. Nous avons les relations suivantes :

d/2 _ [d",el], d//2 _ [d/’eu]’ [dlﬂl] =0, [d”,@"] =0, 9/2 =0, 9//2 =0,

[d',d"] = —1[0".0"] : c’est un opérateur d’ordre 0.

Démonstration -
d — dl _I_ dll 9[ _ 9//
o N S
1,0 01 2-1 -12

Donc il vient

0=d? = d/2 + d//2 + 9/2 + 0//2 + dl,d" _ d’,0’ _ d’,@” _ dll’ol _ d”,@" + 01’9//
LA AL [dd"] —[d 0]~ [d.0"] — [d".0'] = [d".0"] + [¢0',0]
; ) " -2, 1,1 3,1 0,2 2,0 ~1,3 1,1

Il n’y a plus qu’a regroupper suivant les bidegrés. O
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Annexe B

Variétés presque kahlériennes

B.1 Quelques formules utiles

Rappelons une formule facile, mais trés utile pour la suite: si & est un champ de vecteurs
et u, v deux formes, alors

Ea(uAv) = (Eau) Av+ (—1)%8% 4 A (€ Lw).

Si @ est une p-forme, alors

p

607 '751) Z ij 505 'aéj""agp)_'_ Z (_1)]+k: 9([§j7£k]1§0""aéja"'aéka"'agp)'

=0 0<j<k<p

Si « est une 1-forme sur X et V une connexion sur X, on peut définir Va par

(Vea)m) =€ (aln) — o Ven)
puis par récurrence

k
V(iAo ANayg) = Z(—l)dega1+-..+degaj—1a1 A...ANVaj A N\ a.
=1

Si J est un endomorphisme de T'X et V une connexion sur X, on peut définir VJ par
(Ve )m) = Ve(Im) = I (Ven).-

J est dite paralléle a V ssi VJ =0 ssi V¢(J(n)) = J(Vg 77) pour tous &,7.

Remarquons que la dérivation covariante de J? = —Id donne
VIoJ+JoVI=0, e (VeJ)(In)+J((Ved)(m) =0.
Propriété B.1. Si V est la connexion de Lévi-Civita, on a VJ =0 < Ny =0.
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Démonstration -

e N;j(X)Y) = [JX,JY] — JX,JY] — JJX,Y] — [X,Y]. En utilisant les faits que [X,)Y] =
VxY — VyX (torsion nulle), (VxJ)Y = Vx(JY) - J(VxY) et (VxJ)J+J(VxJ)=0,il
vient aprés développement et simplification que

NJ(X,Y) = (VxJ)JY — (VyJ)JX + (ijJ)Y — (VJyJ)X

e dw(X,Y,Z) = X -w(Y,Z)-Y -w(X,Z)+ Z w(X,Y)-w(X,Y],Z) +w([X,Z2],Y) —w([Y,Z],X).
Or w(Y,Z) = g(JY,2),

donc X -w(Y,Z) = g(Vx(JY),Z)+g(JY.VxZ) =g((VxJ)Y,Z)+g9(JVxY,Z)+g(JY,Vx Z)
et w([X,Y],Z) = g(JVxY — JVyX,Z). Aprés calculs et simplifications, en utilisant aussi les
faits ci-dessus évoqués, il vient

dw(X,Y,Z) = g((vXJ)YaZ) - g((VYJ)XaZ) + g((vZJ)XaY)'

Maintenant on utilise encore que V xJ anti-commute avec J, et que g(JX,Y) = —g(X,JY).
I1 vient alors

dw(JX,Y,Z) + dw(X,JY,Z) = 29((V 2 J)X,JY) + g(N; (X.Y),Z).

Or on a dw = 0. O

B.2 Produits scalaires et hermitiens

Effectuons d’abord quelques rappels. Soit V un C-espace vectoriel de dimg n, et (21, ... ,2p)
des coordonnées sur V. Elles induisent (8%1, e ,%) base de V et (dz,...,dz,) base de V*.

On a une correspondance entre formes hermitiennes A sur V et (1,1)-formes u sur V,
donnée par

h= Y hjpdz;®dze (hje =hgj) +— w=i Y hjpdz Adz

1<j,k<n 1<j.k<n
avec u(&,n) =4 Y. hk(&m — nj&) = —2Imh(€,n) pour tous &,n € V.
1<j5,k<n

Soit maintenant (X,J,w) presque kdhlérienne. g = w(-,J-) est une métrique riemannienne
sur X. On étend g par C-linéarité 3 Tp X ® C.

Un calcul simple montre que g(u,v) = 0 si u,w € TH°X ou u,v € T¥'X (c’est d’ailleurs
vrai de toute forme bilinéaire réelle que I'on étend par C-linéarité).

Démonstration - si u,w € TYOX, g(u,v) = g(Ju,Jv) = g(iu,iv) = —g(u,w). O

On pose h(u,v) = g(u,v) pour u,v € T*°X. Ceci définit une métrique hermitienne sur
THOX.
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Soit (e, ... ,e2,) un repére local orthogonal de Tr X tel que J(e;) = ej4q et g(ej,ej) = 2.
Posons ¢; = %(ej —iJe;). Alors (e1,...,en) est un repére local de T10X | unitaire pour h.

Propriété B.2. Si & = 2(X —iJX) etn=3(Y —iJY) € T'OX avec XY € TrX, alors
1 1
h(ﬁﬂ?) = Eg(XaY) - §w(X7Y)

On associe & h la (1,1)-forme sur 710X définie par wy(€,n7) = —2Imh(€,n) = w(X,Y).
(remarque: wy (i) = w(JX,JY) = w(X,Y) = wn(€,n))

g %(X - iJX),%(Y +iJY)) = %Q(Xay) - %w(X,Y) Donc si & € T'9X et n € TOX,
g(z(Y +iJY),5(X —iJX)) = 39(Y.X) + fw(Y.X) alors g(&m) = g(n,£)-

w %(X - z'JX),%(Y +iJY)) = %W(Xay) +39(X.Y) Doncsi é € TW0X et n € TOLX,
w(3(Y +iJY),3(X —iJX)) = tw(V,X) - ig(V,X) alors w(é,n) = —w(n,f).

Et w(X,Y) = —2Img(£,7) = 2Rew(&,) si &n e THX.
Conclusion : pour tous &,n € TR X ®r C, on a

g(&m) = g(n€), g(&n) = g(&m), w(&n) = —w(ng) et w(&n) = w(&7q).

w, prolongée par C-linéarité & TrX ® C, est & valeurs complexes, alors que wy est &
valeurs réelles. On a bien w = w, mais cela ne signifie nullement que w est a valeurs réelles,

simplement que w provient d’une forme réelle, et prend des valeurs réelles quand évaluée sur
des vecteurs réels.

111



112



Annexe C

Courbure d’un fibré vectoriel

C.1 Lien entre cohomologie de De Rham et cohomologie de
Cech

Pour ce qui est dans cette section, on pourra consulter par exemple [Wei52].

Dans toute cette section, soit IK = IR ou €, et X une variété C*°. Considérons U = (U,)
un recouvrement contractile localement fini ouvert de X et une partition de I'unité (hy) qui
lui soit subordonnée. C’est-a-dire que hqy : X — [0;1] est C°°, supp(fa) C Va et Y, fa = 1.

Rappelons que

(i) dire que le recouvrement (U,) est localement fini signifie que chaque point z € X a un
voisinage qui ne rencontre qu'un nombre fini de V,;

(i) supp(fa) ={z € X | fa(z) # 0}.

C.1.1 Lien entre H ,(X,K) et H (UK)

e Soit w € Hjp: dw = 0, donc Wy, = dfa- Si Ua NUg # 0, d(fo — fﬂ)\UanUB
(fo — f3)|UanU6 = cqp € IK. On obtient donc une 1-cochaine ¢ = (cog) & valeurs dans

= 0, donc

IK, et (5C)aﬁ7 = Capy ~ Copy +cCay =Coy —Cay+Cap=-..=0.

Si Wiy, = dgq, alors (go — fa)lua = Ay € K. Posons dug = (9o — 95)
daﬂ = Cap t+ (Ao — >\/3), ie.d=c— 9\

Donc [c] ne dépend que de w. Et si w = df, alors [¢] = 0. Donc [¢] ne dépend que de
[w]. D’oll une application

ERYE Alors

{H;R(X,]K) — HY(UJK)
[w] — [d]

e Cette application est injective:

siw € Hip(X,K) et [c] =0, alors cap = Mg — Ag. Posons fo = fo — Mg (si W, = dfa).
Alors (fa - fg) = 0. Donc w = df.

lvanug
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Cette application est surjective:
soit ¢ une 1-cochaine & valeurs dans IK telle que dc = 0. Posons

fa = Z hycay sur U,.
v/ UaNUy#0
(fa—fﬂ)wamﬁ = ZU(XOU.Y#(D hvcav_ZUgmm haycgy =22 hy(Aa=2Ay) =20 hy(Ag—Xy) =
Ao — Ag = cap- Posons wy = dfe: (wa — w/)’)annUﬂ = d(fa — f) = 0. Donc [w] a pour
image [c].

C.1.2 Lien entre H:,(X,K) et H*(UK)

Soit w € H2p(X,K):

Wiy, = AN, (Mo — 775)|Uam]ﬂ = dfap, fap € C° Uy NUzK).

[y — fay + fap = capy € IK: c est une 2-cochaine & valeurs dans IK.

On voit facilement que [c] ne dépend que de w (pas de 74) et que si w = dn, alors
[c] = 0. Donc on a une application bien définie

{ H?,(X,K) — H?*(UK)
[w] — [
Cette application est injective:

si ¢ = du, posons fog = fag — Uagp : alors f~ﬁ7 — fow + faﬂ = 0 sur Uy, NUgNU,. Posons

Ja = Z h, fav sur U,.
v/ UaNUyZ0

On a (go — 9/3)\Uanuﬂ = fag; poSonS Mg = Mo — df. Alors (ﬁa — ﬁg) = 0. Donc

w=dn, ie. [w]=0.

‘UQDUB

Cette application est surjective:
Soit ¢ une 2-cochaine & valeurs dans IK telle que dc = 0. On pose

(i) fap =22, h7|UqﬂU6r1U7 Capy Sur Uy, NUg
(i) 70 = Z‘/ hy dfa“rluanm
(if) wa = dra

Alors (wq — wg) = 0, donc w a pour image [c].

lvanug

C.2 Prescription de la courbure

Pour les deux propriétés qui suivent, on pourra consulter par exemple [Wa77] (Addendum
au chap. 4) ou [Wo092] (Prop. 8.3.1).

Propriété C.1. Soit X une variété C™ et w une 2-forme réelle fermée entiére sur X, c’est-
a-dire que [w]gr € (H2(X,Z))]R. Alors il existe un fibré en droites complezes C*° E — X et
une connezion V sur E de courbure V? = —2itw. De plus il existe une métrique hermitienne
h compatible avec V.
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Démonstration - Soit U = (U,) un recouvrement contractile de X, et (¢, ) une partition
de I'unité subordonnée a U.

o (Construction du fibré et de la connezion V :
Sur Uq, parce que dw = 0, on a w),, = df, avec 0 € C(Uqy,R).
Sur Uy NUg # 0, d(0, — 05) = 0 donc 0, — 0 = dhap avec hop € C®(U, N Ug,R).
Sur UoNUNU, #0, d(hgy — hay + hag) =0, d’ott hgy — hay + hag = capy constante.
Puisque [w]4r € (H2(X,Z))]R, on peut sUPpOSer que Cqgy € Z.

En effet, si [w]qr € (HQ(X,Z))IR, cela signifie que [cap,] € H?(U,R) appartient en
fait a H>(U,Z). Donc ¢ = d + §\ avec d € Cochaine®(U,Z) et A € Cochaine' (U,Z),
c.-a-d. capy = dapy + ()‘B‘Y — Aay + Aap)-

Alors frap = hap — Aap vérifie ]~7,37 — ]~7,a7 +hap = dapy €EZ et 0o, — 0 = dhap. Donc
on peut remplacer hog par ilag et capy Par dopy € Z.

2imh,

Posons g,g = e*™"6. Alors ggvggvlga/g — 2im(hpy—haythap) — e2imCasy = 1. Donc les

Jap sont les fonctions de transition d'un fibré en droites complexes E sur X.

Sur Uy NUg # 0, (—2imbg) — (—2in6,) = 2indhyg = g;ﬂl,dgaﬂ. Donc les —2imf, sont
les matrices de connexion d’une connexion V sur £ = X : V >~y d — 2iml,.

Alors V2 = —2inw, donc 5£V?2 = w.

o Construction de la métriqgue hermitienne h:
Soit e, le repére associé a la trivialisation précédement construite au dessus de U, (i.e.
tel que Ve, = —2iml, ® e,). Je pose que h(eq,eq) = 1.
Remarquons que comme les potentiels de w sont réels, les fonctions de transition g, sont
de module 1. Je définis ainsi bien une métrique hermitienne, puisque sur U, N Up # 0,
h(eg,eg) = h(gaﬂeaagaﬂea) = |9aﬂ|2h(ea>ea) = h(ea,ea) =1
Par ailleurs, h est compatible avec V, puisque dh(eq,eq) = 0 = (—2imb,) + (—2inb,,).

O

Propriété C.2. Soit (E.h) — X un fibré en droites complexes hermitien, w une forme
symplectique sur X et V une connexion (compatible avec h) sur E de courbure ﬁVQ = w.
Si (z1,...,2) sont des coordonnées locales telles que w = %3 dz A dzy, + O(|z]?), alors
il existe au-dessus de chaque point une trivialisation ¢, dans laquelle V ~, d + A, avec
Ao = 5 Yo(2d% — Zidz;) + O(|2]%).

Démonstration -

e Soit une trivialisation unitaire ¢, au dessus de Uy, on a V ~ d + A,. La forme A, est
imaginaire pure et dA, = —2imw. Ecrivons dans des coordonnées locales :

A, = Z (ajdzj — (_ljdzj) + Z (bijj + b;-kij)dzk — Z (B;kz] + Bjkij)dzk + O(|Z|2)
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Alors
dA, = Z(—‘;k — by,;)dzj A dZg + bjedzj A dzg — bjrdZz; A dzy, + O(|2°)

n
= WZdzk Adzy, + O(|z?)
k=1

Donc I_);-k + by; = —mdj) et bjr = 0. D’onr
A, = Z (ajdzj — @jdij) + Z bjkéjdzk — I_)ijdek + O(|Z|2) avec l_)jk + bkj = —7T5jk

Rappelons que si eg = gageq, alors Ag = Ay + g;édgaﬂ.

Posons gos = e~ 2(%% 7% ). Remarquons que gos est de module 1, car 'argument de
I’exponentielle est imaginaire pur. Alors

g;/;dga[g = - Z (adej — (_ljdgj)
Ag = Aa—) (ajdz — a;dz) = ) biwzidz — bjkzidze + O(|2)%)

On a by + 5o, = —(bjk + géjk). Posons donc

Gpy =€~ Y (bjrzize)—5 2 |2

Un calcul facile donne iIm(ijijzk) = ijkéjzk + %Z |Zj|2 et Re(ijkEjzk) =

-5 |z]-|2. Donc gg, est de module 1 puisque I'argument de I’exponentielle est imagi-

naire pur.
_ _ _ ™ _ _
gﬂ,yldgg,y = - Z (bjdejzk + bjkzjdzk) -3 Z (zdej + zjdzj)
_ _ 7T _ _
= — Z (bkajdzk + bjkzjdzk) -3 Z (Zdej + zjdzj)
— _ _ _ 7T _ _
= — Z ( — ijdek + bijjdzk) + WZ Zdej — E Z (Zdej + Z]'de)
(

= - Z bjkijdzk — Bjkzj'dfk) + g Z (Zjdij — Ejdzj-)

D’ou
A,y = Ag—z (bjkfjdzk—i)jkzj'dzk)+g Z (Zjdfj—fjdzj') = gZ zdej—Zjdzj+(9(|z|2)

Il est & noter que les changements de trivialisations sont tous unitaires. Donc h(e,,e,) =
h(eq,€aq)-
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Remarque: si £ — X est un fibré en droites complexes muni d’une connexion V de
courbure V? = —2inw, alors il existe au voisinage de chaque point de X une trivialisation de
FE dans laquelle V = —2in8, avec 8, réelle et df, = w.

En effet, soit une trivialisation au-dessus de U, dans laquelle V ~ d + A, avec A, abso-
lument quelconque. Ecrivons A, = —2imp, (donc dp, = w). Ayant pris le soin de choi-
sir U, contractile, le fait que dw = 0 assure que w = df, sur U, avec 6, réelle. Ainsi
d(pa — 0a) = 0 = po — 0o = dfs avec fo € C®(U,,C). Posons alors g = e*™f=.
9 'dg = 2indf., donc —2inb, = —2imps + g 'dg. Donc g fournit le changement de tri-

vialisation désiré.

En particulier, le résultat de la propriété précédente est encore vrai sous I’hypothése de
la remarque, puisque dans la preuve on n’utilise pas h (sauf pour avoir 6, réelle au départ).
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