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Introduction

Les groupes finis apparaissent naturellement dans de nombreuses situa-
tions, en mathématiques bien slir, mais aussi dans d’autres sciences telles
que la physique ou la chimie. Ils forment & ce titre une classe fondamentale
d’objets mathématiques, dont la richesse et la complexité est attestée par la
classification des groupes simples finis.

Un outil capital pour leur étude est la théorie des représentations li-
néaires. Celle-ci étudie l'algébre kG d’'un groupe fini G sur un anneau com-
mutatif k. En considérant cette algébre plutot que le groupe G lui-méme
on accéde & une palette plus vaste d’outils et de techniques mathématiques,
comme 1’algebre linéaire et 1’algébre homologique.

Si k est un corps de caractéristique ¢ non nulle, alors on parle de re-
présentations modulaires. Cette théorie, introduite par R. Brauer au milieu
du XXeéme siécle, est liée & la structure ¢-locale du groupe, c’est-a-dire & la
structure de ses ¢-sous-groupes, de leurs normalisateurs, etc... L’algébre kG
se décompose en somme directe de sous-algébres indécomposables, que ’on
appelle les blocs de kG. Pour étudier ces blocs il suffit de se concentrer sur
I'un d’entre eux, le bloc principal, car la complexité de sa structure est au
moins aussi grande que celle des autres.

A toute représentation linéaire de dimension finie on associe un caractére.
La théorie des caractéres permet d’étudier les composantes irréductibles des
représentations linéaires d’un groupe fini. Si k£ est un corps de caractéristique
nulle contenant suffisament de racines de 1'unité, la théorie des caractéres
détermine entiérement la structure des représentations linéaires. En effet les
représentations irréductibles ne peuvent pas étre assemblées de fagon non
triviale : 'algébre kG est semi-simple.

Par contre dans le cas ol la caractéristique de k est un nombre premier
¢ non nul qui divise 'ordre du groupe, la structure d’une représentation
linéaire peut étre complexe, elle n’est pas déterminée par ses composantes
irréductibles. La théorie des caractéres permet toujours de déterminer ces
composantes, mais ne renseigne pas sur leur agencement. Elle a donc toujours
un role important mais ne suffit pas pour I’étude des blocs.
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L’utilisation depuis une dizaine d’années de I’algébre homologique consti-
tue une approche intéressante et fructueuse de ’étude des représentations
modulaires des groupes finis. Comme un bloc est une algébre particuliére, il
donne lieu & plusieurs catégories comme sa catégorie de modules ou sa caté-
gorie dérivée. On peut ainsi comparer deux blocs en comparant les catégories
qui leur sont associées. On dit que deux blocs sont en équivalence de Morita
ou dérivée si leurs catégories de modules ou leurs catégories dérivées sont
équivalentes. Chacune de ces équivalences préserve certaines propriétés des
blocs, comme le nombre de caractéres irréductibles ordinaires et modulaires,
le centre, I’homologie de Hochschild, etc...

En 1989 M. Broué définit la notion d’isométrie parfaite entre deux blocs.
Il s’agit d’'un isomorphisme entre les groupes des caractéres de deux blocs,
muni de certaines propriétés supplémentaires. Une isométrie parfaite entre
deux blocs donne lieu & de fortes similitudes, essentiellement arithmétiques,
entre les deux blocs. M. Broué définit aussi la notion plus forte d’isotypie,
qui relie deux blocs dont les structures ¢-locales sont isomorphes. I1 montre
ensuite que l'existence d’une équivalence entre les catégories dérivées (bor-
nées) de deux blocs implique l'existence d’une isométrie parfaite reliant ces
deux blocs.

Ces notions permettent & M. Broué d’énoncer différentes formes de sa
conjecture. Nous en donnons ’expression dans le cas particulier des blocs
principaux. On suppose que ¢ est un nombre premier, on note O un anneau
de valuation discréte complet et k son corps résiduel. On suppose que O est
de caractéristique nulle et que k est de caractéristique £. De plus on suppose
que O est “assez gros” pour tous les groupes en présence. Nous nous plagons
dans la situation suivante :

Hypothése : Soit G un groupe fini. On suppose que les ¢-sous-groupes de
Sylow de G sont abéliens, et on note H le normalisateur de 'un d’entre eux.

Conjecture 1 : Il existe une isométrie parfaite entre les blocs principaux
de OG et de OH.

Conjecture 2 : Il existe une isotypie entre les blocs principaux de OG et
de OH.

Conjecture 3 : Il existe une équivalence dérivée entre les blocs principaux
de OG et de OH.

Notons que la validité de la conjecture 3 implique qu’il existe une équi-
valence dérivée entre les blocs principaux de kG et de kH.

La conjecture 3 est une version “structurelle” de la conjecture 1. Il man-
quait alors une version structurelle de la conjecture 2. En 1996, J. Rickard
définit la notion d’équivalence splendide entre deux blocs, qui consiste en une
équivalence dérivée munie de certaines propriétés, et il montre que I'existence
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d’une telle équivalence implique I’existence d’une isotypie. Nous avons alors
le raffinement de Rickard de la conjecture de Broué :

Conjecture 4 : Il existe une équivalence splendide entre les blocs principaux
de OG et de OH.

La validité de cette conjecture est équivalente & 1’existence d’une équiva-
lence splendide entre les blocs principaux de kG et de kH. Nous avons les
implications suivantes :

2=1

()
4=3.

Il est intéressant de constater que, partant de ’étude des groupes de carac-
téres des blocs, on est arrivé a ’étude des catégories dérivées. Les isométries
parfaites et isotypies, au niveau de caractéres, ont suggéré ’existence au ni-
veau des catégories des notions beaucoup plus fines que sont les équivalences
dérivées et splendides.

La classification des groupes simples finis montre que la plupart d’entre
eux sont des groupes finis de type de Lie, c’est-a-dire qu’ils s’obtiennent &
partir de groupes algébriques. Ceci permet d’utiliser des outils de géomé-
trie algébrique supplémentaires. Dans cette situation, M. Broué a précisé
sa conjecture en prédisant que le complexe donnant 1’équivalence splendide
serait le complexe donnant la cohomologie /-adique d’une certaine variété
de Deligne-Lusztig. Ceci implique une compatibilité des isotypies et équiva-
lences de catégories avec l'induction de Deligne-Lusztig.

La validité de ces conjectures permettrait de déduire des informations sur
le ¢-bloc principal d’un groupe dont les /-sous-groupes de Sylow sont abéliens
& partir d’informations sur celui du normalisateur de 'un de ses sous-groupes
de Sylow. Ce normalisateur peut étre beaucoup plus petit, comme le montre
par exemple le cas du Monstre pour £ = 11 : ce groupe est d’ordre supérieur
a4 8- 103 alors que les normalisateurs de ses 11-sous-groupes de Sylow sont
d’ordre 72600.

Ces conjectures ont été démontrées dans plusieurs cas, nous en donnons
une liste non exhaustive :

o La conjecture 2 est démontrée dans tous les cas si ¢ = 2 par P. Fong et M.
Harris,

o Dans le cas d’un groupe fini G de type de Lie connexe défini sur un corps
de caractéristique différente de ¢, en supposant que ¢ est “bon” pour
G, la conjecture 2 est démontrée par M. Broué, G. Malle et J. Michel.

o La conjecture 3 est démontrée si les sous-groupes de Sylow de G sont
cycliques par J. Rickard et M. Linckelmann.

o La conjecture 4 est démontrée dans cette méme situation par R. Rouquier.
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o Cette conjecture est egalement démontrée pour un groupe fini de type de
Lie défini sur un corps & ¢ éléments, si £ divise ¢ — 1 mais ne divise pas
I’ordre du groupe de Weyl, par L. Puig.

La conjecture de Broué ainsi que sa version plus générale concernant les
blocs non principaux sont liées aux conjectures de J. L. Alperin de de E. C.
Dade. La premiére exprime le nombre de caractéres irréductibles d’un bloc
comme somme alternée de nombres de caractéres irréductibles de certains
sous-groupes locaux, et la seconde fait intervenir en plus la hauteur des
caractéres. Ces conjectures ne supposent pas que les £-sous-groupes de Sylow
du groupe concerné sont abéliens. Par contre si la conjecture de Broué est
vraie alors les conjectures d’Alperin et de Dade le sont aussi dans la situation
ou les sous-groupes de Sylow sont abéliens.

Cette proximité de la conjecture de Broué avec les conjectures d’Alperin
et de Dade, ainsi que la difficulté que pose sa démonstration, suggérent de la
généraliser & des groupes dont les sous-groupes de Sylow ne sont pas abéliens,
voire d’englober les trois conjectures en une conjecture commune. Il manque
en particulier une version “structurelle” des conjectures d’Alperin et de Dade.
C’est ce probléme qui me motiva durant la préparation de cette thése.

Le but de ma thése est de donner une description de la catégorie dérivée
du bloc principal d'un groupe dont les ¢-sous-groupes de Sylow ne sont pas
abéliens. J’étudie en détail le cas du groupe fini GL2(g) ol ¢ est une puissance
d’un nombre premier p différent de ¢. Je décris aussi le cas des groupes
linéaires qui lui sont reliés, a savoir SLo(q), PGLa(q) et PSLa(q) (cf table 1).

TAB. 1 — Les groupes linéaires sur F,

X
Fq

|

FX GLQ(q) ———— PGL2(q)

]

+1

Les cas non semi-simples sont les cas ou £ divise ¢ —1 ou ¢+ 1, car 'ordre
de GLa(q) est g(¢ — 1)%(¢ + 1). La seule situation dans laquelle les sous-
groupes de Sylow ne sont pas abéliens est la situation dans laquelle ¢ divise
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q—1 et g+ 1, il s’agit donc du cas ot £ = 2 et ¢ est impair. J’étudie alors
le bloc principal de GLy(q) et je décris des algébres qui sont en équivalence
dérivée avec lui.

Dans le premier chapitre je fixe les notations et je commence & étudier le
groupe GLa(q), ainsi que le groupe algébrique GL2(F) ou F est une cloture
algébrique du corps & ¢ éléments. Je décris les sous-groupes de Sylow de
GL2(q) et leurs normalisateurs. Si £ = 2 et ¢ est impair alors le cas ou ¢ est
congru a £3 modulo 8 se distingue.

Je montre que si ¢ n’est pas congru & +3 modulo 8 alors aucun sous-
groupe local de GL2(q) ne controle la fusion des f-sous-groupes (propriété
1.4.6), ce qui implique qu’aucune isotypie n’est & espérer entre le bloc prin-
cipal de GL2(q) et celui de I'un de ses sous-groupes locaux. Si ¢ est congru a
43 modulo 8 alors un sous-groupe local contrédle la fusion des ¢-sous-groupes
de GL2(q). I s’agit du normalisateur dans GLa(¢q) d’un sous-groupe de Sylow
de SLs(gq). Pour montrer qu'’il controle la fusion des sous-groupes de GLa(q)
(propriété 1.4.2), je pars d’une propriété plus forte du quotient PGLy(q) :
le normalisateur dans PGLgy(q) d’un 2-sous-groupe de Sylow de PSLy(q) est
faiblement 2-plongé dans PGLa(q) (propriété 1.4.3).

Je termine le premier chapitre en décrivant les variétés de Deligne-Lusztig
associées au groupe GLa(¢), et en donnant une expression de l'induction de
Deligne-Lusztig dans cette situation. Le groupe de Weyl du groupe algébrique
GL2(F) est d’ordre 2, on note e son élément trivial et s son élément non
trivial. La théorie de Deligne-Lusztig donne lieu a deux variétés Y, et Y5,
puis & deux foncteurs d’inductions R% et RIC':S .

Le deuxiéme chapitre est consacré aux isotypies. Je commence par rap-
peler la définition des applications de décomposition généralisées, des iso-
métrie parfaites et des isotypies. Je donne ensuite quelques propriétés qui
permettent de réduire le nombre de vérifications & faire pour montrer qu’une
application donnée est une isotypie. L'une d’entre elles en particulier per-
met de résoudre le probléme posé par la présence d’un ¢-centre non trivial
(propriété 2.3.10).

Ensuite j'applique ces résultats a I’étude de GLa(q). Je vérifie la conjec-
ture de Broué dans les cas des sous-groupes de Sylow abéliens, c’est-a-dire si
{ est différent de 2 et £ divise ¢ — 1 ou g+ 1. La validité de la conjecture dans
ces cas était déja connue. J'explicite ’expression des isotypies (propriétés
2.4.1 et 2.4.2), puis je vérifie que si £ divise ¢ — 1 alors l'isotypie est compa-
tible avec I'induction R% et si £ divise ¢ + 1 alors elle est compatible avec
I'induction R%. Dans le premier cas, 'isotypie n’a pas de signe négatif, ce
qui est conséquence du fait que R% est 'induction de Harish-Chandra, et
que celle-ci est un foncteur entre catégories de modules.

J’étudie ensuite le cas ol les sous-groupes de Sylow ne sont pas abéliens,
c’est-a-dire celui oit £ = 2 et g est impair. Je vérifie d’abord que le bloc
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principal de GL2(q) n’est pas de méme type que celui du normalisateur d’un
sous-groupe de Sylow. Ensuite je démontre que si g est congru & +3 modulo
8, alors le bloc principal de GL2(g) est de méme type que le bloc principal du
normalisateur dans GL2(¢q) d’un sous-groupe de Sylow de SLa(q) (propriétés
2.4.3 et 2.4.4).

Dans le troisiéme chapitre, je démontre que les isotypies obtenues dans
la premiére partie proviennent bien d’équivalences splendides entre les ca-
tégories dérivées des blocs concernés. Je donne d’abord la définition d'une
équivalence splendide, je rappelle la conjecture de Broué en terme de caté-
gories dérivées, sa précision dans le cas des groupes finis de type de Lie, et
son raffinement de Rickard. Ensuite je rappelle quelques propriétés générales
qui me serviront dans la suite, en particulier un théoréme de J. Rickard sur
les bicomplexes basculants (théoréme 3.2.20).

La théorie de Deligne-Lusztig associe & GLy(¢q) deux complexes A, et A
qui donnent la cohomologie f-adique des variétés de Deligne-Lusztig Y. et
Y. Dans les cas ou les sous-groupes de Sylow abéliens, je vérifie que ces
complexes induisent bien des équivalences de catégories.

La variété Y, est de dimension 0, le complexe A, obtenu est donc concen-
tré en degré 0. Si ¢ divise ¢ — 1 et £ # 2, il induit une équivalence splendide
de Morita entre la somme des blocs de défaut maximal de GLa(q) et ’al-
geébre de groupe du normalisateur d’un ¢-sous-groupe de Sylow (propriété
3.3.3), ce qui vérifie toutes les versions de la conjecture de Broué. Le fait
que cette équivalence splendide soit une équivalence de Morita est lié au fait
que l'isotypie obtenue dans le deuxiéme chapitre n’a que des signes positifs.
L’existence de cette équivalence splendide de Morita était connue, c’est une
conséquence de travaux plus généraux de L. Puig.

La variété Y; est de dimension 1. I.’étude du complexe A est plus longue.
Je calcule son algebre d’endomorphismes (propriété 3.4.10), je montre qu’il
vérifie la propriété de disjonction (propriété 3.4.6), puis j’utilise les techniques
d’algebres différentielles graduées développées par B. Keller pour obtenir un
bicomplexe basculant. Si ¢ divise ¢ + 1 et £ # 2 alors ce bicomplexe réalise
une équivalence splendide entre la somme des blocs de GLa(gq) de défaut
maximal et ’algébre de groupe du normalisateur d’un ¢-sous-groupe de Sylow
(propriété 3.4.14). Ceci vérifie donc toutes les formes de la conjecture de
Broué. Ce résultat avait déja été obtenu sous une forme moins précise par
R. Rouquier.

Dans le cas des sous-groupes de Sylow non abéliens, donc si £ = 2 et ¢ est
impair, les outils de géométrie algébrique utilisés précédemment ne peuvent
pas permettre d’obtenir des équivalences de catégories. Pour obtenir les équi-
valences splendides présagées par 1’existence des isotypies exhibées dans le
premier chapitre, je me place tout d’abord dans le quotient PGLs(q). Je
pars du fait que le normalisateur d'un sous-groupe de Sylow de PSLjy(q)
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dans PGL2(q) est faiblement ¢-plongé dans PGL2(q) ; ceci donne lieu grace a
un théoréme de M. Broué a une équivalence stable entre les blocs principaux
des deux groupes concernés, i.e., une équivalence entre les catégories stables
de ces deux blocs. Ensuite je reléve cette équivalence stable en une équiva-
lence dérivée, grace & un théoréme de M. Linckelman. Pour cela je traite
séparément les cas ¢ = 3 (mod 8) et ¢ =5 (mod 8), le premier donnant lieu
en fait & une équivalence de Morita (propriétés 3.6.4 et 3.6.6). Finalement
grace a des résultats de R. Rouquier, je reléve les équivalences obtenues au
groupe GL2(q) (théoréme 3.6.9).

Je traite ensuite le cas des groupes reliés & GLo(q). Pour SLa(q) (sec-
tion 3.5.1), la théorie de Deligne et Lusztig donne le méme type de résultats
que pour GLa(q). A ce stade, pour chacun de ces deux groupes j’ai défini
un module A, et un complexe A. J'étudie alors leurs analogues dans les
groupes PGL2(q) et PSLa(q), dans le but de les utiliser dans la section sui-
vante. Je calcule leurs algébres d’endomorphismes et je montre que 1'image
du complexe A, vérifie toujours la propriété de disjonction (section 3.5.2).

Le quatriéme chapitre est consacré a ’application de la notion de Ao-
algébre & ma situation. C’est en effet ce cadre qui me permet de donner une
description naturelle de la catégorie dérivée du bloc principal de GLa(q) si
{ =2 et q est impair.

Les Ao-algébres ont été définies en 1963 par J. Stasheff. Elle permettent
en particulier de formaliser des problémes de topologie algébrique, comme
le défaut d’associativité de la composition des chemins dans un espace to-
pologique. Elles ont été utilisées dans les années 90 par M. Kontsevich pour
énoncer sa conjecture sur la symétrie miroir. Intuitivement, une A,-algébre
est une algébre “associative & homotopie prés”. Une propriété importante des
Ao-algeébres et A,.,-modules est que tout quasi-isomorphisme est inversible &
homotopie prés, c’est-a-dire que les catégories homotopique et dérivée d’une
Ao-algébre sont équivalentes.

La stratégie mise en ceuvre pour décrire le bloc principal B de GLa(q) si
¢ = 2 est la suivante : j’ai obtenu deux complexes A, et A; dans le troisiéme
chapitre. Ils vérifient la propriété de disjonction, leurs composantes sont pro-
jectives, mais ni 'un ni 'autre n’est générateur de la catégorie dérivée du
bloc principal de GLy(gq). Par contre leur somme directe engendre bien cette
catégorie, mais elle ne vérifie plus la propriété de disjonction : son algeébre
différentielle graduée d’endomorphismes

& = Endp(Ae © Ay)

n’est pas homotope & une algébre concentrée en degré 0. En effet son homolo-
gie n’est pas concentrée en degré 0, il existe des morphismes non homotopes
a zéro de A, @ A vers un décalé strict de lui-méme.
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Mais I’homologie de £ est munie d’une structure supplémentaire. Un
théoréme de T. V. Kadeishvili dit que si A est une A, .-algébre, alors il
existe une structure de A-algébre sur son homologie H*A telle que les
Ao-algébres ainsi obtenues A et H*A soient quasi-isomorphes. Ainsi leurs
catégories dérivées sont équivalentes. Or £ est une DG-algébre, donc une
Ao-algébre particuliére.

Il existe donc une structure de A.-algébre sur ’homologie H*E la ren-
dant quasi-isomorphe & £. En notant DA la catégorie dérivée de A si A
est une algébre associative, et Dy, A la catégorie dérivée de A si A est une
Ao-algébre, on a la composition d’équivalences triangulées de catégories

DA —">DE —>D E —D H*E .

Il est & noter que la A,.-structure que ’on donne & H*E n’est pas canonique,
elle dépend du choix d’une section de la différentielle de £.

Je commence le troisiéme chapitre par des rappels sur les A..-algébres,
puis j’énonce les résultats que j’utilise par la suite, en particulier des formules
dues & V. Gugenheim, J. Stasheff et S. Merkulov permettant de calculer une
Aso-structure adéquate de H*E (propriété 4.2).

Nous savons donc que la catégorie dérivée du bloc principal de GLy(q)
est équivalente 4 la catégorie dérivée d’une A,.-algébre A. Cette A .-algébre
est minimale, c’est-a-dire que sa différentielle est nulle. Il s’agit donc d’une
algébre graduée associative a laquelle est ajoutée une A.-structure. Une
telle structure est la donnée d’applications m,, pour tout entier strictement
positif n. Je constate que dans notre situation ces applications sont nulles
pour tout n > 5 (lemme 4.2.2).

J’explicite complétement la A.o-algébre obtenue dans les cas de PSLy(q)
et de PGL2(q) en supposant que ¢ est congru & 3 ou 5 modulo 8. La DG
algébre £ et son homologie H*E sont dans ce cas trés petites (I’homologie
est de dimension respectivement 10 et 20). Grace a l’équivalence splendide
obtenue dans le troisiéme chapitre on connait leur structure. Je constate
alors que dans ces deux cas il est possible de choisir une A.-structure telle
que les m,, soient nuls pour n > 3 (sections 4.3 et 4.4).

Je généralise ensuite ce résultat au cas de PGLa(q) avec ¢ impair quel-
conque. J’utilise pour ceci les travaux de K. Erdmann, T. Holm et M. Linckel-
mann. Ils ont classifié tous les blocs & groupe de défaut diédral, semi-diédral
et quaternionique, & équivalence de Morita et dérivée pres. Ils décrivent cha-
cune de ces classes d’équivalence en terme d’algébres de carquois. Le bloc
principal de PGLy(q) étant de défaut diédral, ceci me permet de calculer
la structure de la A,.-algébre obtenue. Je montre alors qu’il est possible de
choisir cette structure de fagon a ce que tous les m,, soient nuls pour n > 3.
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On trouvera en annexe A des rappels sur le théoréme de fusion d’Alperin
ainsi que sur le contréle de la fusion. En annexe B figurent les tables de
caractéres des groupes PSLy(q), PGLa(q), SLa(q), GLa(q), U4 et &y, ainsi
que leurs matrices de décomposition et de Cartan en caractéristique 2, puis
la structure des modules projectifs indécomposables pour 24 et &4.
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Chapitre 1

Le groupe GL2(q)

Dans ce chapitre nous définissons les notations qui seront utilisées dans
toute la thése, et nous donnons des propriétés générales du groupe GLa(q).
Nous rappellerons également les résultats de la théorie de Deligne-Lusztig
appliquée au groupe GLa(q).

1.1 Notations générales

1.1.1 Anneaux et corps de base

Soit ¢ un nombre premier. On fixe un systéme ¢-modulaire (K, O, k),
c’est-a-dire que l'on choisit un anneau de valuation discréte complet O, de
corps résiduel k, tels que O soit de caractéristique nulle et & de caractéristique
non-nulle £. On note K le corps des fractions de O.

On note P l'idéal maximal de O, si bien que P = (O et k = O/P.

On suppose de plus que O est assez gros pour tous les groupes finis en
présence, cf [Sel, Chapitre 3|.
Soit p un nombre premier et F un corps algébriquement clos de carac-

téristique p. Soit ¢ une puissance de p, on note F,2 le sous-corps de F & ¢
¢léments, et I, le sous-corps de F2 & g ¢léments.

On choisit un générateur G du groupe cyclique IF; et on pose o = B+,
Ainsi a engendre F,.

Pour tout entier n, soit u,, le sous-groupe multiplicatif de O* contenant
les x tels que 2" = 1. On choisit un générateur ¢ de p1,2_;, donc une racine de
I'unité d’ordre ¢ —1 de O@. On pose ¢ = (91!, donc € est une racine de I'unité
d’ordre ¢ —1 de O et § engendre p,_;. Ainsi les assignations 3 — (et a — §
induisent des isomorphismes de groupes IF;Q g et B S .

19
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On définit a, b, u et v comme étant les uniques entiers tels que ¢g—1 = ¢“u,
g+ 1= (%, et u et v sont premiers & .

On pose ' = W, o/ = a*, et f” = 3, ce que 'on peut schématiser
comme suit, ol une ligne montant de ¢ & ¢’ indexée par w signifie que t’ = t¥ :

1 \Ka
YN
«a 8
e g “u
e

On pose également ¢/ = (%, ¢ = ¥ et (" = (. Bien sir, ces notations
sont plus simples si £ est différent de 2.

1.1.2 Groupes

Tous les groupes seront notés multiplicativement, leur unité sera notée
e. Si n est un entier on notera C), le groupe cyclique d’ordre n, &, le groupe
des permutations de l’ensemble {1,...,n}, A, le sous-groupe d’indice 2 de
G,, contenant les permutations paires, puis D, le groupe diédral d’ordre 2n,
défini par générateurs et relations de la facon suivante :

2

Doy ={r,s|r"=s=¢e, srs =1}

Si n est pair, on note 2, le groupe quaternionique d’ordre 2n défini par :
Qon={r,s|rm=e, s>=1r"? srs~' =r71},
et si n est un multiple de 4 on note SDs, le groupe semi-diédral, défini par :

SDy, ={r, s | =s>=e, srs= 7’"/2_1}.

Si G est un groupe et H un sous-groupe de G nous noterons N¢g(H) et
Cq(H) respectivement le normalisateur et le centralisateur de H dans G.
Nous noterons Z(G) le centre de G, et G’ le sous-groupe engendré par les
crochets ghg~'h™! ol g et h parcourent G. On note G°P le groupe opposé
de G, c’est-a-dire le groupe dont I’ensemble sous-jacent est celui de G et la
multiplication est définie par (g, h) — hg.

Si G est un groupe fini, on désigne par Oy (G) le plus grand sous-groupe
distingué de G d’ordre premier a ¢, et par OY(G) le plus grand quotient de
G qui soit un ¢-groupe.

On appelle sous-groupe local d’un groupe G un sous-groupe strict qui est
le normalisateur d’un ¢-sous-groupe.
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1.1.3 Blocs

D’apres [NT, théoreme 6.24|, deux caractéres y et x’ d’un groupe G sont
dans le méme ¢-bloc de OG si et seulement si on a

vgec XICI_ XWICUIL (g py.

x(1) X'(1)

ou Cl(g) désigne la classe de conjugaison de g dans G (on a donc |Cl(g)| =
G|/ICc(9)])-

On notera By(G) le ¢-bloc principal de OG. Le bloc principal est celui
qui contient le caractére trivial, donc un caractére y est dans By(G) si et
seulement si on a

(9)ICl9)|

Vge G X ~E =|Cl(g9)| (mod P).

On utilisera le résultat suivant : si 7 est une racine de 'unité de O d’ordre
£°w on £ ne divise pas w, alors la classe de 17 modulo P est d’ordre w.

1.1.4 Algébre homologique

Soit A un anneau. On note A° ’anneau opposé de A.

On note A-mod la catégorie des A-modules & gauche de type fini, mod-A
la catégorie des A-modules & droite de type fini. On note A-proj la sous-
catégorie pleine de A-mod dont les objets sont projectifs. Si B est un autre
anneau, on note A-mod-B la catégorie des (A, B)-bimodules de type fini. Si
A et B sont des algébres sur un anneau commutatif R, cette catégorie est
canoniquement isomorphe a la catégorie (A ® g B°?)-mod.

On note C(A) la catégorie des complexes de A-modules de type fini. Les
complexes sont supposés a différentielle croissante, ainsi un complexe C' est
un diagramme de A-mod

i—1 i
C: e > -1 d_> C' _d>. Ot s -

tel que d’ o d"~! = 0 pour tout entier i. Pour tout entier n on note C[n] le
complexe décalé de n rang vers la gauche de C, défini par C[n]’ = C" et
dppy = (—1)"dg.

On utilisera les notations Z*(C) = kerd*, BY(C) =im d'~! et H'(C) =
Z(C)/B'(C).

Ensuite on note H(A) la catégorie homotopique de A, dont les objets
sont ceux de C(A) et les morphismes sont ceux de C(A) modulo homotopie.
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On note D(A) la catégorie dérivée de A. Ses objets sont ceux de C(A), ses
morphismes sont définis en localisant les morphismes de H(A) par rapport
aux quasi-isomorphismes, i.e., en inversant les quasi-isomorphismes de H(A)
(voir [Ve| ou [Gr| pour la définition originelle, ou les articles [KZ, chapitre
1], [Ke2], et [Ke4]).

On dit qu’un objet de H(A) ou de D(A) est borné s’il est isomorphe & un
complexe borné. On note alors C?(A), H’(A), et DP(A) les sous-catégories
pleines de, respectivement, C(A), H(A), et D(A) dont les objets sont les
objets bornés. On a équivalence entre D?(A) et la sous-catégorie pleine de
H(A) dont les objets sont les complexes bornés a droite, & composantes
projectives, et a homologie bornée & gauche.

On dit qu'un objet C' de D(A) est parfait s'il est isomorphe & un complexe
borné & composantes projectives. Nous noterons A-parf la sous-catégorie
pleine de D(A) dont les objets sont parfaits.

Si C' est un objet parfait de D(A), on dit qu’il est générateur de D(A) si
A-parf est la plus petite sous-catégorie triangulée pleine de D(A) close par
facteur direct contenant C'.

On dit qu’un objet C' de D(A) vérifie la propriété de disjonction si pour
tout entier non-nul n on a

Hompe(4)(C; Cln]) = 0.

Soit maintenant A une algeébre auto-injective. On note A-stab la catégorie
stable de A, c’est-a-dire la catégorie dont les objets sont ceux de A-mod et
les morphismes sont définis, pour X, Y objets de A-mod, par

HomA—stab(X’ Y) = Homy4 (X, Y)/Homir(X, Y)

ot Hom’) (X, V') désigne le sous-espace des morphismes de Homy4 (X, Y) se
factorisant par un module projectif.

1.2 Le groupe algébrique GL,
On pose G = GLy(F). C’est un groupe algébrique connexe. On appelle
F I'endomorphisme standard de Frobenius :
F: G — G

(ca) — ()

On pose G = GLy(q). On a G = G : le groupe G est 'ensemble des
points fixes de G sous l’action de F.
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Soit T le sous-groupe des matrices diagonales de G. C’est un tore maxi-
mal de G, tout tore maximal de G lui est conjugué. Il est inclus dans le
sous-groupe de Borel B des matrices triangulaires supérieures et la paire
(T, B) est stable par F. Le groupe de Weyl Wg de G, défini par Wg =
Nag(T)/Ca(T), est d’ordre 2. On note e son élément trivial et s son élément
non trivial.

Soit £ : G — G l'application de Lang, définie par L(g) = g 'F(g).
D’aprés le théoréme de Lang (cf par exemple [DM2, §3] ou [CG, §4]), comme
G est connexe alors L est surjective. Pour tout w € Wg, on choisit un
représentant w de w dans Ng(T'), puis un antécédent ~,, de w par L. Les
tores F-stables de G sont alors les conjugués "T. L’ensemble des points
fixes par F' de chacun d’entre eux est appelé tore de G. On pose

T, = (=T)"F.

Pour w = e, on choisit bien str é =1 et 7. = 1. Pour w = s, on choisit
: pt B
S:((l)(l)) et 7:%’:<1 1/

On commettra parfois ’amalgame entre s et §, en notant s = ((1)(1])

On obtient deux sous-groupes de G : le sous-groupe T, des matrices
diagonales de G, que l'on appelle tore déployé de G, et le sous groupe T5,

engendré par 7(? 2 ) et appelé tore de Cozeter (car s est 1’élément de Coxeter
g 1% 1YY

0B
de Wg).

Ces deux groupes sont abéliens, T, est de cardinal (¢ — 1)?, isomorphe 2
Fyf x Fy, et Ts est de cardinal ¢*> — 1, isomorphe & FZQ.

Nous noterons leurs caractéres ainsi : soit w le caractére de T défini par

Les caractéres irréductibles de T} sont alors les w® pour i = 0...¢% — 2. Soit
0 le caractéres de I défini par (a) = §. Les caractéres de ¢ sont alors les
0, j), pour i, j =0...q — 2, définis par

0.5y (§9) — 0'(2)6” (y)-

1.3 Le groupe GlLs(q)

Le groupe G' = GLa(q) est fini, de cardinal (¢ — 1)2q(q + 1). On utilise
I'injection GLa(q) — GLa(¢?) afin d’écrire certaines classes de GL3(q) dans
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GL2(¢?) : on conservera tout le long de ce texte la notation v = ( quf) et

on a alors le résultat suivant : si g = (25) est élément de GLy(F), alors

7g € GLa(q) si et seulement g € GLa(¢?) et d = a? et ¢ = Y.
Les caractéres irréductibles de G sont donnés par la table B.12 page 200.

1.3.1 Les normalisateurs des tores de G

On pose H. = Ng(T.). Soit W, le sous-groupe d’ordre 2 engendré par

$= ((1)(1)) On a H, =T, x W,, ou l'action de W, sur T, est donnée par
- (x0) :—1 _ (yO
S(gy)s - (gg:)

Le groupe H, est donc de cardinal 2(q — 1)?, ses caractéres irréductibles
sont donnés par la table B.13 page 202.

De méme on pose Hy = Ng(T5s). Soit Wy = "W,. On a Hy = T x Wy, ou
Paction de Wy sur Ty est donnée par (en conjuguant tous les éléments par

) :
S5 )3 = (0

Le groupe Hy est donc de cardinal 2(¢? — 1), ses caractéres irréductibles
sont donnés par la table B.14 page 202.

1.3.2 Les sous-groupes de Sylow de G et leurs normalisateurs

Si £ = p, donc si £ divise g, alors les ¢-sous-groupes de Sylow de GG sont les

oF) ou z € Fy.
Ils sont isomorphes au groupe (F,, +). Cette situation ne sera pas étudiée
dans cette thése, elle est trés différente des autres, et en particulier n’entre
pas dans le cadre de la théorie de Deligne-Lusztig. La conjecture de Broué
a été démontrée dans ce cas : M. Broué a obtenu des isotypies ([Br3, 5D]),

et T. Okuyama a construit des équivalences dérivées pour le groupe SLa(q)

([OK]).

Si ¢ divise ¢ — 1, alors T, contient un ¢-sous-groupe maximal que ’on
note P.. C’est un ¢-sous-groupe de Sylow de G si £ # 2, car G est de cardinal
q(g —1)?(g+1). On a alors Ng(P.) = Ng(T.) = H..

sous-groupes conjugués au groupe de matrices de la forme (

De méme si ¢ divise ¢ 4+ 1, alors T contient un ¢-sous-groupe maximal
noté Ps. C’est un sous-groupe de Sylow de G si ¢ # 2. On a alors Ng(Ps) =
N¢(Ts) = Hs.
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Supposons maintenant que £ = 2 et que ¢ est impair. On a alors ¢ — 1 =
2% et g+ 1 = 2%v avec u et v impairs, et I’ordre d’un /-sous-groupe de Sylow
de G est 22¢t% Selon la congruence de ¢ modulo 4, I'un des entiers a et b est
égal a 1 et ’autre est strictement supérieur a 1. Les sous-groupes P, et Ps
sont d’ordre respectif 22% et 2%t? ainsi I'un de ces deux groupes est d’indice
2 dans un sous-groupe de Sylow de G.

Si ¢ est congru & 1 modulo 4, alors b = 1, et un sous-groupe de Sylow de
G est S, = P, x W,. Il n’est pas abélien.

Soit H. = N¢(Se). On obtient
0 0
H) = {(gm,n) (pon®) weF n=0...2%— 1}.

Le groupe H! est de cardinal 2°T!(g — 1) et on a un isomorphisme

H! ~ (Cy_q x Cia) x Cs,

e

ou 'action de I’élément non-trivial de Co sur Cy—1 X C2e est donnée par
(z,y) — (zy, y~!) (en utilisant l'injection canonique Csa — Cy_1). Ses
caractéres irréductibles sont donnés par la table B.15 page 203.

Si ¢ est congru & 3 modulo 4, alors a = 1 et un sous-groupe de Sylow de
G est Sy = P; x W,. Il n’est pas abélien non plus.

Soit H. = N¢(Ss)?. On obtient
H! = {(ﬁ’o’”ﬁ,&n) (g ®)) m=0..2%q—1) - 1} .

Le groupe H/ est de cardinal 2°*!(¢ — 1), on a un isomorphisme
HLI‘; ~ C2b(q71) X 02

ou I'action de I’élément non trivial de Cy sur Cgs(,_1) est donnée par z — 7.
Ses caractéres irréductibles sont donnés par la table B.16 page 203.

On a donc vu que les ¢-sous-groupes de Sylow de GG ne sont pas abéliens
si et seulement si g est impair et £ = 2.
1.4 Situation ¢/ = 2, ¢ impair

On suppose donc que £ = 2 et que ¢ est impair.

Le cardinal de G est

IGLa2(q)| = (¢ — 1)%q(q + 1) = 22 quv,
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donc celui de PSLy(q) est

1 e
[PSLa(q)| = 5 (g — Dalg +1) =2 Tl quo.

En conséquence si ¢ = +3 mod 8 alors les 2-sous-groupes de Sylow de
PSLy(q) sont d’ordre 4, et ils sont donc abéliens. Leurs images réciproques
dans SLy(q) sont des sous-groupes de Sylow de SLa(g). Ils ne sont plus abé-
liens, mais nous allons voir que leur normalisateur dans G controle la fusion
des 2-sous-groupes de G.

Nous verrons ensuite que par contre, si ¢ = +1 (mod 8), alors aucun
sous-groupe local ne controle la fusion. La définition de la notion de controle
de la fusion figure dans 'annexe A (définition A.2.1).

1.4.1 Cas ¢ = +£3 (mod 8)

On suppose donc que ¢ = +3 (mod 8). Soit P’ un 2-sous-groupe de Sylow
de SLs(q) et H = Ng(P') son normalisateur dans G.

Sig=5 (mod 8), on choisit pour P’ le sous-groupe de P, x W, contenant
les éléments de la forme (3191) et (73?,1 g) Si ¢ = 3 (mod 8), on choisit
pour P’ le sous-groupe de Ps x W défini de maniére analogue, c’est-

Les structures de P’ et de H sont données par la propriété suivante :

Propriété 1.4.1. On a des isomorphismes P’ ~ Qg, NSLQ(q)(P/) ~ Qg x (s,
et H ~ (Qg X Cg) A qul-

Démonstration : On sépare les cas ¢ =5 (mod 8) et ¢ =3 (mod 8).
Cas ¢ =5 (mod 8)

On vérifie facilement que P’ est isomorphe au groupe quaternionique a 8
éléments en posant hy = (Oél _Oa,) et hy = (_01(1)), puis hg = hrhy = (O?,Oé )
Alors P’ est engendré par hy et hj, ces deux éléments sont d’ordre 4, leurs
carrés sont égaux, et hIthI_1 = h;l.

On calcule ensuite que
H= {of (1.9) 0t (%), af (b o) i=0...q—2, j,k:O...B}.

On pose A = # (01/ fa,) : c’est un élément d’ordre 3 et de déterminant

1. On montre que le cardinal de Ngr,,(q)(P’) est 24, donc que NSL2gq)(P,) ~
Qg x Cs. L’action de A sur Qg est donnée par AhyA? = hjy, AhjA? = hy.
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. / N .
On pose ensuite B = ag (i, 9 ), ol oy est une racine de «/2. Pour affirmer

que ap est bien élément de F il faut s’assurer que 2 n’est pas un carré, on
peut le vérifier dans [Se2] : 2 est un carré dans F, si et seulement p = +1
mod 8, ce qui s’étend facilement & ¢ = p™ en séparant les cas n pair et n
impair.

1a
o 1
donc B est d’ordre (¢ — 1) et le groupe qu’il engendre est d’intersection
triviale avec SLy(g). En notant Cy_; celui-ci on a donc un isomorphisme
H ~ (Qg X Cg) X Cq,1 .

Cas ¢ =3 (mod 8)

Les valeurs propres de ( ) sont 1 + o/, le déterminant de B est «,

On calcule que

. . . . . k1 /2541
HY = {alﬁ”] ((1)[3’(]2j) ,o/ﬁ”] (61021' (1)) ,azﬂl/.]Jr (6,2}c+1 —5’62(j+k_1))

i=0...q—2, jk=0...3}.

On obtient H =2 (Qg x C3) x Cy_1 comme précédemment en posant (dans
le groupe conjugué H7)

12 ’
e hp = (ﬁo —2/2)7 hy = (593%)7

/ 13 ,
« A= “f (51 5}3)v

« B=p" (—01(%)'
g

On trouvera en annexe B les tables de caractéres de Qg x C3 (table B.17
page 204) et de H (table B.18 page 204 si ¢ = 5 (mod 8), table B.19 page
205 si ¢ = 3 (mod 8)).

Il existe un 2-sous-groupe de Sylow S de G contenu dans H. En effet, soit
S un 2-sous-groupe de Sylow de G contenant P’, on a alors P’ = SN SLa(q)
par maximalité de P’. Ceci impose que S normalise P’, i.e., S C H. On a
alors la propriété suivante :

Propriété 1.4.2. Le sous-groupe H contréle la fusion des 2-sous-groupes de

G.

Pour démontrer cette propriété, on se place dans le quotient de G par
son centre, on montre une propriété plus forte que le contréle de la fusion
dans PGL2(q), dont nous aurons besoin par ailleurs (3.6.1), et ensuite nous
en déduisons le contrdle de la fusion dans G :
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Soit Z le centre de G. Pour tout sous-ensembe X de G on note X l'image
de X par la projection GLa(q) — PGLa(q).

L’injection canonique H — NG(F/) est un isomorphisme. En effet si
h € G est tel que h € NG(F,), alors pour tout z € P on a z* € ZP'. Or z"

est de déterminant 1 et d’ordre une puissance de 2. Comme le 2-centre de
. = =/
SLs(q) est inclus dans P’, on a 2" € P/, donc H = Ng(P').

Propriété 1.4.3. Pour tout 2-sous-groupe non trivial Q de H on a

Nz(Q) = Ng(Q).02 (C5(Q))-

Pour démontrer ceci, nous établissons le lemme suivant :

Lemme 1.4.4. Soit w une involution de PGLa(q). Alors le centralisateur
de w est isomorphe & un groupe diédral, d’ordre 2(q — 1) ou 2(q + 1).

Démonstration : Soit «w un représentant de w dans GLa(¢). Comme w est

d’ordre 2 dans PGLa(q), alors il existe 2 € F* tel que w? = (gg) Si z est

un carré dans Fy, alors on peut modifier w de fagon & ce qu'il soit d’ordre 2.

1 0

0_1), on a alors

Il est alors conjugué a la matrice (

g(0%)9tez(}’) < geH.=T.xW.

L’'image de H. dans G est un groupe diédral d’ordre 2(¢ — 1), donc le cen-
tralisateur de w est isomorphe au groupe diédral d’ordre 2(q — 1).

Si x n’est pas un carré dans F,, alors il existe une racine carrée y de x

dans F2, et 1 est conjugué dans GL3(q) & I'élément “’(gyoq) de Ts. On a

P(5)g e 2(ys) = geH,=TyxW,

I'image de H, dans G est un groupe diédral d’ordre 2(q + 1), donc le centra-
lisateur de w est isomorphe au groupe diédral & 2(q + 1) éléments. O

Démonstration de la propriété 1.4.3 : On a un 2-sous-groupe de Sylow S
de H (donc de G). On connait la structure de S, elle dépend de la congruence
de ¢ modulo 4, mais dans les deux cas S est isomorphe au groupe diédral a
8 éléments Dg. On appelle C le sous-groupe cyclique d’ordre 4 de S. C’est
I'image dans G de 'un des deux groupes P, et Pi.
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Il existe un sous-groupe W de S N PSLy(q) tel que S = C x W. Soit C’
le sous-groupe d’ordre 2 de C, le groupe C’ x W est alors commutatif, c’est
un sous-groupe de Sylow de PSLy(q). Comme il est inclus dans S, il est égal
a P

On a donc la liste des classes de conjugaison de 2-sous-groupes non tri-
viaux de H :

{C", W, C" xW, C, S}.

On pose T' = Cz(C). C’est un tore de G, d’ordre ¢ — 1 ou ¢ + 1, selon
qu’il est image d’un conjugué de T, ou de T;. Soit 7" = O (T), on a

T=CxT e Oy(TxW)=T.

Si Q = C"alors N5(C') = Cz(C"). Ona T x W C Cg(C”) puis le lemme
1.4.4 implique 1'égalité : Cz(C') =T x W. Comme C C H on a le résultat.

Si Q = W alors Ng(W) = Cz(W). Le lemme 1.4.4 nous assure que
Cz(W) est un groupe diédral, donc O%(Cg(W)) est isomorphe soit au groupe
diédral a 8 éléments, soit au groupe de Klein (& 4 éléments). Comme W est
inclus dans le tore qui ne contient pas C, O*(Cg(W)) est isomorphe au
groupe de Klein. Or il contient W et C’, donc on a le résultat.

Si Q = C' x W, le résultat est clair car C’ x W = P et H = Ng(P). Si
Q =C, Ng(C) =T x W et le résultat est immédiat, de méme que si Q =

car Ng(S) C Ng(CO).

O vy

Démonstration de la propriété 1.4.2 : D’aprés la propriété A.2.2; il
suffit de montrer que pour tout sous-groupe ) de S on a

Ne(Q) = Nu(Q)Ca(Q).

Soit g € Ng(Q). D’aprés la propriété précédente, il existe g; et go tels que

9=9192, 1 € Ng(Q), et g2 € O (Cx(Q)).

Soit z € Q. 1l existe z € Z tel que 292 = zx. Comme x est un 2-élément,
l'ordre de z est une puissance de 2. Comme go est un 2’-élément, ’ordre de
z est premier avec 2, donc z =1 et g2 € C(Q).

Comme g = g1go, alors g; normalise Q. On a g; € H et Z C H, donc
g1 € H, et finalement g € Ng(Q)Cx(Q). O

On a également la propriété suivante :

Propriété 1.4.5. Si ¢ = +3 (mod 8), alors le groupe H est isomorphe au
groupe symétrique Sy.
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Démonstration : On utilise les isomorphismes P’ >~ Qg et Ngp,q)(P') =
Qg % Cs (cf propriété 1.4.1).

Soit Z' le centre de SLo(q), il est d’ordre 2, ses éléments sont les ma-
trices scalaires +1. Son élément non trivial est identifié a4 1’élément -1 de Qs.
Comme Z’ est contenu dans P’, on a Npgy,g)(P'/Z") = (Nsr,q)(P"))/Z'.
Le sous-groupe P=pr /Z' est un 2-sous-groupe de Sylow de PSLs(q), et on
a donc NPSL2(q)(F/) = (Cy x C3) x C5. On sait que le produit semi-direct

ne peut pas étre direct car ’action de C3 sur Qg est d’ordre 3. On a donc
-/
NPSLQ(P ) ~ QL4.

D’autre part, comme Z' = Z NP’ on a
— _
NPGLQ(Q)(P ) - (NGLQ(Q)(P,))/Z =H.

Comme H est de cardinal 24(q — 1), alors Npqr,(g) (15/) est de cardinal 24,

et NPSLQ(Q)(FI) est distingué d’indice 2 dans Npqr,(g), (P).

Montrons que si I' est un groupe dans lequel 2, est d’indice 2 alors I'
est isomorphe soit & &4 soit a A4 x Co. Tout d’abord, G4 est isomorphe a
Aut(2y) : en effet comme 24 est distingué dans G4, la conjugaison par les
éléments de &4 induit un morphisme &4 — Aut(2ly). Un élément du noyau
de ce morphisme est un élément de &4 qui commute a tout élément de 2y,
donc 'unité de Sy, et ainsi le morphisme &4 — Aut(2y) est injectif. Mais
A4 contient 3 éléments d’ordre 2 et 8 éléments d’ordre 3, et il suffit d'un
élément d’ordre 2 et un élément d’ordre 3 pour engendrer tout le groupe,
donc un élément de Aut(24) est déterminé par I'image d’un élément d’ordre
2 et d’un élément d’ordre 3, donc il contient au maximum 24 éléments, ce
qui montre que l'on a un isomorphisme &4 —~, Aut(y).

Comme 2l est distingué dans I', on a un morphisme I' — Aut(2y).
L’image de ?d4 par ce morphisme est le sous-groupe Int(2(4) des automor-
phismes intérieurs de 204, qui est isomorphe a %, car le centre de 2A4 est
trivial. L’image du morphisme I' — Aut(2l4) est donc soit 4, soit Aut(2y).
Dans le premier cas, on obtient un scindage de la suite exacte

1> -1 —Cy—1,

et donc on a un isomorphisme I' ~ 24 x C5, dans 'autre on obtient un
isomorphisme I' >~ G4.

Notons que le 2-sous-groupe de Sylow de I' est isomorphe & Cy x Cy x Cy
dans le premier cas, et au groupe diédral Dg dans le second cas.

Le 2-sous-groupe de Sylow de H est 'image de celui de H par la pro-
jection canonique. Si ¢ =5 (mod 8), alors le 2-sous-groupe de Sylow de H
est isomorphe & (Cy x Cy) x Cy, ou l'action de Cy sur (C4 x Cy) est donnée
par l'application (z, y) — (y, ). Son intersection avec le centre s’identifie
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aux éléements (z, x) de Cy x C4, donc le 2-sous-groupe de Sylow de H est
isomorphe & Dsg.

Si ¢ = 3 (mod 8), alors le 2-sous-groupe de Sylow de H est isomorphe
a Cg x Oy, o laction de Cy est donnée par = — z3. Son intersection avec
le centre est ’ensemble {e, 4} de Cs, donc le 2-sous-groupe de Sylow de H
est isomorphe & Dy ici aussi.

Finalement on a un isomorphisme H —— &,. ]

1.4.2 Cas ¢ = +1 (mod 8)

On suppose donc que ¢ = +1 (mod 8). Nous avons alors la propriété
suivante :

Propriété 1.4.6. Aucun sous-groupe local de G ne contrédle la fusion des
2-sous-groupes de G.

Démonstration : Nous donnons une démonstration de cette propriété dans
le cas ¢ =1 (mod 8), 'autre cas se faisant selon le méme schéma.

Soit P un 2-sous-groupe de G, et H = Ng(P) son normalisateur. On
suppose que H controle la fusion des 2-sous-groupes de G. Il contient un
2-sous-groupe de Sylow, donc nous pouvons supposer que P est distingué
dans S, i.e., que S C H.

Comme H controle la fusion, pour tout sous-groupe () de S, on a
No(Q) € HCo(Q). (1.1)

Soit o une racine de —1 dans Fy, et () le sous-groupe engendré par les
matrices

= (g 0) e = (2)).

On obtient bien un sous-groupe de S¢, isomorphe au groupe quaternionique
Qs, si q était congru & 5 modulo 8 alors () serait un 2-sous-groupe de Sylow
de SL2 (q)

Le centralisateur de () est alors le centre de GG, qui est évidemment inclus
dans H, donc on a Ng(Q) C H.

Nous avons calculé dans la démonstration de la propriété 1.4.1 que Ng(Q)

oot (11

contient I’élément A = :
g —ag

On rappelle que

5. — {(a(;"a,om), (9.%") [ n,m = 1...2@}.
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Soit Qg le sous-groupe de S, défini par

Qo = {O/n (1), 0™ (10), (1), o™ (1) | n= 1...2a}.

En calculant les conjugués des éléments de S, par A, on montre que si A €
H = Ng(P) alors P C Q.

01

ilO)’ alors comme P < S,, P

Si P contient un élément de la forme o™ (

doit contenir 1’élément
(59 [ (&D)] (5 D = (L2

mais comme ¢ est congru & 1 modulo 8 alors a/~2? # =+1, donc on a une
contradiction, et P est inclus dans le groupe @1 = Qo N Te.

Si P contient un élément de la forme o™ ((1] fl), comme A € H alors P
doit contenir ’élément

m (10 -1 _ (0 —
A. [a" (0_1)} A7 =a'n (Om 8‘0) ,
qui n’est pas dans T,. Ainsi P est inclus dans le centre de GG, donc H = G,
ce qui contredit le fait que les sous-groupes locaux sont supposés stricts. [J

1.5 Théorie de Deligne-Lusztig

1.5.1 Résumé de la théorie

La théorie de P. Deligne et G. Lusztig est publiée dans I’article [DL]. Elle
est aussi exposée dans le livre de F. Digne et J. Michel [DM2]. Ce livre traite
en particulier 'exemple de GL2(q). Le chapitre 4 du livre de R. Carter et
M. Geck [CG] donne aussi un résumé de cette théorie. Comme nous sommes
concernés par le cas de GLo(F), nous nous contenterons dans ce résumé du
cas des tores, i.e., nous ne considérerons pas les sous-groupes de Levi de G.

Variétés de Deligne-Lusztig

Soit G' un groupe algébrique connexe sur le corps F, défini sur F,. Soit
F un endomorphisme de Frobenius associé a une structure F4-rationnelle de
G, et L: G — G l'application de Lang, définie par L(g) = g~ ' F(g).

Soit (T', B) une paire F-stable composée d'un tore maximal T et d’un
sous-groupe de Borel B contenant T'. On note U le radical unipotent de B.
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Pour tout élément w du groupe de Weyl Wg = Ng(T)/T de G, on
choisit un représentant w de w dans Ng(T'), et un élément 7, de G tel que
L(vy) = w. On note Ty, =T, By, =" B et Uy, = " U.

On appelle variété de Deligne-Lusztig associée & w la variété Y, définie
par (cf [DL, 1.11.4]) :

Yy ={9€G|L(g) € FUp)}/(F(Us)NUy).

Cette variété est notée X (w) dans [DL]. Nous faisons dorénavant ’abus de
notations consistant a noter respectivement ~,,, Ty, Bw, Uy et Yy, au lieu
de Yairs TU'J’ B'lb? Uw et Yw

La variété Y, est lisse, sa dimension est la longueur I(w) de w dans Wg.
La multiplication de G induit sur Y,, une action de G = G a gauche (car
F(g) = g pour tout g € G) et une action de Ty, = T,,*" a droite (car U, est
normalisé par Tp,, donc par T,,).

L’endomorphisme F' n’agit pas sur Y, en général. Si § est 'ordre de
w dans W, alors F9 agit sur Y,,. Il est possible de tordre 'action de F
sur G pour qu’elle agisse vraiment sur Y, cf [Rob, 4.1.2.]. Si F' induit
laction triviale sur Wg, D'action tordue est définie par Fy, : g — F(g)w’ ou
w' = Y1yt d.e., w représente w dans Ng(Ty,).

Complexes de Deligne-Lusztig

On s’intéresse ensuite a la cohomologie /-adique & support compact du
faisceau constant égal & O sur Y,,. Celle-ci est notée H(Y,, O), elle est
définie comme étant la cohomologie d’un objet de la catégorie dérivée bornée
DY(O[G x T, °P]) noté RI.(Y,,, O). On renvoie & [FK, I, §8] pour la définition
de cet objet.

Dans l'article [Ri3|, J. Rickard montre qu'’il existe un objet canonique
de la catégorie homotopique H*(O[G x T,°]) noté A.(Yy,, O) isomorphe &
RI.(Y,, O) dans la catégorie dérivée D?(O[G x T,°?]) (cf [Ri3, 3.1, 3.2]).
De plus, cet objet est un complexe de OG-modules de /-permutation.

Dans 'article [Ro5], R. Rouquier donne une construction fonctorielle d’un
complexe borné de O[G x T,,°?-modules noté RI.(Y,, O) (¢f [Ro5, 2.2.5])
qui représente RI.(Y,,, O) dans la catégorie dérivée. De plus, si la variété
Y,, est munie d’une action d’un monoide quelconque Y alors RI,(Yy, O)
est un vrai complexe de Y-modules, i.e., les actions sur la variété Y, in-
duisent de véritables actions sur le complexe RI.(Y;,, O), et non plus des
actions définies & homotopies prés. On obtient en particulier une action de
I’endomorphisme de Frobenius tordu F, défini ci-dessus.

On notera dans toute la suite A, Vobjet de la catégorie homotopique
représentant RI.(Yy,, O).
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Induction de Deligne-Lusztig

Le complexe A,, induit par produit tensoriel un couple de foncteurs bi-
adjoints entre catégories homotopiques :

*RE =Ay®oc—

HP(OG) H(OT,).

R%LU =Ayw 0Ty, —

Notons que le complexe RIL(Y,,, ©) n’est pas un complexe de modules de
type fini en général, mais qu’il est homotope & un complexe de modules de
type finis.

Les foncteurs R%U et *R%J sont appelés respectivement induction et res-
triction de Deligne-Luztig. lls induisent des correspondances entre les groupes
de caractéres de G et de T, ¢f [DM2, chapitre 11]. Si w est l'unité de W,
alors on retrouve l'induction et la restriction de Harish-Chandra.

1.5.2 Application a GL(q)

On pose de nouveau G = GLo(F), et on utilise les notations de la section
1.2 page 22. Dans ce cas T est le sous-groupe de G contenant les matrices
diagonales. On choisit pour sous-groupe de Borel B le sous-groupe de G
contenant les matrices triangulaires supérieures (c’est donc bien un sous-
groupe de Borel F-stable). Alors son radical unipotent U est le sous-groupe

de G contenant les matrices de la forme ((1)91”) ol x € F.

Cas w=c¢

On note U = UY', donc U est le sous groupe de G contenant les matrices

lx
01

de G sur 'ensemble G /U, et comme T, C N¢(U), elle induit également une
action & droite de T, sur G/U.

de la forme ( ) otz € F,. La multiplication de G induit une action & gauche

Propriété 1.5.1. On a un isomorphisme de variétés algébriques
0:G/IU Y,

compatible auz actions de G et de T,.

Démonstration : On a F(U) = U, donc

Y.={geG|L(g) eU}/U.
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On définit ¢ par ¢(gU) = gU. 1l est clair que ¢ est bien défini et injectif.
Montrons qu’il est surjectif.

Soit g € G tel que gU € Y.. 1l existe alors z € F tel que L(g) = ((1)91”)

Comme F est algébriquement clos il existe y € F tels que y — y? = z. On a
alors

g ((1]31/) € GLa(q) et g ((1]7{) U=g4U.
donc on a un antécédent de gU par .

Comme les deux variétés sont des ensembles de points, ¢ et sa réciproque
sont algébriques. La compatibilité aux actions de G et de T, est immédiate.
O

La variété Y. étant de dimension nulle, sa cohomologie H} (Y., O) est
concentrée en degré 0. Un représentant de A, dans la catégorie des complexes
de O[G x T.°P]-modules est donc le bimodule O[G/U].

Les images des caractéres de T, par Ri sont données dans [DM2, chapitre
15]. En utilisant les notations pages 23 et 200, on a

sii#j  RE(06,5) = RE(05.0) = #ij

et R%(H(i,z’)) =@+ .

Cas w=s

On note toujours s I’élément non trivial du groupe de Weyl Wq de G,
cf 1.2. Soit Y la variété de Deligne-Lusztig associée & s. D’aprés [DL, 2.2],
Y, est isomorphe & la courbe affine définie par

{(‘;) €F? | (zy? — 2%y)i ! = _1}.

Nous allons le démontrer.

On rappelle que l'on a choisi § = (?(1)), Y=y = (ﬁqu) ol [ est un

générateur de F5. Le tore 7 est alors engendré par vy (g [?q) v L.

Comme L(v) = (%), on a F(Us;) NU; = 1, donc par définition
Y, = £UF()).

Soit Yy’ la variété définie par

Y = {(5) €F? | (xy? —aty)’™" = —1},

on a donc la propriété suivante :
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Propriété 1.5.2. Les variétés algébriques Yy et Y, sont isomorphes.

Démonstration : Soit ¢ 'application algébrique définie par
¢:Y, —Y/
q

Montrons que ¢ est bien définie. Soit g un élément de Y5, soit u € F tel
que F(g)F(7) = gF(7) (571) et soit () = ¢(g). On a

det (137 = = det [m(g)u o>+F<m(g))<o D}
= det [m (50) +9F() (5) (85)}

10 01} (01
= detgdety [(00) + (10) (00)}
= detg(B? - p).
Donc zy? — 2%y # 0 et
(zy? — 29y)? = det g(6 — %) = —(zy? — 2%),
puis (Z) est élément de Y3 .
On définit ’application 1 par
VY — Y
T x xd -
(y) — (yyq)’y 1'

C’est une application algébrique, on montre facilement qu’elle est bien
définie, i.e., que

L (3)) € FU).
On montre ensuite que ¥ est 'inverse de ¢. Il est clair que ¢ oty = Id. Pour

l’autre sens, si (Z) = ¢(g), en posant L(g) = F(’y)(éqf)F(V*I), on a

(3) =F9) (7) =9F ) (51) FOH (F)

donc wow(g)=g<(ﬁq8)+F(v)(é?)F(’Y1>(8‘f)> 7

et comme ! (qu) = (}) alors (0“) F(y1 (8[13) =0, et porp =1d. O

On vérifie facilement que la variété Y, —donc la variété Y, est lisse, ce
qui est déja assuré par [DL, 1.4].
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Actions

La multiplication de G induit sur la variété Y, une action & gauche de G
et une action & droite de Ty. L’action de G devient par transport de structure
via ¢ la restriction de I’action canonique de G sur F? par multiplication a
gauche, et l'action de T devient ’action de multiplication par un scalaire

définie par
= (5 )t (3) 0= (53)
sit= ; , alors = i -
7(0 e )7 A\ yo

La variété Ys est munie d’un endomorphisme de Frobenius F; défini par
gr— F(g)s’,ons =~ (%) 71 (cf définition de F,, page 33). On montre

que par transport de structure cette action devient I’action naturelle :

(1) ()

Cette action commute avec celle de G, mais pas avec celle de T : on a
tFy, = Fit?. Donc 'action de Fs2 commute avec celle de T5.

Composantes connexes

On note dorénavant Y, pour Y, .

Si ¢ est impair, on choisit dans F une racine de 'unité d’ordre 2(¢ — 1) et
on 'appelle p. Si g est pair, on choisit une racine de 'unité d’ordre (¢ — 1),
donc on peut poser u = a. L’équation définissant Y; est

q—1

[T@y* =% - p*=) =0.
=1

Ceci définit alors les composantes connexes de Y, grace au lemme sui-
vant :

Lemme 1.5.3. Soit a un élément non nul de F. Le polyndome xy? — x%y — a
est irréductible dans F[z, y].

Démonstration : Supposons que P et @) sont deux polynémes de F|x, y]
tels que PQ = zy? — 2%y — a. En posant z = 0 on obtient que les polynomes
P(0, y) et Q(0, y) sont des constantes. De méme, en posant y = 0, les poly-
nomes P(z, 0) et Q(x, 0) sont des constantes. Donc il existe des ploynémes
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P’ et Q' et des constantes a1 et as tels que P = zyP’ + a1 et Q = zyQ’ + ao.
Mais alors

zy? — 2% — a = 2%9°P'Q' + zy(asP' + a1Q’) + a1as.

Supposons que P’ et Q' sont non nuls. Alors pour chacun d’entre eux il existe
un monodme xiyj tel que pour tout autre mondéme xkyl onak<ietj<lI
(c’est le mondme de plus haut degré en y parmi les monomes de plus degré
en z). Soit R le produit de ces deux mondémes multiplié¢ par z2y2. C’est un
monome de PQ. Il est de degré supérieur ou égal & tous les autres mondmes
de PQ en z, et tous les autres monomes de PQ) de degré maximal en = sont
de degré en y strictement inférieur & celui de R. Donc R ne peut étre annulé
dans le développement de P(@. Or aucun monoéme de zy? — z9y — a n’est
divisible par z2y?. Ainsi P’ ou Q' est nul et xy? — 2% — a est irréductible. [J

On appelle Y;(a) la composante connexe de Y; définie par 1’équation
xy? — %y = a, ou a est une puissance impaire de pu. On vérifie que G et T
agissent sur les composantes connexes via le déterminant : si g € G alors g
envoie Y;(a) sur Ys(adet g) et sit € T alors ¢ envoie Y;(a) sur Ys(adett).

L’endomorphisme de Frobenius F; envoie quant & lui la composante
connexe Y;(a) sur la composante connexe Y(—a). Si g est pair il ne per-
mute donc pas les composantes connexes.

Induction R%

Nous étudierons en détail le complexe RI'(Y;, O) dans la section 3.4.
Donnons tout de suite l'image des caractéres de T, par l'induction R%,
toujours grace a [DM2, chapitre 15] et en utilisant les notations pages 23 et

200 :
si(g+1) /1, R§ (wi) = =5 ,
/

et R% (Wig+1)i) = @i — ¢ -



Chapitre 2

Isotypies

La notion de types de blocs a été introduite en 1971 par R. Brauer ([Bra|).
En 1990, M. Broué a défini dans son article [Br3| la notion d’isotypie entre
deux blocs, donnant ainsi une nouvelle approche des types de blocs : deux
blocs sont dits de méme type s’ils sont reliés par une isotypie. Les isoty-
pies permettent de dégager les propriétés générales (essentiellement arith-
meétiques) d’un type de bloc.

Dans ce chapitre nous allons donner la définition d’une isotypie, puis
quelques lemmes permettant de montrer qu’une application est une isoty-
pie. Ensuite nous nous intéresserons au cas du groupe GLy(g), ou ¢ est une
puissance d’un nombre premier.

2.1 Définitions

On utilise toujours le systéme modulaire (K, O, k) défini page 19, en
supposant toujours que O est de caractéristique nulle et assez gros pour tous
les groupes en présence, et que k de caractéristique non nulle .

Pour tout groupe fini G on note toujours By(G) le bloc principal de OG.

2.1.1 Applications de décomposition

Soit R un anneau commutatif, G un groupe fini et B un bloc de RG
associé a l'idempotent central primitif b. Suivant [Br3|, on note CF(B, R) le
R-module des fonctions centrales y : G — R qui vérifient

Vge G x(bg) = x(9)

et CFy (B, R) le R-module des fonctions de C'F (B, R) nulles en dehors des
('-éléments de G.

39
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Soit x un ¢-élément de G. On sait grace au troisiéme théoréme principal
de Brauer que le correspondant de Brauer du bloc principal de OCq(z) est
le bloc principal de OG (c¢f par exemple [Al2, 14.1]). En conséquence la
deéfinition des applications de décomposition généralisées est la suivante (cf
[Brl]) :

@5(x) : Colz) — K
A { x(zz') sia’ € Co(z)e
0 sinon.

2.1.2 Isotypies

On note = un systéme de représentants des classes de conjugaison des
(-éléments de G. La famille des df, pour x € = donne une isométrie bijective

(dIG)ZGE

1
D CF(BiCalw). K).  (21)

€S

CF(By(G),K)

Soit H un sous-groupe de G. On suppose que H controle la fusion des ¢-
sous-groupes de G (cf annexe A). Par exemple si H est le normalisateur d’un
{-sous-groupe de Sylow de G et si ce sous-groupe de Sylow est abélien, alors
en vertu du théoréme de Burnside (corollaire A.2.3) H controle la fusion des
{-sous-groupes de G.

Le controle de la fusion implique que si = est un systéme de représentants
des classes de conjugaison des /-éléments de H, alors c’est aussi un systéme
de représentants des classes de conjugaison des {-éléments de G.

On considére une famille (I*),c=z d’applications
I" : CF(By(Cu(2)), K) — CF(By(Ca(x)), K),
et pour tout x € = on appelle D* le diagramme

CF(By(H),K) —— CF(By(G), K)

B P

CF(By(Cu(x)), K) —7> CF(By(Cq(x)), K).

Définition 2.1.1. La famille d’applications (I”),cz est dite compatible a la
fusion si pour tout x € = le diagramme D* commute.

Pour tout bloc B de OG on note ZIrr(B, K) le groupe abélien engendré
par les caractéres irréductibles de B. C’est le groupe de Grothendieck de la
catégorie B-mod, et on a K @ ZIrr(B, K) = CF (B, K).

La définition suivante est conséquence du lemme [Br3, 4.1] :
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Définition 2.1.2. Une isométrie [ : CF(By(H),K) — CF(By(G),K) in-
duite par une isométrie I : ZIrr(By(H), K) — ZIrr(By(G), K) est dite
parfaite si elle établit par restriction des bijections entre les sous-espaces
CF(By(H),O) et CF(By(G),0), et entre les sous-espaces CFp(By(H), K)
et CEp(By(G), K).

Notons qu’une isomeétrie [ : CF(By(H), K) — CF(By(G), K) est induite
par une isomeétrie I, : ZIrr(By(H), K) — ZIrr(By(G), K) si et seulement si
elle envoie tout caractére irréductible sur un caractére irréductible précédé
d’un signe, i.e., pour tout caractére irréductible x de By(H) il existe ¢ ca-
ractére irréductible de By(G) et € € {£1} tels que I(x) = e¢.

Enfin, la définition d’une isotypie est :

Définition 2.1.3. Sil’on a une famille d’isométries parfaites (I*) ez com-
patible & la fusion, alors Uapplication I = I' est appelée isotypie. On dit
que la famille (I*),cz est le systéme local de I. S’il existe une isotypie entre
CF(By(H),K) et CF(By(G), K) alors on dit que les blocs By(H) et By(G)
sont de méme type.

2.1.3 La conjecture de Broué

On peut maintenant énoncer la conjecture de Broué, sous sa forme faible

(cf [Br3]) :

Conjecture 2.1.4 (Broué). Soit G un groupe fini dont les {-sous-groupes
de Sylow sont abéliens. Soit H le normalisateur dans G de l'un de ses sous-
groupes de Sylow. Alors les blocs principaur de OH et de OG sont de méme
type.

2.2 Aspect pratique
Les lemmes de cette section aident & construire une isotypie.

2.2.1 Centralisateurs /-nilpotents

Rappelons la définition originelle d’'un groupe ¢-nilpotent :

Définition 2.2.1. On dit qu’un groupe G est £-nilpotent si

O'(G) = G/0u(Q).

En particulier tout groupe abélien est ¢-nilpotent.
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Lemme 2.2.2. Un groupe G est {-nilpotent si et seulement si son bloc prin-
cipal n’a qu’un seul caractére modulaire irréductible.

Ceci équivaut & demander que ’espace vectoriel C'Fy(By(G), K) soit de
dimension 1, il est alors engendré par le caractére modulaire trivial.

Ce lemme est conséquence des faits suivants :

« la projection canonique G — G/Oy(G) induit une bijection entre les blocs
de OG et ceux de O[G/Oy (G)],

e le noyau du bloc principal de G est Oy (G), ¢f [NT, Théoréme 8.1].

Dans toute la suite on suppose que G est un groupe fini, et que H est
un sous-groupe de G controlant la fusion des /-sous-groupes de G. On note

—

toujours = un systéme de représentants des classes de conjugaison de /-
éléments de H.

On suppose que 'on a un isomorphisme
I:CF(By(H),K) — CF(By(G),K)
envoyant caractére irréductible sur caractére irréductible au signe pres.

Lemme 2.2.3. Soit x un élément de E tel que Cy(z) et Cq(x) soient {-
nilpotents. On suppose que l'isomorphisme canonique

p: 0'(Cr(x)) — 0"(Calx))

est un isomorphisme et qu’il existe (x) € {£1} tel que pour tout caractére
irréductible x de Be(H) on ait I(x)(z) = e(z).x(z).

1l existe alors une isométrie parfaite
I*: CF(BU(Cx(2)), K) — CF(By(Co(x)), K)

rendant le diagramme D® commutatif.

Démonstration : Si Cy(z) est (-nilpotent, alors d’aprés le lemme 2.2.2
Pespace CFy(By(Cr(x)), K) s’identifie & K wia le caractére modulaire tri-
vial. L’application df, devient I’application qui a une fonction centrale «
associe le scalaire a(x).

De plus comme la projection canonique Cpg(z) — OY(Cx(z)) a pour
noyau Oy (Cp(z)) elle induit un isomorphisme :

mg : CF(O(Ch(x)), K) =~ CF(By(Cy(x)), K).

On exprime de la méme fagon I'application df, et on obtient également un
isomorphisme 7g.
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Le morphisme ¢ : OY(Cy(x)) — OY(Cg(x)) induit par I'injection cano-
nique Cp(xz) — Cg(x) est par hypothése un isomorphisme. On a donc un
isomorphisme

p: CF(O'(Cu(2)),K) — CF(0'(Ca(x)), K)
s — Bopl.

On pose I* = e(x).mgopo 7r;{1. C’est un isomorphisme, il est clair qu’il
envoie les fonctions centrales & valeurs dans O sur les fonctions centrales & va-
leurs dans O. On vérifie que pour tout caractére irréductible x de By(Cg(z)),
on a I”(x)(z) = e(x)x(x), donc la restriction

Igz] : CF@/(B@(CH(.%')),K) — CFg/(Bg(Cg(l')),K)

de I* induit la multiplication par e(x) sur K via les caractéres modulaires
triviaux de C(z) et de Cg(z). Ainsi I” est une isométrie parfaite.

Si x est maintenant un caractére irréductible de By(H ), on a

I o dip(x) = e(@).x(2) = (I(x))(2) = dg o I(x)

d’oll la commutativité du diagramme D”. O

2.2.2 Eléments centraux

On suppose toujours que ’on a une isométrie
I:CF(By(H),K) — CF(By(G),K)
envoyant caractére irréductible sur caractére irréductible au signe preés.

Lemme 2.2.4. On suppose que le diagramme D' est commutatif, donc que
Io d}{ = dé ol. On a alors équivalence entre les assertions suivantes :

1. pour tout z € = central et tout x irréductible, % = %,

2. pour tout z € = central, [ odj; = di o 1.

Démonstration : Le lemme de Schur implique que si x est irréductible et

z est central, alors la représentation irréductible de caractére x envoie z sur
une homothétie. Celle-ci est alors de rapport % Ainsi pour tout g € G on

a x(zg) = ig;){(g) On en déduit que

10 = X ()
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puis

Todj(x) = iggl odh(x) et diol(x)= T0))E) dL, o I(x)

ce qui implique le lemme. O

Le lemme [Br3, 4.5] peut donc étre énoncé comme ceci :

Lemme 2.2.5. Supposons que I est compatible a la fusion de systéme local
(I7). Alors I envoie CFy(By(H), Q) dans CFy(By(G),O).

Si de plus I” envoie CFy(By(Cg(x)),O) dans CFy(By(Cg(x)), O) pour
tout x € Z non central et I7 = I pour tout z € = central, alors I est une
isométrie parfaite.

En effet, dans la démonstration du lemme [Br3, 4.5], le fait que I* envoie
CFy(Bi(Cp(x)),0) dans CFy(By(Cg(x)),O) pour tout x non trivial n’est
pas utile pour démontrer que I envoie CFy (By(H), O) dans CFy(By(G),O) :
ceci est conséquence du fait que les caractéres modulaires irréductibles de
By(H) engendrent C'Fy(By(H),O) sur O.

Ensuite, comme I' = I* pour z € E central, les I* envoient aussi le sous-
espace CFy (By(H), O) dans CFy(By(G), O), et donc on obtient la deuxiéme
assertion.

La remarque en bas de la page 73 de [Br3| permet d’énoncer le lemme
suivant, conséquence de la décomposition 2.1 page 40 :

Lemme 2.2.6. S’il existe pour tout x € = non trivial une application
I" . CF(Cg(z),K) — CF(Cg(z), K)
telle le diagramme D® commute, alors le diagramme D' commute.

Si de plus les I* pour x non trivial sont des isométries parfaites alors I
est une isotypie.

Ce lemme peut étre utile car il permet d’éviter de démontrer la commu-
tativité du diagramme D'. Il perd son utilité si le /-centre de H est non tri-
vial : pour l'utiliser il faudrait démontrer la commutativité des diagrammes
D? pour z € = central différent de 1, mais celle-ci s’exprime en vertu du
lemme 2.2.4 par

x(2) 1 I*(x)(2)

L TP ody(x) = ———=

W= oo
pour tout z € = central et x irréductible, donc elle est aussi compliquée que
celle de D'.

On va montrer dans la section suivante que si les f-sous-groupes des
Sylow de H sont abéliens alors on peut énoncer un analogue du lemme 2.2.6
en supposant que les hypothéses sont vraies juste pour x € = non central,
au lieu de non trivial (lemme 2.3.10).

dg o I7(x),
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2.3 Quotient par le /-centre

2.3.1 Propriétés

Soit G un groupe fini, et P un ¢-sous-groupe de Sylow de GG. On suppose
que P est abélien. Soit Z le ¢-centre de G, i.e., Z = Zy(G) = Z(G)N P. Tous
les résultats de cette section deviennent triviaux si Z = 1.

Pour X un sous-groupe ou un élément de G on notera X son image par
la projection canonique G —» G/Z.

Si ¢ est un caractére de G, on notera @ le caractére de GG obtenu par
inflation. Si y est un caractére de G constant sur Z on notera x le caractére
deéfini par y(g) = x(g). Ces deux correspondances sont réciproques 'une de
I’autre, et & un caractére irréductible elle associent un caractére irréductible.

Si = désigne toujours un systéme de représentants des classes de conju-
gaison de ¢-éléments de G, alors on peut choisir = tel que = = Z x = ol
= C P, et 'image de = par la projection par rapport a Z est un systéme de

représentants des classes de conjugaison de /-éléments de G.

Soit N = Ng(P). Alors = désigne également I’ensemble des classes de
conjugaison de ¢-éléments de NV, c’est une conséquence du fait que IV controle
la fusion des /-sous-groupes de G. Ceci implique en particulier que Z est aussi
le ¢-centre de N. En effet, il est clair que Z C Z(N)NP,etsiz € Z(N)NP,
g € G, alors x et grg~! sont conjugués dans G, donc dans N, et ils sont
égaux car x € Z(N).

Ensuite on a le lemme suivant :

Lemme 2.3.1. Le groupe G' N Z(QG) est un {'-groupe. Si x et y sont deux
éléments de P, alors ils sont conjugués dans G si et seulement si T et § sont
conjugués dans G et xG' = yG'.

Démonstration : D’apres [Go, 4.4], on a

P=(PNN)x (PNZ(N)) e PNG =PAN,
donc

1=(PNNYNZ=(PnG)NZ=G'NnPnNZG),
et G’ N Z(G) est un ¢'-groupe.

Soit x, y € P. Si x et y sont conjugués dans G alors T et § sont conjugués
dans G.

Par contrdle de la fusion = et y sont conjugués dans N. De plus on peut
les décomposer sous la forme z = x172, ¥y = Y192 avec 71, y1 € PN G’ et
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T2, y2 € PN Z(N). 1l existe donc h € N tel que z1 = 37, et x5 = yo. Donc
z = yly2 = yly; h'yih) € Y@

Réciproquement si Z et 7 sont conjugués dans G et G’ = yG’, alors il
existe g € G tel que y~'29 € Z. Donc y lz(z" g lzg) € Z. Or y~lz € G’
et G'NZ =1donc y ‘29 =1, z et y sont conjugués dans G. O

Lemme 2.3.2. Sig < G, on a Cg(g) = Cz(9), et Ca(9)rZ = Cz(g)e. Par
conséquent les opérations ¢ — @ et x — X envoient un caractére du bloc
principal sur un caractére du bloc principal.

Démonstration : Clairement C(g9) C Cg(g). Si h € G est tel que h €
Cs(g), alors g71g" € Z. Or g7'g" € G’ donc g7 g =1 et h € Ci(y).

On a Cg(9)rZ C Cgz(g)e- Réciproquement si b € G est tel que h €
Cz(9)e, alors h € Cg(g). Soit n Tordre de h, on a h™ = z € Z. Soit m
I’ordre de z, comme m est multiple de ¢ et n est premier avec ¢, il existe u et
v tels que un +vm = 1. On a donc hz™% = RUNTIM—UR — pUM of pvmn —
donc hz~" est un ¢'-élément de Cg(g), et h € Ca(g9)p Z.

Si x € Irrg(G), on sait que x est dans le bloc principal de OG si et
seulement si on a (¢f 1.1.3)

x(9)ICl(g)]

Vge G
g x(1)

= |Cl(g)| (mod ¢0O).

Donc si x € By(G) et x est constant sur Z alors ¥ € By(G) et si ¢ €

By(G) alors ¢ € By(G). O

On note Irrk-(G) I'ensemble des caractéres irréductibles de G de degré
1. Le produit tensoriel en fait un groupe abélien. On note Irrk (By(G)) len-
semble des caractéres irréductibles de degré 1 du bloc principal de G, c’est
un sous-groupe de Irr (G).

Si C est un groupe abélien, alors Irrk (C) = Irrgx (C) et on a un isomor-
phisme canonique Irrg (B;(C)) =~ Irrgx (Cy) obtenu en composant l'injec-
tion Irrg (By(C)) — Irri (C) et la restriction Irrg (C) —» Trr g (Cy).

Lemme 2.3.3. II existe un morphisme Irr (Z) — Irrk (By(G)), qui est un
scindage du morphisme canonique de restriction Irrk (By(G)) — Trrg (Z).

Ainsi tout caractere irréductible de Z se reléve en un caractére du bloc
principal de G, et ce relévement est compatible avec les lois de groupes.

Démonstration : Ona P = (PNG') x Z, donc l'inclusion P < G induit
un isomorphisme Z ~, (G/G’)y. On a donc un isomorphisme

o1 Irrg (Z2) 20 Trg ((G/G)e)
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qui & x € Irrg(Z) associe le caractére zG' — x(z). On compose celui-ci avec
l'inverse de l'isomorphisme canonique Irrg (B (G/G')) = Irrg ((G/G')y),
puis l'inflation donne un morphisme Irrg (By(G/G")) — Irrk(G), qui en-
voie bien un caractére du bloc principal de G/G’ sur un caractére du bloc
principal de G.

Soit #¢ I'image d’un caractére 6 de Irrg(Z) par la composition de ces
morphismes. Si z € Z, on a 69(2) = (p1(0))((2G");) = 6(z), on a donc
obtenu un scindage de la restriction Irrk (Gy(G)) — Irrg (Z). O

Fixons les notations pour la suite, en notant 6; et #¢ les images succes-
sives de 6 € Irrx (Z) par la composition :

Irtg (Z) — It ((G/G')e) — Irrie (Be(G)) .

0 — 04 — 16 (22)

Ainsi si § € Irrg(Z) et g € G, on a 6(g) = 61((gG"),). 1l existe un unique
z € Z tel que (¢G')y = zG’', on a 61((9G")¢) = 0(2).

Cette construction peut étre faite en remplacant GG par tout sous-groupe
X de G contenant Z. Comme application # — 6% est un scindage de la
restriction Irr (By(X)) — Irrx(Z), on obtient que pour tout g € X on a
0% (g) = 6%(9)

Si x € Irrg (B(G)), alors il existe 6 € Irri(Z) tel que la restriction de x
a Z vaut x(1)f. On note 6, ce caractére. Le caractére

(01 x x

est constant sur Z, donc il existe ¢ € Irri (By(G)) tel que x = 95 x @. On
a ainsi une correspondance bijective :

It (By(GQ)) +— Tt (Z) x Trr g (By(G)).

Cette correspondance induit un isomorphisme
A(G) : CF(By(G),K) — It (Z) x CF(G, K)

Soit x, ¢ et 6 des caractéres irréductibles de respectivement By(G), By(G),
et Z. L’expression de A(G) et de son inverse sont données par

Une construction identique donne un isomorphisme A(X) pour tout sous-
groupe X de G contenant Z. Les deux lemmes suivant expriment les appli-
cations de décomposition via les isomorphismes A(X).
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Lemme 2.3.4. Pour tout z € =, on a un diagramme Dz commutatif
CF(B

(G), K) —— 2

dg;

It (Z) x CF(By(G)

, K)
l‘bc,z

ACalh Irrg (Z) x CF(By(Cx(
en posant

(7)), K).

D=

CF(Bi(Cq(x)), K)

Ochrr (Z)
pour tout Oy € Irrgc (Z) et p € CF(By(G), K)

Gl
o500 = Y (0.0 d50)

Démonstration

Soit Oy € Irrg (Z) et p € OF(By(G), K). 11 existe une
famille (yp)g d’éléments de CF(By(Cx(Z)), K) indexée par Irrg (Z) telle que

4% (05 < @) ZQCG@ X Pg.

Pour tout y € Cg(x), on considére la fonction centrale définie sur Z par
2 d& (05 x @)(zy). Soit § un caractére irréductible de Z. On a

0" Y (094 x Zg) (- ) )z = 0“¢D ()09 (1)
0
et d’autre part

(0" (d& (65 < @))(:

)z = |Z|ZH

)& (06 < 2)(=""y).
z2€Z

Donc si y n’appartient pas & ZCq(x)y alors ¢y(y) = 0 pour tout 6. Par
contre 8'il existe 29 € Z et y € Cg(z)p tels que y = zpy/, alors on a
vo(y) = EQCG( M(y™H)0(20) (05 x @) (zy)
1 -
= @HOG(HE)SO(M')-
.. 0§ (x)
Ainsi ¢y = ?Z\

d%((p) pour tout 6 € Irrg (Z), d’ou le résultat

O
On définit maintenant, pour = €
tordue”

= et z € Z, l'application “inclusion
Xm : CF(/(B@(Cg(.%')),

) — CF(Bi(Cq(x)), K)
par ez (x) : y — x(z1y).
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Vérifions que e

(x) est dans le bloc principal de Cg(x) : pour € par-
courant l’ensemble des caractéres irréductibles de Z, soit ¢y 1’élément de
CF(Bi(Cgz(x)), K) tel que

X = ZQCG(:B) ® %

0
On a alors

Z 0(2"1)07") @
donc eZF(x) est combinaison linéaire des #°¢®) @ . 1l vit donc le bloc prin-
cipal de Cg(x).

Finalement, on définit gl\g = ez 7 €4 ©

dans la démonstration suivante que d

¥ pour tout x €
sous-groupe ZCg(x)

—
—
—

. On verra
est la restriction des fonctions au
Lemme 2.3.5. Pour tout x € =, on obtient un diagramme commutatif E*
A(G) _
CF(By(G),K) Irrg (Z) x CF(By(G)

, K)
lq]G,z

CF(By(Cu(x)), K) I (Z) x CF(By(Cy(z)), K)

A(Cq(x))

en posant

Uz (0, ) = (6, 6°(2).d5(p)).

pour tout 0 € Irri(Z) et p € CF(By(G), K).
Démonstration : Soit xo = 6 X o un caractére irréductible de By(G).
Il existe une famille de fonctions centrales py € CF(By(Cx(z)), K) indexée
par les caractéres irréductibles 6 de Z telle que
d%(xo) 29%@) X 0.

On a donc I'égalité de fonctions sur C(x) suivante

B0 = (691G dE(x0) )z

Siy € Cg(z) alors

z,2'€Z

Boly) = 0y |Z| > ) (65 x Z)(= 12 "y)
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Siy ¢ ZCq(z)e alors pour tout 2” € Z on a (d& (65 x ¢o))(2"y) = 0, et
vo(y) = 0.

Siy=z0y avec zp € Z et y € C(x)p, on a

foly) = 890y |Z| ZH 202" (65 x o) (225 'y)]
z€Z

— 65 (@)p0(27)(0]00) 2

En conséquence (A (Cg(ac))o %) (x0) est 'élément (6o, ¢q,) et le caractere
g, envoie un élément y de Cé(f) sur 0 si § € Cz(Z)p et sur 0§ (z)po(27)
si g € Cx(z)p. Comme A(G)(x0) = (6o, ¥0), le lemme est démontré. O

2.3.2 Inflation d’une isotypie

On suppose toujours que G est un groupe fini. Soit H un sous-groupe de
G controlant la fusion des ¢-éléments, P un sous-groupe de Sylow de H. On
suppose que P est abélien, et on note Z le f-centre de H, donc de G.

Pour X un sous-groupe ou un élément de G on note toujours X son image
par la projection canonique G — G/Z.

Propriété 2.3.6 (Rouqu1er) Si I est une isotypie entre les blocs princi-
pauz de H et de G, alors I s’étend en une isotypie entre les blocs principaus
de H et de G.

Démonstration : Soit I : C’F(Bg(H) K) — CF(By(G), K) une isotypie

de systéme local (1 m) c=- Pour x € =, on définit une application

I7 . CF(By(Cy(x)), K) — CF(By(Cr(x)), K)

en posant, si 0 € Irrg(Z) et ¢ € Irrg (Be(Cy(x)))

. HCH(:L‘) ® 9'5 . ng(x) ® I_x((p)

Pour x € Zet z € Z, 2 # 1, on pose I*® = I*. On va montrer que I = I'

est une isotypie de systéme local (I**) .= ..,-
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Soit x un élément de =. On considére le cube suivant :

1

CF(B,(H),K) CF(B(G),K)
w ‘ A(G)
- _ IdxT _
dyy Irr i (Z)xCF(By(H),K) Irri (Z)xCF (B (G),K)
o, Ld”é
CF(B¢(Cu(x)),K) I CF(By(Ca(x)),K) %G, 5
A(Cq(x))
A(CH(w)
Irt g (Z)XCFy (Bo(Cg(T)),K) Irr g (Z)XCFy (Be(Cx (%)), K).

IdxTI*

Par définition de I et de I*, les faces haute et basse sont commutatives.
Par le lemme 2.3.4, les faces gauche et droite sont commutatives. Il est im-
médiat que la face avant est commutative grace au fait que 67 (z) = 0% (z).
En conséquence, la face arriére est commutative.

Soit x un caractére irréductible de By(H). On a dif(x) = 0y (2)d% (x)-
Par construction de I on a 6, = 0;(,). Ceci implique que le cube est entiere-
ment commutatif si on remplace les = par des zz. Ainsi 'application I' est
compatible & la fusion, de systéme local (I%),c=.

Montrons que pour tout = € =, I* envoie CFy(By(Cy(x)),O) dans
CFy(Bi(Ca(x)), 0).

Comme les caractéres modulaires irréductibles forment une base sur O de
CFy(Bi(Cg(x)),0), il suffit de montrer que I*(xo) € CFy(Bi(Cg(x)),O)
pour tout caractére modulaire irréductible xo de By(Cp(x)). Le diagramme
D? étant commutatif, et xo étant élément de C'Fy(By(Cy(x)), K), on sait
déja que I*(xo) est élément de C'Fy (By(Cq(x)), K).

L’application de décomposition déH 2) est surjective, les coefficients de sa
matrice dans les bases usuelles sont éléments de O. Donc il existe une famille
(Ag,p) d’éléments de O, indexée par les caractéres irréductibles ordinaires de
Z et de By(Cy(x)), telle que

Xo =Y Ao 01 x 3.
0,0

Par définition de I* on a
I"(x0) = > _ M09 x Tr(p).
0
Comme ¢ est un caractére de C'5(7), il est & valeur dans 0. Comme I” est

une isométrie parfaite, I%(¢) est a valeurs dans . Ainsi I*(y) est élément
de CF(By(Cg(x)),0), donc finalement de CFy (By(Cg(x)), O).
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Grace au lemme 2.2.5, nous pouvons affirmer que I est une isotypie par-
faite et qu’elle est compatible a la fusion de systéme local (I7),e=.

Mais nous ne pouvons pas encore affirmenr que I est une isotypie. Nous
ne savons pas encore que les I¥ pour z élément non central de = sont des
isométries parfaites. Une définition plus compléte des isotypies aurait permis
de conclure, cf [Br3, remarque 2 page 74].

La seule propriété manquante est le fait que I* envoie CF(By(Cg(z)), O)
dans CF(By(Cg(zx)),O) pour tout x non central. Nous allons directement
montrer que I® est une isométrie parfaite pour tout x € =, en vérifiant la
premiére définition, cf [Br3, 1.1].

Pour z € E, soit i” le caractére de C5Z x C(Z) qui donne isotypie 17,
et u” le caractére de C(z) x Ch(x) qui donne I*.

Nous savons que pour tout sous-groupe X de G contenant Z on a un
isomorphisme canonique ix : (X/X'); =~ Z. Si g € X, nous savons alors
que 6% (g) = 0(ix((gX")¢)) pour tout 0 € Irrg (Z).

Si g € Cg(x), h € Cy(x), on définit d,(g, h) comme étant égal & 1 si
i (2)(9) = icy(2)(h), et & 0 sinon. Nous avons alors

T
Oclrr (Z)

Par définition de I* on a

W (g, h) = > x0T
X€Irr g (Be(Cr (x)))
= > 0ImE%O g ) (o))
Ol i (Z)
pElrrg (B (Cz(7)))

Or on a [Ca(g)| = Z]IC7(9)|, |Cu(h)| = |Z].|Cq(R)], et comme le

A2(g.h) o B7(3.h)

[Ca()] |Cg(R)
\Mcc(f(gh))| et ‘“C}(I%’hh))| sont éléments de O.

caractére % et parfait alors sont éléments de O. Donc

N

Si g et h sont tels que u*(g,h) # 0, alors @®(g,h) # 0 et d.(g, h) = 1.
On veut montrer que g est d’ordre premier & £ si et seulement h est d’ordre
premier & £.

Supposons que l'ordre de g est premier a £. Il en est donc de méme pour
celui de g, et pour celui de h car ji*(g,h) # 0. On a donc hy € Z, i.e., il
existe un entier a non multiple de ¢ tel que h® € Z.
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Mais g(Cg(z)") est aussi d’ordre premier & ¢ dans Cg(z)/Cq(x)’, donc
(9(Ca(x)))e = Cq(x), puis comme 6,(g, h) = 1, alors h(Cy(z)") est un
¢'-¢lément. 11 existe donc un entier b non multiple de ¢ tel que h® € Cy(x)'.
Finalement on a h® € Oy (z)' N Z =1, et h est bien un ¢'-élément.

On a obtenu que I® est une isométrie parfaite pour tout z € =. Ceci

implique que les I* sont des isométries parfaites pour tous les x de =, et
donc on en conclut que I! est une isotypie, de systéme local (I%),cz. O

2.3.3 Déflation d’une isotypie

Nous allons démontrer la réciproque suivante de la proposition précé-
dente :

Propriété 2.3.7. Soit I une isotypie entre les blocs principauxr de H et G
telle que

Ve € E, € lirg(Z), et x € Iirg (Be(Cy(2))),

FF(0°7@ & x) = 690 o I*(y). (2.3)

Alors il existe une isotypie I entre les blocs principauz de H et G.

Nous allons donner une version de cette propriété aux hypothéses plus
faibles, qui en particulier n’exigent pas que I soit une isotypie.

—

Propriété 2.3.8. Supposons que pour tout x € =, on a une application
linéaire

I*: CF(B(C(2)), K) — CF(B(Ca(x)), K)
envoyant bijectivement caractére irréductible sur caractére irréductible au

signe pres, et que la famille (I*), = satisfait les propriétés suivantes :

1. pour tout x élément de = différent de 1, I® envoie CF(By(Cy(x)), )
dans CF(Bi(Cq(x)),0);

2. pour tout x élément de = différent de 1, le diagramme D* commute ;
3. pour tout x € = et tout X caractére irréductible de By(Cy(z)) on a

Alors on a une isotypie I entre les blocs principauz de H et de G.

Si I est une isotypie, alors les hypothéses 1 et 2 sont vérifiées. L’hypothése
3 est impliquées par ’hypothése 2.3 de la propriété 2.3.7, donc la propriété
2.3.7 est conséquence de la propriété 2.3.8.



54 Chapitre 2 : Isotypies

Démonstration : Soit x un élément de =, et ¢ un caractére irréductible de
By(C7(%)). On note 1z le caractére trivial de Z. L’hypothése 3 nous assure

que I”C(lgH(m) x @) est de la forme 1§G(x) x 1), ot 1) est, au signe prés, un

caractére irréductible de By(Cgz(Z)). On pose alors I*(p) = 1. Ceci définit
une isométrie

I* : OF(By(Cy()), K) — CF(By(C(3)), K).

Pour tout sous-groupe X de GG contenant Z, on note
7% 1 CF(By(X), K) — CF(By(X), K)
la projection envoyant un caractére irréductible % x @ sur ¢ si § = 14, et
sur 0 sinon.
On considére le cube suivant :

1

CF(B¢(H),K) CF(By(G),K)
5 CF(By(H),K) d CF(By(G),K)
@ Lffé
CF(By(Cx (x)),K) CF(By(Cg(x)),K) %

1

CFu(Bi(Cg()),K).

1
%X

CFZ/ (BZ(Cﬁ(i))»K)

I&C
Par définition de I et de I = I', les faces haut et bas sont commutatives.

En conséquence du lemme 2.3.5, les faces gauche et droite sont commutatives.

Montrons que la face arriére est commutative. On suppose d’abord que
x est différent de 1 (donc x n’est pas central).

On a I"oe€ff = e ol :soit x € CFp(By(Cr(x)),K). Il existe des
éléments @g de CF(By(C5 (7)), K) tels que x = >, 0% @) @ 5. On a alors

() = 30" @ 5
0

donc
I"oeff(x) = > 0(z"HI" (09" @ Gp).
0

Or Thypothese 3. nous dit que 07:(,y = 0y. Donc pour tout 6 il existe vy
élément de CF(B,(Cz(7)), K) tel que

I:B(HC'H(m) ® @) _ ng(m) ® %
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donc

o i (x) = e (Z 97 %) = e o I ().
0
et on a bien I¥ oeff = efF o 1.

On a I*odjf = dg ol :si x est un caractére irréductible de B,(H) alors
dii (x) = Oy (2)d}; (x). Comme 6, = 0, alors on a I o djf (x) = dg o I(x)
(puisque = n’est pas central).

On a donc montré que la face arriére du cube est commutative si z # 1.

On pose I** = I* pour z € E\{1} et z € Z. Comme on a 0=(,) = 0 pour
tout caractére irréductible x de B;(Cp(x)), les diagrammes D* commutent
pour tout z € Z\Z.

Comme [ est une isométrie, I envoie 'orthogonal de

1
D CFu(B(Cr(=)), K)

z€E\Z

sur ’orthogonal de

1
P CFv(Bi(Calx)), K).
x€E\Z

Or ces orthogonaux sont les images respectives de d}; et de di,, via l'isomor-
phisme 2.1 page 40, donc la face arriére du cube pour z = 1 commute.

Finalement la commutativité de la face avant du cube résulte de celle de
toutes les autres, car 71}{ est surjectif.

Par hypotheése, I” envoie CF(By(Ch(w)),0) dans CF(B¢(Cg(x)),0)
pour x € =\{1}, ce qui implique que I* envoie CF(B¢(Cy(Z)),0) dans
CF(By(Cz(z)), 0) pour tout = € E\1, donc finalement pour tout = € = par

le lemme 2.2.5. On a ainsi démontré que I est une isotypie de systéme local
(I"). O

Remarque 2.3.9. Si l'on a une isotypie entre les blocs principaux de H et
de G, on obtient une isotypie entre les blocs principaux de H et de G grace a
la construction donnée dans la démonstration de la propriété 2.3.6. A partir
de celle-ci on obtient une isotypie entre les blocs principaux de H et de G
grace & la démonstration de la propriété 2.3.8. Alors on retrouve l'isotypie de
départ, i.e., la premiére construction est “inverse & droite” de la seconde. Par
contre pour avoir ’autre sens, il faudrait supposer que l'isotypie I entre les
blocs principaux de H et de G vérifie, en plus de 'hypothése 2.3 propriété
2.3.7, ’hypothése suivante : si pour un caractére irréductible ¢ de By(C7(Z))
on a B

Ix(lgH(gﬁ) X p) = lgc(gﬁ) X 1),
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alors pour tout 6 € Irri(Z) on a
I’”(HgH(x) X Q) = Qgc(w) X 1.

Ceci correspond a une hypothése de “Irr g (Z)-linéarité”.

En combinant les deux propriétés précédentes on obtient la généralisation
suivante du lemme 2.2.6 :

Propriété 2.3.10. Supposons que pour tout x € =, on a une application
linéaire

I* : CF(By(Cr(x)), K) — CF(B(Ca(x)), K)
envoyant bijectivement caractére irréductible sur caractére irréductible au
signe pres, et que la famille (I7), = satisfait les proprictés suivantes :

1. pour tout x élément de Z différent de 1, I® envoie CF(By(Cy(x)),O)
dans CF(By(Cg(x)),0) ;

2. pour tout x élément de Z différent de 1, le diagramme D* commute ;

3. pour tout 0 € Irrg(Z), x € E et x € Irrg(By(Cr(z))) on a
I7(095(®) 5 x) = 096 5 17(y).

Alors, en posant I*® = I* pour tout z € Z et x € =, Uapplication I est une
isotypie entre By(H) et By(G), de systéme local (I7) e=.

2.4 Isotypies dans GL2(q)

On utilise de nouveau les notations définies dans les sections 1.1 et 1.3,
donc en particulier on pose G = GLa(q). Nous allons d’abord vérifier la
conjecture de Broué dans les cas des ¢-sous-groupes de Sylow abéliens (et ¢
ne divisant pas ¢). La validité de la conjecture dans ces cas est déja connue,
grace aux travaux de M. Broué, G. Malle et J. Michel, ¢f [BMM] et [BMi].

Ensuite, dans le cas £ = 2 et ¢ impair, donc quand les sous-groupes de
Sylow ne sont pas abéliens, nous montrerons que si g est congru a 3 ou 5
modulo 8, alors le bloc principal de G est de méme type que le bloc principal
du normalisateur dans G d’un sous-groupe de Sylow de SLa(q).

2.4.1 [( impair, ¢ divise ¢ — 1

Dans ce cas le ¢-sous-groupe de Sylow P. de G est abélien, son norma-
lisateur est H.. Les caractéres irréductibles de G et de H. sont donnés par
les tables B.12 et B.13 page 200.
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Les caractéres irréductibles du bloc principal de OG sont :

¢ Vi pour A=0.../0*—-1
o Y\, pour A=0...0*—1
o Oyxupu pour A pu=0...00—-1 AX<p.

Les caractéres irréductibles du bloc principal de OH, sont :
o Xou pour A=0...0%—1

e X\ pour A=0...0—1

* Xowupu pour A pu=0...0%—1 X<p.

Propriété 2.4.1. 1l existe une isotypie I entre les blocs principauxr de OH,
et de OG telle que

I': CF(By(H.),K) — CF(By(G),K)

Xu Pru
/ /
X)\u = SO)\U
XAu pu PAu pu

Démonstration : On rappelle que o = a". Les classes de conjugaison de
{-éléments sont représentées par :

* (a(;T o?*) pour r=0...0*—-1 (les éléments centraux)

. (O‘ITO) pour r,s=0...0—1 1r<s.

0 a/S

om0
0 Oéls

r < s, alors on a Cp,(h) = Cg(h) = T,. C’est un groupe abélien donc /-
nilpotent. On a évidemment O(Cpy, (h)) ~ O*(Cg(h)), et I(x)(h) = x(h)
pour tout y caractére irréductible de By(H,.). On utilise donc le lemme 2.2.3.
Il nous donne une isométrie parfaite I pour chacun de ces h.

Si h est un ¢-élément non central de ce systéme, donc h = ( ) avec

Comme les sous-groupes de Sylow de G sont abéliens, on peut utiliser la
propriété 2.3.10. 11 reste juste & vérifier son hypotheése 3. :

pour tout élément h de Z, tout caractére irréductible 6 de Z,(H.) et
caractére irréductible y de By(Cp, (h)), on a

IO ) = 9% s 1 (y). (2.4)

Cette égalité est triviale pour h # 1. Si h = 1, alors les 8¢ et les 8 sont
les xu €t les @y, pour A =0...£% — 1, 'égalité 2.4 est alors immédiate, et
la propriété est démontrée. O

La conjecture de Broué 2.1.4 est donc vérifiée dans ce cas. On peut ajouter
qu’elle est bien compatible avec 'induction de Deligne-Lusztig : on a en effet
Ri =I'o Ind?: (voir I’expression de R% page 35).
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2.4.2 [( impair, ¢ divise ¢+ 1

Dans ce cas le sous-groupe P; est abélien, c’est un ¢-sous-groupe de Sylow
de G. Son normalisateur est Hy, les caractéres irréductibles de celui-ci sont
donnés par la table B.14 page 202.

Les caractéres du bloc principal de OG sont :
* Yo
/
° 900
° 1#)\((1_1)1} pour A=1... Eb — 1.
Les caractéres du bloc principal de OH sont :
* Xo
/
° XO
. XK(qq)v pour A=1.../°—1.

Propriété 2.4.2. Il existe une isotypie I telle que
I': CF(By(H,),K) — CF(By(G),K)

X0 Y0
X0 — -}
Xl)((q—l)v _¢)\(q—1)v

Démonstration : Rappelons que dans ce cas 3/ = 3417 I’ensemble des

7( 60 /3’0‘”) ol 7 =1...¢° —1 est un systéme de représentants des classes de

conjugaison de /-éléments de H,. Le centralisateur d’un tel élément dans H
et dans GG est T}. Il faut donc juste vérifier que pour caractére irréductible x
de By(Hg) on a

1000(% 5)) = xC(% ),

ce qui est immédiat grace aux signes négatifs. Par application des lemmes
2.2.3 et 2.2.6, on obtient bien une isotypie. 0

La conjecture 2.1.4 de Broué est donc démontrée dans ce cas. L’isotypie
I est encore compatible avec I'induction de Deligne-Lusztig, i.e., on a R% =

I'o Indﬁs (voir I'induction de Deligne-Lusztig page 38).

2.4.3 (=2, q impair

Dans ce cas les sous-groupes de Sylow de G ne sont pas abéliens. On note
toujours ¢ — 1 = 2% et ¢+ 1 = 2% avec u et v impairs. Selon la congruence
de ¢ modulo 4, I'un des entiers a et b est égal & 1 et 'autre est strictement
supérieur a 1.
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Les caractéres du bloc principal de G sont les suivants :

o iy pour A=0...2%—-1

D pour A=0...2%—-1

P pu pour )\,,LLZO...Qa—l )\<M
Yy ~ pour A=1...200 1 2by )

Selon que g est congru a 1 ou 3 modulo 4, on a pour normalisateur d’un
sous-groupe de Sylow de G I'un des deux groupes H. ou H, leurs tables de
caractéres figurent pages 203 et 203 (tables B.15 et B.16).

Si ¢g=1 (mod 4), les caractéres du bloc principal de OH! sont :

* w pour A=0...2%-1
e X\ pour A=0...2%-1
o Xowup pour Ap=0...2° =1 24 (Au— @), Xoup = Xouru—p-

Si ¢ =3 (mod 4), les caractéres du bloc principal de OH! sont :

e Xo et Xu
o X0 et xh,
o X pour A=1...2F1—1 Xz£2°

On constate donc que les blocs principaux de OH. et OH!. n’ont pas
autant de caractéres irréductibles que celui de G.

On peut méme faire le constat suivant : si on note ¢ = Max{a, b}, alors
¢ > 2, et le bloc principal de OG contient des caractéres de hauteur 0, 1 et
c. Or les blocs principaux de OH. et de OH. (et méme de OH, et OHj)
n’ont que des caractéres de hauteur 0 et 1. Une isotypie entre bloc principaux
conservant la hauteur des caractéres ([Br3, théoréme 1.5]), on est assuré que

les blocs principaux de ces groupes ne sont pas de méme type que celui de
O0G.

Nous avons vu que dans le cas ¢ = +1 (mod 8) aucun sous-groupe local
ne controle la fusion des 2-sous-groupes de G (propriété 1.4.6), donc dans ce
cas aucun bloc principal de sous-groupe local de G n’est de méme type que
celui de G.

Dans le cas ¢ = +3 (mod 8) le normalisateur dans G d’un sous-groupe
de Sylow de SLy(g) contrdle la fusion (propriété 1.4.2). Nous allons montrer
que 'on a une isotypie entre le bloc principal de ce groupe et celui de G.

Nous supposons donc pour le reste de cette section que ¢ = £3 mod 8,
i.e., que {a,b} = {1,2}.
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Cas ¢ =5 mod 8

Soit P' un 2-sous-groupe de Sylow de SLy(q), et H = Ng(P'). En vertu
de la propriété 1.4.2, le sous-groupe H controle la fusion des 2-sous-groupes
de G.

Les caractéres irréductibles de H sont donnés par la table B.18 page 204.

Les caractéres du bloc principal de OG sont donnés page 201, dans notre
situation ce sont :

o Vi pour A=0...3

o Y, pour A=0...3

o QOyxupw pPOUr A p=0...3 A<pu

o Uruw pour A=1...7 A impair.

Les caractéres du bloc principal de OH sont :

* Vw pour A=0...3
o XXy pour A=0...3
/ —
. X%Hu pour A=0...3
. Xgi) pour A=0,1
o XV, pour A=1,3.
2

Propriété 2.4.3. Il existe une isotypie I telle que

I: CF(By(H),K) — CF(By(G),K)

XIA/“ —Pxu

, X (P/)\u+2u
Xu—1 +Au — Puuvu

nglu) Pu—Au3u—Au

XK/uT—l w)\uv

Les images des x}, pour ¢ = i(\) = “Tfl + Au sont les ¢, tels que p+v
est impair. Plus précisément, les correspondances sont

Xlu% P2u 3u
. X/Su—l ¥03u
siu=1ou3 (mod8): , 2 — ,
Xu—1 $Oou
2

/
X7u—1 Pu2u
2
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Xzt Pou
. XISu—l Pu2u
siu=50uT7 (mod8): , 2 —
Xsu—1 P2u 3u
2
XI7U;1 ©0 3u
2

Démonstration : Considérons le systéme de représentants des classes de
2-éléments suivant :

. (O‘(;T O?r) pour r=0...3 (les éléments centraux)

. (O‘ITO) pour r,s=0...3 r<s

0 als
m

. (a,9+1a0) pour 7 =0,1.

Soit h un élément de la deuxiéme catégorie. On a

CH(h):{ai(})a‘?j) i:O...q—2,j:0...3},

Ca(h) = {(%'aoj) i, :O...q—Q}.
Ces deux groupes sont abéliens, C(h) = Cy_1 xCy et Cg(h) = Cy_1 xCy_1,
donc O?(Cg(h)) = 0*(Cg(h)) = C4 x C4. On a pour tout y irréductible
x(h) = —I(x)(h), ce qui justifie que x), est envoyé sur —gy,, que X4,
est envoyé sur ¢, 4oy, €6 permet d’obtenir les images des X1 e Par
2

application du lemme 2.2.3 pour chaque & on obtient une isométrie parfaite

I" . CF(By(CH(h)), K) — CF(By(Cq(h)), K).
Soit h un élément de la troisiéme catégorie. On a

cH(h):{ai(gg),ai(g,é) z’zO...q—2},

Ca(h) = {(a?‘;jgj) i,j:()...q—2}.
On montre que ces groupes sont cycliques : Cy(h) = Cy4_1), engendré

par exemple par a2 ((S,é), et Cq(h) = Cp2_q, engendré par (aZ(l)/ gf) ou
a1 = 5(B+9) et ay = 367 (B— 7). On a O*(Cyy_1)) ~ O*(Cp2_y), pour
tout x irréductible x(h) = —I(x)(h), donc encore une fois on applique le
lemme 2.2.3, qui donne des isométries parfaites I".

On vérifie que % = g%%g; pour tout 2-élément central x et tout

caractére irréductible y. Montrons que le diagramme D' est commutatif.
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Le calcul montre que l'espace C'Fy(By(H), K) a pour base {Xo, X1} avec

Xo =D 00w +x5) +2) x%un)

A A

X1 = Z(X/“%Hu + X)) + 22 Y +x’§’u N1 )-
X

L’espace C'Fy(By(G), K) a pour base {¢g, 91} avec

950 = Z(_(P)\u + Qol)\u) + 22 w)\um

A A
Y1 = Z@Auuu + Z Qpl)\u + Z¢Auv-
A A A

Ceci montre que le diagramme D! commute. On pose ensuite I® = I pour
tout 2-élément central x, on utilise le lemme 2.2.4. Ceci montre que le dia-
gramme D% est commutatif. Ensuite on applique le lemme 2.2.5, il montre
que I est bien une isotypie. O

Cas ¢ =3 mod 8

Soit P’ un 2-sous-groupe de Sylow de SLa(q), et H =" Ng(P'). On sait
grice a la propriété 1.4.2 que H” controle la fusion des 2-sous-groupes de G.

La table B.19 page 205 donne les caractéres irréductibles de H.

Les caractéres du bloc principal de OH sont xo0, Xu> Xu-1: Xsu_1> X(()4),
2 2

X0> Xa €t x”’

Propriété 2.4.4. Il existe une isotypie I telle que :

X0 (20 %0
Xu Pu Pu
X/
u771 ¢5uv wuv
/
X% wuv 1/}5uv
1 (4) — ou
w2uv 1/}2uv
X0 s o8
X o o
"
X vl 1 Pou Pou

La premiére possibilité est ’expression de I si uv = 1 ou 3 mod 8, la
deuxiéme si uv =5 ou 7 mod 8.



2.4 : Isotypies dans GLa(q) 63

On remarque que cette isotypie n’a que des signes positifs. On verra dans
la section 3.6 qu’elle provient d’une équivalence de Morita (théoréme 3.6.9).

Démonstration : On considére le systéme de représentants des classes de
conjugaison des 2-éléments suivant : + ((1)(1)), +hy, +a"T B et ia%hJB.
Si h est I'un d’eux et y un caractére irréductible alors on a d"(x) =
X}E(_S)d’}{(x), or on vérifie que X)E(_S) = I}ﬁg(—l? pour tout caractére y irré-

ductible, ainsi la commutativité de D" est impliquée par celle de D*. On

se restreint donc aux 2-éléments 1, Ay, a7 Beta's h JB (mais on ne peut
pas pour autant se passer de montrer la commutativité de D).

Si h = 1, on montre que l’espace CFy(By(H), K) a pour base {Xo, X1}

avec
"

>Zo=><o+xu+x8+xiﬁ+2xu7—1,

" (4)

)21:Xlu%1 +X/3uT—1 +X/0,+XZ+Xqul +Xo -

L’espace C'Fy(By(G), K) a pour base {@g, 91} avec
G0 = @0+ Pu+ ¢) + Py + 200,

p1 = Vuv + Youw + ¢5uv + @6 + QD;L + ©ou-

Le diagramme D! est donc commutatif.

Si h = hj, alors h est conjugué & 1’élément 7(5()” ﬁ‘;n) de G avec n =
(g—1)v. On a

CH(h):{Oéiﬁ”j((l)ﬁ’OQj) i=0...q—2,j:0...3},

Ca(h) = {(%iﬁgi) i:O...qQ—Q}.

~

donc Cp(h) = Cyg—1), engendré par exemple par (3" ((IJB(’]Q)’ et Cg(h) =
Cg2—1. On a 02(04((1,1)) = OQ(qu_l), et pour tout x irréductible on a
x(h) = 1(x)(h).

Sih= aqulB, alors h est conjugué a I’élément h' = ((1)31) de G, on a

C’H(h):{ai(é?),o/ﬂ”z(_olé) i:O...q—Z},

i

Ca(h) = {(a?ﬁ,/ﬂjfi“) i,j=0...q— 2} .
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ce qui donne Cy(h) = Cy—1 x Cy, avec Cy_ engendré par « (é(l]) et Oy
engendré par a7 3" (%) Le groupe Ci(h') est commutatif, il a quatre 2-

éléments : +1 et +3' (% 4) donc O*(Ca(h')) = CyxCy = O*(Cy(h)). Enfin
on a bien x(h) = I(x)(h') pour tout y irréductible grace aux associations
1(xg) = #u et 1(x4) = o

Sih= auT_thB, alors h est conjugué a 1’élément 'Y(ﬁon ﬁgn) de G avec
n = buw, les centralisateurs sont les mémes que pour le cas h = hy, on vérifie
que pour tout x irréductible on a x(h) = I(x)(h) (ce qui nécessite I’examen
de la congruence de uv modulo 8).

Pour ces trois derniéres classes d’éléments on applique le lemme 2.2.3,
puis les lemmes 2.2.4 et 2.2.5, et on obtient 'isotypie désirée. O



Chapitre 3

Equivalences splendides

Ce chapitre montre que les isotypies obtenues au chapitre précédent pro-
viennent bien d’équivalences splendides de catégories dérivées. Nous étudie-
rons en détail les complexes de Deligne-Lusztig A, et A, ainsi que leurs
analogues dans les groupes SLa(q), PGL2(q) et PSLy(q).

3.1 Définitions et conjectures

On garde les notations relatives au groupe G = GLo(q) définies dans le
chapitre 1 sections 1.1 & 1.3, ainsi que le systéme modulaire (K, O, k) ou k
est de caractéristique non nulle /.

3.1.1 Equivalences splendides

La version forte de la conjecture de Broué est la suivante :

Conjecture 3.1.1 (Broué). Soit G un groupe fini dont les {-sous-groupes
de Sylow sont abéliens. Soit H le normalisateur dans G de l'un de ces sous-
groupes de Sylow. Alors il existe une équivalence triangulée entre les catégo-
ries dérivées bornées DP(By(G)) et DP(By(H)).

Cette conjecture implique qu’il existe une isométrie parfaite entre les
blocs principaux By(G) et By(H), cf |Br3, 3.1].

Dans son article [Ri4], J. Rickard énonce son raffinement de la conjecture
de Broué :

Conjecture 3.1.2 (Rickard). Sous les hypothéses de 3.1.1, il existe une
équivalence splendide entre les catégories D°(By(G)) et D°(By(H)).

65
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Une équivalence splendide est une équivalence dérivée particuliére, donc
la conjecture 3.1.2 implique la conjecture 3.1.1. Notons qu’une équivalence
splendide est méme une équivalence des catégories homotopiques H®(B,(G))
et H(B,(H)). Mais la propriété forte d'une telle équivalence est qu’elle induit
une isotypie entre les blocs By(G) et By(H ), alors qu’une équivalence dérivée
n’implique que l'existence d’une isométrie parfaite. Ainsi la conjecture 3.1.2
implique la conjecture 2.1.4.

Donnons la définition d’une équivalence splendide. On sait grace au théo-
réme de Rickard (cf [Ril] et [Ri2]) quune équivalence triangulée entre caté-
gories dérivées est induite par un complexe de bimodules. La caractérisation
d’une équivalence splendide porte sur ce complexe.

Soient G et H deux groupes finis dont les ¢-sous-groupes de Sylow sont
isomorphes. Soient A et B des sommes directes de blocs de OG et de OH
respectivement, ou de kG et de kH.

Définition 3.1.3. Un compleze splendide X est un complexe de (A, B)-
bimodules borné, a composantes projectives en tant que A-modules o gauche
et en tant que B-modules a droite, satisfaisant les propriétés suivantes :

1. le compleze XV @p X est isomorphe a A dans la catégorie homotopique
HP(A ® AP), et le compleze X @4 XV est isomorphe & B dans la
catégorie homotopique Hb(B ® BP) ;

2. les composantes de X sont des modules de (-permutation.

Le complexe X est donc un objet de la catégorie H’(A® B°) qui, d’aprés
la premiére propriété, vérifie la propriété de disjonction dans les catégories
H®(A) et H®(BP). Cette premiére propriété équivaut au fait que les foncteurs

X @% — : HYB)—H(A)

et XYoL - : H'(4)—HYB) (3.)

sont des équivalences de catégories inverses 1'une de l'autre. Une telle équi-
valence, i.e., une équivalence induite par un complexe splendide, est appe-
lée équivalence splendide. Comme les composantes de X sont projectives &
gauche et a droite, alors les foncteurs 3.1 sont en fait des foncteurs usuels de
produit tensoriel de complexes.

La deuxiéme propriété induit la compatibilité a la fusion. Désignons par
P un sous-groupe de Sylow de G et de H, et pour tout L sous-groupe commun
de G et de H notons AL le sous-groupe diagonal

AL={(z,z7Y) |z €L} € Gx H?.

La deuxiéme propriété équivaut alors a dire que les facteurs directs indécom-
posables des composantes de X sont de source triviale et de vortex contenu
dans le sous-groupe diagonal AP de G x H°P.
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3.1.2 Le cas des groupes finis de type de Lie

Soit G un groupe algébrique réductif connexe sur F muni d’un endomor-
phisme de Frobenius F et soit G = G*. Comme on I’a vu dans la section
1.5, & tout élément w du groupe de Weyl Wg de G est associé un tore
maximal F-stable T}, de G, puis un sous-groupe 1, = Tf de G que l'on
appelle toujours tore de G, et enfin un objet A,, de la catégorie homotopique
HP(O[G x T,,°P]) (voir définitions pages 32 et suivante).

Supposons qu'un ¢-sous-groupe de Sylow de G soit inclus dans un tore
T, pour un certain w de Wg. On note alors H le normalisateur de ce sous-
groupe de Sylow dans G, puis By(G) et By(H) les blocs principaux de OG
et de OH respectivement, et b, by les idempotents centraux primitifs qui
leur sont associés. Dans cette situation (et méme dans une situation plus
générale, cf [Br3, 6] et [BMa, 1A]) la conjecture de Broué est plus précise :

Conjecture 3.1.4 (Broué). Il existe une structure de compleze de OH -

modules & droite sur Ay, le compleze bg.Ay,.by réalise alors une équivalence
dérivée entre les catégories D°(By(G)) et D°(By(H)).

Cette conjecture implique donc que le complexe bg.A,.by est basculant,
et que son algébre d’endomorphismes dans la catégorie dérivée de By(G) est
isomorphe & By(H).

Dans son article [Ri3|, en construisant I'objet A.(Y,, O) de la catégorie
H®(By(G) ® By(OT,,)P), J. Rickard montre que ses composantes sont des

modules de /-permutation, ce qui montre la cohésion des conjectures 3.1.4
et 3.1.2.

3.2 Quelques propriétés générales

3.2.1 Complexes et homotopie

Lemme 3.2.1. Soit P un complexe borné o droite G composantes projectives,
Q@ un complexe borné a composantes projectives. On suppose que P et () sont
quasi-isomorphes. Alors pour un n assez petit, 7>, P est un complexe borné
G composantes projectives, quasi-isomorphe a P.

Démonstration : Supposons que Q' = 0 pour tout ¢ < 0. On a donc
Hi(P) = 0 pour tout i > 0. Nous allons montrer que le module P°/B°(P)
est projectif. Ainsi le complexe

T>0P : ---—>O—>PO/BO(P)—>P1—>---

sera borné & composantes projectives.
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Comme les complexes sont bornés & droite & composantes projectives, il
existe un morphisme de complexes s : P — ( inversible dans la catégorie
homotopique. Soit ¢ : ¢ — P un représentant de son inverse et r une
application satisfaisant 1p — ts = dr + rd. On a en particulier

lpo =d~'r% +rtd®.

L’application r'd° est nulle sur Z°(P) = B%(P). Elle donne donc un mor-
phisme PY/BY(P) — PY. La composée de celui-ci avec la projection cano-
nique P° — P%/BY(P) est l'identité. Ainsi P°/B°(P) est facteur direct de
PO et il est projectif. O

On a de plus le corollaire :

Corollaire 3.2.2. Soit P un compleze borné a composantes projectives. On
note a le plus grand entier tel que H™(P) = 0 pour tout n < a, et b le plus
petit entier tel que H"(P) = 0 pour tout n > b. Alors le compleze T>q7<,P
est isomorphe a P dans la catégorie homotopique.

Dans la catégorie des complexes on a une unique décomposition en somme
directe 7>,7<p P = P1 © P, ou P; n’a pas de facteur direct homotope & zéro,
et P, est homotope & zéro. Le complexe P, isomorphe & P dans la catégorie
homotopique, est uniquement déterminé & isomorphime de complexes prés.

Définition 3.2.3. Soit P un complexe borné a composantes projectives. On
appelle représentant minimal de P dans la catégorie des complexes ['objet de
la catégorie des complexes noté Py construit ci-dessus.

Lemme 3.2.4. Soit R un anneau, S une R-algébre plate sur R. Alors pour
tout compleze de R-modules E et tout entier n on a H"(S®FE) ~ S H"(E).
Démonstration : Soit d la différentielle de E. On considére la suite exacte
0 — kerd” — E" — imd" — 0.
Comme S est plate sur R la suite
0—-S®kerd" - S®E" — S®imd" — 0

est toujours exacte. Il est clair que S ® im d"” =im (1g ® d"), donc on a un
isomorphisme S ® ker d" ~ ker (1g ® d").

On considére ensuite la suite exacte
0 — imd"! — kerd"” — H"(E) — 0.
De méme, S étant plate, on a une suite exacte

0—im(lg®d* 1) - S®kerd" — S ® H"(E) — 0.
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Orona S®kerd” =ker1lg ® d" et une suite exacte
0—im (lg®@d" ') = ker(lg ®d") - H*(S® E) — 0
d’ou 'isomorphisme S ® H"(E) ~ H"(S ® E). O
Rappelons la construction suivante (voir par exemple [Ke3, 8.1.4|) :

Définition 3.2.5. Soit A un anneau, C et D deuz complexes de A-modules.
On appelle complexe des morphismes de C dans D le compleze Hom 4(C, D)
défini par

Homa(C, D) = [ [ Homa(C?, D),

1EZL
d(f)y=dpo f—(=1)"fodc pour tout f € Homa(C, D)n.

On note Enda(C) = Homa(C, C). Pour tout n on a la propriété sui-
vante :
H"(Homa(C, D)) = Homy4)(C, D[n]).

Propriété 3.2.6. Soit R un anneau commutatif noethérien, S une algébre
plate sur R, G un groupe fini et A un facteur direct de l'algébre RG. Soit
C et D deux complexes de A-modules, C' étant borné & composantes de type
fini. On a alors un isomorphisme

S ®@pg Homyy(4)(C, D) = Homyy(sg,4)(S ®r C, S®gr D).

Démonstration : D’aprés [Bki, chap. I, §2, n°10, prop. 11| pour tout R-
module X de type fini et tout R-module Y on a un isomorphisme canonique
que l'on notera toujours 7 par abus de notations :

7:5®pHompg(X,Y) =~ Homg(S ®r X, S®rY).

L’image par cet isomorphisme de A® f est 'application qui & Rz € S® X
associe Ay ® f(x).
Si de plus X et Y sont des G-modules, alors le R-module Homp (X, Y)

est muni d’une action de G en posant pour g € G, ¢ € Homp(X,Y) et
reX:
(99)(x) = g(p(g™" ).
On a alors Hompg (X, V) = (Homg(X, Y)Y, i.e., Hompg(X, Y) est I'en-
semble des points fixes de Homp (X, Y') pour cette action.
De méme on a Homgg(S ® X, S®@Y) = (Homg(S ® X, S ® Y)Y, et
I'isomorphisme 7 est compatible avec cette action. Il induit un isomorphisme

7:S®Hompa(X,Y) =~ Homgg(S®@ X, S®Y).
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Si X et Y sont des A-modules alors 7 est en fait un isomorphisme :

T:S®Homg(X,Y) =~ Homgepa(S® X, S®Y).

Considérons maintenant deux complexes de A-modules C et D, ou C est
borné, & composantes de type fini. On note dg la différentielle du complexe
Homu(C, D) et dg celle du complexe Homga(S ® C, S ® D).

Comme C est un complexe borné, pour tout n ’isomorphisme 7 s’étend
en un isomorphisme S ® (Hom(C, D))" =, (Homgsa(S®C, S® D))"™. On
vérifie que 7o (1g ® dg) = dg o 7, donc que 7 définit un isomorphisme de
complexes.

Celui-ci induit donc un isomorphisme en homologie de degré 0

HO(r) : H'(S @ (Homa(C, D)) = H°Homga(S® C, S® D))
= HOHIH(SA)(S(X)C, S®D)

Le lemme 3.2.4 nous assure que
HY(S @ Homa(C, D)) ~ S ® H°(Hom(C, D)),

donc on a lI'isomorphisme désiré. ]

Propriété 3.2.7. Soit O un anneau de valuation discréte, k son corps rési-

duel. Soit C = --- — C* N CH1 — ... un compleze borné de O-modules
libres, tel que pour tout i # 0, H'(k ®0 C) = 0.

Alors H(C), vu comme complexe concentré en degré 0, est facteur direct
de C, et ces deur complexes sont homotopes.

Démonstration : Comme les modules C? sont libres, I’application cano-
nique k@ H*(C') — H'(k®C) est injective pour tout i € Z et donc H*(C) =0
pour tout entier 1.

On construit tout d’abord un endomorphisme f de C homotope & 0 tel
que f* = Ids: pour tout ¢ # 0.

Soit n un entier tel que CP = 0 pour tout p > n. On suppose n > 1
pour simplifier. On a alors d”~! surjectif et C™ projectif, donc il existe un
morphisme 7" tel que d” ! or” = Idcn :

Cnfl gcn —0

=

crnt o ¢ —=0.
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Le morphisme Idgn-1 — 7" 0 d" ! est & valeurs dans ker d”~!, donc comme
H"1(C) = 0 c’est une surjection & valeurs dans im d"~2. La projectivité de
C™ ! nous assure donc qu’il existe un morphisme "1 : C"1 — C"2 tel
que Idgn—1 = 71" 0d" 1 +d* 2 07" L. On construit ainsi par récurrence une
famille de morphismes (r° : C* — C"~1);5q telle que Id¢i = ritlodi+d~tort.

Pour construire les r* pour i négatif on utilise la dualité : comme les C*
sont projectifs, leurs duaux C sont projectifs (on note exceptionnellement les
duaux sur k par une étoile en bas). On a besoin de I'hypothése H (k®C) = 0
pour montrer que H*(C,) = 0 : comme k est un corps on a

Homyys,y (k @ C[i], k) = Homy,(H'(k ® C), k) = H'(k ® C),.
D’autre part
Homyy (k @ C[i], k) = H' (Homy,(k ® C, k)) = H'(k ® Cy)

donc comme H(C,) est un sous-espace de H'(k ® C.), on a H (C,) = 0
pour tout entier 1.

On obtient de la méme fagon que précédemment une famille de mor-
phismes (s")i<o

azt a2

C? c! C?

] )

cot Cc?

(70

ai ! d=2

telle que s'odi~t 4 dl o st = Idgi pour tout ¢ < 0. Mais comme les C' sont
projectifs on a un isomorphisme canonique C* _~, C%_, qui envoie l'identité
sur 'identité. En dualisant on a s o d’ 4+ d*~! o0 s = Id¢:, on pose donc
r* = s’ pour tout ¢ < 0.

On pose ensuite f = Ids: pour i # 0, f© =rtod® +d~ ! or® puis on
vérifie que f est un endomorphisme de complexes. Par construction f est
homotope a 0.

Soit g I’endomorphime de C° défini par ¢ = Idgco — f°. On a alors la
factorisation
g : coker d~' — ker d°.

Soit Oy, O_ et HY les complexes
Cy: w0 - 0 — cokerdt—=Ct—=C?. ..
C_: 0250 kerd - 0—0 -

HO: v 00— 0 - HYC) — 0 —0 -
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Le morphisme g induit un morphisme de complexes C,. — C_, et on a les
morphismes évidents C_ «— C —» Cy et C_ — H? — C.

On considére les morphismes de complexes donnés par les compositions :
0:C—CL-5HC.—H o ¢:H —-C -LC —CcC.

On a alors les résultats suivants, qui démontrent le lemme :

e wo1p = Idgo.

o Yo est homotope a 'identité de C. En effet on sait que f est homotope &
0, donc il suffit de montrer que ¥ op+ f —Idc est homotope & 0, ce qui
est immédiat en prenant par exemple comme homotopie ’application
h nulle en dehors de C° et définie par h° = r% o r! 0 d° sur CV.

Ainsi ¢ et ¥ sont des isomorphismes dans la catégorie homotopique, inverses

I'un de l'autre, et HY est facteur direct de C. O

Lemme 3.2.8. Soit R un anneau commutatif, I un idéal de R et S = R/I.
Soit C un complexe borné a droite de modules libres sur R, tel que pour tout
entier n ’homologie H™(C') soit libre sur R. Alors on a un isomorphime

S ®r Hn(C) — Hn(S KRRr C)

Démonstration : Comme C est borné a droite, & composantes libre, et
comme son homologie est libre sur R, on montre par une construction si-
milaire & celle de la démonstration de la propriété précédente que C est
homotope & son homologie. Ainsi les complexes C et H*(C') sont isomorphes
dans la catégorie H(R), donc les complexes S ® C' et S ® H*(C') sont iso-
morphes dans la catégorie H(S), ce qui implique que leurs homologies sont
isomorphes. ]

3.2.2 Propriétés diverses

On considére de nouveau que O est une anneau de valuation discréte
complet, de corps résiduel k et de corps des fractions K.

Propriété 3.2.9. Soit R une O-algébre libre commutative et locale (donc
telle que R/rad(R) = k), A et B deur R-algébres libres non nulles, et

p:A— B
un morphisme d’algébres R-linéaire tel que
IdK®(9gD:K®(9A—>K®oB

soit un isomorphisme. Si k @r A est semi-simple, alors ¢ est un isomor-
phisme.
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Il est immédiat dans cette situation que A et B sont de méme rang sur
R (ou sur O), et que @ est injective.

Démonstration : Supposons d’abord que k®pg A est simple. Le morphisme
ldy ®ry:k®r A — k®p B

a pour noyau un idéal bilatére de k ®r A, qui peut étre soit 0 soit k ®p A
car k ®p A est simple. Il ne peut étre k @ A tout entier car Id; ®g ¢ envoie
I'unité de k ®pr A sur celle de k ®r B. Ainsi Id; ® ¢ est injectif. Comme A
et B ont méme rang sur R, k ®r A et k ® g B ont méme dimension sur k et
donc Id; ®r ¢ est un isomorphisme.

On a donc B =im ¢ + rad(R)B, et par application du lemme de Na-
kayama ¢ est surjectif.

Si k ®p A est semi-simple, notons (e, ...,e,) les idempotents centraux
primitifs de A. Comme 1 = p(14) = > _ ¢(e;), ’algébre B est somme directe
des algébres By(e;). Grace au théoréme de relévement des idempotents, les
algébres k @ Ae; sont simples. Ainsi les restrictions ¢; : Ae; — Byp(e;) sont
surjectives grace a ce qui précéde. Finalement ¢ est surjectif, c’est donc un
isomorphisme. O

Lemme 3.2.10. Soit G un groupe fini, et M un kG-module de type fini
indécomposable. S’il existe un sous-groupe H de G tel que M soit facteur
direct de Indgk, alors M est de source triviale et il eriste un vorter de M
contenu dans H.

Démonstration : Soit P un sous-groupe de Sylow de H. Comme M est
relativement H-projectif, alors M est relativement P-projectif, et donc H
contient un vortex de M.

Si @ est un vortex de M, alors M est facteur direct de Inngeng , donc
en utilisant le théoréme de Mackey :

M | Ind§Res§Indfk

~ B mdG k.
YEQ\G/H

Il existe donc v tel que M est facteur direct de Indgm vk, ce qui implique
qu’un conjugué de @ est inclus dans @ N H?, donc que Q C H7. Ainsi M
est facteur direct de Indgk, donc de source triviale. O

La propriété suivante est due a S. Bouc (cf [Bou]). On renvoie a [AB],
[Br2|, et [Ro4, 4| pour les définitions et propriétés des morphismes et fonc-
teurs de Brauer (notés respectivement br et Br).
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Propriété 3.2.11. Soit G un groupe fini, et f : V — W une application G-
linéaire entre OG-modules de (-permutation, V n’ayant pas de composante
projective. Soit Py, ..., P, des vortex des composantes indécomposables de
V. Si pour tout i, Uapplication Brp,(f) est une injection, alors f est une
injection scindée.

Nous en donnons une démonstration trés proche de celle de [Ro3, lemme
3.6 ()] :

Démonstration : Soit S un /-sous-groupe de Sylow de G. La restriction
ResG f : Res§V — Res§W

est une injection scindée si et seulement si f est une injection scindée. De plus
les vortex des composantes indécomposables de V' sont conjugués a ceux des
composantes indécomposables de Resg;V. En conséquence on peut supposer
que G est un f-groupe.

Supposons que V' est indécomposable. Alors il existe un f-sous-groupe P
de G tel que V = OG/P, et P est un vortex de V (cf , par exemple [Br2]).
On a Brp(V) = kNg(P)/P, et par hypothése Brp(f) est une injection.

Soit @ un f-sous-groupe de G tel que OG/Q soit une composante irré-
ductible de W. On a un isomorphisme de Ng(P)/P-modules :

Brp(OG/Q) = . kNa(P)/(Na(P)N7Q)
YENe(P\Ta(P,Q)/Q

ou T (P, Q) désigne le transporteur de P dans @, i.e., 'ensemble des g € G
tels que P9 C Q. Comme Brp(f) est une injection de kNg(P)/P-modules et
comme Brp(V) est un kNg(P)/P-module projectif indécomposable, il existe
un sous-groupe () de G tel qu'une composante indécomposable Wy de W soit
isomorphe & OG/Q, et tel que kNg(P)/P soit facteur direct d’'un module
kNg(P)/(Ng(P)N7Q). Ceci impose que P = N-g(P), et donc comme 7Q
est un ¢-groupe, que @ est conjugué a P.

En composant f avec la projection canonique W —» W1y, on a une ap-

plication f; : OG/P — OG/P telle que Brp(fi) soit un isomorphisme. Le
foncteur de Brauer donne un morphisme surjectif d’anneaux

Brp : Endoc(OG/P) — Endgn,p)p(kNa(P)/P),
envoyant f1 sur un élément inversible. Comme OG/P est indécomposable,
la O-algebre Endpg(OG/P) est locale, donc f; est inversible modulo I’idéal

maximal de O, et comme O est supposé complet pour sa valuation discréte,
f1 est inversible, d’ou le résultat si V est indécomposable.

Dans le cas général, on choisit une composante indécomposable V; de
V et on compose f avec U'injection V3 — V. Alors f(V;) est facteur direct
de W, on considére f': V/V3 — W/f(V1), et on aboutit au résultat par
récurrence. U
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3.2.3 Inflation et Déflation

Soit G un groupe fini, N un sous-groupe distingué de G, et k un corps
assez gros pour G. Pour tout X sous-ensemble ou un élément de G on notera
X l'image de X par la projection canonique G — G/N.

Le (kG, kG)-bimodule kG définit les foncteurs inflation et déflation :

Def%:ké@kcf

kG-mod kG-mod.

Infgzkckée@ W~

L’inflation est adjointe & droite de la déflation, et le composé Def o Inf est
le foncteur identité.

On suppose de plus que k est de caractéristique non nulle ¢, et que N est
un /-groupe. Alors, par exemple d’aprés le lemme [Ro2, 10.2.9], la déflation
réalise une bijection entre les classes d’équivalence de modules projectifs. En
conséquence, 'inflation induit une bijection entre les groupes de Grothen-
dieck R(kG) et R(kG). Elle envoie donc un module simple sur un module
simple. De plus, la déflation envoie un module non nul sur un module non
nul, et donc l'inflation envoie un indécomposable sur un indécomposable.

Propriété 3.2.12. 1. Si M est un kG-module indécomposable tel que M
et Deng ont méme dimension, alors tout vortex de M contient N.

2. Si M est un kG-module indécomposable de vorter Q = Q/N (ou Q est
un L-sous-groupe de G contenant N) et de source U, alors Inng a

pour vortexr () et pour source Inf%U.

Démonstration : La dimension sur k de M = Deng est égale a celle de
Hom, (M, kG). On a

Hom, (M, kG) ~ Homyg(M, InfEkG)
~ Homyg(M, Ind§k)
~ Homyy(Res§ M, k)

donc la dimension de M est égale a celle de la téte de Res§GM. Si M et M
ont méme dimension, Res%M est alors semi-simple et donc est une puissance
du module trivial k.

Soient @ et U respectivement un vortex et une source de M. D’aprés par
exemple [Al2, théoréme 9.4, démonstration|, U est facteur direct de Reng .
Donc ResgmNU est facteur direct de ResgmNM = Resgme". Ainsi pour

tout v € G, Resg:m yU7 est une puissance du module trivial.
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Comme M est facteur direct de Inng , en restreignant & IV et en appli-
quant le théoréme de Mackey on obtient :

k" | Res§Ind§U

~ P md¥ g Resy o, U7
YEN\G/Q

Soit R = N N Q7. Comme on a Homyy(Ind¥k, k) = Homyg(k, k), alors
Indg k a pour téte le module trivial et donc est indécomposable. Ainsi il
existe v tel que N N Q7Y = N, ce qui montre le premier point.

Soit maintenant M un kG-module indécomposable, et M = Infg]\_4 . On
a Deng = M, donc d’aprés ce qui précede, si @' est un vortex de M alors
NcQ.

Comme M est facteur direct de Inng , alors M est facteur direct de
IfZnd3U = dGInf2U

car les (kG, kQ)-bimodules kG et kG ®yq kQ sont isomorphes. En consé-
quence, quitte a remplacer Q' par un de ses conjugués, on peut supposer que

Q' CQ.

Si U’ est une source de M, alors M est facteur direct de Indg/ U’, donc en
appliquant la déflation M est facteur direct de Indg,Deng ’. Ici on utilise
Iisomorphisme de (kG, kQ')-bimodules kG N kQ' ~ kG ®q kG. Ainsi
QcC @, et donc Q = Q'.

Comme U est indécomposable alors Inf%U I’est aussi, et donc c’est une
source de M. O

Pour la propriété suivante, nous remplagons N par un ¢-sous-groupe cen-
tral Z. Soit H un sous-groupe de G contenant Z.

On rappelle que si H' est un autre sous-groupe de G, si C et D sont des
complexes respectivement de O[G x HP]-modules et de O|G® H'°P]-modules,
alors le complexe Homog(C, D) est muni d’une structure de complexe de
O[H ® H']-modules définie de la fagon usuelle : soit f est un morphisme
OG-linéaire d’une composante C? de C vers une composante D7 de D, soit
x un élément de C?, soit h, ' des éléments respectivement de H et de H'.
Alors on a

h.f.h :xz f(z.h).h'.

Propriété 3.2.13. Soit C' un compleze de O|G x HP|-modules de {-permu-
tation. On suppose que le vortexr de tout facteur direct indécomposable d’une
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composante de C contient AZ. Alors il existe un isomorphime canonique de
complezes de O[H x H°P|-modules

OH KRoH Endog(C) -~ 5ndo§(é).

Cet isomorphisme est compatible avec les structures d’algébres différentielles
graduées.

Remarque 3.2.14. Dans cette situation, le complexe OH ®o Endog(C) a
une structure d’algébre différentielle graduée dont la différentielle est induite
par celle de Endog(C) et dont la multiplication est donnée par

h@f.Wef =he fhf

ou h, W € Het f, f' € Endog(C). Cette multiplication aurait été plus
naturelle si I’on avait utilisé ’isomorphisme

OH ®om Endpa(C) ~ 0 ®pz Endog(C)

mais dans ce cas 'action a droite de H sur O ®pz Endoc(C') est donnée par
hA@f=A®@h.f)oahe H A€ Oet fe&ndopag(C).

Démonstration : Soit () un f-sous-groupe de H contenant Z. Comme Z
est central, alors pour tout x élément de IndgéH O et tout élément z de
Z on a zx = zz. En conséquence, si M est un O[G x H°]-module de ¢-
permutation dont les vortex sont de la forme AQ ou Z C @, alors on a des
isomorphismes de O[G ® H°P]-modules

OG @pa M =~ OG ®oc M @oxg OH =~ M @0y OH.

Si M’ est un facteur direct de M indécomposable, alors comme M’ est
de source triviale le théoréme de Mackey montre que

Gx HOP Gx1
Resgly M| @ Indi& 1) nagr O;
YE(GX1)\GxH°P /AQ

donc M est projectif en tant que OG-module, puis M est projectif en tant
que OG-module.

En conséquence, on a un isomorphisme de complexes de O[H x H]-

bimodules
cV Roag C =~ gndog(C),

puis on a les isomorphismes de complexes de O[H x H°P]-modules suivants :
OH @0 CY @0cC ~ CY®0cOG @0 C
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ce qui démontre que ’on a un isomorphisme
d: OH RoH 5nd(’)g(0) AN Sndoé(é).

Montrons que cet isomorphisme est naturel, en le sens suivant : soit C? et
(7 deux composantes de C, f un élément de Hompg(C*, C7). Alors l'image
de 1® f par ® est ’application

.0 —

1oz — 1® f(x). (32)

En vertu de ’existence d’un isomorphisme

C" ®oc €7 — Homog(Ct, C9)
PRY — [z = o)y,

il suffit de vérifier 3.2 pour un élément f de la forme z — @(z)y ou ¢ €
C" = Home(C?, O) et y € C9. L’image de 1® f par ® est 'application

Ioz— 1p)(1er).1ey) = 12 (e(x).y),

donc l'isomorphisme ® est bien naturel, et ceci montre qu’il est multiplicatif.
O

Lemme 3.2.15. Soit G un groupe fini, Z un sous-groupe central de G, et A
le £-bloc principal de OG. Alors O ®pz A est le (-bloc principal de G/Z.

Démonstration : Les blocs de OG correspondent a ceux de kG car O est
complet pour sa valuation discréte, donc il suffit de montrer que k ®yz A est
le bloc principal de k[G/Z].

Soit Zy la (-partie de Z, et Zy sa {'-partie. L’algébre kZ, est locale. Le
théoréme de relévement des idempotents implique donc que k ®jz, A est le
bloc principal de k[G/Z,].

Comme Z/Z; est inclus dans Oy ((G/Zy)), le bloc principal de k[G/Z] est
k ®kz, k ®rz, A, d’ot le résultat. O

3.2.4 Bicomplexes basculants

Dans cette section, O est supposé étre un anneau de valuation discréte
complet. On pourra consulter [Br4] pour les questions relatives a I’adjonction.
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Le cas des bimodules

Théoréme 3.2.16. Soit A et B deux O-algébres de type fini. On considére
un bimodule M de A-mod-B, et un bimodule N de B-mod-A tels que la paire
de foncteurs (M ®@p—, N ®4 —) soit bi-adjointe. On suppose que N @ 4 M ~
B. Alors le couple (M, N) réalise une équivalence de Morita entre B et une
sous-algébre A" de A, et on a A= A" ® Anny(M).

Ce théoréme découle du lemme suivant :

Lemme 3.2.17. Soit A et B deur O-algébres de type fini telles que A est
indécomposable et B est non nulle. Les hypothéses du théoréme ci-dessus
impliquent que M @p N ~ A (et donc que A et B sont équivalentes au sens
de Morita).

Démonstration : Le fait que la paire de foncteurs (N ®4 —, M @p —) est
adjointe équivaut a l'existence, pour tout X € A-mod et Y € mod-B, d’un
isomorphisme fonctoriel :

¢ =pxy:Homp(N ®4 X,Y) =~ Homuy(X, M ®pY).
Si on prend X = A, Y = N alors on a un isomorphisme
Homp(N, N) — Homu (A, M ®p N).

On appelle 14 'image de I'identité de IV par cet isomorphisme. De méme en
posant X = M et Y = B, on appelle g 'image réciproque de 'identité de
M par l'isomorphisme

Homp(N ®4 M, B) — Hom (M, M).

En utilisant la fonctorialité de ¢ on montre que le diagramme suivant est

commutatif
1N

N N (3.3)
N®@sMepN

donc 1 ®n4 est une injection scindée de source N et de but N® 4 M ®p N.
Mais par hypothése ce dernier module est isomorphe & N. Comme tous les
modules sont de type fini sur O, ceci implique que 1y ® n4 est un isomor-
phisme.

En utilisant maintenant le fait que la paire de foncteurs (M ®@p—, N®4—)
est adjointe on montre que le diagramme suivant est commutatif

1n

N N

N@asMep N
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donc 1y ® €4 est une surjection scindée, et puisque N ® 4 M ~ B c’est un
isomorphisme.

On consideére les deux applications

n=na:A— M&N et e=epg:MRN — A.
B B

Montrons que la composée en est inversible.

On note toujours P 'idéal maximal de O. L’algébre End 4(A) 4 est locale
car A est indécomposable en tant qu’algébre. Ceci signifie que si en n’est
pas inversible alors il existe n € N tel que (en)™ € P.End4(A)4. Mais alors
(Iy®en)™ € P.Endp(N) puis 15 € P.Endp (V)4 car 1 y®en est inversible.
Ceci implique par le lemme de Nakayama que N = 0, ce qui est faux car
N ®a M~ Bet B#N0.

Comme &7 est un isomorphisme, alors A est facteur direct de M @p N :
il existe un (A, A)-bimodule @ tel que A ® Q ~ M ®p N. En tensorisant &
gauche par N sur A on obtient N & N ®4 Q ~ N, donc N ® 4 Q = 0. Puis
on tensorise par M :

0=MeNRs1Q=Qd(Q®40Q)

ce qui implique que @ = 0 puis le résultat voulu : M ®p N ~ A. O

Montrons que ce lemme implique le théoréme 3.2.16.

Notons Aj... A, les blocs de A, M; = A, @4 M et N; = N ®4 A;.
Soit J le sous-ensemble de {1...n} contenant les i tels que M; # 0, on a

A=A A" ou
A=4, o A=A,
jeJ I¢J
Soit B; = Nj ®4; M;j pour j € J. Les Bj sont des sous-algebres de B, et
comme B ~ N ®4 M alors
B~{PB;.

jeJ
De plus on a B; = N ®4 M; donc M ®p B; = Mj. Ainsi pour tout j € J
ona Bj; #0.

Montrons que pour j € J, la paire de foncteurs (M; ®p;, —, N; ®a4, -)
réalise une bi-adjonction entre les catégories Aj-mod et Bj-mod. Pour cela
on utilise le fait que si I' est une algeébre, A une sous-algébre de I' (ce qui
induit une structure de A-module sur I'), X et Y des I'-modules, alors

Homp(A ®5 X, A®p X') ~ Homp(X, A®y X')

~ Homr(A ®, X, X')
~ HOHIA(A(X)AX,A@AXI).
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Soit X € Aj-mod, Y € Bj-mod. On a les isomorphismes :
Homp, (N; ® X,Y) ~ Homp(N®A4;®X,Y)
Aj A T A;

~ Homa(X, M®Y) ~ Homy, (X, M; ®Y).
B B,

De méme Homu,; (M; ®p; Y, X) ~ Homp, (Y, N; ®4; X).

On peut donc appliquer le lemme 3.2.17, I’algébre A; est indécomposable,
Bj est non nulle, la paire de foncteurs (M; ®p; —, N; ®4; —) est bi-adjointe,
et enfin N; ®4, M; ~ Bj, donc M; ®p; N; ~ Aj; et on a une équivalence
de Morita entre A; et B;. Par somme directe, le couple (M, N) réalise une
équivalence de Morita entre A’ et B.

Il reste & montrer que A” = Ann4(M). Par définition de A”, il est clair
que A” C Anny(M). Ensuite, I'application n : A — M ®p N est un iso-
morphisme A-linéaire, si a € Anny(M) alors n(ala) = an(la) = 0, donc
aly =0etae A" O

Remarque 3.2.18. On peut ajouter que ’équivalence de Morita donnée par
la paire (M, N) permute les blocs de A’ et de B. Notons {4;};cr les blocs
de A" et {Bj}jcs ceux de B. On montre alors que pour tout i € I, il existe
un unique j € J tel que 4; ®4 M ®p B; # 0.

Eneffet,sii € I,ona B~ N®s M = @,;; (NA; ®4 A; M) ce qui donne
une décomposition de B en sous-algébres : pour tout ¢ il existe un ensemble
d’indices J; tel que NA; ® 4 AiM ~ P e Bj. Aprés produit tensoriel a

gauche par M ceci donne A; M ~ P ies; M B;.

En utilisant de méme 1’isomorphisme A’ ~ M ®p N on obtient que les

M B; sont des sommes directes de A; M, donc les J; sont tous de cardinal 1,
et il existe une bijection o : I — J telle que A;M ~ M B,;) pour tout i.

Remarque 3.2.19. Supposons que A et B sont deux O-algébres symétriques
de type fini, que l'on a un (A, B)-bimodule M qui est projectif en tant que A-
module & gauche et en tant que B-module a droite, et tel que End4 (M) ~ B.
Alors M réalise une équivalence de Morita entre A’ et B, ou A’ est toujours
la sous-algebre de A telle que A = A’ @ Anny(M).

En effet comme A et B sont symétriques, les duaux de M sur O, A et
B sont isomorphes. Soit N 'un d’entre eux. Comme M est projectif sur
A alors la paire de foncteurs (M ®p —, N ®4 —) est adjointe, et comme
M est projectif sur B alors N est projectif en tant que B-module & droite,
et donc la paire (N ® 4 —, M ®@p —) est adjointe également. De plus on a
N ®4 M ~ Ends(M) ~ B, donc on peut appliquer le théoréme 3.2.16.
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Le cas des bicomplexes

Le théoréme 3.2.16 se généralise aux catégories homotopiques, cf [Ri4,
Théoréme 2.1] :

Théoréme 3.2.20 (Rickard). Soit A et B deux O-algébres de type fini.
On considére un compleze de (A, B)-bimodules C et un compleze de (B, A)-
bimodules D tels que la paire de foncteurs (C @p —, D ® 4 —) entre les ca-
tégories homotopiques bornées H?(B) et HP(A) soit bi-adjointe. On suppose
que D®4 C ~ B dans H*(B ® BP). Alors le couple (C, D) réalise une équi-
valence entre les catégories homotopiques bornées de B et d’une sous-algébre
A" de A telle que A= A" ® Annyp(4)(C).

On définit ici Anngp(4)(C) comme étant la somme des blocs A4; de A tels
que le complexe A; ® 4 C' soit homotope & zéro.

Pour la démonstration de ce théoréme on a besoin de la propriété sui-
vante : si ¢ : C' — C est un monomorphisme (ou un épimorphisme) scindé
de H%(A) alors c’est un isomorphisme. De facon plus générale, si A est une
catégorie on définit la propriété P(A) par :

Propriété P(A) : Soit X un objet de A, et i, p deux fleches de End4(X)
telles que pi = 1x. Alors p et i sont des isomorphismes.

On montre que cette propriété est vraie dans les cas suivants :
o A = K-ev la catégorie des espaces vectoriels sur un corps K ;

o A = R-mod la catégorie des modules de type fini sur un anneau commutatif
R. En effet si M est un idéal maximal de R et K = R/M, alors
d’aprés le cas précédent 1x ®pg ¢ est un isomorphisme. Donc i est un
isomorphisme, par exemple grace a [Bki, chap. II, §3, n°3, prop. 11];

o A = A-mod la catégorie des modules de type fini sur une R-algébre de
type fini A, ol R est un anneau commutatif. Il suffit de restreindre les
modules & R;

e A=C(A) la catégorie des complexes & composantes dans la catégorie A’,
ou A’ est telle que P(A’) est vraie. Ceci est immédiat.

Pour le cas des catégories homotopiques on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.21. Soit A une algébre de type fini sur un corps commutatif,
X un complexe borné de A-modules sans facteur direct homotope a 0. Si f
est un endomorphisme de X homotope & zéro alors f est nilpotent.

Démonstration : On montre que si la composante f,, 1 de f en degré
n — 1 est nilpotente, alors la composante f,, ’est aussi. Comme X est borné
on démontre ainsi le lemme par récurrence. On aurait pu choisir de montrer
I'implication inverse : si f,,+1 est nilpotente alors f,, 1’est aussi.
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Soit m un entier tel que f* , = 0. Il suffit de montrer que f]" est nil-

potent. Comme f™" est aussi homotope & zéro, on peut remplacer f par f™,
donc on suppose que f,_1 = 0, et on montre que f, est nilpotent. Soit d la
différentielle de X et r une application telle que f = rd + dr.

Tout d’abord, on considére le morphisme
g= fn - dn—l OTn = Tn+1 Odn-

Montrons que g est nilpotent. Les modules im (g*) pour k& € N forment une
suite décroissante de sous-modules de X", donc comme A est artinienne il
existe un entier m tel que

Vk >m im (¢*) = im (¢**).

On pose Y = im (¢"), c’est un espace vectoriel de dimension finie sur le
corps de base de A. L’application ¢™ :Y — Y est une surjection, donc
c’est g" est un automorphisme de Y. Or ¢™ = (rp41d,)™ donc d,, est un
isomorphisme Y -~ d,,(Y).

L’application ¢ : X™ — X" est & valeurs dans Y, sa restriction & Y est
un isomorphisme, donc Y est un facteur direct de X™.

L’application d,g™r,41 @ X" — X" est & valeurs dans d,(Y), sa
restriction & d,(Y’) est un isomorphisme comme le montre le diagramme

commutatif suivant
m—+1

donc d,(Y) est un facteur direct de X" 1. Finalement le complexe

e OHYLdn(Y)_)O e
est facteur direct de X, ce qui impose Y = 0 car par hypothése X n’a pas
de facteur direct homotope & zéro. On a donc g™ = 0.

Pour tout entier k on a g¥ = (f, — dr)¥ = fk —drfr=! car f,_1 = 0,
donc f™ = drf™ 1 puis en multipliant & gauche par f,, (f,)™"! =0, et
ainsi par récurrence f est nilpotent. O

Corollaire 3.2.22. Soit A une R-algébre de type fini, ot R est un anneau
commutatif. La propriété P(HP(A)) est vraie.

Démonstration : Soit X un complexe borné de A-modules, et ¢, p, deux
endomorphismes de H’(A) tels que pi = 1y. Comme X est isomorphe dans
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HP(A) a un complexe sans facteur direct homotope & zéro, on peut le sup-
poser lui-méme sans facteur direct homotope & zéro.

Supposons d’abord que R est un corps. Soient 7 et p des antécédents de
i et de p par l'application Endes(4)(X) — Endypa)(X). Par hypothese, la
composée pi est homotope & l'identité de X, donc par application du lemme
précédent il existe un endomorphisme de X nilpotent n tel que pi = 1x + n.
Mais 1x + n est inversible et donc en vertu de la proposition P(C?(A)) les
applications p et 7 sont inversibles, et a fortiori les applications p et .

Dans le cas général, soit M un idéal maximal de R et K = R/ M. Alors
1k ®Riet 1x ®prp sont des isomorphismes, donc toujours en appliquant [Bki,
chap. II, §3, n°3, prop. 11] on obtient que i et p sont des isomorphismes. [J

Démonstration du théoréme 3.2.20 : La démonstration se calque sur
celle du théoréme 3.2.16 et du lemme 3.2.17. On a besoin de la propriété
P(H(A)) car on obtient des diagrammes commutatifs du type

1N

N N

M%

N®aMpN

et on sait que N ®4 M ® N ~ N, donc la propriété P(H’(A)) justifie
qu’alors les morphismes 1y ® na et ep ® 1y sont des isomorphismes.

On utilise également le fait que
Ende(A®A°) (A) == EndA(A)A

donc si A est indécomposable alors Endys(gg 400)(A) est locale comme dans
le cas des modules. O

De méme la remarque 3.2.19 se généralise :

Corollaire 3.2.23. Soit A et B deur O-algébres symétriques de type fini, et
C' un compleze borné de (A, B)-bimodules projectifs en tant que A-modules
a gauche et que B-modules a droite, tel que Ende(A)(C) ~ B dans H*(B ®
B°P). Alors C réalise une équivalence entre les catégories homotopiques bor-
nées de A’ et de B, ou A’ est la sous-algébre de A telle que A = A’ @
Anng(A) (C) .

Remarque 3.2.24. Si P est un objet parfait de D’(A), alors Endps(4)(P) =
Endyp(4)(P), donc le théoréme et le corollaire précédents s’expriment aussi
bien en remplacant les catégories homotopiques par les catégories dérivées.

Tout comme dans le cas des modules, ces équivalences se décomposent
en équivalences de blocs, i.e., elles établissent une correspondance bijective
entre les blocs de A’ et ceux de B.
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3.3 [( divise ¢ —1

Revenons au groupe G = GLy(q) et reprenons les notations définies dans
les sections 1.2 et 1.3. On suppose que ¢ est un nombre premier impair
divisant ¢ — 1. On pose toujours g — 1 = /%y ou £ ne divise pas u. On rappelle
que T, désigne le sous-groupe de G contenant les matrices diagonales, et

01
10

¢-sous-groupe de Sylow P, de G et on a H. = Ng(P.) = T, x W,, ou l'action

de W, sur T, est donnée par s (32) sl = (gg)

We le sous-groupe d’ordre 2 engendré par s = ( ) Le tore T, contient un

On va obtenir une équivalence de Morita entre By(G) et By(H,), comme
le laissait supposer le fait que l'on ait obtenu dans ce cas une isotypie &
signes positifs (c¢f propriété 2.4.1). De plus cette équivalence est donnée par
le module réalisant I'induction de Harish-Chandra, ce qui vérifie le conjecture
3.1.4. Ce résultat est conséquence de résultats de L. Puig ([Pu]). Nous allons
en donner une démonstration directe.

lx
01

x € F,. Comme on I’a vu dans la section 1.5.2, le module A, = OG/U est le
module donnant I'induction de Harish-Chandra.

Soit U le sous-groupe de G composé des matrices unipotentes (| ?) ou

Soit ‘H. la Z-algébre définie par :
He =Z[Te x (Fe)]/(we )

ou F,. est un élément d’ordre infini, dont l'action sur 7, est donnée par
F.t = StF, pour tout t € T, et ou (w, ) est I'idéal engendré par I’élément w,
défini par

we:Fg—q— Z tF,.

teTe
det t=—1

On fera 'amalgame entre les éléments de Z[T, x ( F, )] et leur image dans
He.

Soit R un anneau commutatif. On a la propriété suivante :

Propriété 3.3.1. On a un isomorphisme d’algébres

f1 "R® He ~, Enng(RG/U)

Démonstration : En tant que R-module, Endps(RG/U) admet une base
indexée par U\G/U :si g € G, on définit

by : RG/U — RG/U
hU — Z h~U.

~veG/U
~yUCUgU
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Alors les by sont dans Endrg(RG/U) et la famille {b,} pour g parcourant
un systéme de représentants de U\G/U en est une base.

Gréace a la décomposition de Bruhat

G = ]_[ UhU

heH.

on obtient que la famille {b;, | h € H.} est une base de Endre(RG/U).
On peut définir 'application by, par sa valeur en U car elle est RG-linéaire.

SiteT,,onab(U)=tUetsih= (28) on a

b(U) = 3 (25U

delfy

On a alors les égalités biby = by, bibs = by, bsby = by, et on calcule que

On considére I'application
f1 R H. — Enng(RG/U)

qui, pour tout t € T,, envoie t sur b; et tF sur by. Grace a la définition de
We, il est immédiat que f1 est un isomorphisme d’algébres. O

Propriété 3.3.2. Si R contient une racine carrée r de q telle que r et r+ 1
sotent inversibles, et si 2 et q+1 sont inversibles, alors on a un isomorphisme
d’algébres fo : RH, =~ R® H,.

Démonstration : On définit les deux éléments suivants de H, :

C=>Yt D= > t

teTe teTe
det t=1 det t=—1

On aalors C? = D? = (¢q—1)C, CD = DC = (q—1)D, et F., commute avec
CetD.

On considére 'application R-linéaire suivante :

fo: RH, — R® H.
t —t

s — o,
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ol o est un élément de R ® H.. On pose fa(ts) = to. On veut que la
définition de o fasse de f un morphisme d’algébres. Il faut donc avoir les
égalités 02 = 1 et fo(st) = ot, i.e., fa(sts) = oto.

On obtient que

1 1 _1
F— D— " C
T q+1 r(r+1)(g+1)

e

satisfait les bonnes propriétés. La surjectivité de fy est conséquence du fait
que les éléments de T, sont atteints, et que 1’élément F, est 'image de

Zt—i— Zts

teTe teTe
dett=—1 det t=1
On a donc une surjection R-linéaire entre deux modules libres de méme rang,
c’est donc une bijection. Ainsi fo est un isomorphisme d’algébres. 0

Supposons que R = O : les éléments 2 et ¢ + 1 sont inversibles car £ # 2
et £]| (¢ —1). Les racines carrées de g sont dans O car O est complet pour sa
valuation discréte : un élément x de O est alors un carré si et seulement si
son image dans k est un carré, et I'image de ¢ dans k est 1, qui est bien un
carré.

Soit r et —r ces deux racines. On a £*|(¢g—1) = (r—1)(r+1), si £ divisait
r—1et r+41, alors £ diviserait 2 donc ¢* divise soit r—1, soit r+ 1. On choisit
r de facon & avoir £ divisant » — 1. Ainsi r + 1 est bien inversible dans O,
et l'application des deux propriétés précédentes montre que la composition
f = fi1 o fa est un isomorphisme d’algébres OH, -~ Endpc(OG/U).

De méme comme ¢ = 1 et £ # 2, on a un isomorphisme d’algébres
kH, ~, Endkg(k‘G/U)

Le module A, = OG/U est un (OG, Endpg(M))-bimodule, il devient
donc via f un (OG, OH,)-bimodule.

Le bimodule A, est projectif sur OG car U est d’ordre inversible dans O.
Sim:OG — A, désigne la projection canonique par rapport & U, alors en
posant

on obtient une section OG-linéaire de m. De plus les morphismes 7 et o sont
(OG, OT,)-bilinéaires.

Montrons que A, est projectif sur OH, : comme H, = T, x W, et W,
est d’ordre 2 qui est premier & /¢, il suffit de vérifier que A, est projectif en
tant que OT,.-module & droite. L’action de OH, sur A. est définie via l'iso-
morphisme d’algébres f : OH, — Endog(Ac) défini dans les démonstrations
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des propriétés 3.3.1 et 3.3.2. Cet isomorphisme envoie un élément ¢ de T, sur
I’endomorphisme b; de A.. On sait que si g € G, alors by (gU) = gtU, donc
I’action de T, sur A, est bien ’action usuelle gU.t = gtU.

Il est clair que T, agit librement sur G/U : pour tout g € G, t € T, — {1}
on a gU # gU.t. Donc A, est un OT.-module libre, et a fortiori projectif.

Calculons l'annulateur de A, dans OG. Les blocs de OG sont (voir la
table de caractéres B.12 page 200) :
e B;pour i =0...u — 1, contenant les caractéres de la forme ;1 y,, <p; W
et it itpu
e Bjjpouri,j=0...u—1,4+# j, contenant les ©; rujtpu;
e Cipouri=1...(¢+1)u—1, contenant les ¥ y(g41)u-
Les B; et les B;; sont les blocs de défaut maximal ¢2?. Les u blocs B;

contiennent /* caractéres de la forme ¢;, autant de la forme gpg, et éa(g;”

u(u—1)
2

de la forme ¢, chacun. Les blocs B;;, au nombre de , contiennent £2¢

caractéres chacun.

Pour calculer le caractére de A, en tant que O[G x T.°’]-module, on
utilise I'isomorphisme

GXTeoP
OG/U ~ Ind(UXx1)xATeO'

on obtient
XA =D 0 X 0y + > @ x 0+ wi X (05 +05.5)  (34)
i i i, j

donc 'annulateur de A, dans OG est la somme de ses blocs de défaut non
maximal : Annpg(Ae) = @, C;. On pose

A= 0G/Annoc(A.) = (@ Bi) ® (@ Bij) .

On a donc la propriété suivante, conséquence du lemme 3.2.19 :

Propriété 3.3.3. Le bimodule A, = OG/U réalise une équivalence de Mo-
rita entre A et OH,.

Remarque 3.3.4. On obtient également que le module kG /U réalise une
équivalence de Morita entre les algébres kH, et la sous-algébre k® A de kG.

11 reste & vérifier que ’équivalence de Morita donnée par le bimodule A,
induit une équivalence entre les blocs principaux de OG et de OH.. On va
démontrer un résultat plus général.
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On a Cg(P.) = T.. Comme P, est distingué dans H., les idempotents
primitifs centraux de OH, sont égaux a ceux de OCqu(FP,) = OT,, cf [NT,
5.2.8.]. En conséquence le morphisme de Brauer

brp, : (OGP — KT,

induit une correspondance bijective entre les blocs de défaut maximal de OG
et ceux de OH, (en fait tous les blocs de OH, sont de défaut maximal, et la
somme des blocs de défaut maximal de OG est 1’algebre A). Par le troisiéme
théoréme principal de Brauer, les blocs principaux de OG et de OH, sont
en correspondance. On a la propriété suivante :

Propriété 3.3.5. L’équivalence de Morita donnée par A. envoie un bloc sur
son correspondant de Brauer.

Démonstration : On note Br = Brap, le foncteur de Brauer pour le sous-
groupe de Sylow AP, de G x H.°P. Ce foncteur a pour source la catégorie
des OG x OH.°P-modules, mais si ’on considére le méme foncteur défini sur
la catégorie des OG x OT.°P-modules, alors le premier est la restriction de
'autre. On sait que si Q est un G x T,°P-ensemble alors Br(0Q) ~ k(QATe).
Pour Q = G/U on obtient Br(A.) ~ kT,.

On sait d’aprés la remarque 3.2.18 qu’une équivalence de Morita permute
les blocs : si b est un bloc de A, alors il existe un unique bloc ¢ de OH, tel
que bA.c # 0. On a alors

Br(bAcc) = br(b)Br(Ae)c = br(b)c

Ce dernier terme est non nul si et seulement si br(b) = ¢, donc si b et ¢ sont
en correspondance. O

L’équivalence donnée par A, envoie donc a fortiori le bloc principal de
OG sur celui de OH..

Remarque 3.3.6. Les caractéres du bloc principal de OT, sont les carac-
teres Ony, uuy OU (A, p) =1...£% Les caractéres du bloc principal de OG
sont donnés pages 57 & 59. On constate donc que si ¢ X x est un caractére
irréductible du O[G x T.°P]-module A, alors ¢ est dans le bloc principal de
OG si et seulement si x est dans le bloc principal de OT..

Remarque 3.3.7. On vérifie de plus que A, est un O[G x H.°P]-module de ¢-
permutation, donc que I’équivalence qu’il induit est bien splendide. Pour ceci
il suffit de montrer que (OG, OT.)-bimodule OG/U est de ¢-permutation car
I'indice de T, dans H. est premier avec £. Or ce bimodule est facteur direct du
bimodule OG ~ Indg;}opk (grace aux morphismes 7 et o définis ci-dessus),
donc en invoquant le lemme 3.2.10 tous les facteurs directs indécomposables
de A, sont de source triviale et de vortex contenu dans AT,.
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3.4 [ divise g+ 1

On note toujours Ps le f-sous-groupe de Sylow de G inclus dans le tore de
Coxeter T}, et Hg désigne le normalisateur de Ps; dans G : on a Hg ~ Ty x W
ott Wy est d’ordre 2 engendré par 7s. On note ¢ + 1 = ¢%v avec v premier 2
£, mais on ne fait pas pour le moment ’hypothése que £ est impair divisant
g—+1.

Nous allons étudier le complexe A4 et calculer son algébre d’endomor-
phismes, puis nous montrerons que dans ce cas précis ol £ divise ¢ + 1 mais
ne divise pas ¢ — 1, il existe une équivalence splendide entre les catégories
DY(A) et DY(OH,), ot A désigne la somme des blocs de OG de défaut maxi-
mal b. (Les autres blocs de OG sont de défaut nul et ceux de OH; sont
tous de défaut maximal). Toute cette partie reprend l’article [Rol] de R.
Rouquier.

3.4.1 Le complexe de Deligne-Lusztig

On considére le complexe A introduit dans la section 1.5.2, qui donne la
cohomologie (-adique & support compact H}(Ys, O) de la variété Y;, définie
et étudiée dans cette méme section.

Premiéres propriétés

On considére le complexe A; comme un objet de la catégorie homotopique
de O[G x T°P]. On sait qu’il peut étre représenté dans la catégorie des
complexes de O[G x T,°P]-modules par un complexe borné & composantes
projectives en tant que modules & gauche sur OG et que modules & droite
sur OT? (cf [DL, 3.5]) ou [Ri3, 2.3]). De plus, ces composantes sont des
O[G x T,°P]-modules de ¢-permutation ([Ri3, 3.2] ou [Ro5, section 2.5.1]).

Le variété Y, est munie d’une action d’'un endomorphisme de Frobenius
tordu F;. Cette action commute avec celle de G, et si t € T 'action de tFj
est égale a celle de Fst?. On considére le monoide T x (Fy), extension du
groupe Ty par un élément d’ordre infini toujours noté Fy vérifiant tF, = Ft?
pour tout t € T,. La variété Y; est donc munie d’une action a gauche de
G x (Ts x (F5))°P, et en vertu de la construction de R. Rouquier (cf [Rob,
section 2.3]), le complexe A est un complexe de O[G x (T % (Fy))°P]-modules.

D’aprés [De, Arcata, II1, 3.6] , comme Y est une courbe affine lisse, on a
H!(Y;, O) =0sii# 1, 2. De plus, grace a [De, Arcata, III, 3.5|, les groupes
H(Y;, O) sont libres sur O.

On rappelle que H}(Y;, K) est par définition le K[G x Ts°P]-module
gradué K ®@op H} (Y5, O).
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Pour i = 1, 2, nous allons déterminer le caractére du O[G x T;°P]-module
Hi(Y,, O) = H(A,). Rappelons que les caractéres de G et de T sont donnés
pages 200 et 23.

La lissité de Y nous permet d’utiliser la dualité de Poincaré [De, Arcata,
VI, 2.2] : pour tout ¢ on a un isomorphisme

HL(Y,, 0) ~ (H*'(Y;, 0))Y,

ou H*(Y;, O) désigne la cohomologie ¢-adique de Y.

Cet isomorphisme est OG ® OT;°P-linéaire. La cohomologie d’un faisceau
est le foncteur dérivé du foncteur de section globale, donc le premier groupe
de cohomologie HY(Y;, O) du faisceau constant sur Y; est le O-module libre
ayant pour base ’ensemble des composantes connexes de Y.

L’action de G et de T sur les composantes connexes de Y; a été donnée
page 38. On calcule donc le caractére xo du O[G x T,°P]-module H2(Y, O).

On obtient '
o= Y i xwdtli (3.5)
i=1..q—1

(si py2_q est le groupe des racines (¢? — 1)-émes de l'unité de O, engendré
par ¢, et si 6 : IFqXQ — Mg2_1 est l'isomorphisme défini par 3 +— (, alors les
caracteéres o; et w(@D? sont définis par g — 6(det g)*.)

Pour le caractére x1 du O[G x Ts°P]-module H! (Y, O), on utilise I’ex-
pression de l'induction de Deligne-Lusztig R% donnée page 38. On a

X2-X1=ZR%(w)><w

ou la somme est faite sur les caractéres irréductibles de T;. Ceci permet
d’obtenir le caractére virtuel (y2 — x1), et donc on en déduit

xi= Y @ixw@ipe N g (W W) (3.6)
i=1...g—1 j=1...q2—1
Jj#0 (mod g+1)

On a donc K@ H}(Ys, O) = Vs ® Ve ot Vg est le K[G x T,°P]-module de
caractére Y ¢ x Wi et Vo le K[G x TsP)-module de caractére > 1); X
(w? +w9). (On a choisi S pour Steinberg et C pour cuspidal).

Ensuite on a Vs = &;W; et Vo = ®;W’'j, en notant W; le module de
caractére ¢ x W@t ey W]’ celui de caractére 1; x (w’) (on rappelle que

Vi = Pgj)-

Remarque 3.4.1. Les caractéres du bloc principal de OT sont les carac-
téres wM¥ ot A =1.../%T% Les caractéres du bloc principal de OG sont
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donnés pages 57 & 59. Comme dans le cas de A., on constate que si ¢ X x
est un caractére irréductible du O[G x Ts°P]-module H}(Y;, O) alors ¢ est
dans le bloc principal de OG si et seulement si y est dans le bloc principal
de OTs.

En d’autres termes on a e.A; = Ag.f ol e et f sont les idempotents
primitifs centraux associés aux blocs principaux de OG et de OT; respecti-
vement.

Nous allons maintenant déterminer 1’action de ’endomorphisme de Fro-
benius F; sur les groupes de cohomologie H (Y, O).

Action de F, sur H2(Y,, O)

La dualité de Poincaré n’est pas Fs-linéaire, elle fait intervenir le twist
de Tate, cf [Sr, page 47] ou [Ta].

Notons O le O(Fs)-module dont le O-module sous-jacent est O et ’action
de F est donnée par x +— 9. Si V est un O(Fs)-module alors pour tout entier
naturel n on note V(n) =V ®@n O%".

La dualité de Poincaré donne alors pour ¢ = 1, 2 un isomorphisme Fj-
linéaire

H(Y,, 0) ~ (H* (Y, 0))(1)".

Supposons que ¢ est impair. On connait I'action de F} sur les composantes
connexes de Y : elle inverse les composantes Y;(a) et Ys(—a). On en déduit
que son action sur H°(Y,, O) est donnée par la matrice de taille (g — 1) x

(¢—1)
1

(3.7)
1

en prenant pour base de H°(Y, O) I'ensemble des composantes connexes
convenablement ordonné. Ainsi F agit sur H2(Y;, O) comme la matrice

q
(3.8)

On sait que le caractére du O[G x T,°]-module H2(Y;, O) est

o= Y @ixwl

i=1...qg—1
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Si on prend pour base de H2(Y;, K) I'ensemble (eq,...,e,1), ot chaque e;
est tel que Ke; est le K[G x T,°P]-module de caractére ¢; x w(@~1% alors la
matrice de Fs est diagonale car les actions de G et de Fy commutent, par
application du lemme de Schur. Ses valeurs propres sont celles de la matrice
3.8, donc ¢ et —q de multiplicité % chacune. On montre par un calcul que

la matrice de Fj est
(" =)
—q (3.9)

donc que les g et les —g sont en alternance, mais ceci sera démontré autrement
dans la suite.

Si ¢ est pair, alors Fs ne permute pas les composantes connexes de Y5,
donc il agit sur H2(Ys, O) comme la multiplication par g.

Changement d’endomorphisme de Frobenius

On fixe pour la suite ’élément ¢y de T défini par

g-1
ot pe w1 |77t si g est impair,
to = BQT (310)
1 si g est pair.
C’est un élément de déterminant —1, donc il envoie la composante connexe

Y;(a) sur la composante connexe Y;(—a), comme ’endomorphisme Fj.

On pose F' = tyFy. Ainsi F’ ne permute pas les composantes connexes de
Y.. On va s’intéresser a F’ plutot qu’a Fs. Remarquons que tg“ est I’élément

central (~) V) de G, et donc F”? = (7] V) F2.

On désigne toujours par U le sous-groupe de G contenant les matrices

(éff) avec x € Fy.

Grace a [Rob, théoréme 2.2] on a un isomorphisme de O[Ty x (F')]-

modules a droite
YH(Y;, 0) ~ HX(U\Y;, O). (3.11)

Nous allons étudier cette variété U\Y; et sa cohomologie.

Cohomologie de la variété U\Y;

Comme U ne permute pas les composantes connexes de Yy, les compo-
santes connexes de U\Y; sont les U\Y;(a) (o0 a parcourt I’ensemble des
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éléments de F tels que a?! = —1). En utilisant la propriété [DM2, 10.7] on
a donc
H;(U\Y;, O) ~ P H (U\Y(a), O).
a

Comme ’endomorphisme F” ne permute pas les composantes connexes de
Y, et il commute avec ’action de U, il se restreint en un endomorphisme de
chaque U\Y;(a) et donc de chaque groupe de cohomologie H:(U\Y;(a), O).

Propriété 3.4.2. La cohomologie (-adique & support compact de la variété
U\Ys(a) est donnée en tant que O( F')-module par

OG—1) sii=1, 2

H\viw, 0= { JUTT S .12)

On rappelle que O(n) désigne le twist de Tate = +— 9" . Ainsi 1’endo-
morphisme F’ est I'identité sur H}(U\Y(a), O) et I'application  +— 2 sur
HZ(U\Ys(a), O).

Démonstration : Considérons le morphisme
¢a: Yy(a) — A —{0}
(Z) — oy ’

C’est une application algébrique, elle est bien & valeurs non nulles car si

(Z) € Y;(a) alors y # 0. Comme F est algébriquement clos, elle est surjective
et la fibre de chaque point contient exactement ¢ points. Pour g € U et
v € Ys(a) on a pg(gv) = pa(v), donc ¢, se factorise en un morphisme

@a: U\Yi(a) — Al —{0}

qui est toujours surjectif. Il est également injectif, car les fibres par ¢, sont
de cardinal ¢, qui est aussi le cardinal de U. Comme ¢, est séparable et
Al — {0} est lisse (donc normale), en utilisant [Bor, I1.6] on obtient que ¢,
est un isomorphisme de variétés algébriques.

L’action de F’ sur Al — {0} induite par o, est y yqﬁqT_l. Soit 7 une
racine carrée de 3. On a un automorphisme de A! — {0} en posant y — 7.
En composant celui-ci avec ¢4, on obtient un isomorphisme v, : U\Y;(q) —
Al —{0}, I'action de F” est alors ’endomorphisme de Frobenius usuel y — y9.

L’isomorphisme 1), induit un isomorphisme de O( F’)-modules

H:(U\}/s(a)7 O) = H:(Al - {0}7 O)

On utilise la partition

Al = (a1 — {0}) IT {0}



3.4 : ¢ divise ¢+ 1 95

Comme A' — {0} est ouvert dans A! la propriété [DM2, 10.7] donne une suite
exacte longue

0 —= HQ(A' = {0}, O) — H (4", O) —= H({0}, O)
J
(
H(}(Al - {0}7 O) —>H§(A17 O) —>H§({0}7 O)
/
(

H2(A' — {0}, 0) —= H2(A', 0) — H2({0}, O) — -+

qui est une suite exacte de O( F')-modules par fonctorialité.

La propriété [DM2, 10.11] nous donne les colonnes deux et trois : le
O(F')-module gradué¢ H} ({0}, O) est le module trivial concentré en degré
0, et le O( F')-module gradué¢ H;(A', O) est le module O(1) concentré en
degré 2. La suite exacte longue 3.4.1 devient alors

0 0 @)
J

I

@]

0
/

O(1) —= O(1) —=0

ce qui démontre la propriété. O

Action de F; sur la partie non cuspidale de H!(Y;, K)

On calcule les restrictions des caractéres de GLa(¢g) & U. On obtient que
les ¢; sont constants sur U, que la restriction de chaque ¢} a U est égale
au caractére de la représentation réguliére yy, et que celle de chaque 1); est
égale & xu — o, Ol g est la représentation triviale. En conséquence YVg est
isomorphe en tant que KU-module & K97 ! ot K désigne la représentation
triviale de U, et Vo n’a pas de point fixe par U, c’est donc la partie cuspidale
de H; (Y;, K).

Plus précisément, en utilisant la décomposition Vs = @, W; de KG-
modules, on a pour tout ¢ un isomorphime de KU-modules VW; ~ K.

On sait que F’ induit un endomorphisme de Vg, lequel commute avec
I’action de G, en conséquence, par application du lemme de Schur, F envoie
chaque W; sur lui-méme et cette action est donnée par un scalaire. La pro-
priété 3.12 nous dit que F’ agit comme l'identité sur Y H!(Y;, K) = YV,
donc F’ agit comme 'identité sur V.
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On déduit de ceci I'action de F, sur Vs : si ¢ est impair on a w(@t1i(tg) =
(—1)¢, donc Fy agit comme le scalaire (—1)* sur W;, pour i = 1...q — 1. Si
q est pair alors F agit comme 1'identité sur Vg.

Comme YH2(Y,, K) = H2(Y,, K), on obtient également que I’ agit
comme la multiplication par ¢ sur HZ (Y, K), et donc que Fj agit comme la
matrice 3.9 sur H2(Y;, K) si g est impair, et comme la multiplication par ¢
si g est pair.

Action de F; sur la partie cuspidale de H!(Y;, K)

Nous utilisons pour finir la formule de Lefschetz. Comme 1’équation de
Y, est (xy? — x9y)?~1 = —1, il est clair que Y; n’a pas de point fixe par Fj.
On a donc par le théoréme [DM2, 10.4]

T(F, | B (Y, 0)) = ¥ | = 0.

Comme les caractéres ¢; sont de degré 1 et les caractéres ¢ de degré g,
on a Tr(Fs | H3(Y;, K)) = Tr(Fs | Vs), et donc Tr(Fs | Vi) = 0.

On rappelle que pour j = 1...¢> — 1 non multiple de ¢ + 1, on note Wj’
le K[G x Ts°’]-module de caracteére ¢; X w’. On a Vo = @;W].

La partie V.3 de [DM1] permet de calculer les valeurs propres de F? sur
chaque WJ’ . Comme ’action de F? commute avec celles de G et de Ty, par le
lemme de Schur F? agit comme un scalaire \; sur chaque W;. Dans [DM1]
sont définis les scalaires

1 — *
NE(wi)(1) = g D wi(t™) Te(eE? | Hi (Y, K)
Tl &
et
R (1) = Tr(1 | H(Ys, K),),
ot H(Ys, K),; désigne la composante de H;(Y;, K) de caractére w;, donc
dans notre cas WJ. On a alors d’aprés [DM1, V, 3.14]

Aj = NE(wy)(1).R57 (1)~
Comme Vi est en degré 1 on a
$'(1) = =RE (w)(1) = —¢;(1) = (¢ - 1).

Par la formule de Lefschetz on a Tr(tF? | H}(Y;, K)) = |Y8tF82] Si
A 2
t:7(5 ﬁqi) et (Z) € Y,'s alors

(zy? — 2y)? = =3 (zy? — 2%y),
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donc si t # 1 alors Y;tFSQ est vide, et sit=1on a
2
Y5 = {(;) | @,y €Fpe, ayl #fﬂqy},

ce qui donne |Y.75| = (¢% — 1)(¢* — q), puis NZ(wj)(1) = ¢* — g, et enfin
Aj = —q.

Par le lemme de Schur, comme tF, = F,t? alors F, envoie W]’ sur Wq’j
et cette action est donnée par un scalaire. Soit p; ce scalaire. On a 1y =
Aj = —¢, donc 'action de F sur I'espace W@ W, est donnée par la matrice

< Mquj>
—4y.
ps I

ou I; : Wi — W, est I'identité du KG-module ResGXTS W}, (lequel est
1somorphe au module ReSGXTSOPWq’j). Les valeurs propres de cette matrice
sont +./—q, donc quitte & multiplier les bases par des scalaires on peut poser
que F agit comme la matrice ( HH) sur Wj’ < W(;j. Ceci confirme que

la somme des valeurs propres de F sur Vi est nulle.

Calcul de F?

Propriété 3.4.3. L’action de F? sur H}(Ys, K) est égale a celle de

—qld+ > tF,.
teTs
dett=—1
Démonstration : On déduit des trois parties précédentes que F2 agit

comme la multiplication par ¢ sur H2, comme l'identité sur Vg, et comme
la multiplication par —q sur Ve. Ainsi F2? + ¢ agit comme q(q + 1) sur H2,
comme (g + 1) sur Vg et comme 0 sur V.

Supposons que ¢ est impair. On conserve 1’élément ¢y de T défini page 93
(3.10). L’ensemble des éléments de Ts de déterminant —1 est égal a ’ensemble
des t22 pour A = 1... ¢ + 1. On a w@ D21y = (—1) donc 221! F, agit
comme la multiplication par g sur H2(Y;, K) et comme 'identité sur Vs pour
tout A\=1...¢+ 1, d’ott le résultat pour H? et V.

t2)\+1) i+ I

On a wj( * donc pour j = 1...¢%> — 1 non multiple de

g+1lona
q+1

§ :Wj t2)\+1
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d’ou le résultat pour V.

=1
0 pt-a
de T de déterminant 1 est égal & ’ensemble des t())‘ pour A=1...q¢+ 1. Ces
éléments agissent trivialement sur H? et V. Leur somme annule encore la
composante V¢, d’ol le résultat. ]

Si g est pair, alors on choisit tg = 7( ) L’ensemble des éléments

Remarque 3.4.4. Toujours en posant F’ = toF,, on déduit de cette pro-
priété que I'action de F'? est égale & celle de

—q () + D tF

teTs
det t=1

Disjonction de Ag

Nous utiliserons la propriété suivante :

Propriété 3.4.5. On a un isomorphisme de variétés algébriques

SLa(q)\Ys = (81)71.

Démonstration : Les composantes connexes de Y; sont les Y;(a), elles
sont au nombre de (¢ — 1). Comme SLy(q) ne les permute pas, on a un
isomorphisme

SLa(g)\Yz = [ ] ST2(¢)\Yi(a).
Il suffit donc de montrer que pour tout a il existe un isomorphisme
SLa(q)\Ys(a) = A'.

L’injection de variétés algébriques Y;(a) — Y se factorise en un morphime
de variétés algebriques

¢ : SLa(q)\Ys(a) — GL2(q)\Ys.

Il est clair que ce morphisme est bijectif et séparable.

On sait que G = G est le noyau de I’application de Lang, donc celle-ci
se factorise en un morphime bijectif G\G — G. Comme Y; = L~1(F(U)),
on a un morphisme de variétés algébriques bijectif

¥ : GLa(q)\Ys — F(U).
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L’application de Lang est séparable (c¢f [Bor, A REMPLIR]), donc la com-
position 1 o ¢ est séparable. La variété F(U) est lisse (donc normale), donc
en utilisant [Bor, I1.6] on obtient que v o ¢ est un isomorphisme de variétés
algébriques. Comme on a F(U) ~ Al on obtient le résultat. O

La propriété suivante est capitale, elle montre que A vérifie la propriété
de disjonction.

Propriété 3.4.6. Sin # 0 alors Homyp () (k @ Ag, k @ Ag[n]) = 0.

Les produits tensoriels sont pris au dessus de O.

Démonstration : Seule la structure de OG-module des composantes de
A nous intéresse dans cette démonstration, en conséquence on suppose que
A, est le complexe représentant minimal de sa classe dans H?(OG), comme
défini en 3.2.3. C’est-a-dire que I’on suppose que A; est un complexe de OG-
modules projectifs concentré en degrés 1 et 2, sans facteur direct homotope
A zéro.

11 suffit donc de montrer la propriété pour n = £1. Or on a
Homyp i) (kAs, kAs[n]) = H" (Endge(kAs))
et le complexe & = Endyg(kAs) est autodual sur k, i.e., On a
Homy(E, k) ~ E.

Ceci implique que

H™(€) = H"(Homy(€, k)) = Homyqy(€, kln]) = Homy(H~"(£), k)
et donc il suffit de montrer la propriété pour n = —1. On a

Homyp i) (kAs, kAs[—1]) = Home(kG)(HQ(k:As)[—l], kEAs).

Il suffit donc de montrer que pour tout sous-quotient irréductible V de
H?(kAy) on a
HOIng(ka) (V[—l], k’As) =0.

Pour ceci il suffit de montrer que
G GL
Home(kSLQ(q))(ReSSEQQV[—l], Resgy 2kA;) = 0.

Nous savons que les composantes de A sont libres sur O et que ’homologie
H*(Ag) Vest aussi. Grace au lemme 3.2.8 nous en déduisons donc que pour
tout entier n on a

H"(kE® As) = k® H"(Ag).
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Le caractére modulaire de H?(k ® Ay) est donc I'image du caractére yo
de H?(A,) par lapplication de décomposition. Comme Yo est somme de
caractéres de degré 1, le caractére modulaire de H?(k ® Ay) est somme de
caractéres modulaires de degré 1, et donc le sous-quotient V de H2(kA,) est
de degré 1.

De plus d’aprés la section B.3 le seul caractére modulaire de degré 1 de

SLa(q) est le caractére modulaire trivial, donc Resgﬂfv est le module trivial.

Or on a
Homyp ssry ) (K1), Resgi2kAy) = H' (Homyst, (g (k, Res§2kA,))
et par définition des point fixes d’un objet de la catégorie homotopique
Homysr, (g (k. Resgi2kAg) = S2kA,,
donc il suffit de montrer que

HY(SL2kA ) = 0.

Par le théoréme [Ri3, 4.1| de J. Rickard, on a
SL2fp A, ~ A(SLa(q)\Ys, k).

On sait grace a la propriété 3.4.5 que SLa(q)\Ys ~ (Al)?71. D’aprés les théo-
rémes [DM2, 10.7(ii) et 10.11], la cohomologie H}((A!)?~1, k) est concentrée
en degré 2, donc H'(S™2kA,) = 0. Ceci termine la démonstration. O

Extension des scalaires K ®o Endyp4)(As)

Notation 3.4.7. On note dorénavant A la somme des blocs de OG dans
lesquels vivent les composantes de As.

On a donc A®pg As = Ag, et OG =A@ Anng(OG) (As).

Remarque 3.4.8. Dans le cas oi £|g+ 1, £ # 2, les blocs de OG de défaut
maximal contiennent tous les caractéres ¢;, ¢ et 1;. Les autres blocs sont
de défaut nul, ils contiennent les ¢; ;. Si on choisit un représentant minimal
de A, dans le catégorie C°(OG) (cf définition 3.2.3), alors la connaissance
des caractéres de H*(A,) montre que ce représentant vit dans la somme des
blocs de défaut maximal, i.e., A est la somme des blocs de OG de défaut
maximal.

On considére donc A; comme un complexe de A ® OT°P-modules.
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Comme K est le corps des fractions de O, c’est une O-algébre plate sur
O. On sait que le complexe A est borné & composantes de type fini, ainsi la
propriété 3.2.6 nous donne un isomorphisme

K® EIIde(A) (As) ~ Ende(K®A)(K X As)
Nous allons montrons que Endyp 4 (As) est libre sur O en utilisant la
propriété 3.2.7.

Le complexe A est borné. Ses composantes (A%);cz sont libres sur O,
donc les O-modules Hom 4 (A%, AZ) sont libres et le complexe Enda(As) est
borné a composantes libres sur O.

On sait grace a la propriété 3.4.6 que pour tout entier ¢ non nul
HomH(kA) (]{7 ® AS, k ® AS[Z]) = O,

donc HY(Endia(k® Ay)) = 0 pour tout i # 0. Or les modules A% étant libres
sur O, on a des isomorphismes

Ti itk ®0 HOmA(Ai, A;) ~, Homya(k ®0 Aé, ko Ag)

pour tous 4, j, et ces isomorphismes commutent avec les différentielles des
complexes Endp (k@A) et k@ENdA(As). Ces deux complexes sont donc iso-
morphes, et on peut appliquer la propriété 3.2.7. Le O-module Endyp 4y (As)
est facteur direct de Enda(As). Celui-ci est libre sur O, donc Endygp(4)(As)
est libre sur O.

On a donc obtenu la propriété suivante :

Propriété 3.4.9. L’extension des scalaires de O a K donne une injection

Ende(A) (As) — Ende(K®A)(K & As)

3.4.2 Construction de ’isomorphisme OH, ~ Endyp(4)(As)
L’action de T et de Fy & droite sur A; donne un morphisme d’algébres
g0 : O[TS X <Fs >] — Ende(A)(AS).

On définit celui-ci par go(a) : © — z.a sia € O[Ts x (Fs)] et x € As.

On considére le diagramme suivant :

O[Ts X <Fs >] % End'Hb(A) (AS)

| |

K[Ty x ( Fy)] —222  Endyp ) (K ® Ay).
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Les fleches verticales sont données par extension des scalaires de O 4 K. En
vertu de la propriété 3.4.9 la deuxiéme fléche est injective.

Comme K A est semi-simple, on a

Endyp x4y (K © Ag) ~ @D Endga(H™(K ® A)).

nez

On définit ’élément suivant de O[T x ( Fs )] :

ws:Ff—}—q— Z tF.
teTs
dett=—1
La propriété 3.4.3 montre que cet élément est dans le noyau de gg, donc le
diagramme suivant commute :

O[Ts x ( F)]/(ws) — Endypa) (As)

| |

K[T, % (Fy)]/{ws ) —=22 o Endyga) (K © As).

Montrons que 1x ® g1 est injective. On rappelle que V¢ désigne la com-
posante cuspidale de K ® H'(Ay), et qu'elle est somme directe des es-
pace WJ' pour j = 1...¢%> — 1 non multiple de ¢ + 1. Tout élément a de
K[Ts x (Fs)]/{ws) s’écrit de facon unique a = a; + asFs on ay, as € KTs.
L’action de Fy envoie la composante WJ’ dans la composante Wq’j alors que
tout élément de T, 1’envoie sur elle-méme. Donc si a est dans le noyau de
1x ® g1 alors aq et asFs sont aussi dans ce noyau. Comme 'action de F§ sur
chaque espace Wj/ est non-nulle ay est également dans ce noyau.

Comme le caractére RestXTj; i;p x1 du KT;°P-module H}(Y;, K) contient

tous les caractéres de Ts on a a; = ag = 0, et donc 1x ® g1 est injective.

La dimension sur K de @ Endga(H" (K ® Ay)) est égale a

q(g—1)

(=1 +(g—1)+4 =2(¢* - 1),

donc 1x ® g1 est un isomorphisme.

Pour tout élément = de O[Ts x (Fy)] ou de K[Ts x (Fs)], on note &
la classe de z modulo ws. Le O-module O[T x (Fy)]/(ws) est libre, il est
engendré par la famille {¢, tF's} ou t parcourt Ty. L’extension des scalaires

O[Ts x (Fs)]/(ws) — K[Ts x (Fs )] /{ws)

est une injection. Ainsi I'application g; est injective. Nous allons montrer
qu’elle est surjective si £ divise ¢ + 1 ou si £ ne divise ni ¢ — 1 ni g + 1.
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On note dorénavant
Hs = Z[Ts x (Fs)]/(ws),

et on fera ’amalgame entre les éléments de Z[Ts x ( Fy )] et leur image dans
Hs.

Propriété 3.4.10. Supposons que £ divise g + 1. Alors le morphisme d’al-
gebres g1 : O[Ts x (Fs)]/{ws ) — Endypay(As) est un isomorphisme.

Démonstration : Les algébres O[T x ( Fs)]/(ws) et Endypay(As) sont
libres sur O de méme rang, car 1x ® g1 est un isomorphisme. Il suffit donc
de montrer que l'injection g; est scindée.

On considére les algebres O[T x (F)]/(ws) et Endypa)(As) comme
des (0T, OT;)-bimodules, et g1 comme un morphisme de (0T, OT;)-bimo-
dules.

Soit V' le bimodule O[Ty x (Fs)]/{ws). On a V.= V] & V5, ou V; est
le (OTs, OTs)-bimodule OT; et V5 le bimodule ayant pour base sur O 'en-
semble des tF, pour ¢t € T,. On a alors

Vi~ Indr‘gsﬁTsopO et Vo Indiﬁﬁrsopo (3.13)

ott ATy = {(t,t71) | t € Ts} et A'Ts = {(¢t,t79) | t € Ts}. On note S le
{-sous-groupe de Sylow de T, et on définit de la méme facon les sous-groupes
AS et A'S de Ty x T,P.

On en déduit que AS est un vortex des composantes indécomposables de
V1, et que A’S est un vortex des composantes indécomposables de V5. Donc,
grace a la propriété 3.2.11, si Bras(g1) et Brasg(gr) sont des injections
scindées alors g1 est également une injection scindée.

Ramenons ’étude de Brass(g1) a celle de Bras(g1) : si G est un groupe
fini quelconque et o un automorphisme de G, alors pour tout sous-groupe H
de G et tout anneau R on a un foncteur torsion par o :

6 : RH-mod — R[oc~!H]-mod

qui est une équivalence de catégories. Ce foncteur est compatible au foncteur
de Brauer dans le sens suivant : si P est un f-sous-groupe de G, alors le
diagramme de foncteurs

o

OG-mod OG-mod

BTU(P)l/ lB?"P

kENg(o(P))-mod — kNg(P)-mod
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est commutatif. On considére alors I’automorphisme d’ordre 2 suivant :

0:Ts X TP — Ty x T,
(t1, ta) = (t1, 13).

Comme A’S = o(AS), si Brag(g1) est une injection scindée alors Brass(g1)
est également une injection scindée.

Si € est un T x Ts°P-ensemble, et L un £-sous-groupe de T x TP, alors
Br(09Q) ~ k[QF], on a donc

Bras(k[Ts x Ty /ATy)) = k[25 (Ty x Ty JAT,)] = k[Ty x T, /AT,]
et, puisque ’on suppose que ¢|q + 1,
Brag(k[Ty x T, /AN'T,)) = k[A5 (T, x T,%PJA'T,)] = 0.

Ainsi on a Brag(V) = kTs.

Comme pour ¢t € Ts I'image g;(t) est la multiplication & droite par ¢, on
obtient que 'image de ¢ par

BTAS(gl) : kTS — BT’As(Ende(A)(AS))

est la multiplication & droite par ¢, ou plutot, pour étre rigoureux, son image
par
brag : ASEnde(A) (As) — Bras(Endypay(As)).

On sait que Ag est un complexe de modules de /¢-permutation, et la
propriété 3.4.6 implique que

Homyp 4y (As, Asi]) =0 pour tout i # 0,

donc en utilisant la démonstration de [Ri4, théoréme 4.1] on obtient un
isomorphisme de (kTs, kT)-bimodules

w0 : Brag " (Endygay (As)) = Endyg g, (BrRs™" (As))

dont I'expression est la suivante : soit f un endomorphisme du complexe A
et f sa classe dans Endyp g (As). On suppose que f est stable par AS, et

on note f sa classe dans BrisSXTsop (Endyp(ay(As)). Alors image de f par

¢ est la classe dans Ende(kTs)(BrggTsop (As)) du morphisme de complexes

Brig™™ (£) - Brig™™ (M) — Brig™ " (A,).
En posant go = pg o Bras(g1), on obtient une application

gs kTS — Ende(kTS)(BngTSOP (AS))
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On déduit de 'expression de ¢ que si t € Ty alors go(t) est la multiplication
& droite par t. Comme ¢ est un isomorphisme on est ramené & montrer que
go est une injection scindée.

On utilise ensuite [Ro5, théoréme 2.29], qui montre que 'on a un isomor-
phisme de complexes de k[T x Ts°P]-modules

Br$TT (Ae(Ys, 0) = A(YA9).

Cet isomorphisme est k[T x Ts°P]-linéaire pour les structures canoniques de
k[Ts x Ts°P]-modules de sa source et de son but. Il induit donc un isomor-
phisme

1 2 Endypry (Brig™ " (Ae(Yz, 0))) =2 Endyp o (Ac(Y29)).

et I'image de la multiplication & droite par un élément t € T est la multipli-
cation & droite par ¢ sur AC(YQAS ) induite par la multiplication & droite sur
Y28

On pose g3 = 1 0 g2 et on est ramené & montrer que
g3 : kTs — Ende(kTs)(Ac(YSAS))
qui a t € Ty associe la multiplication a droite par ¢ est une injection scindée.

Soit (¢, t~!) un élément de AS, et (Z) un élément de Y, donc un couple
d’éléments de F? tel que
(zy? —aly)i™t = 1.

Soit 7 un entier tel que ¢t = (501 69#). L’action de (¢, t~1) sur (Z) est donneée
par

(t ™) () =21 (2) 5,

Y

donc (en rappelant que ’on suppose que ¢|q+ 1), (;) est stable par (¢, t71)

si et seulement §’il existe z € F tel que
71 _
v (5 =)
Ceci impose que
AS q
Vs —{() 1y ery ).

Cette variété est un ensemble de points, donc A.(Y;2%) = k[Y;2%]. On a un
isomorphisme
R A

() = ()
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qui est bien T, x Ts°P-linéaire si 'on donne & T la structure de Ty x T°P-
ensemble induite par la multiplication et & Y;2° la structure induite par la
structure de (G, Ts)-bi-ensemble de Y.

On a ainsi un dernier isomorphisme

@2+ Endypp(pr) (Me(Y2%)) — KT,
f—(f(1)

qui est k[T x Ts°P]-linéaire, et envoie la multiplication & droite par t sur
I’élément t lui-méme. Ainsi g o g3 est 'identité de kT, et la démonstration
est terminée. O

On a ensuite la propriété suivante :

Propriété 3.4.11. Soit R un anneau commutatif. Supposons que 2 et ¢ — 1
sont inversibles dans R, et que R contient une racine carrée r de —q inver-
sible, telle que r + 1 est inversible. Alors les algébres RH; et R @ Hs sont
isomorphes.

Démonstration : Comme pour la démonstration de la propriété 3.3.2, on
définit les deux éléments suivants de H :

c=3Y 1t D= >t

teTs teTs
det t=1 det t=—1

etona C?=D?=(q+1)C,CD=DC = (q+1)D.

Soit g2 : RHs — R ® Hs 'application R-linéaire définie par go(t) = ¢ si
t € Ty, et go(s) = o ou
1 r—1

1
=_F D — CF,.
Sl s+q—1 r(r+1)(¢g—1) "~

On a alors 02 = 1, et ot = t% pour tout t € T, donc ¢g» est un morphisme
d’algebres. 11 est surjectif car F; est I'image de

1 -1
7”S+§ Z t—ﬁzts

teTs teTs

det t=—1 det t=1
qui est bien élément de RH,. Enfin, comme R[Ts x Fs]/(ws ) est libre sur R
de rang 2(¢?> — 1), go est un isomorphisme d’algébres. O

On a le corollaire immédiat des deux propriétés précédentes, en rappelant
que si £ # 2 et £|g+1 alors H désigne le normalisateur dans G' d’un ¢-sous-
groupe de Sylow de G :
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Corollaire 3.4.12. Supposons que { # 2 et {|q+ 1. On a un isomorphisme
d’algébres
g: OHs — Endypay(As).

On a aussi cette conséquence de la propriété 3.4.11 :

Corollaire 3.4.13. Si £ # 2, et £ ne divise ni ¢ + 1, ni ¢ + 1 alors le
morphisme d’algébres g1 : O[Ts X (Fs)]/{ws) — Endypa)(As) est un iso-
morphisme.

Démonstration : Les suppositions faites sur ¢ nous permettent d’appliquer
la propriété 3.4.11 en posant R = k. Les algebres k[Ts x (Fs)]/(ws) et
kH, sont donc isomorphes. Or kH, est semi-simple, car ’ordre de H; est
2(¢ — 1)(¢ + 1). On applique ensuite la propriété 3.2.9 au morphisme g¢;, en
posant R = O. On sait que Idg ®@ g1 est un isomorphisme, et que k£ ® Hj
est semi-simple, donc g1 est un isomorphisme. O

3.4.3 Changement de complexe

Le complexe A, est un complexe de O[T x ( Fy )]-modules a droite. L’ac-
tion de w n’étant pas nulle, ce n’est pas un complexe de O ® H-modules.
On va donc le transformer, suivant la méthode de Keller ([Ke3, 8.3.1]) :

Le complexe B = End4(As) a une structure d’algébre différentielle gra-
duée (DG-algebre). On considére sa sous-DG-algebre B’ définie par le com-

plexe
BBt Z2%B) 50—

On note dorénavant B = Endypa)(As) = H°(B). Comme Z°(B) =
Endg(4)(As), on a une surjection m : B’ — B, qui fait de B un B'-DG-
module. Les morphismes de complexes B’ — B et B’ — B sont des quasi-
isomorphismes car pour tout entier non nul ¢ on a

H(B) = Homyg ) (As, As[i]) = 0.

Le complexe Ag est un B-DG-module & droite, donc par restriction un
B’-DG-module a droite. Soit p: Py, — As une de ses résolutions homotopi-
quement projectives en tant que A ®o B'’-DG-module, cf [Ke3, 8.2.4]. On
définit le complexe de (A, B)-bimodules A’ par

AN = PAS Rp B°P.

La construction de Py, donnée dans [Ke3, 8.4] montre que Py, peut étre
choisi borné a droite, & composantes A ®¢ B'°P-projectives, on le choisit
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donc ainsi. En conséquence A’ est borné & droite, & composantes A @ B°P-
projectives : en effet, Py, est construit & partir du module A ® B’ par
dévissage, cf [Ke3, 8.1.3], donc il suffit de vérifier que (A ®p B'P) ®p BP
est & composantes projectives, ce qui est évident car

(A®o B'P) @ B® = A®o B.

Comme A; est borné & composantes A-projectives, A est homotopique-
ment projectif sur A, donc le quasi-isomorphisme p est inversible dans la
catégorie H(A) et il existe un quasi-isomorphisme A-linéaire q : Ay — A’ tel
que le diagramme

commute dans H(A). De plus comme p et 7 sont ’-linéaires alors g est “B-
linéaire & homotopie prés”, i.e., pour tout b € B on a go b = r(b) o ¢ dans
H(A), ou r(b) est la multiplication & droite par b. En d’autres termes, si on
considére le morphisme d’algébres

r:B— EndH(A) (A,)

défini par la multiplication & droite, alors le diagramme

Ende(A) (AS) r EDdH(A) (A/)

HOIHH(A) (As, A/)
est commutatif. De plus, on a les équivalences
Ende(A) (As) ~ EndDb(A) (As) ~ EIldD(A) (A/) ~ EIldH(A) (A/)

et donc EHdH(A) (A,) ~ B.

On a une injection de DG-algebres OT, — B, car B = Endcs(4)(As).
Comme p et 7 sont B’-linéaires, alors p et m sont OTy-linéaires, et A, et A’
sont quasi-isomorphes en tant que complexes de OT-modules a droite.

On sait que I’homologie de Ay, donc de A/, est concentrée en degrés 1 et
2. On pose alors
X = TZlA/-

C’est un complexe borné de A ® B°P-modules. Par application du lemme
3.2.1, comme A; est borné & composantes projectives sur A et comme A; et
A’ sont quasi-isomorphes sur A, alors X est & composantes projectives sur A.
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De méme, X est & composantes projectives sur B°P. En fait les composantes
de X de degré supérieur ou égal & 2 sont projectives sur A ® B, et sa
composante de degré 1 est projective sur A et sur BP.

Le lemme 3.2.1 nous dit aussi que A’ et X sont isomorphes dans la caté-
gorie H(A), donc on a Endyp4)(X) ~ B.

En résumé, on a remplacé Ag par un complexe de (A4, B)-bimodules X,
ou B = Endyp A)(AS). Ce complexe est parfait en tant que complexe de
A-modules & gauche et en tant que complexe de B-modules & droite, et on
a Ende(A)(X) ~ B.

3.4.4 Conclusion.

Soit B = O ® Hs. On a construit un complexe de (A, B)-bimodules X,
a composantes projectives a gauche et a droite, tel que Endyp(4)(X) ~ B.

On a Annyp4)(X) = 0, par définition de A, cf notation 3.4.7.

Le corollaire 3.2.23 implique donc que Endypgory(X) ~ A, et X réalise
donc une équivalence entre les catégories H®(A) et HY(B).

Supposons maintenant que £|q+ 1, £ # 2. On a alors B ~ OHg, ou H,
est le normalisateur d’un ¢-sous-groupe de Sylow de G.

L’équivalence induite par X est splendide, car chaque composante de
X est facteur direct d’'un module A ® B°P-projectifs. Finalement on a la
propriété :

Propriété 3.4.14. Si ¢ # 2 et £ | g+ 1, alors le complexe X réalise une
équivalence splendide entre les algébres A et OH,, ot A est la somme des
blocs de OG de défaut mazimal.

On peut ajouter que cette équivalence envoie le bloc principal de A sur
le bloc principal de B. En effet, on connait le caractére de A; —donc celui
de X— en tant que complexe de A ® OTs°P-modules, cf 3.5 et 3.6 page 91.
le produit du caractére trivial de G par celui de T y figure, donc 'isométrie
parfaite induite par X mets en correspondance ces deux caractéres. Comme
tous deux sont dans le bloc principal de O Hy, alors la restriction de X au bloc
principal de OG reéalise une équivalence splendide entre les blocs principaux
de OG et de OH,.
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3.5 Complexes de Deligne-Lusztig des groupes as-
sociés

3.5.1 Cas de SlLs(q)

Les méthodes utilisées dans les sections 3.3 et 3.4 s’appliquent aussi bien
au groupe SLy(q). Nous en donnons les résultats.
Les notations deviennent :
G = SLy(F), ’endomorphisme de Frobenius F' est inchangg,
G = G" =SLy(q),

o le tore T est ’ensemble des matrices diagonales de déterminant 1,

le groupe de Weyl W est toujours d’ordre 2

les tores sont notés 7, et 7% pour ne pas les confondre avec ceux de GLa(q),

les groupes U et U sont toujours les groupes des matrices de la forme ( (1) 1 )

Le module A, = A.(SLg) définissant l'induction de Harish-Chandra est
défini par A, = O[G/U]. Son caractére en tant que O[G x T.°P]-module est

0 X 00,0) + ¢ X B(0,0) + (¥4 +¢1) X O a1 o
+ Z 902 0(@ —1) +0( zz)) (3'14)

i=1...9= 2

en utilisant les notations de la table B.11 page 198 pour les caractéres de
SLs(q), et les notations de la page 23 pour ceux de 7 (en le considérant
comme sous-groupe de 7).

On montre de la méme fagon que dans la section 3.3 que

Endoc(Ae) = O[T, x (F)/(wl) avec ol =F"—q(7 %)= tF.
teT!

Sif+#2etl|qg—1,en notant H, le normalisateur de 7. dans SLy(g), on

a un isomorphisme d’algébres

OHe =, O[T % (F)/{wl,)

obtenu en envoyant 1’élément (Pl (1)) de H, sur
1 1 -1)
DR ) DY
" ¢+ teT) r(r+ (g + tET’

ou r est une racine de ¢ telle que r + 1 soit inversible.

Pour étudier le complexe Ay = A4(SLy), on utilise les notations suivantes :
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01
—-10

dans Ng(T),
e soit p un élément de Fu tel que p?™! (37 — B) = 1. On choisit v = 75 =

¢ on choisit § = ( ) comme représentant de ’élément non trivial s de Wg

(pgq :p%qﬁ)’

o le tore T/ est défini par
Ti=1 {(ﬁ@gl’" s0%0n) In=1...q+ 1} S
o la variété de Deligne-Lusztig Y; = Y;(SLa(q)) est définie par
Y, = {(Z) e F? | xyq—mqy:—l}.

On a toujours des isomorphismes de variétés algébriques

ou ¢ est encore défini par g — g7 ((1)), et 1 est cette fois défini par

v (G)— ()

Y y —y?
On appelle F! ’endomorphisme de Frobenius tordu, qui agit sur Y.

Les actions sur Y; sont similaires & celles du cas de GLa(¢) : l'action

a droite de G est donnée par la multiplication & gauche, celle de F? est

donnée par (g) — (zg) et un élément ¢ = 7(6((151)” 6(19q)n) de T! agit par

()= 8070 (5).

)

L’homologie H}(Ys, O) est concentrée en degrés 1 et 2. On note x; le
caractére du O[G x T'°P]-module H:(Y;, O) pouri = 1,2. On a x2 = ¢o x w’
et

at1

xi=@oxw+ Y ix (@ e+ (@ ) xwe

. q—l
1—1...—2

(cf table B.11 pour les caractéres de SLa(q) et page 23 pour ceux de T2, vu
comme sous-groupe de T).

On décompose le K[G x T!°P] module H}(Y;, K) en somme directe Vs @
(@iW;) @ Vn, oit Vs est le module de caractére ¢, x w0, W; le module de
caractére ¢; x (w' +w™") et Vv le module de caractére (¢, + ¢’ ) x W'
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L’endomorphisme F! agit comme la multiplication par ¢ sur H2(Y;, O),

comme l'identité sur Vg, comme la matrice y/(—1)i1q ((1) (1)) sur chaque W;,

=1 10

et comme la matrice £1/(—1)"2 ¢ (, %) sur V.

On obtient que F. ;2 agit comme ’élément
-1 0
—q( 0—1)+ZtFS/
teT!

sur '’homologie H}(Y;, K). Ceci va nous permettre de vérifier la propriété
3.4.3.

On a un isomorphisme de variétés algébriques
¢ : GLa(q) Xs15(q) Ys(SLa(q)) = Ys(GLa(q))

défini ainsi : tout élément de GLa(q) Xs1,,(q) Ys(SL2(g)) s’écrit de fagon unique

comme la classe d’un élément ((g‘(l)) ) (Z)) de GL3(¢) x Y5(SL2(q)). On pose

(D Gn) =00,

ou 7 une racine carrée de [ (c’est un élément de IFqX4). On vérifie que ¢ est
[GL2(q) X T.°P]-linéaire. Sa réciproque est donnée par

()= (G 7 () ))

avec A = p 1 (zy? — 29y) et p = 79t (on retrouve la racine de —1 d’ordre
(¢ — 1) utilisée dans la section 1.5.2).

Soit (’y”) un élément de Y;(GL2(q)) et soit Fy Paction induite par ’endo-
morphisme F! sur Y;(GL2(¢)). On calcule que

Ry (7). o " (=)

Y y?
ce qui montre que Fy = t1 F1, ol

t =~ (ﬁq(q—l) 0

—1
0 gq(lfq)) o

Or on a
FEZ—Q(6191)+ Z tFy

teTs
det t=1



3.5 : Complexes de Deligne-Lusztig des groupes associés 113

car cette égalité est vérifiée par F.. Comme t; est de déterminant —1 et

i
comme ¢t = —1, on a

ce qui vérifie la propriété 3.4.3.

Sif¢#2etl|qg+1,en notant Hy le normalisateur de 7% dans SLa(q), on
a un isomorphisme d’algébres

OH, =, O[T (F{)]/{w)

obtenu en envoyant 'élément (1) de H, sur

1 1
e e S

teT! teT/

ol r est une racine de —q telle que r + 1 soit inversible.

3.5.2 Quotients des complexes A, et A,

On note dorénavant :

o Ac(GL2) et As(GL2) les complexes A, et As obtenus dans les sections 3.3
et 3.4.

o A (SL2) et A5(SLa) les complexes définis dans la section précédente.

Soit G l'un des deux groupes GLa(q) et SLa(q), Z le centre de G, et
G = G/Z. Pour w = e, s on note T, et T respectivement le tore déployé et le
tore de Coxeter de G, puis T, et T's leurs images par la projection canonique
G — G.

On définit le complexe

Aw(G) = OG 206 Auw(G).

Les composantes des complexes Ay, (G) sont des O[G x T,,°P]-modules de per-
mutations. Nous savons que le sous-groupe AZ de G x T,,°P agit trivialement
sur la variété Y,,. En appliquant [Rob5, théoréme 2.28| on obtient que AZ
agit trivialement sur le complexe A, (G). Ceci implique que l'on a alors des
isomorphismes de complexes de O[G x T,°P]-modules

OG ®oa Ay(G) ~ Ay(G) ®or, OT,,.
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Soit A’ un représentant minimal de A¢(G) dans la catégorie des com-
plexes de OG-modules. Les complexes OG ®og Aw(G) et OG @og A sont
homotopes, donc leurs homologies sont isomorphes en tant que OG-modules
gradués. Or nous savons que A’ est concentré en degrés 1 et 2. Ceci montre

que ’homologie de A¢(G) est concentrée en degrés 1 et 2.

Nous savons donc que
o A(G) est un O[G x T.°P]-module projectif a gauche et & droite;

e Ay(G) est un complexe borné de O[G x Ts°’]-modules projectifs & gauche
et a droite, dont ’homologie est concentrée en degrés 1 et 2.

Propriété 3.5.1. Les complexzes Ay(G) vérifient la propriété de disjonction.
On a un isomorphisme d’algébres

End?‘(b((’)é) (AS(G)) ~ 0 ®oz Ende(og) (As(Q)).

Démonstration : On note A = A((G), A = Ay(G), T=Tset T =Ts.
Nous procédons en deux étapes, en faisant d’abord le quotient par le /-centre,
puis le quotient par le ¢'-centre.

Soit Zp le f-centre de GG. Nous savons que les composantes de A sont des
O[G x T°P]-modules de ¢-permutation, et que les vortex de leurs facteurs
directs indécomposables contiennent tous le sous-groupe AZ,. On peut donc
appliquer la propriété 3.2.13. On a un isomorphisme de complexes de O[G x
T°P]-modules et d’algebres différentielles graduées

O[T/ Z)] ®or Endog(A) = Endo(a/z,(OlG/Z] ®oc M).

_Soit N = 0O[G/Z)) ®og A et Zp le {'-centre de G. On a donc A =
oG K0[G/ 2] A

Soit e 'idempotent central de O[G/Z,] associé a l'image de Zpy dans
O[G/Zy]. Le complexe O[G/Z;Zp] @iz, N est alors isomorphe au com-
plexe e.A’, qui est un facteur direct de A’. De plus, comme AZ agit tri-
vialement sur A’ et comme e est un idempotent central de O[T/Z,], on a
e N = N, et 5ndO[G/Zg](A/-€) = 6.5ndO[G/ZZ](A/).€ = e'gnd(’)[G/Zg](A/)'

On a donc un isomorphisme
Endo(yz)(0|G/Z] ®oja z,) N') = O[T/Z] ®o(1/2,) Endocz,)(N),
ce qui donne l'isomorphisme
Endoé(x) ~ OT ®@or Endog(A)

qui est compatible avec les structures multiplicatives.
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Rappelons que pour tout groupe H contenant Z et tout O H-module M,
on a un isomorphisme de O H-modules

OH Qog M ~ 0 ®0z M

en posant que l'action de H sur O®pz M est donnée par h.(A®@zx) = A@(h.x)
pour he Ho A€ Oetx € M.

On a donc un isomorphisme de O[T x T°P]-modules
oT KoT 5ndog(A) ~ 0 Roz Endog(A).

Comme les composantes de A sont projectives & gauche sur OG et a droite
sur OT alors les composantes de Endp(A) sont projectives en tant que OT-
modules a gauche. Elles sont donc libres sur OZ. Nous savons que I’homologie
de Endpc(A) est concentré en degré 0, isomorphe a

O[T » (Fs)]/(ws)

en tant qu’algébre. Elle est donc isomorphe & (OT)? en tant que OT-module
a gauche, ce qui montre qu’elle est également libre sur OZ. Nous pouvons
donc appliquer le lemme 3.2.8. On obtient

H*(0O ®0z Endoc(N)) ~ O ®oz H*(Endo(A)).

Ceci montre que I’homologie du complexe End,z(A) est concentrée en
degré 0, donc que le complexe A vérifie la propriété de disjonction. En degré
0 on obtient ’isomorphisme

Ende(Oé)(K) ~ 0 ®oz Ende(OG) (A)

qui hérite de la compatibilité aux structures multiplicatives. C’est donc un
isomorphisme d’algébres, ce qui démontre la propriété. O

On montre de la méme facon que 'on a un isomorphisme d’algébres

Endyz(Ae(@)) ~ O ®0z Endog (A (G)).
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On note maintenant 7, et 77 les tores de SLa(q), et toujours T, et T} les
tores de GL2(g). On rappelle que 'on a les isomorphismes

Endocr,(Ac(GLs) =~ O[T, » (E.)]/(w.)

avec we:Ff—q— Z tF,,

teTe
det t=—1

Endypocr,) (As(GLe)) >~ O[T, x (Fy)]/(ws)
avec ws = Ff +q— Z tFy,

teTs
det t=—1

Endpsr, (Ac(SLz)) ~ O[T, x (F)]/{we)

avec wl,=F"—q (5.9 - Z tE!,
teT!
Endypogr,) (As(SLe)) =~ O[Ty x (Fy)]/(wy)

avec w, = Féz +q (7(1)_(1)) — Z tE..

On obtient donc I'isomorphisme suivant, pour G € {GL2(q), SLa(q)} et
w € {e, s} :

Endﬂb(oé)(Aw(é)) ~ O[Ty % (Fu)]/{@w)

avec wwzﬁi—i—eq—Q Z tF .

teTqy
det t=n

ou

ec=—1lsiw=e et e=1siw=s,

e n=—1s1G=GLa(q) et n=1s1G=SLa(g),

o l'action de F,, sur T, est donnée par tF,, = F,t~ '

La propriété 3.5.1 est aussi valable en remplacant O par k. Si £ = 2 on

obtient
EndkpGL2 (ije(PGLQ)) >~ sz(q—l)a

Ende(kPGL2)(kAS(PGL2)) ~ kD2(q+1)’
Endgpsr, (kAe(PSL2)) ~ kD, 1,
Endypppsr,) (kAs(PSL2)) = kDgy1.

3.5.3 Restriction au bloc principal

On suppose toujours que ¢ = 2. Si G est 'un des quatre groupes GL3(q),
SLa(q), PGL2(q) et PSLa(q), on note A(G) le 2-bloc principal de kG. En
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conséquence du lemme 3.2.15 on a

A(PGLQ) = OPGL;, KOGCL, A(GLQ) et A(PSLQ) = OPSL;, X OSLs A(SLQ).

Pour w = e, s on note

Xw(G) =A Roa Aw(G)

Les A(G)-modules X.(G) sont projectifs, les complexes de A(G)-modules
Xs(G) sont concentrés en degré 1 et 2, & composantes projectives.

Propriété 3.5.2. Soit G l'un des quatre groupes GLo(q), SLa(q)}, PGL2(q)
et PSLa(q), soit w € {e, s}. Soit T' la 2'-partie du tore T, de G. On a un
isomorphisme d’algébres

Ende(A(G))(Xw(G)) ~ O Ror Ende(Og) (Aw(G))

Démonstration : Pour tout groupe H on note by I'idempotent central de
OH associé au 2-bloc principal de H et H le quotient H/Z(H ). Nous savons
donc grace au lemme 3.2.15 que bz est I'image de by par la projection
canonique OH — OH.

Nous avons vu que pour G = GLy(q) et w = e, s, on a bg.Ay = Ay.b7,
(cf remarques 3.3.6 et 3.4.1). Nous connaissons les caractéres de A.(SLa(q))
et de H*(A4(SLa(q))) (cf section 3.5.1), ce qui nous permet de constater
que ce résultat est aussi vrai pour G = SLy(q). Ceci implique que pour
G = GLy(q) et SLa(gq) on a

bR = Kby, .

Soit maintenant G 'un des quatre groupes GLa(q), SLa(q)}, PGLa(q) et
PSLs(q), on note A = A(G), T =Ty et A = Ay(G) et X = X,(G). On a
des isomorphismes d’algébres différentielles graduées

Endog(ba.N) ~ Endpc(A.br) ~ br.Endog(A).br

donc finalement
EndA(X) >~ bT.gndog(A).

Soit & = Endo(A), et 1¢ son unité. Nous savons donc que bp.lg est un
idempotent central de £. En conséquence br.lg est un élément homogéne
de degré 0 du noyau de la différentielle de £. On a donc un isomorphisme
d’algébres

HO(br.E) ~ by H(E)
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ou by désigne l'image de br.1¢ dans I’homologie de &£, donc by = bp.1y ol
1y est l'unité de HY(£). Nous avons donc un isomorphisme d’algébres

EHde(A) (X) ~ bTEnd’}—[b((’)G) (A) .

Comme T est commutatif, son bloc principal est 'idempotent associé a sa

{'-partie T' :
1
teT”

Nous avons donc un isomorphisme d’algébres
Endyp4)(X) = O @071 Endyp oy (A),
ce qui montre la propriété. O
Le corollaire suivant est immeédiat (on convient que Dy = Cs).

Corollaire 3.5.3. On a les isomorphismes

EndkPGL2(q)(kXe(PGLQ(q))) ~ kDgat1,

Endyp par, () (K Xs(PGL2(q))) ~ kDgpi1,

EndkPSLQ(q)(kXe(PSLQ(q))) ~ kDsa,

Endyp (psiy(q)) (FXs(PSL2(q))) =~ kDys.

Nous allons maintenant expliciter le module kX, (G) et les composantes
du complexe kX, (G).

Nous savons que le bloc principal de kGL2(q) a deux classes d’isomor-
phismes de modules simples (¢f section B.4). On note pg le caractére mo-
dulaire trivial, p; ’autre caractére modulaire irréductible, puis Py et P; des
enveloppes projectives de modules simples ayant pour caractére pg et p;
respectivement. Le caractére du OG-module X.(GLo) est

Z (@Au + Qol)\u) +2 Z P(u, pu)

A=1...2a (A, p)=1...2a
A<p
donc en utilisant la matrice de décomposition on obtient le caractére modu-

laire de kX.(GL2) :

22a+1 22&

po + 277 p1.

En conséquence, en utilisant la matrice de Cartan et le fait que kX, est
projectif, on a kX, ~ Py.

On considére le complexe de OGL2(g)-modules X comme un représen-
tant minimal de sa classe d’homotopie, donc comme un complexe X! — X2
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de modules projectifs concentré en degrés 1 et 2. Le caractére du OGL2(q)-
modules H?(X,) est
Z PAu

A=1...2e

Comme les composantes de X sont libres sur O on a H?(k ®0 X;) = k ®0
H?(X,), donc le caractére modulaire du kGL3(q)-module H?(kX,) est 2%pg.
En conséquence kX2 est une somme directe de copies de Py. On calcule que
le caractére modulaire du kGLa(g)-module H'(kXy) est

2ap0 + 2a+bp1
puis que le complexe kX est de la forme
Py @ P} — Py

Mais nous savons que le complexe kX vérifie la propriété de disjonction (pro-
priété 3.4.6), ce qui implique qu’aucun sous-quotient irréductible de H?(kX,)
n’est inclus dans la socle de H!(kX,), donc la composante PJ* de X! est dans
le noyau de la différentielle. Par minimalité du complexe kX, on a n = 0.
Nous en déduisons donc que le complexe kX est de la forme P2 — P.

Le bloc principal de kPGL2(q) a aussi deux classes d’isomorphismes de
modules projectifs indécomposables, ce sont les images des modules projectifs
indécomposables de GLa(q) par la déflation GLa2(q) — PGLa(g). On note
P; = OPGLy(q) ®ocL, P; pour i = 0, 1. Alors kX.(PGL3) est isomorphe
au module Py, est kX,(PGLs) est isomorphe & un complexe concentré en
degrés 1 et 2 de la forme P; — Py.

Les blocs principaux de kSLa(q) et kPSLa(g) ont trois classes d’isomor-
phismes de modules projectifs indécomposables. On note Py, Py, P_ des
représentants de celles-ci pour kSLs(q), et Po, Py, P_ leurs images par la
déflation SLo(q) — PSLa(q). En reproduisant la méthode utilisée ci-dessus
on montre que les modules kX, (SL2) et kX.(PSLy) sont isomorphes res-
pectivement aux modules Py et Py, puis que les complexes kX,(SLy) et
kXs(PSLy) sont isomorphes a des complexes concentrés en degrés 1 et 2 de
la forme repectivement

P,oP.—P e P,®P_— P,

Soit G 'un des quatre groupes GL2(q), SLa(g), PGL2(g) et PSLa(g). On
note A, X, et X les objets A(G), Xe(G) et Xs(G).

Propriété 3.5.4. Le complere X.® X, est générateur de la catégorie dérivée
D(A).
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Démonstration : Soit U la sous-catégorie triangulée pleine de D(A) stable
par extension, décalages, et facteur direct, contenant X, & X,. Nous devons
montrer que U = A-parf.

Soit Py I’enveloppe projective du A-module trivial. Comme X, ~ Py alors
Py est objet de U. Tous les autres modules projectifs indécomposables de A
sont facteurs direct de X}, la composante de degré 1 de X, donc il suffit de
montrer que X! est objet de U.

Nous savons que X, est de la forme X! — X2 avec X2 ~ P. On
considére le morphisme f défini par

Xe[-2]: 0——F
(.
XSI Xsl—6>P0

Comme la source et le but de f sont éléments de U alors le cone C(f) de f
est élément de U. On a des morphismes de complexes

) xXlernlhp
| e
X-1: X} 0
w ]
C(f): XSI@POWPO

tels que poi =1 et i o p est homotope a identité (I’homotopie est donnée
par exemple par la fleche ((1)) : Py — X1). Ceci montre que X! est objet
de U. O

3.6 Cas/(=2,q==+3 (mod 8)

3.6.1 Notations

On utilise toujours les notations définies dans le chapitre 1, en particulier
dans la section 1.4.1.

On suppose que ¢ = 2, donc que le corps k est donc de caractéristique
2. On a toujours G = GLa(q), et on suppose que ¢ est congru & 3 ou a 5
modulo 8. Soit P’ un sous-groupe de Sylow de SLy(q), et H = Ng(P’) son
normalisateur dans G. On a obtenu dans le premier chapitre des isotypies
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entre les blocs principaux de kG et de kH, cf propriétés 2.4.3 et 2.4.4; on
va montrer dans cette section qu’elles proviennent d’équivalences splendides
entre ces deux blocs.

Soit Z le centre de G. Pour tout sous-ensemble X de G on note X l'image
de X par la projection canonique G — G/Z, ainsi G = PGL2y(q).

On note A le bloc principal de kG, B celui de kH.

On utilise [Br5, 6.4], qui généralise le cas o les sous-groupes de Sylow
sont d’intersection triviale. Les hypothéses de ce théoréme étant précisément
avérées par la propriété 1.4.3, on obtient la propriété suivante :

Propriété 3.6.1. Le foncteur de restriction de A-stab a B-stab est une
équivalence de catégories, dont 'inverse est le foncteur induction.

On sait grace a la propriété 1.4.5 que H est isomorphe au groupe &4. On
connait donc la structure des modules sur kH grace a la section B.7 annexe
B.

3.6.2 Relévement des équivalences stables

Nous savons donc que le (B, A)-bimodule pA4 réalise une équivalence
stable, ainsi d’aprés [Li2, théoréme 2.1 (i)] il existe une décomposition en
(B, A)-bimodules A =V @ P ou gPy est projectif, gV est indécomposable,
et gV réalise une équivalence A-stab — B-stab.

Notons que V est projectif & gauche et a droite, et que 'on a une dé-
composition de (A, A)-bimodules VY ®@pV ~ A® P’ ou P’ est un bimodule
projectif.

On note og et o1 les deux caractéres modulaires irréductibles de A, noté
oo et o, dans les tables B.9 et B.10 pages 194 et 198. Les deux caractéres
modulaires irréductibles de B sont notés g et oy, cf table B.3 page 206. On
note ensuite
e Sy, S1 des A-modules de caractéres og et o1,
e Ty, T1 des B-modules de caractéres aq et aq,

o Py, P; des enveloppes projectives de Sy et S; respectivement,

o (o, Q)1 des enveloppes projectives de T et T respectivement.

La structure des modules Q)¢ et ()1 est donnée dans ’annexe B.7.

Propriété 3.6.2. On aV®4 Sy =1y et VY ®p To = So.
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Démonstration : Le (B, A)-bimodule P est projectif, donc il existe des
entiers naturels m;; pour 4, j = 0, 1 tels que

/[:7.]‘

Comme Sy et Ty sont les modules triviaux, on a pA ® 4 Sy = 1o, donc

Ty = (V®a So) & P Qe

i
et mog =m19=0, V®4 Sy ="Tp.

En utilisant la décomposition VYV @V ~ A @ P’, on obtient que Sy est
facteur direct de V¥V @ Tp. Or d’apres [Li3, théoréme 2.1 (ii)], comme Ty est
simple alors V'V ®p Tp est indécomposable. Finalement VY @p Ty = So. 0O

On utilisera dans la suite le fait qu’il existe des entiers mg et m; tels que

P~ (QQ R Pl)mo D (Ql Rk Pl)ml. (315)

On a la propriété suivante :

Propriété 3.6.3. Le B-module V ®4 S1 ne contient pas de sous-quotient
isomorphe a Tj.

Démonstration : On a Homp(V ®4 51, Ty) ~ Homu(S1, VY ®@p Ty) = 0,
donc la téte de V ® 451 est une puissance de T7. De la méme fagon, son socle
est également une puissance de T;. Montrons que V ® 4 S1 ne peut contenir
To comme sous-quotient.

Comme S; est simple non projectif, V ®4 S; est indécomposable non
projectif, toujours d’apres [Li3, théoréme 2.1 (ii)]. Il est de longueur de Leewy
3 au maximum, car la longueur de Leewy de B est 4 d’aprés 'annexe B.7.
Ainsi s’il contient T comme sous-quotient, alors un de ses quotients est une
extension indécomposable de T} par Ty. Appelons W ce quotient. L’enveloppe
projective de W est 1, donc W est un quotient de ()1, ce que I’on schématise

comme ceci :
Ty
Ty
T1 \Tl
To

T To.

Comme W est également un quotient de V' ® 4 51, la surjection Q1 — W
se remonte en une application f : Q1 — V ®4 S1. Celle-ci est telle que
ker f € Q(W) (en désignant par § le foncteur de Heller, c’est-a-dire que
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Q(W) est le noyau de l'application Q3 — W). On a donc une surjection
Q1/ker f — W.

L’injection @1/ ker f <— V ®4 S se restreint en une injection

soc(Q1/ker f) — soc(V ®4 S1).

Ainsi le socle de (Q1/ker f) est isomorphe & une puissance de 77. On
en déduit que (Q1/ker f) peut étre isomorphe soit a 73, soit & une exten-
sion indécomposable de T} par lui-méme, soit & (J1. Or on a une surjection
(Q1/ ker f) — W, donc (Q1/ ker f) doit avoir un sous-quotient isomorphe a
To, et (Q1/ker f) = Q1. Mais ceci implique que @1 est un sous-module de
V ®4 51, et comme B est une algébre auto-injective, (1 est facteur direct de
V ®4 51, ce qui est impossible car V ® 4 .57 est indécomposable non projectif.
La propriété est donc démontrée. O

Notons R(A), R(B), RP(A) et RP(B) les groupes de Grothendieck des
catégories respectives A-mod, B-mod, A-proj et B-proj, et considérons le
diagramme commutatif suivant :

I=Ind4 R=Res%

R(TB R(TA) R(TB) (3.16)
R (B) IP=Ind3} R(4) RP=Res?} R (B)

oll ¢4 et cp désignent les morphismes de Cartan.

On exprimera ces applications dans les bases usuelles des groupes de
Grothendieck, c’est-a-dire que 'on prendra les caractéres modulaires irré-
ductibles {«ag, a1} pour base de R(A), les caractéres modulaires irréductibles
{Bo, (1} pour base de R(B), et les caractéres modulaires des enveloppes pro-
jectives des modules simples pour base de RP(A) et RP(B). Ainsi dans ces

bases la matrice de cp est (gg) d’aprés ’annexe B.6 page 206, et la matrice
de c4 est, d’aprés B.1 et B.2 pages 196 et 197 :

(33) sig=5 (mod 8) et (3?,,) sig=5 (mod 8).

On appelle wq et w; les entiers naturels tels que
Resgﬁl = wop + wiaq. (317)

L’expression de wg et w; dépend de la congruence de ¢ modulo 24, mais dans
tous les cas on a wy + 2wy = ¢ — 1, ce qui est obtenu en appliquant 3.17 &
I’élément unité de H.
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1 wo

Owl), par adjonction celle de I? est ‘w,

La matrice de R est alors w = (
et donc celle de I est cAtwcgl.

On sait que VY ®@p Ty ~ Sy, donc en utilisant 3.15 on obtient 4 A®RpTyH =

So @ P/, donc
. 1 P
(cAtch -1) (O =mo| g,

1
puis mo = §(3w0 —2w1) — (0 1)cyt <(1)> .

D’apreés 3.6.3 le caractére modulaire de V ® 4 S1 est de la forme A3; ol
A est un entier naturel, donc comme

BA®ASI =V ®A5 @Qp° & Q™

(&)= Q) em(a) o (G)

en projetant sur la premiére coordonnée on montre que

alors

mi = 5&)0 — 2m0,

puis en projetant sur la deuxiéme coordonnée on obtient

3
A=wi — (2mo+3my) =wy — 40 +4dmg = —4(0 1)c,! <(1)> ,

comme det C'4 = 8, ceci montre que
1.,
A= 3 dimg Hom 4 (P, P1).

Ainsi A\ =1si¢=3 (mod 8) et A\ =2si ¢ =5 (mod 8). Comme on sait que
le B-module V ® 4 .57 est indécomposable, on en déduit que si ¢ = 3 (mod 8)
alors V@4 51 ~ T1, et si ¢ =5 (mod 8) alors V ®4 S; est une extension
indécomposable de 77 par lui-méme.

On traite maintenant les deux situations séparément.

Cas ¢ =3 (mod 8)

Dans ce cas le bimodule V4 réalise plus qu’une équivalence stable :

Propriété 3.6.4. Le (B, A)-bimodule V réalise une équivalence de Morita
entre A et B.
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Démonstration : On applique [Li2, théoréme 2.1 (iii)] : le bimodule V'
réalise une équivalence stable entre A et B et pour tout A-module simple S
le B-module V ® 4 S est simple, donc la propriété est vraie. O

Remarque 3.6.5. De plus, le bimodule V est un 2-module de permutation,
car il est facteur direct de pA4, lui-méme facteur direct de ,zkG, 7, et ce

dernier module est isomorphe & Indf %éapk, donc V est de source triviale (cf
lemme 3.2.10) et de vortex diagonal.

En conséquence, I'équivalence de Morita induite par V est splendide.

Cas ¢ =5 (mod 8)

Dans ce cas, le bimodule pV4 ne réalise pas une équivalence de Morita,
car V ®4 .51 n’est pas simple. Nous allons construire un complexe de (B, A)-
bimodules réalisant une équivalence entre les catégories homotopiques de A
et de B.

L’application R(A) — R(B) induite par le bimodule V' a pour matrice

(ég), on a donc le diagramme suivant :

R(B) ——— R(A) ——— R(B) (3.18)
R a2 s (32)
RP(B) —2Y2A~ . pe(a) 225" pe(B)

L’image du A-module simple non trivial S; est une extension non triviale
du B-module simple non trivial 77 par lui-méme. Son enveloppe projective
est 1. En appliquant le lemme [Ro2, 10.2.12], on obtient que I’enveloppe
projective du (B, A)-bimodule V est

pv pv (io dy)
(Qo®r P)® Qe ) — V.

Soit V le complexe de (B, A)-bimodules concentré en degrés —1 et 0
suivant :
0—>Q1®kP1V£>V—>O.
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Propriété 3.6.6. Le compleze V réalise une équivalence entre les catégories

HE(A) et HO(B).

Démonstration : On sait que les composantes de V sont a composantes
projectives en tant que A-modules & droite et en tant que B-modules a
gauche, donc d’aprés le corollaire 3.2.23 il suffit de montrer que

VeoaVV~B  dans H(B®y B%).

Pour i = 0, 1, on note R; le (B, A)-bimodule Q; ®j PY. Alors V ©@4 V"V
est le complexe de (B, B)-bimodules (centré en degré 0) suivant :

0— R @4 VV——=V@saVV)® (R ®aR]) —=V ®sRY —0

ou les fleches sont définies par

d 1
(ﬁ}de) o (1ed —dol).
1

En appliquant le foncteur —® 4 RY & la surjection (do d1) : Ro® Ry — V
on obtient une surjection

d: (Ro®aRY)® (R ®aRY)—V®sRy.

Comme Ry est un (A, B)-bimodule projectif, alors tous les modules sont
projectifs en tant que (B, B)-bimodules, donc d est une surjection scindée.

D’aprés le diagramme 3.18, on a V ®4 P; ~ Q?, donc V ®4 RY ~

84

43), on a

(Q1 ®% QY)?. Comme c4 a pour matrice (

Plv®AP1:k:3 et P8/®AP1:I<:4,

puis Ry @4 Ry ~ (Q1 9 Q) et Ro®a Ry ~ (Qo @k Q)"
Ainsi la restriction de d & Ry ®4 R est toujours une surjection scindée.

Par dualité le morphisme 1®dY : R1®4 VY — R1®4 RY est une injection
scindée.

Comme gV, réalise une équivalence stable on sait que le (B, B)-bimodule
BV ®4 Vg est isomorphe a la somme directe de B et d'un bimodule projectif.
Comme I’application R(B) — R(B) induite par le foncteur gV @4 VY @p —
a pour matrice (éi) alors on a

BV @4 VE ~ B® (Q1 @ QY).
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En conséquence le complexe V ®4 V'V est isomorphe au complexe

0— (Q1 @ QY)® - Ba (@1 @ QY)* LA (Q1®xQY)* —0

ol § est une injection scindée, 6" est une surjection scindée. Ainsi par le
théoréme de Kriill-Schmidt ce complexe de (B, B)-bimodules est homotopi-
quement équivalent a B. O

Remarque 3.6.7. Le bimodule R; est de 2-permutation car il est projectif,
et on a vu que c’est aussi le cas du bimodule V (remarque 3.6.5). Ainsi
I’équivalence induite par le complexe V est splendide.

Nous savons grace a la propriété 1.4.5 que le sous-groupe H ne dépend
pas de g, nous avons donc le corollaire suivant des propriétés 3.6.4 et 3.6.6 :

Corollaire 3.6.8. Soit q et ¢ deuz puissances de nombres premiers, toutes
deuz congrues & +3 modulo 8. Alors il existe une équivalence splendide entre
les blocs principaux de kPGL2(q) et de kPGL2(q').

On peut ajouter que si g et ¢’ sont tous les deux congrus & 3 modulo 8
alors cette équivalence est une équivalence de Morita.

3.6.3 Relévement a GL,

Nous allons maintenant montrer que les équivalences splendides obtenues
entre les blocs principaux de kPGLa(q) et kH se relévent en des équivalences
splendides entre les blocs principaux de kGL2(q) et kH. On va pour cela
relever les objets V et V, en utilisant les notions d’inflation et de déflation
(cf section 3.2.3).

Pour un groupe fini quelconque G, si Zy désigne le ¢'-centre de G alors
les ¢-blocs principaux de kG et de kG /Zy sont canoniquement isomorphes.
On veut montrer que les 2-blocs principaux de kGLa(q) et de kNgr,,(g)(P')
sont équivalents, ou P’ est un 2-sous-groupe de Sylow de SLs(q), donc on
pose

G = GLa(q)/Z2(GL2(q)) et H = Nap,()(P')/Z(GLa(q))
et il suffit de montrer que les blocs principaux de kG et de kH sont équiva-

lents.

Soit Z le centre de G et de H, donc I'image du 2-centre de GLa(g). On a
G/Z = PGLa(q) et H/Z = Ngp,q)(P')/Z(GL2(q))- On note X I'image par
l'application kG — kG/Z d’un élément ou d’un sous-ensemble X de kG. Si
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K est un sous-groupe de H, on note toujours AK le sous-groupe de G x H°P
contenant les couples (z, z71) ott z € K.

On considére les surjections

G x H? > (G x H?)/AZ " G x H?,

puis on définit Inf; = Infgigzz /az> €t de la méme fagon Def;, Infy et Def,.

Soit A et B les blocs principaux de kG et kH, les blocs principaux de
kG et kH sont alors A et B.

On considére A comme un k[G x H?/AZ]-module. On a Defy(A) = A.
On applique le lemme [Ro02, 10.2.9] : en considérant le groupe G x H?/AZ
et son 2-sous-groupe distingué Z x 1 = 1 x Z, on obtient qu’il existe un
(A @, B?)/AZ-bimodule V tel que 4Ap ~ V @ P o P est un bimodule
projectif, et Defo(V) = VV. Comme V est indécomposable, alors V lest
aussi.

Pour i = 0, 1, soit R; le k[G x H /A Z]-module projectif dont la défla-
tion & G x H est le module P; ® QY , en utilisant les notations de la section
précédente. Toujours grace au lemme [Ro2, 10.2.9], on a une enveloppe pro-
jective d : Ry @ Ry — V. On appelle d; sa restriction a R.

On définit le complexe de (A4, B)-bimodules C' de la fagon suivante :

e si ¢ = 3 (mod 8), alors C est le bimodule Inf;(V), vu comme complexe
concentré en degré 0;

e sig=5 (mod 8), alors C est le complexe Inf, (R, R V), ou V est placé
en degré 0.
Dans les deux cas, Def, o Def; (C') est le complexe réalisant ’équivalence
de la section précédente (et le foncteur Def, o Def; est bien le foncteur
C+— A®4C®p B). On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.6.9. Le compleze de (A, B)-bimodules C' réalise une équiva-
lence splendide entre les blocs A et B. Si ¢ =3 (mod 8), alors cette équiva-
lence est une équivalence de Morita.

Démonstration : On va utiliser le lemme [Ro2, 10.2.11]. Il faut pour cela
montrer que toute composante indécomposable de C' est de source triviale
et de vortex () satisfaisant les conditions :

QN(IxHP)=QN(Gx1)=1

(3.19)
et ZxZ%C(Zx1)Q=(1x Z%)Q.

On sait que le k[G x H/AZ]-module V est facteur direct de kG, or

1 GXHP/AZ
kG =Tnd 27,
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donc V est de source triviale par le lemme 3.2.10, et il a un vortex de la
forme AQ/AZ ou @ est un sous-groupe tel que Z C @@ C H. Par la partie
2 de la propriété 3.2.12, le module Inflf/ est donc de source triviale, et son
vortex est AQ), lequel vérifie bien les conditions 3.19.

Le k|G x H? /A Z]-module R; est projectif indécomposable, donc facteur

direct de IndIGXHop/ 27} 1 est ainsi de source triviale et de vortex 1, et
toujours par la partie 2 de la propriété 3.2.12, le module Inf, R; est de source
triviale et de vortex AZ, lequel vérifie les conditions 3.19.

Finalement, par application du lemme [Ro2, 10.2.11], le complexe de
(A, B)-bimodules C réalise bien une équivalence splendide entre A et B. Si
g = 3 (mod 8), alors cette équivalence est une équivalence de Morita car C'
est concentré en degré 0. ]

L e .

Nous pouvons déduire de ce théoréme une propriété de “généricité”, car
le bloc principal de H = Ng(P') ne dépend pas de ¢, mais juste de sa
congruence modulo 8. En effet, le 2'-centre de H est le sous-groupe de G
contenant les matrices centrales d’ordre premier avec 2, donc il est d’ordre
u (en rappelant que ¢ — 1 = 2% o u est impair) Le groupe H/Zy (H) est
donc une extension centrale de G, par un groupe cyclique d’ordre 2%. Nous
avons donc le corollaire suivant :

Corollaire 3.6.10. Soit q et ¢ deuz puissances de nombres premiers.

1. Siq et ¢ sont tous deuzx congrus a 8 modulo 8, alors il existe une équi-
valence de Morita entre les blocs principauz de kGLa(q) et de kGLa(q').

2. Siq et q sont tous deuz congrus a 5 modulo 8, alors il existe une équi-
valence splendide entre les blocs principauz de kGLy(q) et de kGLa(q').
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Chapitre 4

Blocs et Ay o-algébres

Nous donnons dans ce chapitre la description de certains blocs principaux
en terme de A,o-algébres. Pour certains blocs B, nous construisons une A.-
algébre A telle que les catégories dérivées DB et Dy, A soient équivalentes.

Nous nous intéressons aux 2-blocs principaux de PSLa(q), PGLa(q) et
GL2(q) ou g est impair. Pour chacun de ces groupes, nous avons obtenu dans
le chapitre précédent deux complexes A, et Ag, les complexes de Deligne-
Lusztig. Nous avons étudié leurs algebres d’endomorphismes dans la catégorie
homotopique. En caractéristique ¢ différente de 2 divisant ¢ — 1 ou ¢ + 1,
nous avons obtenu des équivalences splendides entre le /-bloc principal By de
GLa(q) et l’algebre d’endomorphismes de 1'un de ces deux complexes. Nous
avons montré que

- DP(Endp,(X.)) si ¢ divise ¢ — 1
"7 DMEndpup,(X,)  sifdivise g+ 1

ou X, et X, désigne la partie des complexes A, et A appartenant au bloc
By.

Pour le bloc principal B de GLa(q) en caractéristique 2, nous sommes
aménés a considérer ’algébre d’endomorphismes de la somme directe X =
Xe @ X de ces deux complexes, car ni X, ni X, n’engendre la catégorie
DB, alors que X l’engendre bien. Mais X ne vérifie plus la propriété de
disjonction : il existe dans la catégorie homotopique des morphismes non
nuls de X vers un décalé strict de lui-méme. En utilisant la théorie des Ao-
algébres, nous montrons qu’il existe une équivalence dérivée entre le bloc B et
une As-algébre minimale (i.e., & différentielle nulle) dont 'algébre graduée
sous-jacente est

A = @D Homyp(X, X[n))

nez

et la structure A, supplémentaire (mg, my, ...) sera décrite ultérieurement.

131
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Il est & noter que cette structure supplémentaire n’est pas canonique, elle
dépend du choix d’un scindage de I’algebre différentielle graduée Endp(X).

Pour les blocs principaux en caractéristique 2 de PSLy(q) et de PGL2(q)
ol g est congru a £3 modulo 8, nous explicitons totalement la structure des
Ao-algebres que nous leur associons. Ceci est possible grace aux équivalences
splendides obtenues au chapitre précédent (théoréme 3.6.9). Nous montrons
que I’on peut obtenir en fait des Ag-algébres, i.e., des A.-algébres telles que
my, = 0 pour tout n > 4.

Nous étendons ensuite ce résultat sur PGLy(q) au cas ou 'on n’impose
pas de condition sur ¢ : nous montrons que dans le cas du bloc principal en
caractéristique 2 de PGLy(g) ol ¢ est une puissance d’'un nombre premier
impair quelconque, alors un certain choix de scindage de la différentielle de
Endp(X) permet d’obtenir une A, -algébre qui est une As -algébre. Nous
utilisons pour cela les travaux de K. Erdmann et T. Holm. Ils ont classifié
tous les blocs de défaut diédral, respectivement a équivalence de Morita prés
et & équivalence dérivée prés. Ces blocs sont décrits en termes de carquois
munis de relations, ce qui permet de faire des calculs explicites.

Notation : on continue d’utiliser des modules & gauche, donc les morphismes
agissent & droite. Ainsi on note dorénavant = f au lieu de I’habituel f(z), et
gf au lieu de f o g, et les éléments des sommes directes sont notés par des
vecteurs-lignes.

On note par des parenthéses le décalage en degré, et par des crochets le
décalage des complexes.

4.1 A.-algébres

Nous allons d’abord rappeler les principales définitions liées aux Aao-
algebres, puis nous citerons I’énoncé des théorémes que nous utiliserons. Nous
renvoyons & l’article de B. Keller [Ke6| pour plus de détails et pour les moti-
vations de la théorie. La thése de K. Lefévre [Le| contient une démonstration
de chacun des théorémes concernant les A..,-algébres cités.

4.1.1 Définitions
On suppose dans toute cette section que k est un corps. Le signe ®
désigne le produit tensoriel sur k.

Définition 4.1.1 (Stasheff, 1963). Une A -algébre (ou algébre fortement
homotopique) est un k-espace vectoriel Z-gradué A muni d’applications

my: A®" — A (n>0)
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k-linéaires homogénes de degré 2 — n, vérifiant pour tout n

> =D m, (1% @ my © 197) =0,

r+s+t=n
u=r—+1+t

On a donc en particulier :

. m12 == 0,

o mymy =ma(m; ®1 411 my),

. m2(1®m2—m2®1) = m1m3+m3(m1®1®1—|—1®m1®1—|—1®1®m1).
Notons que I’on applique ces égalités a des éléments en respectant la régle

de signes de Koszul, ¢f [Ke6, 3.1] : si f et g sont deux applications et = et y
deux éléments, avec g homogéne de degré i et * homogéne de degré j alors

(fog) ey =(-1)"f(z)® g(y).

L’application m; est appelée différentielle de A, et I'application mo est
appelée multiplication. Elle est donc “associative & homotopie prés”, et cette
homotopie est ’application mg :

di
—tE (4%%) (AD3)itl s ...

m
mg(l@mg—mg@l)l / lm2(1®m2—m2®1)

Ai — Ai+1

Si m,, = 0 pour tout n > 3 alors A est une DG-algébre. Si m; = 0, alors A
est une algébre graduée munie d’une structure supplémentaire (ms, my,...).
On dit qu’une telle A,.-algébre est minimale.

Pour un entier k, on appellera Ag-algébre une Aso-algébre telle que les
applications m,, soient nulles pour tout n > k.

Définition 4.1.2. Soit A et B deur A..-algébres. Un morphisme de Aso-
algébres entre A et B est une famille d’applications k-linéaires

fn:A®" = B (n>0)
k-linéaires homogénes de degré 1 — n, vérifiant pour tout n

S0 AT @m 1) = Y (<1)7 my(fiy, ® - fiy)

r+s+t=n k=1--n
u=r+1+4+t i:1+-»-+ik:n

OﬂU:(k—l)(il—1)+(k—2)(i2—1)—|—--~+(Z‘k,1—1).
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On a donc :
o fimi =myfi,
o fima —ma(fi ® f1) =mifo+ fo(m1 @1 +1@my).

ce qui exprime que f1 est un morphisme de complexes et qu’il est “multipli-
catif & homotopie prés”, cette homotopie étant ’application fs.

Définition 4.1.3. Soit A une Ayo-algébre. Un Ao-module sur A est un
k-espace vectoriel gradué M muni d’applications

mM A e M — M (n>0)
homogénes de degré 2 — n, vérifiant

Z (_1)r+st mq]l/[(1®r ® m: ® 1®t) -0
R

ot x=M sit=0, et Asit>0.

On définit ensuite les morphismes de A,,-modules de fagon similaire &
la définition des morphismes de A.-algébres. Si A est une A, .-algébre, on
note Coo A la catégorie des Ay,-modules sur A.

On a ensuite une notion d’homotopie entre morphismes de A..-modules,
qui est une relation d’équivalence. Une propriété importante des A,.-objets
est que tout quasi-isomorphisme entre Axo-algébres ou Aso-modules est inver-
sible modulo homotopie. Ce théoréme est dii & A. Prouté pour les A.-algébres
dans une version affaiblie, il figure en toute généralité dans [Le].

En conséquence, il n’y a pas lieu d’inverser formellement les quasi-iso-
morphismes pour passer de la catégorie homotopique & la catégorie dérivée
de A. On note donc Dy, A la catégorie homotopique des A,,-modules sur
A, c’est-a-dire la catégorie dont les objets sont les A,.-modules sur A et les
morphismes sont les A,.-morphismes entre modules modulo homotopie.

Nous supposons de plus que toutes les A,.-algébres que nous considérons
sont strictement unitaires, i.e., qu’elles contiennent une unité stricte 1, donc
un élément homogene de dégré 0 tel que

e m2(l ®a) =my(a®1) =a pour tout élément a,
e pour tout n # 2, my(a; ® -+ ® a,) = 0 ¢l existe i tel que a; = 1.

Les catégories de A,,-modules considérées sont supposées ne contenir que
les A.o-modules strictement unitaires, et leurs morphismes sont supposés étre
strictement unitaires. On renvoie au chapitre 3 de [Le|] pour toute précision
sur ces notions.
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4.1.2 Théorémes

On suppose que toutes les DG-algebres et A-algébres sont des algébres
sur le corps k.

Le théoréme suivant est un cas particulier du théoréeme [Kel, 8.2], voir
aussi 'introduction de cet article.

Théoréme 4.1.4. Soit A une algébre, X un compleze de A-modules, et £ la
DG-algébre Enda(X). On suppose que X est parfait et qu’il engendre DA.
Alors le foncteur Homa(X, —) : DA =, DE est une équivalence triangulée.

Si A est une DG-algébre alors c’est une A..-algébre particuliére. Nous
avons le théoréme suivant ([Keb, 7.4]) :

Théoréme 4.1.5. Supposons que A soit une DG-algébre. Alors le foncteur
canonique d’inclusion DA — Dy A est une équivalence de catégories trian-
gulées.

Le théoréme suivant [Ke6, 3.3] est une généralisation d’un théoréme da
a T. V. Kadeishvili :

Théoréme 4.1.6. Soit A une Aso-algébre. Il existe une structure de Aso-
algébre (mq, ma, ...) sur H*A et un morphisme f : H*A — A de A-
algébres tels que

o mq1 = 0 et my est induit par la multiplication de A,
o f1 induit identité sur H* A.

Cette structure est unique a isomorphisme de Aso-algébres pres.

En conséquence, f est un quasi-isomorphisme de A,,-algébres. On appelle
modéle minimal de A la A,.-algébre H* A ainsi obtenue.

Ajoutons qu’alors les catégories Do A et Do H* A sont équivalentes, en
effet on a le théoréme :

Théoréme 4.1.7. [Keb6, 6.2] Soit A et B deur A-algébres, et f : A — B
un morphisme de Aso-algébres. Alors le foncteur induit f* : Doo B — Do A
est une équivalence si et seulement si f est un quasi-isomorphisme.

Pour une algebre graduée A, on note A-Grmod la catégorie des A-modules
gradués. Les équivalences de catégories triangulées assurées par les théorémes
4.1.4,4.1.5 et 4.1.7 donnent le théoréme suivant :
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Théoréme 4.1.8 (Keller). Soit A une algébre associative ordinaire, et X
un objet parfait et générateur de DA. Soit A l'algébre graduée définie par

A= P Hompa (X, X[n]).

nez

Alors il existe une structure de Ao.-algébre sur A et une équivalence
F:DA — D A

tels que le diagramme suivant de foncteurs triangulés commute :

F

DA Do A

2

®rnHomp 4 (X, —[n
A—Grmod.

Le foncteur F' est construit de la facon suivante : on pose €& = Enda(X),
on a alors A = H*£. On munit A de la structure A, fournie par le théoréme
4.1.6, et on note f : A — & le quasi-isomorphisme également fourni par ce
théoréme. Le foncteur F est la composition

Homa (X, —) incl. f

DA DE D€ Do A,

can.

dont chaque composante est une équivalence en vertu des théorémes cités
ci-dessus. Le foncteur d’homologie H* : Doo A — A—Grmod correspond a
un foncteur d’oubli de la A..-structure supplémentaire.

4.1.3 Calcul du modéle minimal d’une DG-algébre

Soit £ une DG-algébre, on note d sa différentielle, et m sa multiplication.

Il existe une structure (my,),>1 de As-algeébre sur ’homologie H*E et un
quasi-isomorphisme f : H*E — £ de Ayo-algébres satisfaisant les conditions
du théoréme 4.1.6. Nous allons donner une méthode de calcul des applications
My et fn.

On considére les suites exactes

0 7€ s g P (B*E)(1) —>0

0 B e g P e

ol po est donnée par la différentielle d de &, et ig, 71 et py sont les injections et
projections canoniques. On a ainsi d = pyi1ig (on rappelle que conformément
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a nos notations, ppi1ip = igoi1 opg). On choisit des sections k-linéaires de pg
et de p1, on les note sy et s; respectivement. Elles déterminent de maniére
unique des rétractions rg et r1 de i et 71, telles que sgrg = 0 et s1rp = 0.

On pose alors f1 = s1ig, g1 = rop1 et s = rgr180. On a ainsi obtenu un
scindage k-linéaire de &, c’est-a-dire que l'on a les égalités

figr = Idge sds = s dsd = d
(4.1)
sd+ g1 f1 +ds = Idg.

Il est rapide de montrer qu’il est équivalent de choisir

o une application f; : H*E — £ & valeurs dans Z*E qui est une section de
la projection canonique Z*£ — H*E,

o une application ¢; : £ — H*E dont la restriction & Z*E est la projection
canonique,

« une application s : &€ — £(—1) dont la restriction & B*E est une section
de la surjection & — B*£(1) induite par la différentielle de &,

en imposant les égalités sd + g1 f1 + ds = Idg et sds = s.

Pour tout n > 2, on définit par récurrence ’application linéaire ¢, :
(H*E)®" — & homogene de degré 2 — n, et les applications m,, et f,, par :

n—1
on=m (Z(—l)i“fz @ f) (42

i=1

My = g1¥n fn = —8¥n.
On déduit alors du théoréeme [KS, 6.4, théoréme 3] le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.9. Les applications (my,),>2 donnent & H*E une structure
de Axo-algebre, Uapplication f = (fn)n>1 est un morphisme de A -algébres
st H*E est muni de cette structure. Ces données satisfont les conditions du
théoréme 4.1.6.

Remarque 4.1.10. Le théoréme de [KS| donne des formules permettant
d’obtenir le modéle minimal de toute As.-algébre. Par contre, il ne donne
pas les signes. En suivant sa preuve on obtient que ce sont les signes donnés
ci-dessus. Nous ne les utiliserons cependant pas, car dans tous les exemples
que nous traiterons le corps de base sera de caractéristique 2.

4.1.4 Lien avec la cohomologie de Hochschild

Un A-algébre A peut étre vue comme une algebre graduée (A, ms)
munie d'une As-structure (ms, my,...). Dans la cas ou les m,, sont nuls
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pour n > 4, 'application mg peut étre interprétée en terme de cohomologie
de Hochschild.

On renvoie au livre de C. A. Weibel [We, 9] pour une théorie générale de
la cohomologie de Hochschild, nous en rappelons briévement la définition.

Soit A une algébre graduée.
Soit A le complexe défini par A" = A®C") sin <0, A" =0sin >0,
et par la différentielle

dlag® - ®ap) = Z (—l)ia0®-'-®aiai+1®"'®an'
1=0..n—1

Ce complexe est une résolution projective du (A, A)-bimodule A. Si M est
un (A, A)-bimodule, la cohomologie de Hochschild HH*(A, M) de A & va-
leurs dans M est la cohomologie du complexe Hom gg 00 (A, M). On note
HZ*(A, M) 'espace des cocycles de Hochschild de A & valeurs dans M, donc
le noyau de la différentielle de Hom g 00 (A, M).

On munit I’algébre A d’une différentielle m; nulle, on appelle mq : A%? —
A sa multiplication. Soit m3 une application A%3 — A. Pour n > 4 on pose
my = 0. On note A,,, 'algébre A munie des applications m,, pour n > 1.

On nomme M3 'ensemble des applications linéaires ms : A®3 — A qui
font de A,,, une A -algebre.

Soit mg et mf deux éléments de Ms, et ¢ : Aypy — Amé un isomorphisme
de A..-algébres. Alors 1 est un automorphisme de 1'algébre A. Si on pose
W, = gol_l ¢; pour tout i > 1, alors ¢ : Ay, — Amg est un isomorphisme de
Ano-algébres, ou ml = o7 ' my(P?). Tl vérifie ¢ = 14.

Pour m3, m4 € M3 on pose mg ~ mj s'il existe un isomorphisme de A-
algebres ¢ : Ay, Amfg tel que 1 = Id 4. C’est une relation d’équivalence,

on note M3 I’ensemble quotient de M3 par ~.
Propriété 4.1.11. On a une injection canonique
c: My — HZ3(A, A(-1)),
qui se factorise en une application ¢ : My — HH3(A, A(—1)).
Démonstration : Soit mz € M3. Comme A,,, est une A,-algebre, alors

ms est une application k-linéaire A%3 — A de degré -1, donc ’application

s - A% — A(-1)
a1 ® - ®as — aymzag ® ag ® ay) as

est élément de Hom g 400 (A®5, A(—1)). De plus on a

ma(mz®@14+1@m3) —m3(me®1®1-10me®1+1®1®ms) =0
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ce qui montre que m3 est un cocycle. On a donc une application

c: Mz— HZ3(A, A(-1))

ms— m3

qui est évidemment injective.

Supposons que mgz ~ mj. Il existe alors une application k-linéaire ¢ :
A®? — A(—1) telle que

m3 + p2(me @1 —1®my) =mh —ma(pa ®1 —1® ).
L’application

Vg A®t 5 A(-1)
a1 ® - Qas — a1 p2(a2 ®az) as

vérifie alors p3 o d = m3 — Tff;;, donc m3 et mj4 s’envoient sur le méme
élément de HH?(A, A(—1)), ce qui montre que l'injection c se factorise en
une application ¢ : Mz — HH3(A, A(-1)). O

L’application c n’est pas surjective en général, et 'application ¢ n’est pas
injective en général. On peut juste assurer que :

- si HZ?(A, A(—2)) = 0, alors c est surjective. En effet si m : A®3 —
A(—1) est telle que m € HZ3(A, A(—1)) alors 1’élément

mme1e1l+1leomel+1e1®m)

correspond & un élément de HZ5(A, A(—2)). Il est donc nul et m donne une
structure de As-algebre a A.

~Si HZ(A, A(—2)) = 0 alors ¢ est injective. En effet, si m3 € M3 est tel
que le cocycle lui correspondant est un cobord, alors on obtient une appli-
cation @92 comme indiqué dans la démonstration ci-dessus. Il faut donc qu’il
existe une famille (@3, ¢4,...) telle que lapplication ¢ = (Ida, 2, ¢s,...)
soit un morphisme de A..-algébres. Si HZ5(A, A(—2)) = 0 alors on peut
poser o, = 0 pour tout n > 3. Si on sait juste que HH%(A, A(-2)) = 0
alors on obtient une application (3, et les conditions assurant 1’existence des
n suivants sont plus compliquées.

Remarque 4.1.12. Cette interprétation de mg en terme de cohomologie de
Hochschild ne se généralise pas aux m, pour n supérieur & 3. Par contre, la
cohomologie de Hochschild peut servir & montrer qu'une algébre graduée B
est intrinséquement formelle c’est-a-dire que toute A..-algébre dont 1’homo-
logie est isomorphe & B admet B pour modéle minimal, voir [ST, Théoréme
4.7].
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4.2 Etude préliminaire de la situation

On décrit ici la situation que l'on aura dans tous les cas que nous trai-
terons. Les notations que nous définissons seront utilisées dans tout le reste
du chapitre.

Soit B une algébre associative ordinaire, et X., Xs deux complexes de
B-modules. On note &£ la DG-algebre Endp(X, & X), c’est donc une Ay-
algébre particuliére. On note d sa différentielle et m sa multiplication.

Le complexe sous-jacent & £ se décompose en somme directe de quatre
complexes A = Endp(X.), A’ = Endp(Xs), B = Homp(Xs, X¢) et B’ =
Homp(Xe, Xs).

On note A = H*E, et on appelle H, H', K et K’ les homologies respec-
tives de A, A’, B et B'.

4.2.1 Idempotents, annulation des m,,

L’unité stricte 1 de £ est I'identité du complexe X, & X, elle se décom-
pose en deux idempotents orthogonaux 1. et 1, respectivement ’identité de
X, élément de A%, et I'identité de X, élément de A°. On a

A=1.£1, A =1,.E1, B=1,£1, B =1.£.1,.

On pose R = k2, et on identifie R & k.1.@k.1,. Les composantes du complexe
sous-jacent & £ sont des (R, R)-bimodules, la différentielle d de £ est (R, R)-
bilinéaire. La multiplication m : £ ®; & — £ sa factorise en une application
E®r €& — &£ qui est (R, R)-bilinéaire.

Par abus de notations, on note également 1, 1, et 15 les images de 1, 1.
et 1, dans A. On a donc

H=1.A1, H =1,A1; K=15A1, K' =1..A1;,

et A est également un (R, R)-bimodule gradué, sa multiplication est com-
patible avec cette structure.

On sait grace au théoréme 4.1.6 qu’il existe une structure de A,.-algébre
minimale sur A et un quasi-isomorphisme f : A — £ de A, ,-algébres, tels
que la multiplication de A soit induite par celle de &, et f! induise l'identité

de A.

Une construction de cette A,o-structure sur A et de ce quasi-isomorphisme
f est donnée dans la section 4.1.3. Il est clair que les morphismes ig, pg, 41
et p; sont (R, R)-bilinéaires. On peut choisir sy et s; également (R, R)-
bilinéaires, et donc les applications f1, g1 et s sont (R, R)-bilinéaires. Pour
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tout n > 2 l'application ¢, : A®y --- @ A — & se factorise donc en une
application A ®p - ®r A — & que 'on note toujours ¢,,. Par suite, il en
est de méme des applications m,, et f,.

Remarque 4.2.1. Cette (R, R)-bilinéarité exprime exactement le fait que
£ est une DG-catégorie a deux objets e et s, et que son modéle minimal 4
obtenu par la méthode donnée dans la section 4.1.3 est une A, -catégorie a
deux objets.

Soit a un élément de A. On dit que a est réduit s’il existe ¢, t' € {e, s}
tel que a = 1;.aly. On dit que ¢t est la source de a et que ¢’ est son but.

Soit (0, ma, ms,...) une structure de A,-algébre sur .4, compatible avec
sa structure de (R, R)-bimodule. Soient aq, ... a, des éléments réduits de .A.
Si mp(a1 ®...®ay,) # 0, alors le but de a; est égal a la source de a;4; pour
tout ¢ = 1...n — 1. Ceci traduit le fait que le signe ® désigne le produit
tensoriel sur R.

La démonstration du lemme suivant m’a été indiquée par B. Keller :

Lemme 4.2.2. Supposons que l’on ait
o Homypy(Xe, Xe[i]) = Homyy () (Xs, Xs[i]) = 0 pour tout i # 0.
o Homy () (Xe, Xs[i]) = Homyy () (Xs[i], Xe) = 0 pour tout i # 0, 1.

Soit (m1, ma, ms,...) une structure de Ax-algébre sur A compatible avec
la structure de (R, R)-bimodule, telle que m1 = 0 et mqy est induite par la
multiplication de £. Alors on a m,, = 0 pour tout n > 6.

Démonstration : On note msy la multiplication de A induite par celle
de &, et on se donne des applications (R, R)-bilinéaires ms, my,... telles
que la famille (0,mqo, ms,...) définisse une structure de A,-algébre sur A,
compatible avec la structure de (R, R)-bimodule.

Les hypothéses nous disent que
e H et H', les homologies de A et A’, sont concentrées en degré 0,
e K, I’homologie de B, est concentrée en degrés —1 et 0,
o K’, ’'homologie de B’, est concentrée en degrés 0 et 1.

Soit n un entier strictement positif, a1, ...a, des éléments réduits de A.

On note t; et t; respectivement la source et le but de a;.

On suppose que my(a; ® ... ® a,) # 0. Alors on a t, = t;41 pour tout
i=1,...n — 1. Le degré maximal d’un élément a; ® ... ® a,, est [2L] (on
[x] désigne le plus petit entier inférieur ou égal & x), et il est possible d’avoir
un élément d’un tel degré en posant

e si n est impair, ¢; = e pour ¢ impair et ¢; = s pour ¢ pair (ou 'inverse),
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e si n est pair, t; = e pour ¢ impair et ¢; = s pour ¢ pair différent de n, ou
bien t; = e pour ¢ pair et t; = s pour i impair différent de 1.

On peut schématiser ce raisonnement en considérant A comme une A..-
catégorie & deux objets : les numéros accolés aux fleches donnent les degrés
qu’elles peuvent avoir :

0,1
T T
OCGVSQO.
0,—1

En conséquence, my (a1 ® ... ® ay) est de degré maximal

SRl

or comme on le suppose non nul, son degré est supérieur ou égal & —1. Ceci
montre que n < 7.

Sin==6ou7, alors m,(a; ®...® ay,) est obligatoirement de degré —1,
et a1 ®...® a, est de degré 3 sin =6 et 4 si n = 7. Mais ceci impose que
t; = e ou t, = s, alors que le fait que m,(a; ® ... ® ay,) soit de degré —1
impose que t; = s et t, = e, on a donc une contradiction.

Ainsi m,, = 0 pour tout n > 6. O

Remarque 4.2.3. Si on suppose de plus que X, est concentré en degré 0,
et que X, est concentré en degrés 0 et 1, on obtient de la méme fagon que
frn = 0 pour tout n > 5. En effet les hypothéses supplémentaires impliquent
que & est concentré en degré -1, 0 et 1. Si aq, ... a, sont des éléments réduits
de A, alors fy,(a1 ® ---ay) est un élément de € de degré maximal 1 — [%].
S’il est non-nul alors on a n < 5. On obtient de la méme facon que dans la

démonstration ci-dessus que f; = 0.

4.2.2 Spécialisation des complexes

On suppose dorénavant que

o le complexe X, est un module projectif Py concentré en degré 0,

o le complexe X est concentré en degrés 0 et 1, de la forme P; N Fy ou
P, est un module projectif,

« pour tout entier non nul i on a Homgz)(Xs, Xsli]) = 0.

On est donc dans la situation du lemme 4.2.2 et de la remarque 4.2.3.
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Description de la DG-algébre £
Les composantes non nulles de £ = Endg(X. & X;) sont :
A = B! = Bt = Endg(P)
A=l = B = Homg(Py, Py) A" = BY = Homp(Py, P)

AP = AP g AP avec AD =Endg(Py) et AP =Endg(R).

On peut représenter le complexe £ de cette facon :

AO
(5. v
I
0 (0 64)
B—l BO o B/O Bll.

La table de m : £%? — &, la multiplication de &, est donnée par le tableau
4.2.2, les combinaisons manquantes étant envoyées sur 0. On peut représenter
I’algébre £ sous forme matricielle :

AO BIO Bll
g=| B a0 an
B~ 1 A 1 A;)O

TAB. 4.1 — Table de multiplication de £

AT A0 AT p-1 pgo

A0 BY pB1T A1 A1 Ago B 1

AO AO B/O B/l AIO A/—l A/O A/l B—l BO
BBl oA AR | A A0 An BY

BO BO A:}O All BIO B/O B/l AO
Bll B/O B/l AO

Description de ’algébre graduée A

Les composantes non nulles de A = H*E sont :
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« H° = Endp(F),

o H? = Endy(Xs),

o K71 = Homup(X,[1], X.),  K° = Homyp(X,, Xe),

« K" = Homyp(Xe, Xs), K" = Homyp(Xe, X[~1]).

La table de my : A®? — A, la multiplication de A, est donnée par le
tableau 4.2.

TAB. 4.2 — Table de multiplication de A

H(J H/O K~ 1 KO KIO K/l
HO HO K!O K/l
H/O HIO K- 1 KO
K- 1 Kfl HIO
KO KO H/O
KIO K/O HO
K/l K!l HO

Cette structure multiplicative équivaut & la donnée d’une structure d’al-
gébre sur HY et sur H'Y, d’une structure de (H"°, H%)-bimodule sur K ! et
K°, d’une structure de (H°, H"®)-bimodule sur K”° et K'!, et de morphismes
de (H°, HY)-bimodules (respectivement de (H'°, H'Y)-bimodules) :

i K'®@po K8 — HY i=0,1
o K @po K" — H"® i=0,1
respectant les compatibilités suivantes pour i =0, 1 :
pi(Ky ® k).ky = ky.pi(k @ k5)
Mé(kl ® kl).kz = kl.ui(kl &® ]CQ)

oil k, k1 et ko sont éléments de K%, et k', k] et k) sont éléments de K'.

Description de la structure de A, -algébre sur A

Nous allons appliquer la construction de la partie 4.1.3. Nous obtiendrons
donc une structure de A,.-algébre sur A et un quasi-isomorphisme f: A — &
de A..-algeébres satisfaisant les conditions du théoréme 4.1.6.

Nous devons choisir

« une application f; : H*E — &£ a valeurs dans Z*& qui est une section de
la projection canonique Z*€ — H*E,
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o une application ¢y : £ — H*E dont la restriction & Z*E est la projection
canonique,

 une application s : &€ — £(—1) dont la restriction & B*E est une section
de la surjection £(—1) — B*E induite par la différentielle de &,

telles que sd + g1 f1 + ds = Id¢ et sds = s.

Afin de décrire ces applications, nous donnerons une base sur k de £ et de
A. Nous définirons des applications f1: 4 - &,91: &€ = Aet s: & — E(—1)
en donnant leurs matrices dans ces bases.

Précisément, les matrices
D', DO A~ AD ot 50 &1 ¥ yl
seront les matrices respectives des restrictions de d et de s aux sous-espaces
B_l, B/O, A’_l, A/O et BO, Bll, A'O, A/l
et les matrices
FL RO FO F1 % ot G Q% GO G T
seront les matrices respectives des restrictions de fi et de g; aux sous-espaces

K717 }'(07 }'(/O7 Kll, HIO et B*17 B07 B/(], Bll, AIO

Les matrices de d seront connues. Les matrices F~1, F'0, GY et G le
seront également car les restrictions de f; aux sous-espaces K1 et K sont
des inclusions canoniques, et les restrictions de ¢g; aux sous-espaces B et
B! sont des projections canoniques.

Les conditions devant étre vérifiées par f1, g1, et s sont alors équivalentes
aux conditions suivantes :

. G- D! F1 0 : : )
o les matrices ( 0 70 > et ( g0 o sont inverses 1'une de l'autre,

10 DIO F/O 0
o les matrices < 0 F’l) et (S’l G’1> sont inverses l'une de l'autre,

Afl
o les matrices (X% T' AY) et o sont inverses 'une de l'autre.
21
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TaB. 4.3 — Table de f5

HU H/(J K*l K(J KIU K/l
HO . . . . . B0
O . A1 . B-1 . .
K1 . . . . . A1
KO B~ 1 . X X A~ 1 A;O
K0 . . . . .
K/l . BIO

On posera ensuite mo = gim(f1 ® f1) et fo = —sm(f1 ® f1). La table 4.3
donne les espaces d’arrivée de fo, en notant A I'image de s : A"t — A”°.

L’image de f3 sera donc incluse dans le sous-espace
A/—l ® A;O ® B—l D B/O.
On utilisera ensuite la formule f3 = sm(fo® f1 — f1 ® f2). L'image de f3

sera donc incluse dans le sous-espace A'~' @ B~ @ B,

Nous pouvons ainsi montrer que 'image de mg = gim(fo ® f1 — f1 ® f2)
sera a priori non nulle sur 28 des 216 sous-espaces qui composent A®3.

Nous utiliserons ensuite les formules :

Ja=sm(=fi® fs+ fo® fa— f3® f1)
my = gim(f1 ® f3 = fo® fo+ f3® f1) (4.3)
ms = gim(fi ® fa— fo® fs+ f3® fa— fa® f1).

Nous savons grace au lemme 4.2.2 et & la remarque qui le suit que les
autres applications f, et m, seront nulles.

Remarque 4.2.4. Supposons que le complexe X, @ X; est parfait et géné-
rateur de DB. Alors, en conséquence du théoréme 4.1.8, les catégories DB et
Dy A sont équivalentes.

4.3 PSly(q) avec ¢ = +3 (mod 8)

On suppose que k est un corps algébriquement clos de caractéristique 2,
et que ¢ est une puissance d’un nombre premier telle que ¢ = +3 (mod 8).

Nous savons que le normalisateur d’un sous-groupe de Sylow de PSLy(q)
est isomorphe a 24 (¢f démonstration de la proposition 1.4.5). Ainsi grace a
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[Ro4, théoréme 6.8], il existe une équivalence splendide entre le bloc principal
de kPSLa(q) et l'algebre k2.

On pose donc B = k24, et on utilise les notations des sections B.6 et B.7.

On a trois classes d’isomorphismes de modules projectifs indécompo-
sables Pp, P; et Pj2. Pour a € {1, j, j*}, algébre Endg(P,) est isomorphe
a kCs.

Si a et 8 sont deux élément distincts de {1, j, 2}, I'espace vectoriel

Homp(P,, Pg) est de dimension 1, c’est le (Endg(P,), Endg(Pg))-bimodule

trivial. On en choisit un élément-base eg.

De plus, si a, 8, v € {1, j, j2}, a # B et B # v, alors on a egeg =0 si

o # 7. Si o = 7 alors ele? est un élément de carré nul de Endg(P,), nous
avons donc une base {1, 0} de Endg(P,).

Nous notons dorénavant ¢ au lieu de o, et t = 1 + ¢. Pour un élément
a = Al + ut de kCs, nous noterons |a| = A + u. Nous noterons souvent e

pour tout eg.

4.3.1 Les complexes X, et X

On considére le complexe X, concentré en degré 0, égal au module P,
et le complexe X concentré en degrés 0 et 1 défini par :

1
j2

Nous avons défini dans la section 3.5.3 deux complexes kX, (PSLa(q)) et
kXs(PSL2(q)). Nous montrons dans cette section qu’il existe une équivalence
entre la catégorie dérivée du bloc principal de kPSLa(q) et celle de ’algebre
kA4 qui envoie kX, (PSLa(q)) et kXs(PSLa(g)) sur les complexes X, et X;.

On note Qq, Q4+ et Q_ des représentants des différentes classes d’iso-
morphismes des modules projectifs indécomposables du bloc principal de
EPSLs(q). On suppose qu'ils sont enveloppes projectives de modules simples
ayant pour caractéres modulaires respectivement og, o4 et o_ (cf notations
section B.1).

Nous avons montré section 3.5.3 que kX (PSL2(gq)) admet pour repré-
sentant minimal dans la catégorie des complexes le module )y concentré en
degré 0, et que kXs(PSL2(q)) admet pour représentant minimal un com-
plexe Q4+ © Q- — Qo concentré en degrés 0 et 1 vérifiant la propriété de
disjonction.

Nous utilisons les travaux de K. Erdmann, qui a classé les blocs & groupe
de défaut diédral a équivalence de Morita ([Er]), ainsi que les travaux de T.
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Holm et M. Linckelmann qui ont classé ces blocs a équivalence dérivée prés
([Hol],[Ho2] et [Lil]).

Cas ¢ =3 (mod 8)

Nous savons que dans ce cas la matrice de Cartan du bloc principal de
EPSLa(q) est
2 11
1 2 1

1 1 2

donc en utilisant [Er| le bloc principal de kPSLs(q) est équivalent au sens
de Morita & 1’algébre D(3K)! 11 définie comme étant 1'algébre du carquois
muni de relations suivant :

B =A=X3=0

B
0 1
7 ye=rn=ny=0
KoM Oy = KA
A 5 Ak =nd
on =P
2

D’aprés [Er, corollaire V.2.4.1] cette algébre est isomorphe a ’algébre k2.
Notons qu’une permutation des sommets {0, 1, 2} ne change pas la classe
d’isomorphisme de cette algébre.

Il existe donc une équivalence de Morita entre la catégorie des com-
plexes de modules sur le bloc principal de kPSL2(q) et celle des complexes
de modules sur k24 qui envoie kX (PSLa(q)) sur X, et kX(PSLa(q)) sur
un complexe

X,: PeoP.-%-p

concentré en degrés 0 et 1, vérifiant la propriété de disjonction. Il existe des

scalaires \ et u tels que
g — < )\6]1 )
1 .
/1'6]'2

Quitte & multiplier par des scalaires non-nuls on peut supposer que A et
valent 0 ou 1. Si A = 0 alors le morphisme

X' P, Py, )
| -

est un morphisme de complexe non homotope & zéro, ce qui contredit la
propriété de disjonction. De méme on montre que u = 1 et donc le complexe
X! est isomorphe au complexe Xj.
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Cas ¢ =3 (mod 8)
Dans ce cas la matrice de Cartan du bloc principal de kPSLy(q) est
4 2 2
2 2 1
2 1 2

donc en utilisant [Er| le bloc principal de kPSLa(q) est équivalent au sens de
Morita & I’algébre D(3.A)! définie comme étant 'algébre du carquois muni
de relations suivant :

1/ﬁ\0/5\A2 By=nd=0
T T YBon = omyp.

Notons Ry, R; et Ry des enveloppes projectives de modules simples associés
aux sommets 0, 1 et 2. Il existe alors une équivalence de Morita entre la
catégorie des complexes de modules sur le bloc principal de kPSLa(q) et
celle des complexes de modules sur D(3A)! qui envoie kX.(PSLa(q)) sur
le module Ry concentré en degré 0, et le complexe kX (PSL2(q)) sur un
complexe X! : R1 ® Ry — Ry concentré en degrés 0 et 1 vérifiant la propriété
de disjonction.

Lemme 4.3.1. Le compleze X. est isomorphe au compleze

()

Ys : Ry ® Ry —— Ry.

Démonstration : Soit d; la différentielle de X.. Il existe des scalaires Ao,
A1, to et py tels que
di — (Aoﬂ + Alﬂ’ﬂ?)
1= .
fro-n + pa-1ypB

Si Ag = 0 alors le morphisme de complexes

X! R @ Ry & Ry
l l(ém 0)
X/[-1]: Ri & Ry —2= Ry,

est un morphisme de complexes non homotope & zéro, donc comme X/, vérifie
la propriété de disjonction on a Ag # 0. De méme on montre que pg # 0.
L’application

1 —A1.
:—< Ho Alﬂé):Rl@RzﬁRl@Rg
Aopo \ —H1-mY Ao
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est un automorphisme de R; ® Rs, donc le complexe

d
R ® Ry L2 Ry

est isomorphe au complexe X/. On vérifie qu’il s’agit bien du complexe Y.
O

On utilise maintenant [Lil|, qui montre qu’il existe une équivalence déri-
vée entre les algébres D(3A)" et k4. Ces algébres y sont notés respective-
ment A; et Bj. Dans la démonstration de [Lil, théoréme 4] il est introduit
un complexe @ de modules sur D(3.A)!'. Ce complexe est la somme directe
de Y; et du complexe formé par le module R; & Ry concentré en degré 0.
On note @1 ce dernier complexe. M. Linckelmann montre que () réalise une
équivalence

Hom(Q, —)
_—

Fy: D(D(3A)Y) D(kA4°P).

On note F; I’équivalence donnée par la composition de F avec le foncteur
contravariant

D(kA4P) — D(k2Ay)
de passage a la catégorie opposée.

La démonstration de [Lil, théoréme 4] montre que Fj envoie Y; sur P;
et (1 sur P; & Pj2. De plus Ry est le cone du morphisme de complexes

Y : R1 ® Ry — Ry
o
Q1 : R1 D Ry

donc en appliquant le foncteur Fy on a un triangle distingué
PP — Pjop@Pj20p N FO(RO) N p10p[1]
puis par passage a la catégorie opposée, on a un triangle distingué
P @ Pp2 — P — Fi(Ro)[-1] — (P; ® Pj2)[1]
ce qui montre que F;(Ry) est concentré en degrés 0 et 1, de la forme
P; & Pj2 — Py

Comme il vérifie la propriété de disjonction, il est isomorphe au complexe
X, défini ci-dessus (4.4).

En résumé, nous avons montré qu’il existe toujours une équivalence dé-
rivée entre le bloc principal de kPSLo(q) et ’algébre k2[4 envoyant les com-

plexes kX (PSL2(q)) et kXs(PSL2(q)) sur les complexes X, et X définis au
début de cette section.
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4.3.2 Représentants minimaux

Les complexes X, et X, étant considérés dans la catégorie homotopique
H(B), nous pouvons leur choisir plusieurs représentants différents dans la
catégorie des complexes C(B). Nous allons faire deux choix différents.

Tout d’abord, nous ne modifions pas les complexes X, et X;. Comme
aucun n’a de facteur direct homotope a zéro, ils sont les plus petits complexes
possibles représentant leur classe dans la catégorie homotopique.

La DG-algeébre &£

Rappelons la forme matricielle de 1’algébre différentielle graduée & =
Endp(Xe ® X) -

AO BIO Bll
e-| B ap a0
— ’— /
Bl AL Al

Si on note un élément de £ par

a (@t af) a
(@) (e w) ()
o o2 a3 o
a (af of) a

ot les a/ sont des éléments de kCo, et les o/ des scalaires (et ol on ne note

pas les eg), alors son image par d est

0 (0 0) (@2 4+ ad)o
|a1|<1> ajo 0 <ya§ —i—ajﬂ)
1 0 oo a3 + af

0 (0 0) (a2 +a3)o

Calcul du modéle minimal A

Nous savons que ’homologie de A’ est concentrée en degré 0, nous en
déduisons qu’elle est de dimension 4. Les éléments du noyau ker d N A™ sont

les éléments
a; o3
+aj
03 a3

ja3| = |a3] = |ai]-

tels que
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L’'image de A’~! par d admet pour base les éléments (‘078) + o et (82) + 0.

Soit a et b les classes respectives de
1 0 7’
i +1 et Log )4
ejQ 1 0 1

les produits ab et ba sont tous les deux égaux & la classe de

L)y,
e, 1 )
J

Ces trois éléments sont d’ordre 2 et engendrent H'°, donc ils fournissent un
isomorphisme H"® =, k[Cy x Cs).

dans H'O.

Les homologies K !, K% K’ et K'! sont toutes de dimension 1, engen-
drées respectivement par o, la classe de ( (1)), (1 1), et la classe de 1. On

appelle ces quatre éléments respectivement A=, kY, ', et A'L.

On note 1 I'unité de H® = A = kCy, 1/ celle de H" = k[Cy x O], et
o' =1+ a+ b+ ab. L’algeébre graduée A est de dimension 10, on lui choisit
la base {1, ¢, 1/, a, b, ab,h=t, RO RO, K1}

Sa table de multiplication est donnée par la table 4.4.

TAB. 4.4 — Table de multiplication de H*E.

1 t 1 a b ab | h™1 KO RpO p1
1 1 t o p
t t 1 h0  pt
1/ 1 a b ab | h~1 RO
a a ab b | At RO
b b ab 1 a A=l RO
ab ab b a 1 | A=t RO
h=1 | n~1 n? o’
RO | KO RO o’
h'0 0 p0 p0 p/o o
h/1 [E A TR

Soit A = H*£. On va maintenant donner une structure de A..-algébre a
A, et un quasi-isomorphisme de A..-algébres f : A — £. On choisit donc une
section s de d, une application f; : A — &, et une application ¢; : £ — A
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satisfaisant les égalités 4.1 page 137. La table 4.5 donne les valeurs de ces
fonctions, ainsi que les bases que 'on choisit.

Les matrices définies dans la section 4.2.2 sont :

<G1 p-1 GO Do 1L
= =101 1
FO> ( F/l)
0 0 0|1 O
= =10 01
0 0 /1 11
S G S’ G 0 111
. 11 11
1 (11111 . 111l
11 A 1 11
0 0\ _ 11 1111
(E r A)— 1 o =11 11 1
1l1111] 1 »l 1 111 1
1 11
111]11 1

1

En utilisant la formule fo = sm(f; ® f1), on calcule les valeurs de fs,
elles sont données par la table 4.6.

Calculons maintenant ms et f3 , grice aux formules :
my=gim(fo® i+ fi® f)  fa=sm(fa® fi+ f1® fo)

On obtient que f3 est nulle, et que mg est non-nulle sur 8 des 216 espaces

vectoriels qui composent (A)®3 :
K/l ® KO ® K/O _ KIO KIO ® KO ® K/l N KIO
HIO ® KO ® Kll N HIO KO ® Kll ® HIO N HIO
H/O ® HIO ® KO N Kfl K/l ® H/O ® HIO N K/O
Ses valeurs précises sont
Sur H? @ K@ K" . a@hW@h — 1+4+a
ab@ P k! — 1+4a
Sur K°® K'' @ H - Rohleob — 1+5b
Reohl@a — 140
Sur H @ HY @ K9 : b@a®h? — hpt

abRa®@h? — K1
b@ab@h? — h1
ab@ab@h? — h1
Sur K" @ H® ® H" : Mleoboa — A0
M@aboa —— h°
Mre@boab — b0
W'@ab®ab — A
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TAB. 4.5 — Valeurs des fonctions d, s, g1 et fi.

bases d s g1
AV 1 0 0 1
¢ 0 0 ¢
AL eo) | (50)+0 0 0
0e | (§%)+e o 0
A7 (o) | (6) o0
(o) | (B) o &
e bases f1
(00) 0 0 1+a 70 n ;
(2% 0 0 1+ t t
NG NS N N KCIVA
©)] () o o | Gi)n
AP 1 (2) 0 G b (i(l))“
¢ () 0 1+o ab (ii)ﬂ
K1 p 1+t
N R R R e
0
((e]) 0 (8(1)) 0 K/O B0 (e €)
B! 1 (2) 0 Bl K1 opn 1
¢ (Z) 0 0
BY (8) 0 0 RO
() 0 ¢ BO
BY (o o R0
(0 e) o 0
B! 1 0 0 Iz
t 0 (0 e) h'1




4.3 : PSLy(q), g = £3 (mod 8)

TAB. 4.6 — Valeurs de fs.

HO H/O K*l KO K/O K/l
HO B/O
H/O Al—l
K—l
K° A4
K/O
K/l B/O
1 t|1 a b ab | A~ K0 A0 R/t
1
t (0 e)
1/
a (0e) (0e)
b (e 0) (e 0)
ab (e0) (0e) (ee)
h—l
e €0 (o)
h/O
h't (0 e)

155
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Les autres éléments de ces ensembles sont envoyés sur 0.

En calculant la table de m(fo® f2) on obtient que son image est engendrée
par les éléments (e 0) de A'~! et ((1)8) de A", lesquels sont envoyés sur zéro

par s et par g1, donc my4 et fy sont nulles.

Ensuite, par récurrence, les applications m,, et f, sont nulles pour tout
n > 4.

4.3.3 Variante

On conserve, pour X, et X, les notations de la section précédente. On
note toujours £ la DG-algebre Endg(Xe ® X;), et A son modeéle minimal.
On rappelle que H" = Endyg) (Xs).

Le complexe X, choisi n’est a priori pas un complexe de H''-modules
4 droite. On sait grace a [Ke3, 8.3.1] qu'il existe un complexe de (B, H"°)-
bimodules X! tel que X, et X! soient quasi-isomorphes en tant que complexes
de B-modules.

On note &’ = Endp(X X)), et A’ son modeéle minimal. Les A -algébres
A et A’ sont alors isomorphes, et elles sont méme égales en tant qu’algebres
graduées. Mais en calculant une structure de A..-algébre sur A’ et un quasi-
isomorphisme A’ — &', on obtiendra que f» est nulle sur I'espace H @ H'°,
car X! est un complexe de H'°-modules & droite.

Nous allons montrer qu’il sufit d’ajouter le complexe 0 — P; 1, P—-0
a X, pour avoir un complexe de H'-modules & droite. On pose

X' = ...0—>-PjEBF']~2@P1

Considérons les éléments a’ et b’ de A’ définis par

Onaa?=0V%2=1,et

1 e e
dt =bd =1e t e
e e 1
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De plus a’ et b’ sont dans le noyau de d, on vérifie que leurs classes dans
HY(A’) engendrent H°(A’). On a donc un morphisme d’algébres

T EHdH(B) (Xs) e EndC(B) (X;)

donné par a — a’, b — b'. Si on le compose avec la projection canonique
7 : Ende(g)(Xg) — Endyg)(X5), on obtient un isomorphisme. On notera
donc a et b les classes dans Endy g (X}) de o’ et 1.

On choisit {1', a, b, ab} pour base de H'’, puis les éléments-bases suivants
des homologies de K~ et K0 :

h1:<g>eK1, W'=(e 0 0)eK",

et les éléments-bases h° et h'' des homologies de K9 et K'!, définis comme
étant les classes respectives des éléments

(&
0|eB® e (1 0)eB™
0

On choisit ensuite les bases suivantes pour les sous-espaces de &’ :

B = (1. (0. ).0)

(00 0). )

B = ((¢ 00),(0 ¢ 0),(001),(00 t)

B = {(10),(t 0),0 1), (0 1))
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On choisit les applications fi, g1 et s, définis par les matrices suivantes,
toujours en utilisant les notations de la section 4.2.2 :

111
-1 -1 10 10 11
G D _ G D _ i
0 FO 0 F1 1
|1
11|
FY 0o\ (F° 0\ 1
SO GO - Sll G/l - 1 1
1
1
1
11 11111
11 11
1 11
1 11
1
1111 1
1 11
1
(2 T A%) = Y
1
1|1 11
1 1 111]11
1
1
1 11
1 11
1 1
1 1
et
11 11
1 11
11 11
1 11
11 1
11 1
1 1
1 1
AL 1 1 11 1
o111 1 11 1
@ =11 11 111 1 11
»l 1 111 11111 1 11
1
1
1
1
1
1
1

On peut donc calculer les valeurs de ’application fo, elles sont données
par la table 4.7.



4.3 : PSLy(q), g = £3 (mod 8)

TAB. 4.7 — Valeurs de fs.

H(J H/O K—l KO KIO K/l
HO B/O
H/O Bfl
Kfl Alfl
K° AL
K"
K/l B/O
t|1 a b ab h—1 ho h'0 h't
1
t (e
1/
a (,)
b (-
ab (-) (
nt (<)
o ) (*9)
h/O
W DD

159
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On calcule ensuite les applications f3 et m3. On constate que ’on perd
la nullité de f3, elle est non-nulle sur deux sous-espaces de A'®3 :

f33 H/O®KO®K/1_>A171 KO®K/1®H/O_>A/71
a@h’@h — () Weheb — (1)
ab@ R’ @B s (1) Weh®ab — (1)

Quant & 'application mg, on constate qu’elle prend les mémes valeurs
que celle de la section précédente.

Montrons que les applications f,, et m, sont nulles pour n > 4 : I'image
1..
de m(f2 ® f2) contient un sous-espace de A1 et I’élément ( > de A,
donc elle est annulée par s et par g;.

L’image de m(f3 ® f1) contient un sous-espace de A’~! et I’élément (- - 1)
de B, donc elle est annulée par s et par g.

Les images de m(f1 ® f3), m(fa ® f3), et m(fs ® f2) sont incluses dans
A" donc annulées par s et par gi, I'image de m(fs ® f3) est nulle.

Ainsi les f, et les m,, sont nulles pour tout n > 4.

La Asz-algebre A’ est donc égale a la Az-algebre A obtenue dans la section
précédente.

4.3.4 Non-formalité de A

Définition 4.3.2. Une A -algébre A est dite formelle si elle admet une
algébre graduée ordinaire pour modéle minimal.

Nous allons montrer que la DG-algébre £ n’est pas formelle. Pour cela
nous considérons la A,.-algébre obtenue dans les deux sections précédentes,
et nous montrons qu’elle n’est pas isomorphe & sa sous-algébre graduée sous-
jacente.

On considére A comme une algébre graduée. On note A; le modéle mi-
nimal que nous avons obtenu dans les deux sections précédentes.

Supposons que A et A; sont isomorphes en tant que A.-algébres.
D’aprés la propriété 4.1.11, cela implique qu’il existe une application

@ : A®2 — A(—1) telle que pour tout ag ® a1 ® as € A% on a

mz(ap ® a1 @ ag)
= ag (a1 ® az) + p(apar ® az) + v(ap ® aras) + @(ag @ a1) as.
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On applique cette égalité a I’élément ab ® h® @ ' :
14+a=abp(h® @h™") + o(h® @ W) + @(ab @ h°)R'. (4.5)
Comme ¢ est de degré —1, I'élément ¢(ab ® h°) est de degré —1 s’il est
non-nul, donc 1’élément ¢(ab ® h°)h'! est multiple de o’

En multipliant I’égalité 4.5 & gauche par 1 + a on obtient 0 = ¢’¢(h° ®
h'Y). En la multipliant par 1 + b on obtient o/ = o’p(h® ® h''). On a une
contradiction.

Ainsi la DG-algébre £ n’est pas formelle, il est impossible d’en obtenir
un modeéle minimal (A, ms,...) tel que m, = 0 pour tout n > 3.

4.4 PGlLy(q) avec ¢ = +3 (mod 8)

On suppose toujours que k est un corps algébriquement clos de caracté-
ristique 2. Nous savons que si ¢ = £3 (mod 8), alors il existe une équivalence
splendide entre le bloc principal de kPGL2(q) et l'algébre kS, (propriétés
3.6.4 et 3.6.6).

Soit B = kG, on utilise les notations de ’annexe B, sections B.6 et B.7.

Soit X, le module projectif Qg9 vu comme complexe concentré en degré
0 et X le complexe concentré en degrés 0 et 1 donné par I’application

(;l/) Q7 — Qo.

On vérifie rapidemement que X, vérifie la propriété de disjonction, en
effet on a une injection

Homy(g) (X, X;[~1]) — Homp(H'(X;), Q)

et ’homologie H'(X,) ne contient comme sous-quotient simple que le module
o, qui n’est pas facteur direct du socle de Q?. De toutes facons ceci est
conséquence de la remarque ci-dessous.

Remarque 4.4.1. Comme nous le verrons dans la section 4.5.3, les com-
plexes X, et X correspondent aux complexes de Deligne-Lusztig construits
dans la section 3.5.3.

On utilise toutes les notations relatives aux DG- et A, -algébres £ et A
définies dans la section 4.2.2.

On choisit les bases suivantes :

A% AP B~ B (1, a,b, ab)
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AL B (e 0).(f 0.0 0,0 1)
s () () (- ()
AT (G0 9)- (590 59, (28 (2), (60)- (). 35).
D). (9. (02)

On note toujours p; : Z*€ — H*E la projection canonique des cycles
sur I’homologie.

Les matrices de la différentielle d de £ sont données page 163, on peut
les utiliser pour calculer 'homologie de £.

Les homologies H et H' sont concentrées en degré 0. On a
H® = Endp(Qo) ~ k[Co x Cy] et H" ~EkDsg.
Pour vérifier cette derniére assertion notons
Dyg=(r,s|rt=s>=1, srs =13,

On alors un isomorphisme d’algébres kDg — H'® défini par

11 11
(e ve) e (1) o)

On note o la somme des éléments de Cy x Cs, et o’ celle des éléments de
Dg.

Les homologies K !, K, K'° et K'! sont de dimension 2, on leur choisit
les bases suivantes :
e Basede K':hl=1+4+betl ! =0,

o« Base de KU : h? =p; (9) et I° = py (})/)
e Basede K" : h0 = (f e)et!®=(0 f),
e Basede K'' : W't = pi(1) et I"' = p1(1 + a).

On définit alors les applications f1, g1 et s par

1 1
1 1
G DY FooN_ [———
0 FO ) S0 Ggb )~ 11

1 1

— e
— e

1
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11 11
1111 1
GO Do 1 1111 F9 0 ;
0 Fr" e snogn)— 11
1 1 1
11 11 11
1
1 111 1
1 111111111
1
1 1 1
1 111 1 1
1
0 0y _ 11 1 1] 1
(2° T A%) = 1 1
1
11 11 1
1 [11111111 1
1 11
1 11 1
11 11 1 |1 1
11 11 1|11 1
11 11
11 1111
1 11111
11
1 11
111 1 11
A1 1 11 1 11 1
_ 1 11 1 1 1
@ =11 11 1
»i 1 11 1 1
1 1 1 111
1 11 11 1 1
1
1
1

La multiplication my de A est connue sur H° et sur H"” grace aux iso-
morphismes H° ~ k[Cy x Cs] et H'® ~ kDg. On peut la décrire sur les autres
sous-espaces ainsi :

Soit V' I'algébre de groupe kCs, t I’élément non trivial de Cy. Soit 7 :
Cy x Cy — C5 le morphisme défini par a — t, b — 1, et ©’ : Dg — Oy
le morphisme défini par r +— t, s — t. Ces morphismes donnent & V une
structure de (H°, H'°)-bimodule, et au dual V' une structure de (H®, HY)-
bimodule.

On a des isomorphismes de (H°, H"")-modules K" ~, V et K'* ~, V
définis par A0, K'1 — 1 et I, "! +— 1+ t, puis des isomorphismes de
(H", H%)-modules K~! ~, VV et KY ~, VV définis par h=!, h® 1 et
L0014t

La restriction de ms au sous-espace (K '@ K@ K@ K" )®? est donnée
par la table 4.8.
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TaB. 4.8 — Extrait de la table de multiplication de A.
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h—l

l—l

hO

lO

h/O

l/O

h/l

l/l

ker 7/

0_/

ker 7’

g

ker

g

ker o

On peut ensuite calculer les valeurs de fo, elles sont données par les tables
4.9.

Les sous-espaces sur lesquels mg3 est non-nulle sont les suivants :

KO ® KIO ® KO N K*l KO ® Kll ® KO N KO
KIO ® KO ® Kll N K/O Kll ® KO ® KIO _ K/O
Kll ® KO ® HIO N H/O H/O ® Kll ® KO N H/O
KO ® H/O ® H/O N K—l H/O ® HIO ® Kll N K/O
KO ® H/O ® K/l N HO K/l ® HO ® KO N H/O
HO ® KO ® H/O N K—l H/O ® K!l ® HO N K/O

L’application f3 est non-nulle sur les espaces
K/l ® HO ® KO et H/O ® K/l ® KO.

Son image est incluse dans A’~!, ses valeurs sont

M@b1? — (e
W' @ ab® h? — (e
W' @ ab @10 — (e
MNoboh — (e
MNeobel0 — (e
MN@ab®1® — (e

(

P Rh 10 — (e

T2®l,1®h0 — (e
(
(

)
)
)
) sr2 @ W @ 10— (e
)
)

2ot @hd — (.

sr2 @U@ A0 — (e -

R S NN

Nous allons maintenant montrer que les applications m,, et f,, sont nulles
pour n > 4. Grace aux formules 4.3 page 146, nous savons qu’il suffit de
montrer que les images de m(f; ® f,—;) sont annulées par s et par g; pour
tout n > 4 et tout 7 tel que 1 < i < n—1. On utilise la table de multiplication
4.2.2 page 143.

L’image de f3 est le sous-espace de A’~! engendré par I’élément é =(e 0).
Soit x un élément de A.
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TAB. 4.9 — Tables de fo.
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1/ r r2 r sr sr2 sr3 ho 10
1/
r (e e) (e ") (e ) (e e) b btab
r? (etfetf) (fe) (e ") (e+f) (fetf) (ee)
r? (e+f e+f) (etf ) (e+f ) (et+fetf)| b btab
s b btab
sr (e e) (e ) (e ) (e e)
sr? (ee) (fetf) (etf) (e) (fe) (etfetf)| b btab
st (e+f etf) (e+f ) (e+f )et+f etf)
't (et+f ) (e )
o’ (f ) (f )
h/O l/O h/l l/l

1

b ey (f9)

ab (etf) (f)

o ea| () ()

] e (1)
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Le produit m(fi(z) ® &) peut étre non-nul si z € H ou x € K''. Si
x € H'" alors m(f1(x) ® €) est élément de A’~!, donc il est annulé par s et
par g;. Si x € K'' alors fi(x) est élément de B!, combinaison linéaire de 1
et de a, donc m(f1(z) ®¢€) est élément de B et c’est un multiple de (e 0). Ce
vecteur est annulé par s car il appartient & B’°, et par g; comme le montre
la matrice G”°.

Le produit m(é® f1(x)) peut étre non-nul si x est élément de H" ou K°.
Si z € H" alors m(fi(z) ® €) est encore élément de A'~!, donc il est annulé

par s et par g;. Si # € K© alors fi(z) est un élément de B° de la forme (2),
on a

m(E @ fi(w)) = 0.(%)=o.

Montrons que l'image de m(f2 ® f2) est annulée par s et par g;. L’image
de fo est engendrée par les vecteurs b et ab de B~!, les vecteurs de la forme

(+ 0) de B0, les vecteurs (?8) et (8(1)) de A et par tous les vecteurs de

A'=1_Soient z et y deux éléments de 'image de fo.

Si z ou y appartient 4 A’~! alors le produit m(x ® y) est nul ou élément
de A'~1, donc il est annulé par s et par g;.

Sixe A y e B! alors le produit m(z ® y) est nul car z est élément
de A, i.e., sa composante de degré 1 est le morphisme nul Qy — Q) :

QI — Qo
xl lo
QI — Qo

ly

Qo-

Sixze B ye AP alors on a

m(x ®y) =( 0).(2 2) =0.

Si x, y € A" alors ils sont combinaison linéaire des matrices ((1)8) et

( 00
01
donc un élément de 'image de s, et par conséquent il est annulé par s et par

g1-

), et m(x ® y) est également combinaison linéaire de ces matrices. C'est

Nous avons donc montré que les applications my et f4 sont nulles.
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Les images de m(f2 ® f3), m(fs @ f2), et m(f3 ® f3) sont également
annulées par s et par g, car I'image de f3 est incluse dans celle de fs, et
nous savons que l'image de m(f2 ® f2) est annulée par s et par g;.

Finalement toutes les applications m,, et f,, sont nulles pour n > 4.

4.5 Les blocs & défaut diédral

4.5.1 La classification

Les blocs & défaut diédral ont été classés par K. Erdmann ([Er]). Elle a
donné une systéme de représentants des classes d’équivalence de Morita de
tels blocs. Ce systéme est composé d’algébres de carquois. Il se divise en trois
familles, selon que le nombre de classes d’isomorphisme de modules simples
soit 1, 2 ou 3. Nous nous intéressons aux blocs contenant deux classes de
modules simples.

T. Holm a classé tout ces blocs en classes d’équivalences dérivées ([Hol]).
Il montre en particulier que la classe d’équivalence dérivée d’un bloc a défaut
diédral ne dépend que de 'ordre de son groupe de défaut et d’une constante
c e {0, 1}.

Rappelons les notations de |Er| et [Hol] : soit k& un corps de caracté-
ristique 2, ¢ un entier strictement positif, ¢ un élément de {0, 1}. On note
D(2A)%¢ et D(2B)% ¢ les k-algebres des carquois munis de relations suivants :

; 3 =0
DA a(Co 1 a® = c(afy)
i (aBy)" = (Bra)
t e =0 o =clafy)
D(2B)"¢: aCO\T/lan zgzg io;ggzgga

Leurs matrices de Cartan sont respectivement

At 2t ) 4 9
2% t4 1 © 2t+1)"

K. Erdmann a montré que la famille
{D(2A)"C, D2B)"C|t=2", n>0, c=0, 1}

(o1, bien sur, on identifie D(2.4)% ¢ et D(2B)%¢) est un systéme de représen-
tants des classes d’équivalences de Morita des blocs & défaut diédral et & deux
classes d’isomorphismes de modules simples. Précisément, si le groupe de dé-
faut d’un bloc B ayant deux classes d’isomorphismes de modules simples est
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diédral d’ordre 4¢ alors B est équivalent au sens de Morita & I’'une des quatres
algébres D(2A)5¢ et D(2B)4¢, ¢ =0, 1.

De plus, T. Holm a montré que la famille
{D(2B) ¢ |t=2" n>0, c=0,1}

est un systéme de représentants des classes d’équivalences dérivées des blocs
& défaut diédral ayant deux classes d’isomorphismes de modules simples.

Une de ces algébres étant fixée, nous noterons Fy et P, les modules pro-
jectifs indécomposables correspondant aux modules simples 0 et 1.

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 4.5.1. Soit t une puissance de 2 et ¢ un élément de {0, 1}.

1. Soit B = D(2A)%¢. Les algé¢bres Endg(Py) et kDy; sont isomorphes si
et seulement si c = 0.

2. Soit B = D(2B):¢. Les algébres Endp(Py) et k[Cy x Co] sont iso-
morphes si et seulement si ¢ = 0.

Démonstration : Si B = D(2A4)%¢, alors l'algébre Endp(P) est définie
par générateurs et relations par

Endp(Py) = (o, By | o = c(a.Bv)", (87)* =0, (a.7)" = (Bv.0)").

Si B = D(2B)%¢, alors 'algébre Endpg(Fy) est définie par générateurs et
relations par

Endp(Ry) = (o, By | & = ca.By, (87)* =0, a.fy = By.a).

Il suffit donc de démontrer le lemme pour B = D(2A4)%¢ avec t = 27,
n > 0. 1l sera alors valide pour ¢t = 1, donc pour B = D(2B)"¢ avec t
quelconque.

Nous commencons par montrer que si B = D(A)»? alors les algébres
Endg(Fy) et kDy; sont isomorphes, puis nous montrerons que si B’ = D(2.4)4!
alors les algébres Endp(Py) et Endp/(FPy) ne sont pas isomorphes.

Posons B = D(2A)°. On utilise la définition de Dy; donnée section
1.1.2. Soit ¢ le morphisme d’algébres défini par

[Voi k)D4t — EndB(PO)
S — 1+«
st — 14 py
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Nous savons que s et sr engendrent Dy;. Pour montrer que ¢ est bien défini,
il faut montrer que ¢(s)? = p(sr)? = 1, ce qui est clair, puis que ¢(r)* = 1:

o(r) = 1+a+py+apfy
)? 14 a.By + By.a+ a.By.o+ By.o.8y + (o.07)°
n' = 14 (.f9)? + (B7.0)° + (.67)* + (B7.0)°
+a(By.0)® + By(a.67) + (a.fy)"

Une récurrence montre que pour tout entier 7 > 2 on a

() =1+ (a8 + (Br.0)* "+ (@p7)? 7+ (Br.a)?
+a(By.0)* T+ By(en )T + ()

ainsi p(r)% = 1.

Soit 1) le morphisme d’algébres défini par

T,Z) : EHdB(P(]) — k‘D4t
o — 145
By — 1+ sr.

Il est évident que (())? = 0 et (1(B7))? = 0, donc pour vérifier que 1)
est bien défini, il faut montrer que (¢(a.3v))! = (¥(Bv.a))t. Or t est une
puissance de 2 donc on a

(W (e.57)) + ((By.0)" = (P(a.By)+¥(By.a)) = (r+r ) =r'+r7' =0

et ¢ est bien défini. On a po ) = 1Id et p oy = Id donc ¢ et ¢ sont des
isomorphismes.

On pose maintenant B = D(2A4)5° et B’ = D(2A)"!. La remarque sui-
vant le théoréme [Er, VI.8.1] montre que les algébres Endg(P) et Endp: (FPp)
ne sont pas isomorphes. Nous en redonnons un démonstration.

Posons A = Endp(Py) et A = Endpg/(FPp). On note « et [y les gé-
nérateurs de A et o et 54 ceux de A’. 1l est clair que le radical de A
(respectivement de A’) est engendré par les éléments o et 3y (respective-
ment o’ et 3'9'), et que son socle est de dimension 1, engendré par («.37)"
(respectivement par (o/.3'7')?).

En conséquence, si A et A’ sont isomorphes alors il existe un élément w
de radA — rad?A tel que w? est un élément non nul de socA : c’est I'image
de o/ par un hypothétique isomorphisme A" — A.

Soit w un élément de radA — rad?A4 :

w= o+ pupy+uo
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ol W’ est éléement de rad?A, et (A, p) est élement de k2 — {(0, 0)}. On a un
automorphisme d’algébre sur A défini par o — (7 et 5y — « donc quitte
a lappliquer & w on peut supposer que A # 0. Quitte ensuite & multiplier w
par un scalaire, on suppose que A = 1.

Il existe des éléments X;, X5, X3 et Xy de A tels que
W = aXia+ aXofy + fyXza + ByXupy.
et des éléments Y7, Y5, Y3 et Y, de A tels que
w? = aYia + aYafBy + ByYsa + ByYaBy.
en particulier on a
aYia = a[Xofy + By Xs + X1a.07X3 + Xo0v.aX1]a.

Comme X est combinaison linéaire d’éléments de la forme 37.(a.37)" et X3
est combinaison linéaire d’éléments de la forme (a.(37), on a Xja.3vX3 =
pyX3aXy, puis

aYia = a(Xofy + fyXs)(aXja + a).

Il existe des scalaires Ag... s et o ... u; tels que
Xy =Y N(Bya) et Xz= m(apy).
i i

Soit ig I’entier défini comme étant le plus petit entier ¢ tel que \; # p; si un
tel plus petit entier existe, et par ig = ¢ sinon. On a alors

aYia € rad?0t3 4.

2

Supposons maintenant que w? € socA. Comme socA = rad®*A alors

jo >t — 1.

On vérifie que I'espace vectoriel [A, A] engendré par les commutateurs
de A admet pour base I’ensemble

{(a.p) a, By(a.py)s (.f) + (Bra) |i=1...t—1}
donc modulo [A, A] on a
W = (aX2fy)’ + (ByX30)?
= (a.37)’X3 + (Br.0)?X3

= > (@B + i (By.0)*
>0
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orsii < ig alors A (a.07)% 24 u2(By.a)?*2 € [A, A), et comme ip > t—1on
obtient w? € [A, A]. L’intersection [A, A] N socA étant restreinte & I’espace

nul, on a w? = 0, ce qui implique qu’il n’existe pas d’isomorphisme A’ _~, A.
O

On a aussi le lemme suivant :

Lemme 4.5.2. Soit B un élément de {D(2A)"¢, D(2B)"¢}, et C un com-

pleze de B-module de la forme P} 2, PO concentré en degrés 0 et 1. On
suppose que C vérifie la propriété de disjonction. Alors C' est isomorphe au

complexe
(7o)

Co : P? P,.

concentré en degré 0 et 1.

Démonstration : Soit B = D(2A4)%¢. Nous allons expliciter I’ensemble des
complexes isomorphes au complexe Cy. Cela revient & calculer I’ensemble

E = {f_l. (ﬂ;}) .g ‘ f € End(P?), g € End(P), f, g inversibles}.

Les espaces Hom(P;, Fy) et Hom(Py, P;) admettent pour base les en-
sembles

Hom(Py, Po) : {y(e}7)', v(aBy)'a|i=0...t -1}
Hom(Py, Py) : {B(yap)’, aB(yaB)'| i =0...t —1}.

On note I le sous-espace de Hom(P;, Py) engendré par les v(a3v)! et
les v(aBy)'a tels que 4 > 1. On note Jy et J; les radicaux respectifs de
End(P,) et End(P}), puis I’ le sous-espace Hom (P, Py).Jp. On a alors I’ =
~va.End(Py) = v.Jy. Les inclusions

Iclc HOHI(Pl, Po)

sont strictes car v € Hom(Py, Py) — I’ et ya € I' — I. Le sous-espace

B = {(770[) g ' g € End(F), ¢ inversible}

est ’ensemble

aopy + boya + I ap bo
{( dofya—i-I) '(o g ) € G2y
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Pour tout élément a de End(P;), on note a = agl + a; ol ag est un

ab

scalaire et a; € Ji. Soit f = (%),

) un endomorphisme de PZ. Alors f est

ao bo
co do

agy + boya + 1 ao bo
FE = GLy(k) ;.
{<Co’y+d0’ya+1>' <Co do < 2(k)

Supposons que C' est un complexe

inversible si et seulement si la matrice fo = ( ) est inversible. On obtient

donc

r:—-p,

Quitte & multiplier & droite par un morphisme ( ‘ég gg) inversible, on peut

supposer que la différentielle § est de la forme

5= ay+1
S\ dyva+1T1 )’

ou a, d € {0, 1}. Si a = 0 alors le morphisme

PP,

l(aﬁ(wﬁ)tl 0)
r:—>p,

est un morphisme de complexe non homotope & zéro. Si d = 0 alors le
morphisme

r:—-p
l(O B(yaB)'—1)
r:—-p,

est un morphisme de complexe non homotope & zéro.

Ainsi si C vérifie la propriété de disjonction, alors C' est isomorphe & Cj.
Pour montrer que Cy vérifie la propriété de disjonction il suffit de montrer
que

HOHlB(Co, Pl[—l]) =0.

Aucun élément de la forme Sz de Homp (P, P;) n’est annulé par y«, aucun
élément de la forme afx n’est annulé par -, ainsi pour tout élément x de

Homp(Fy, P1), si (v“/ ) =0 alors z = 0.

(67

Si B = (2B)%¢, alors la propriété se démontre de la méme facon. O
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4.5.2 Le 2-bloc principal de PGLx(q)

On suppose que ¢ est une puissance d’un nombre premier impair.

Nous avons les représentants suivants des 2-sous groupes de Sylow de
GLQ((]) :
e Sc >~ (Coa x Coa) x Cy si g =1 (mod 4), on 'élément non trivial de Co
agit sur Coa x Caa par (z, y) — (y, ). Le centre de ce groupe est le
sous-groupe de Coa X Ca contenant les éléments de la forme (z, x).

o Sy~ Cyr1 X Cy si g = 3 (mod 4), o I’élément non trivial de Cy agit
sur Copt1 par x — 2211 s’agit du groupe semi-diédral SDypi2. Le
centre de S est le sous-groupe d’ordre 2 de Cyr+1 (donc le sous-groupe
contenant 'élément 22 si x est un générateur de Cops1).

Dans les deux cas, le centre du sous-groupe de Sylow S est ’'intersection
de S avec le centre de GLy(q). Ainsi le quotient S/Z(S) est un 2-sous-groupe
de Sylow de PGLa(q).

Dans le premier cas on a S./Z(S.) ~ Dajayq, dans le deuxiéme on a
Ss/Z(Ss) = Dgv 1. On pose a’ = Max{a, b}, et t =241,

Les groupes de défaut du bloc principal de kPGLs(q) sont donc iso-
morphes au groupe diédral Dy;. Nous savons (¢f B.2) que ce bloc a deux
classes d’isomorphismes de modules simples, et que sa matrice de Cartan est

a2t .
. <2t t—|—1> sig=1 (mod 4),

42\ .
. <2 t+1)s1q:3 (mod 4).

Nous en déduisons donc que si ¢ = 1 (mod 4) alors il existe ¢ € {0, 1}
tel que le bloc principal de kPGLy(q) soit équivalent au sens de Morita a
l'algebre D(2A)%¢, et que si ¢ = 3 (mod 4) alors il existe ¢ € {0, 1} tel que
le bloc principal de PGLa(g) soit équivalent au sens de Morita & ’algébre
D(2B)%<.

Nous savons que le module kX, (PGLy) défini dans la 3.5.3 est isomorphe
& I’enveloppe projective du module trivial, et la propriété 3.5.3 nous dit que
Endp(kXe) >~ Dgat1. Le lemme 4.5.1 implique donc que ¢ = 0.

Nous obtenons également que quelle que soit la congruence de ¢ modulo
4, il existe une équivalence dérivée entre le bloc principal de PGLy(q) et
l'algébre D(28)%0.

4.5.3 Les complexes X, et X

Soit B le bloc principal de kPGL3(q). Nous savons que B a deux classes
d’isomorphismes de modules projectifs indécomposables. Nous notons Ry
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et R deux représentants de ces classes, Ry étant '’enveloppe projective du
module trivial.

Nous avons construit dans les sections 3.5.2 et 3.5.3 deux complexes de B-
modules kX .(PGL2(q)) et kXs(PGL2(q)). Nous savons que kX.(PGL2(q))
est une enveloppe projective du module trivial et que kX (PGL2(q)) est
un complexe concentré en degrés 1 et 2 de la forme R? — Ry vérifiant la
propriété de disjonction.

Soit E(B) I’élément de la famille {D(2.4)%°, D(2B)5%} tel qu’il existe
une équivalence de Morita F' : B-mod — E(B)-mod.

Si = 3 (mod 4) alors E(B) = D(2B)"? ou t = 2°~!. Nous avons donc
F(kX.) ~ Py, et F(kX,) est isomorphe au complexe P? — Py muni de la
différentielle § = (Ja). En effet, nous connaissons ses composantes puisque

F est une équivalence de Morita, puis le fait qu’il vérifie la propriété de
disjonction impose cette différentielle grace au lemme 4.5.2. Nous notons Y,
et Y5 ces deux complexes.

Si¢g=1 (mod 4), alors E(B) = D(2A)"" ot t = 22~1. Nous avons donc
F(kX.) ~ Py, et F(kX,) est isomorphe au complexe P? — P muni de la
différentielle § = (»70;)7 toujours grace au lemme 4.5.2. Nous notons Z, et Z
ces deux complexes.

La proposition [Hol, 2.1] montre que pour ¢ et ¢ fixés, les catégories déri-
vées de D(2A)%¢ et de D(2B%¢) sont équivalentes. Nous pourrons donc nous

contenter d’étudier le cas de D(2B)"°. Nous devons cependant déterminer
I'image des complexes Z. et Z;.

La proposition [Hol, 2.1] donne un complexe de D(2.A4)-modules @ réa-
lisant une équivalence

G : D(D(2A)) Hom@) D(D(2B)P)

Notons Py et P; les modules projectifs indécomposables de D(2A) et P,
P/ ceux de D(2B).

Le complexe @) est défini comme étant la somme directe Q = Qg D Q1,
ou 1 est le module P; concentré en degré 0 et (g est le complexe (Ja) :
P? — Py concentré en degrés 0 et 1 (donc un décalé du complexe Z).

La démonstration de la propriété [Hol, 2.1] montre que I'image du com-

plexe Qo par I'équivalence G est le module P} (donc le module Y¢), et que
I'image du module Q; est le module P|. De plus, le module P, est isomorphe
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au cone du morphisme

Qo : 0 P> p 0
‘( lld L
Q?: 0 P} 0 0.

Par application du foncteur G on obtient un triangle distingué de la catégorie
dérivée de D(2B)°P, puis en passant & la catégorie opposée on obtient le
triangle distingué de la catégorie dérivée de D(2B) :

G(Ry) P/? Py G(Po)[1]

Ainsi G(Pp) est isomorphe & un complexe Pl’2 — Pj concentré en degrés
0 et 1. Comme de plus il vérifie la propriété de disjonction, il est isomorphe
au complexe Y.

Finalement, les complexes Z. et Z, sont envoyés respectivement sur Y
et Y, par I’équivalences G.

Nous remplagons maintenant les notations Z. et Z; par X, et X;. Il suffit
donc de traiter le cas de B = D(2B)%° o1 t est une puissance de 2 supérieure
ou égale & 2, en notant X. le complexe Fy concentré en degré 0, et X, le

complexe (V'Ya) : P2 — Py concentré en degrés 0 et 1.

Remarque 4.5.3. Le fait que le complexe X, soit décalé par rapport au
complexe de Deligne-Lusztig ne change que le degré de certains sous-espaces
des algebres £ et A que nous obtiendrons : si 'on avait gardé un complexe
concentré en degrés 1 et 2, alors les sous-espaces B~!, B, B et B! de &
ainsi que les sous-espaces K1, K0, K0 et K' de A auraient été en degrés
respectifs —2, —1, 1 et 2 (au lieu de —1, 0, 0 et 1).

Remarque 4.5.4. L’algébre D(2B)%° est isomorphe & 1’algébre k&, cf [Er,
I1.7.5]. Ceci justifie le choix des complexes X, et X si ¢ = £3 (mod 8) dans
la section 4.4.

4.6 PGLy(q) avec ¢ impair

Nous allons généraliser le résultat obtenu dans la section 4.4 au cas ol ¢
est une puissance d’un nombre premier impair quelconque.
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4.6.1 Applications fi, g; et s
Soit ¢ une puissance de 2 supérieure ou égale & 2, et B 1'algébre D(2B)%°
telle qu’elle est définie page 167.

L’algébre B a deux classes d’isomorphismes de modules projectifs indé-
composables, on en choisit des représentants Py et P;. Leurs algébres d’en-
domorphismes sont décrites par générateurs et relations par :

Endg(Py) = (o, By | o® = (87)* =0, a.By = By.0)

Endg(Py) = (n | "' =0)

Les k-espaces vectoriels de morphismes ont pour bases
Homp(Fy, P1) : {8, aB}

Homp(P1, Py) : {7, v}

Les éléments (v et n annulent ces deux espaces, I’élément « annule af et
Y.

Soit X, le module Py vu comme complexe concentré en degré 0, et X, le
complexe

() PE—=P

concentré en degrés 0 et 1.

On utilise toutes les notations définies dans la section 4.2.2, donc & est
la DG-algebre Endp(X. ® X;) et A est son modéle minimal.

Les complexes X, et X, vérifient les hypothéses du lemme 4.2.2 et de
la remarque 4.2.3, donc le modéle minimal que nous obtiendrons sera une
As-algébre. Nous allons montrer que 1’on peut choisir une As-algébre.

Nous faisons les choix des bases suivantes pour la DG-algébre & :
A/07 A;)()? Bil? Bll : (17 a? /377 a'/ny)
AL B ((B0), (aB 0), (0 8), (0 aB))
w300 (%)

AL (D) (30 (59) (6) (6)
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Puis les choix des bases suivantes pour ’homologie A :
K~ (B, a.f)
(0 7)
E®: ((af v), (0 aB))
K': (1, a)
(la base de A est la base de A suivie de celle de A}).

Nous choisissons des applications f1, g1, et s sur les sous-espace B, B/,
K et K'. Nous obtenons les matrices :

1 1 1

Gt D\ |1 F'oN\_ |77
o FO )|t SO GY )|

GO D 1 1 F9 0
0 F/l 1 Sll Gll =
1 1
‘ 1 1

On calcule que I'image de d| 41 est le sous-espace de A’ engendré par
les éléments

{(’58) +aBy, (§%) (o) + 67 () +a-ﬁv}- (4.6)

On note sous la forme a = Y_,_, , a;n" les élément de End(P). Les éléments
du noyau de d| 40 sont les éléments

b
<ch d) + egl 4+ era + ex 8y + eza. By

tels que ag = dy = ey, bg = e1, et cg = 0.
Nous allons maintenant expliciter un isomorphisme kDy; -~ H'°, bien

que ceci ne nous serve pas dans la suite. On note les éléments de H'® par un
de leurs représentants dans ker d| 4.0.

Lemme 4.6.1. On définit un isomorphisme d’algébre f en posant
f: kDy — H"
s — (o) +1+a

T — (71;1-&1-n)+1+a'
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Démonstration : Onnote s’ = f(s), 7 = f(r),et 1’ = ((1)(1]) + 1. Montrons

d’abord que f est bien défini. On a s> = 1’, puis

14+n n
s’ = +1
n l4n

donc (s'r’ )2 = 1. On montre par récurrence que pour tout entier positif 7 on

a . . .

2t—2J 2t—1

§ n n
2t | j=0..14

= 772i Z 772142]'

§=0...i
ou £(i) est nul si i # 0 et £(0) = 1. On a donc

1+7t 0
2t _
r —< 0 1+nt>+1,

la classe de cet élément est bien égale & celle de 1’ dans H'°. Nous avons
donc un morphisme d’algébres. Notons que 'on a

1 1 1
7“’1:< K >+1—|—a et r/s':< 0>+1.
n 1 n1

+1+4+¢e(i)a

Pour montrer que f est bijectif, on décompose le k-espace-vectoriel H'°
de la fagon suivante :

= ()1 (1)
Ve (@) (302 (8%)) powri=1ot=1
e (3. G0)-

La connaissance de "image et du noyau de d montre que ’on a une décom-
position en somme directe

H/(]: @ ‘/z

1=0...t

Pour tout i =1...¢t on note W; = €
suivant :

j—0..i Vj- On a alors le résultat

= (,?ir?i)%-‘/}el r'=te (ZZS)%—Vz;l

st e (zﬁ Zi) +Viaa s e (7(7]1'8) + Vi
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pour tout ¢ = 0...¢. Ceci se montre par récurrence. Nous en déduisons que
la famille

!/ / 17 1—7 117 195 1 . .
Fi=A{1U, s, r7 " 7 s | j=1...4}

est une base de W, pour tout ¢ = 1...t — 1. De plus, en ajoutant les éléments
r't et r'ts’ & la famille F;_; nous obtenons une base de W, = H'.

Ainsi I'image de Dy; par f est une base de H", et donc f est un isomor-
phisme. O

Soit  un élément de H. Nous définissons fi(r) comme étant l'unique
élément (‘ZZ) + e du noyau de d| 40 tel que a; = by = ¢; = d; = 0. Une base

de I'image de d|4-1 est donnée ci-dessus (4.6), elle permet de vérifier que la
définition de f; est correcte.

Nous choisissons alors la restriction de s a A’ de facon & obtenir la
matrice suivante :

Les matrices A™! et X! sont de hauteur 4 et de largeur 4t + 8, elles sont ici
décomposées en quatre blocs de largeur ¢ + 1 et un bloc de largeur 4.

Par définition de fi, ’espace vectoriel engendré par les vecteurs-lignes de
A~1 et de ® est de rang (4t + 1). Les vecteurs-lignes de ©! ne sont pas dans
le noyau de d| 40, et aucune de leurs combinaisons linéaires non nulles n’y
est non plus, donc la matrice A est inversible.

Soit (E r A) sa matrice inverse. On pose :
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(0 0 Ay =| r | (4.7)

La matrice A° est la matrice de d| 40, alors que la matrice X a été choisie.
On vérifie que

Id 0
AX' =10 et AN =1 0
0 Id

et comme (E T A) est la matrice inverse de A alors

0
Al'= | Id
0

La matrice 4.7 est donc 'inverse de la matrice A. Nous avons terminé de
définir les applications fi, g1 et s.

4.6.2 Calcul de la A, -structure de A

Nous appliquons maintenant les formules 4.2 page 137, qui expriment les
applications m,, et f, pour n > 2.

Propriété 4.6.2. On a m,, =0 et f, = 0 pour tout n > 4.

Démonstration : Nous savons que 'image de f5 est incluse dans la somme
des sous-espaces A'~!, B™1, B0 et A0, ou A’ représente l'intersection de A"
avec I'image de fo. Si x et y sont deux élément de A tels que fo(z®y) € A,
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alors m(f1(x) ® fi(y)) est élément de A’', donc z € K° et y € K''. Alors
fi(x) est de la forme (2), éléement de B, puis m(fi(x) ® fi(y)) est de la

méme forme, élément de A’'. Donc fao(r ® y) est combinaison linéaire des

matrices
00 00
(00) « (00) 4

Soit x un élément de 'image de f1 et y un élément de I'image de fo. Nous
traitons tous les cas o 'une des deux composantes sm(z ® y) et sm(y ® x)
de f3 peut étre non nulles :

Siz e A),y € A, alors x est élément de fi(H™) donc il est de la forme

(ZZ) +eota; =b =c¢ =d =0, et y est combinaison linéaire des matrices

4.8. En conséquence, les produits m(z®1y) et m(y ®z) sont de la forme (‘C’Z)

avec aj = b, = ¢, = d} = 0. Donc I’application s les annule.

Siy e AN, x € BY, alors x est de la forme (8), et y est combinaison

s
linéaire des matrices 4.8, donc sm(y ® x) est élément de B, toujours de la

forme (2), et il est annulé par s.

Siz € B,y € B!, alors m(y®x) est élément de A}, donc il est annulé
par s.

Siz € BY, y € B, alors x est de la forme (2), et y est de la forme (+ 0). De

plus le produit d’un élément de Hom(Fy, P;) par un élément de Hom(P;, Fp)
est un multiple de n’. Donc sm(r ® y) est un multiple de I’élément (3 0) de
AL

Size B, ye A, alors y est en particulier élément de A :

P12—>P0

P

donc le produit m(zx ® y) est nul.

Nous venons donc de montrer que 'image de f3 est incluse dans le sous-
espace de A'~! engendré par le vecteur (3 0).

Soit x un élément de I'image de f1, et y un multiple de (3 0).
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Si le produit m(x ® y) est non nul, alors il est élément soit de A’~! (qui
est annulé par g; et par s), soit de B’’. Mais alors = est élément de B, et
m(z ®y) est de la forme (« 0) dans B, donc il est annulé par g; et par s.

Si le produit m(y ® =) est non nul et non élément de A’~! alors il est
élément de B~ et 2 est un élément de la forme (2) de BY, donc le produit
m(y ® x) est nul.

Soient x et y deux éléments de l'image de f2. Le produit m(z ® y) peut
étre non nul et non élément de A’~! dans trois cas :

Si z, y € A, alors le produit m(z ® y) est encore combinaison linéaire

des matrices 4.8, donc élément de s(A'!), et il est annulé par g; et par s.
Size AN, y e B!, alors comme z € A? le produit m(z ® y) est nul.

Siz e BY, ye AY, alors z est de la forme (« 0) donc le produit m(z ®y)
est nul.

Nous venons donc d’obtenir que les applications my4 et f4 sont nulles. Les
images de m(fo ® f3) , m(f3 ® f2), et m(fs3 ® f3) sont aussi annulées par g;
et s car 'image de f3 est incluse dans celle de f5.

Ainsi les applications m,, et f, sont nulles pour tout n > 4. O



Annexe A

Controle de la fusion

Nous allons dans cette annexe rappeler la définition du contrdle de la
fusion.

En 1967, J. Alperin a démontré son théoréme de fusion dans son article
[Al1]. T1 permet de simplifier la définition du controdle de la fusion, comme le
montre la propriété A.2.2.

Dans son livre [Th|, J. Thévenaz donne la démonstration de ce théoréme
dans le cadre plus général des groupes pointés. Nous allons adapter cette
démonstration au cas des groupes.

On fixe un groupe fini G et un nombre premier p pour toute cette annexe.
Le symbole < signifie “strictement inclus”.

A.1 Le théoréme de fusion d’Alperin

Soit @ un p-sous-groupe de G, et Ny l'ensemble des p-sous-groupes P
tels que @ < P < Ng(Q). On le munit de la relation d’équivalence engendrée
par les inclusions : deux éléments P et P’ sont équivalents si ’on peut aller
de l'un & 'autre par une chaine P = Ry, Ry, ..., R, = P’ d’éléments de Ny
telle que pour tout ¢ = 1...n on ait R; < R;_; ou R; > R;_;. Ainsi N se
partage en composantes connexes pour cette relation.

On dit que Q est faiblement essentiel si N n’est pas connexe. Un sous-
groupe faiblement essentiel ne peut étre un sous-groupe de Sylow car alors
Ng est vide.

Le groupe N¢(Q) agit par conjugaison sur N en préservant la relation
d’ordre partiel, donc la relation d’équivalence, donc il agit sur ’ensemble des
composantes connexes de Ng. Cette action est transitive par le théoréme de
Sylow, car toute composante connexe contient un sous-groupe de Sylow.
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On dit que @ est essentiel si C(Q) n’agit pas transitivement sur ’en-
semble des composantes connexes de Ng. Si Q est essentiel, il y a plus d’une
composante connexe dans Ng, et donc @ est faiblement essentiel.

On considére Paction de C(Q) sur les composantes connexes de Ny, on
a ainsi des Cg(Q)-orbites, qui sont permutées transitivement par le groupe

Ne(Q)/Ca(Q).

Soit Y une composante connexe de Ny et M le stabilisateur de Y dans
Ne(Q) (si Y est une autre composante connexe de N, alors Y est conju-
guée 4 Y dans N¢(Q), et donc M’, le stabilisateur de Y, est conjugué a M).
Soit Y Dorbite de Y sous laction de C(Q). L'ensemble MCq(Q) est un
sous-groupe de Ng(Q) car Cg(Q) est distingué dans Ng(Q). De plus c’est
le stabilisateur de ). On a les équivalences

o (Q est essentiel si et seulement si MCq(Q) est strictement inclus dans
Ng(Q);
o () est faiblement essentiel si et seulement si M est strictement inclus dans

Ne(Q)-

En fait @ est faiblement essentiel si et seulement si Ng(Q)/Q contient
un sous-groupe propre fortement p-plongé, qui est M/Q dans ce cas.

La propriété suivante peut aider & déterminer si un sous-groupe n’est pas
essentiel, elle ne servira pas dans la démonstration du théoréme d’Alperin.
Un p-sous-groupe ) de G est auto-centralisant si tout p-sous-groupe de G
centralisant @) est inclus dans Q.

Propriété A.1.1. Si Q) est essentiel alors @) est auto-centralisant.

Démonstration : Soit H = QCg(Q), R un sous-groupe de Sylow de H. Si
@ n’est pas auto-centralisant alors R contient strictement @, donc R € N,.
Soit P un sous-groupe de Sylow de Ng(Q) contenant R. Tout autre sous-
groupe de Sylow est de la forme P9 ou g € Ng(Q). On a

Q<RI<HI=H

car H est distingué dans Ng(Q). Donc il existe h € H tel que R = R".
Comme @ < R < QC¢(Q) on peut prendre h € C(Q).

Ainsi P9 et P" sont dans la méme composante connexe de Ng : ils
contiennent tous les deux RY. Donc la composante connexe de N contenant
Q@ est dans la méme Cg(Q)-orbite que celle contenant P9, et @) n’est pas
essentiel. O

Soit P un p-sous-groupe de Sylow de G et soit ¢ : Q — R un isomor-
phisme de la catégorie de Frobenius F(G) tel que @ et R sont inclus dans
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P. 11 existe donc g € G tel que ¢ est induit par la conjugaison par g. Un tel
isomorphisme ¢ est appelé essentiel s'il existe un sous-groupe essentiel L et
un élément h de Ng(L) tels que @ < L < P et ¢ est induit par la conjugai-
son par h (on a alors g = hz ou z € Cg(Q)). On dit que L correspond au
morphisme essentiel (.

Si ¢ est induit par un élément de Ng(P), on dit que ¢ est mazimal, i.e.,
g=hzouh € Ng(P) et z € Cq(Q).

Si Q et P sont deux p-sous-groupes de G, @ < P, on dit que Q est plei-
nement normalisé dans P si P contient un sous-groupe de Sylow de Ng(Q).

On peut maintenant énoncer le théoréme de fusion d’Alperin :

Théoréme A.1.2. Soit P un sous-groupe de Sylow de G, tout morphisme
@ — R entre sous-groupes de P induit par la conjugaison par un élément
de G est le composé d’un isomorphisme suivi par une inclusion, ou l’iso-
morphisme est le composé d’isomorphismes qui sont soit mazrimauz, soit es-

sentiels tels que le sous-groupe correspondant est pleinement normalisé dans
P.

Pour démontrer ce théoréme on va se ramener au théoréme suivant :

Théoréme A.1.3. Soit P un sous-groupe de Sylow de G, QQ un sous-groupe
de P, et h un élément de G tel que Q < P". Alors il existe des sous-groupes
My ... M, et des éléments hy...h, tels que

1. Q < M; < Phhi pour tout i ;

2. h; € Ng(M;) pour tout i ;

3. h=h1...hy;

4. chaque M; satisfait une des trois conditions suivantes :
(a) M; est essentiel et pleinement normalisé dans Phi-"i ;
(b) M; est mazimal ;
(c) hi € Ca(M;).

Démonstration : Soit d I’entier tel que |P : Q| = p?. On raisonne par
induction sur d.

Sid=0,alors Q=P = P" donc h normalise P, lequel est maximal
donc satisfait la condition (b), et le théoréme est démontré dans ce cas.

Supposons que d est strictement supérieur & 0. Comme tout sous-groupe
d’un p-groupe est sous-normal, il existe des sous-groupes R et R’ dans les-
quels @ est distingué et tels que

Q<R<P e Q<R <P
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Ces deux sous-groupes sont inclus dans Ng(Q). Soit T un sous-groupe de
Sylow de N¢(Q) contenant R. Il existe alors y € Ng(Q) tel que R’ < TY.

Comme P est un sous-groupe de Sylow, il existe z € G tel que T' < P*.
On a alors R < P et R < P*. Comme |P : R| < |P : Q| on peut utiliser
I'induction : il existe des sous-groupes Mj ... M, et des éléments x; ...z,
satisfaisant les conditions :

1. Q< M; < PP»%ipouri=1...r,

2. z; € No(M;) pouri=1...r,

3. x=x1...2,,

4. les M; satisfont une des trois conditions (a), (b) et (c).

On a R' < P™ et R’ < P", donc de la méme maniére il existe des sous-
groupes My ysi1... Myt et des éléments y; ...y satisfaisant les condi-
tions :

1. Q < Myygry K PW¥% pouri=1...1,

2. y; € No¢(M,4sy;) pour i =1...¢,

e h =y,
4. pour i = 1...t, M,s; satisfait une des trois conditions (a), (b) et

C la condition (a) étant : pour ¢ = 1...¢ Mr s+i est essentiel et
p ’ +s+
pleinement normalisé dans Pwyl”'yi).

3.y~

On est dans la situation suivante, ou deux groupes sont reliés si celui du
haut contient celui du bas :

P P* Py ph
NS NS
R R

\Q./

Il reste donc & donner une décomposition de y. Si @) est essentiel, le
résultat est acquis car () satisfait bien la condition (a) : @ est pleinement
normalisé dans P® car T est un sous-groupe de Sylow de Ng(Q) tel que
Q<T<Pe.

Si @ n’est pas essentiel, alors par définition il existe ¢ € C(Q) tel que
TY¢ est dans la méme composante connexe que 7. Le couple (Q, ¢~!) satisfait
la condition 4.(c), donc on doit démontrer le résultat pour z = yc : z est un
élément de Ng(Q) tel que T' et 7% sont dans la méme composante connexe
de Ng. On a alors le diagramme suivant :
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On a T < P?, on choisit 21 € G tel que T7 < P%?!, puis 29 tel que
Ty < P*#%1%2_ puis ainsi de suite jusqu’a z,,—1 tel que T}, < P*#12m-1 et
pour finir 2, tel que z = 21 ... 2.

Les sous-groupes S ...Sy, sont éléments de N, donc ils contiennent
strictement @ et on peut utiliser I’induction pour chacun d’entre eux : comme
S; est contenu dans P*?1*i-1 et dans P**!'* alors z; se décompose de la
facon demandée par le théoréme, et ceci achéve la démonstration. O

Démonstration du théoréme A.1.2 : Soit Q, R < P,et ¢ : Q — R
un morphisme induit par la conjugaison par un élément g de G. On a Q9 <
R < P, donc il suffit de montrer que 1’isomorphisme @ — Q9 donné par la
conjugaison par g est composé d’isomorphismes du type voulu.

On applique alors le théoréme A.1.3 en posant h = g~!. On pose ensuite
Ly =My, g1 =hi{t, Lo = M, go = hihy 'hy?, et ainsi de suite.

On a donc g = g1 ...9gn, €t g1 donne par conjugaison un isomorphisme
Q — Q91 les autres éléments g; donnent par conjugaison des isomorphismes
QI 9i-1 — Q919 De plus Q99 < L;, et g; € Ng(L;) pour tout i.

Soit ¢ € {1...n}. Si la condition (c) est vérifiée par le couple (M;, h;)
alors 'isomorphisme donné par g; est trivial donc on peut le supprimer. Si
la condition (a) est vérifiée alors L; est essentiel car conjugué a M;, et il
est pleinement normalisé dans P par conjugaison. Enfin si la condition (b)
est vérifiée alors g; induit un isomorphisme maximal. Le théoréme est donc
démontré. m

Le corollaire suivant est juste une autre formulation du résultat :

Corollaire A.1.4. Soit P un sous-groupe de Sylow de G, Q) un sous-groupe
de P, et g un élément de G tel que Q9 < P. Alors il existe des sous-groupes
Ly...L, de P, des éléments h; de Ng(L;), et un élément z de Cg(QY) tels
que :

o« QMM < Ly pouri=1...n.

e g="hy...hpz.
De plus chaque L; est soit égal a P, soit essentiel pleinement normalisé dans
p.

A.2 Conséquence sur le contréle de la fusion

On donne tout d’abord la définition de la notion de contréle de la fusion,
puis une simplification grace au théoréme d’Alperin.

Définition A.2.1. Soit G un groupe fini, H un sous-groupe de G, p un
nombre premier. On dit que H contréle la fusion des p-sous-groupes de G si
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o H contient un p-sous-groupe de Sylow P de G ;

o 51 Q) est un p-sous-groupe de P et g un élément de G tel que 9Q < H, alors
g€ HCq(Q).

La propriété suivante est conséquence de la proposition [Th, 49.5] :

Propriété A.2.2. Soit G un groupe fini et p un nombre premier, P un sous-
groupe de Sylow de G, et H un sous-groupe de G contenant P. Les conditions
suivantes sont équivalentes.

(i) H contréle la fusion des p-sous-groupes de G ;

(ii) on a Ng(Q) = Ng(Q)Cq(Q) pour tout p-sous-groupe Q de P ;

(iii) on a Ng(Q) = Ng(Q)Cq(Q) pour tout sous-groupe Q@ de P essentiel
ou mazximal, pleinement normalisé dans P.

Démonstration : Les implications (i) = (i7) = (iii) sont claires.

Supposons que (7i7) est vrai. Soit () un sous-groupe de P, g un élément
de G tel que 9Q < H. Soit P’ un p-sous-groupe de Sylow de H contenant Q).
Il existe h € H tel que 9Q < "P, i.e., h_ng < P. Comme on veut montrer
que g € HC;(Q), on peut supposer que 9Q < P.

On considére le morphisme ¢ : Q — 9Q) donné par la conjugaison par
g. D’aprés le théoréme A.1.2, ce morphisme est composé d’isomorphismes
maximaux ou essentiels dont les sous-groupes correspondants sont pleine-
ment normalisés dans P. Soit ¢y ... @, ces morphismes, L1 ... L, les groupes
leur correspondant. Pour tout ¢ on note @; la source de ¢;.

On a Q; < L; < P, et ¢; est induit par un élément de Ng(L;), donc
par un élément de Ny (L;)Cq(L;) d’aprés 'hypothese (iiz). Comme Q; < L;,
l’élément de C¢(L;) induit le morphisme trivial, donc finalement ; est induit

par un élément de H. Par composition, ¢ est induit par un élément de H,
et donc g € HCg(Q). O

Nous avons alors en corollaire le théoréme de Burnside :

Corollaire A.2.3. Soit G un groupe fini, P un p-sous-groupe de Sylow de G,
et H = Ng(P) son normalisateur dans G. Si P est abélien alors H controle
la fusion de p-sous-groupes de G.

Démonstration : Soit () un p-sous-groupe strict non trivial de P. Comme
P est abélien alors P C Cg(Q), et @ n’est pas auto-centralisant, donc a
fortiori non essentiel, ¢f propriété A.1.1. La condition (iii) est donc tautolo-
gique. O



Annexe B

Tables de caractéres et
matrices de décomposition

On utilisera dans toute cette annexe les notations définies dans le chapitre
1, en supposant que ¢ = 2. Rappelons les principales d’entre elles :

o IF est un corps algébriquement clos de caractéristique p impaire,
« ¢ est une puissance de p,

o 3 est un générateur de IFCTQ dans F,

e a = 9" donc a est un générateur de F,

e a, b, u et v sont les entiers tels que ¢ — 1 = 2%, g+ 1 = 2%v, u et v étant
impairs,

e (K, O, k) est un systéme 2-modulaire, O étant supposé assez gros pour
tous les groupes en présence,

e ( est une racine de I'unité d’ordre ¢ — 1 dans O,

o &= (It

B.1 PSLsy(q)

On utilise dans cette partie l'article de Burkhardt [Bu|, qui donne les
caractéres modulaires irréductibles des groupes PSL2(q) en toute caractéris-
tique.

B.1.1 Cas ¢=1 (mod 4)

La table B.1 donne les caractéres irréductibles des groupes PSLy(q). Les
éléments sont représentés par un de leurs antécédents dans SLa(q).
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La table B.2 donne la restriction des caractéres irréductibles de PSLy(q)
aux 2’-éléments. La table B.3 donne les caractéres modulaires irréductibles

de PSLQ((])

La matrice de décomposition est :

11 1 1 2
11 1
1 1 1
1 11
11 1
1 1 ) o
Les blocs -, ..~ sont de taille 5=

2

fois chacun, ainsi le 2 apparait 22 — 1 fois. Le bloc

% X %. La matrice de Cartan est :

x (u — 1), ils apparaissent 2¢~2

1
'-.1 final est de taille

2a 20,71 2a71

ga—1 2a—2+1 9a—2

20,71 20,72 2a72+1

2(171
2a71
Tableau des % (mod 2) :

11 0 0 0 0
11 0 0 0 0
11 0 0 0 0
1 1 gnyg—m 0 0 0
1 0 0 é4in+§—4in 1 1

Les caractéres du bloc principal sont donc les caractéres @o, @), @1, P—1,

et leS @Auqflf/\u pouI' )\ — ]. e 2&—2 - 1

B.1.2 Cas ¢ =3 (mod 4)

La table B.4 donne les caractéres irréductibles de PSLa(q) si ¢ = 3

(mod 4).
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TAB. B.1 — Caractéres irréductibles de PSLy(q), ¢ =1 (mod 4)

a™ 0 a™ 0 y(Bla=bn g
_ _ 1—
cses | (4] (0 a") (020t ) |y | ey
n:%l n=1 % n:l,,,%
Cardinal de a(g+1) 1 -1 -1
cette classe ! 2 9(g+1) a(g—1) 2 2
B0 1 1 1 1 1 1
@h q 1 1 -1 0 0
2 g—1
AT I B C Vel B GV 0 L+eyd|3(1-2vD)
. ) g—1 g—1| . )
fp“rff_s g1 |t peitT | ginge—in 0 1 1
i=1...—
‘w(Q*;)_il g—1 0 0 7<—2(q—1)in7<2(1—q)in 1 1
=12~
TAB. B.2 — Restrictions aux 2’-éléments
Oé//" O /1 un O
Classes de (1 0) ( 0 au—n) 7(6 0 ﬁnfun) (1 1) (1 a)
2'-¢léments 01 1 a1 01 01
n=1. = n:l...T
B0 1 1 1 1 1
@ q 1 -1 0 0
> atl 1 la la-
Pe 2 0 2( +€\/Z]) 2( E\/Z])
Pi q-1—i g+l | 2" ling g2 lin 0 1 1
'(Z}(q—l)i q—1 0 _¢2(g=1)in _2(1-q)in -1 1

TAB. B.3 — Caractéres modulaires irréductibles de PSLy(q), ¢ =1 (mod 4)

CVNn 0 /1un 0
Classes de (1 0) ( 0 o/’—") V(B 0 ﬂ”_“") (1 1) (1 a)
2/-éléments 01 g u-1 _q a-1 01 01
n= 5 n— T
o0 1 1 1 1 1
—1
o4 5 -1 3(=14+va)| 3(=1-1/)
- = —1 31V |5 (- 14va)
1Jiu—1 g1 | 2% ting =20 hin 0 1 1
1=1.. 5
Z_lTiq_l q—l 0 _CQ(q—l)in_CQ(l—q)in -1 -1
=1..7
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La table B.5 donne leurs restrictions aux 2'-éléments, et la table B.6
donne les caractéres modulaires irréductibles de PSLa(q) si ¢ = 3 (mod 4).

La matrice de décomposition est :

11
11 1
1 1 1
1 11 1
11 1 1
1
1
1 1 . —1 . . b 2
Les blocs -, .-~ sont de taille 5= x (v — 1), ils apparaissent 2°~
11

1
fois chacun. Le bloc '-_1 final est de taille % X %. La matrice de Cartan

est :

2 1 1

1 20241 ob—2

12072 2072y

2b71
2b71
1-
Y

Tableau des W (mod 2) :

1 0 1 0 00

1 0 1 0 0 0

1 0 1 0 0 0

1 0 1 Ga—bingi-in () ()

1 grye—n 0 0 1 1

Les caractéres du bloc principal sont donc les caractéres @o, @, U, P_q,
et les ¥y,_1), pour A =1... 20-2 _ 1,

La table B.7 donne les caractéres irréductibles de PGL2(g). Les éléments
sont représentés par un de leurs antécédents dans GL2(q). La table B.8 donne
leurs restrictions aux 2'-éléments.
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TAB. B.4 — Caractéres irréductibles de PSLy(q), ¢ = 3 (mod 4)

a™ 0 ~( Bla—Hn ~(Bla=br g
10 ( 0 —”) ( 0 <1—'Z>") ( 0 (1—q>n) 11 1-1
Classes (01) o : 51 B . (01) (0 1 )
e net.. 050
Cardinal de q(g—1) _ -1 -1
cette classe ! a(g+1) 2 a(g—1) 2 2
@0 1 1 1 1 1 1
@0 q 1 -1 -1 0 0
Pe _ q=3 n Cltey/=q| —1-ey=g
A e (-1 (1) B e
e=
b ) 21, 1-42, ) )
P g1 |0 | T | e camam | -1
i=1... 1
Z;"l‘ﬁ% g1 | gingg—in 0 0 1 1
TAB. B.5 — Restrictions aux 2’-éléments
a™ 0 rrun 0
Classes de (1 0) ( 0 afn) W( 0 5//—un) (1 1) (1 71)
2/_¢léments 01 a—3 o1 01 01
n=1 T n=1... >
©o 1 1 1 1 1
A q 1 -1 0 0
7 —1
- = 0 -1 3(-1+ev=q) | 3(-1-ev=q)
- b b
’I;Z)(qfl)i q— 1 O 7<2 u17<—2 ui —1 -1
Sbi i q + 1 §i7z+§—i7z 0 1 1

TAB. B.6 — Caractéres modulaires irréductibles de PSLa(g), ¢ =3 (mod 4)

Classes de ( 1 0) (Cz)n agn ) W(ﬁﬁoun ﬁu(—)u" ) (1 1) (1 -1 )
2/-éléments 01 n:l...% n:l...”gl 01 01
00 1 1 1 1 1
o 1 0 —1 L-v=a) | 3(-1-v=9)
o_ 1 0 —1 11V | 3(-14VTD)
Z:fi$ q+1] ¢npemin 0 1 1
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TAB. B.7 — Caractéres irréductibles de PGL2(q)

10 1 Y Bn 0
10 10 n aly1 0 an 11
Classes (o) (551) bo )73 BT 50) (o 572 (o1)
n=1...4= n=1...4=
2 2
Cardinal de a(g+1) a(g=1) 2
cette classe ! 2 a(g+1) 2 a(g—1) ¢ 1
@0 1 1 1 1 1 1
a—T1 atT
Pg-1 (=72 (-1~ (=1)72 (=" 1
@) q 1 1 -1 -1 0
_, a1 N T n
@yt q (=D | (=D (=12 —(-1) 0
o
@iiﬁlﬂ' A n —in
s | a1 | 2-1)7 € 0 0 1
1=1..
1f’(qfl)i g—1 0 0 72(71)1' 7<(q—1)in7<—(q—l)in -1
i=1..951
TAB. B.8 — Restrictions aux 2’-éléments
10 e
Classes de (1 0) (0 a//n) 7( 0 B//qn) (1 1)
2/-éléments 01 1 _1 01
n=1...%5 n=1...%5
P0;Pqg—1 1 1 1 1
2
‘:567‘:52171 q 1 -1 0
o
Pi g1~ g+l | g2tinge—2%in 0 1
Y- g—1 0 —2" P a-in_—2"FP(q-Din | 3

TaB. B.9 — Caractéres modulaires irréductibles de PGL2(q), ¢ =1 (mod 4)

1 0 /m O
Classes de (10) (Oa//n) PY( 0 ﬂ//qn) (1 1)
2/-éléments 01 ne1 “;1 ne1 ”51 01
00 1 1 1 1
6 q—1 0 —2 -1
zflpiu—l g+l | 2tinge2tin 0 1
— T
/
1Piq71 g—1 0 _C2a+b(q7l)in_cf2“+b(q71)z’n 1
i=1...47

Note : o = 2", B = g>"*".
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B.2.1 Cas ¢=1 (mod 4)

Tableau des % (mod 2) :

O O O O O

—in

1
1
1
1
1 gin
1

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0

O = e
ot cocoo
]

Cla=1)iny f=(q=1)in

Les caractéres du bloc principal sont donc @o, @e-1, @), @41, €t les
P R

@i o1 tels que uli (ils sont au nombre de 227! + 3).

Calcul des caractéres modulaires irréductibles :

Appelons pg, p; pouri=1... “T_l, et p;/ pouri=1... % les restrictions
aux 2'-éléments des caractéres respectifs @o, @41, €t @(q_l)i. La restriction
de chacun de ces caractéres & PSLy est un caractére modulaire irréductible,
donc ils sont eux-méme irréductibles.

En faisant le compte du nombre de classes de conjugaison de 2’-éléments
on constate qu’il manque un caractére modulaire irréductible. Appelons-le pf,.
Le bloc principal contient au moins deux caractéres modulaires irréductibles
car tous ses caractéres ne sont pas multiples du caractére trivial, donc pf, est
dans le bloc principal.

Considérons le caractére induit de PSLy & PGLg par o4 (ou par o_). On
vérifie qu’il est dans le bloc principal de PGLs, donc combinaison linéaire &
coefficients entiers positifs ou nuls de py et de pf. Or sa restriction & PSLo

est 04 + 0, ce qui impose que pj = IndESLLj Ot

On en déduit la table B.9 des caractéres modulaires irréductibles de
PGL2(q) pour ¢ =1 (mod 4), puis sa matrice de décomposition :

11 1 1 2
11 1
1 11 1
11 1 1
1 1
11
1 1 . 1 . .
Les blocs “-. .- sont de taille 5= X (u — 1), ils apparaissent 201
11
) 1 1 ] . .
fois chacun. Le bloc  *-. .= final est de taille 1= x 4=,
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La matrice de Cartan est :
2a+1 2a

2a 2(1—1 +1
2“‘

.‘2(1

Si ¢ =5 (mod 8), les caractéres du bloc principal sont @o, @g-1, @ et
2
Duse- Oes matrices de décomposition et de Cartan sont

Cr e () o

B.2.2 Cas ¢ =3 (mod 4)

Ci
Tableau des W (mod 2) :

o O O o O

£—in

éin

—_ o e e

1
1
1
1
0
1

O O O OO
oo oo oo

ot oococo

é(q71)1n+57(q71)in

Les caractéres dans le bloc principal sont @g, @g-1, @ et les T/;(qq)z‘ tels
2

que v|i (il sont au nombre de 20~ + 3).

Le raisonnement utilisé dans le cas ¢ =1 (mod 4) permet ici aussi d’ob-
tenir la table B.10 des caractéres modulaires irréductibles.

Sa matrice de décomposition est la suivante :

1 1
Le premier bloc R est de taille % X %, les blocs

v—1
2

suivants sont de taille x (v — 1), ils sont au nombre de 2°71.
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La matrice de Cartan est :

4 2
2 2-1 41

Si ¢ =3 (mod 8), les caractéres dans le bloc principal sont @y, -1, @
2

et 1,1y, Ses matrices de décomposition et de Cartan sont
1111 4 2
Y (f2) ©2)
B.3 SLQ(Q)

Les caractéres irréductibles de SLa(q) sont donnés par la table B.11.

Ci
Tableau des W (mod 2) :

1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
Lognpgn 0 S S S G
L ale al ol o
1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0

Les caractéres modulaires irréductibles sont les restrictions de g, 1] et
/
(P

Sig=1 (mod 4), la matrice de décomposition est

11 2 11
1 1 1 1
1 1 1 1
1 11 1
11 1 1
1
1
1 1 . -1 . . 1
Les blocs "-. .-~ sont de taille “5= x (u — 1), ils apparaissent 2~
11

1
fois chacun, ainsi le 2 apparait 2~ — 1 fois. Le bloc '-_1 final est de taille

”51 X ”51. La matrice de Cartan est :
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TAB. B.10 — Caractéres modulaires irréductibles de PGL2(q), ¢ = 3 (mod 4)

Classes de (1 0) ((1] ap/" ) 7( gn gran ) (1 1)
2/-éléments 01 n=l uT_l nel.. ”gl 01
0 1 1 1 1
o qg—1 0 —2 1
1p;U71 q-— 1 0 7<21+b(q—1)in7<—21+b(q—1)in -1
i=1...%5

TAB. B.11 — Caractéres irréductibles de SLa(q), ¢ impair

0
10 am 0 (B0
MY %) (06") 11\ [(—1 1 lay [(-1 a
Classes 01/ (R 0a (o1) |Co 20| (o) {0 )
_ n=(g—1)m 01 0 —1 01 0 —1
A=+1 =43
- n=-5- m:l...%
Cardinal de 21 24 21 2
cette classe ! a(q+1) a(g—1) = 5 s s
©o 1 1 1 1 1 1 1
el q 1 —1 0 0 0 0
Soiq73 (q+1))\i gin_’_g—in 0 1 (_1)1' 1 (_1)i
i=1... 5
,1%(1—1 (g—1)x* 0 —¢in—¢Tim| 1 —(=1) -1 | =(=1)
i=1...9—=
A Q+1>\q—5— (=1)n 0 licr | Lppep | Logp| 1&gy
e—t1 2 273 2MT3 2732 2"~ 3
! _q.af1
T e I B e A e A U
qg—1
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2a+1 20 2a
2a 20,71 +2 20,71
20 2a71 2a71+2

2a

.2a

Si ¢ =3 (mod 4), la matrice de décomposition est

11 11
1 1 1 1
1 1 1 1
1
1
1 11 1
11 1 1

! ! : 1 : : b—1

Les blocs -, .-* sont de taille 5= x (v — 1), ils apparaissent 2°~

1
fois chacun. Le bloc ‘-_1 final est de taille “Tfl X ”7*1 La matrice de Cartan

est :
4 2 2
2 2b-lyz bl
2 2b-1 2b-lyo
1
'1
2b
o
B.4 GLQ(Q)

La table B.12 donne les caractéres irréductibles de GLa(q). Elle est tirée
de [DM2, page 154]. Une accolade au-dessus d’une colonne indique le nombre
de classes représentées par cette colonne, une accolade devant une ligne in-
dique le nombre de caractéres représentés par cette ligne. Ces informations
servent & contrer les défauts d’indicage.
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TAB. B.12 - Caracteéres irréductibles de GL2(q)

(g=1)(g—2) q(g—1) (1)

(g—-1) 5 ;
7 ——
n o 0 (B 0 n
(a On) (Oam) (ogqn) (a 1n)
Classes 0« 0 «
—0 9 n,m=0...¢g—2 |n=1...¢2—2 0 )
e n<m q+1in n=tea
Cardinal de 5
1 1 1 1
cette classe alg+1) q(g—1) q
Pi 2in i(n+m) in 2%in
-1
(@ ){ 1=0...q—2 € 3 3 £
@} 2 ()
-1 i in i(n+m _ gin 0
(=D 1=0...q—2 9 § 3
Pij
—1)(g—2 o o ) v o
% { 4,j=0...q—2 (q.i,.l)é‘(’H’])n £1n+3m+§zm+]n 0 &'(’H’J)n
1<j
bi
q(q;l) { Z’:l...q272 (qfl)gm 0 70"*(“” 7§in
q+11i

~ W(f}gn [30"), ; = 14 ol gi est compté modulo ¢* — 1.

Note : /(7" ggn)
On pose 7= (7)) € GLa(c?).
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Les caractéres du bloc principal sont :

o iy pour A=0...2—-1,
o Oy pour A=0...2%—1,
o QOyxupu POUr A pu=0...29-1  A<up,
o Ynuw  pour A=1...20F0 1 20y

Le bloc principal de GLy(q) contient deux caractéres modulaires irréduc-
tibles, le caractere trivial et un caractére de degré ¢ — 1, égal a la restriction
d’un caractére 1y, aux 2’-éléments.

Sa matrice de décomposition est la suivante :
1 ... 1 1 1 2 .. 2.0 --- 0
o --- 01 - 11 - 11 - 1
—_— Y—
2a 2a 2a71(2a71) 2a71(2b71)

et sa matrice de Cartan est
2a 2a+1 2a
2a 2a71 4 2b71 .
B.5 Sous-groupes locaux de Gl (q)

Les tables B.13 et B.14 donnent les caractéres irréductibles de H. et Hy,
normalisateurs des tores T, et T, et de leurs ¢-sous-groupes de Sylow P, et
P si ceux-ci sont non-triviaux.

Les tables B.15 et B.16 donnent les caractéres irréductibles respective-
ment de H], normalisateur d'un 2-sous-groupe de Sylow si ¢ = 1 (mod 4),
et de H's, normalisateur d’un 2-sous-groupe de Sylow si ¢ = 3 (mod 4).

On rappelle que I'on note P’ un 2-sous-groupe de Sylow de SLy(q), et que
si ¢ = +3 (mod 8) alors on a des isomorphismes P ~ Qg et Ng, q)(P’) ~
Qs x (3. La table B.17 donne les caractéres irréductibles de Qg x Cj.

Soit H = Ngp,,(q)(P')- Les caractéres irréductibles de H sont donnés par
la table B.18 si ¢ =5 (mod 8), et par la table B.19 si ¢ = 3 (mod 8).
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TAB. B.13 — Caractéres irréductibles de H,

(-1 ebed )

n
0
a™ 0 o 01
Classes ( 0 C“n) ( 0 o ) (ano)
n,m=0...qg—2
n=0...q—2 n<m n=0...q—2
Cardinal de 1 9 g-1
cette classe
(q—l){ iiOXiq_Q §2in gz(n+m) gzn
!
(q—l){ i*OXiq—Q g2in gilntm) _gin
Xij
(q_1)2(q_2) i,j=0...g—2 2£(z+g)n gin+jm+£im+jn 0
1<j

TAB. B.14 — Caractéres irréductibles de HJ

@-n LD

n
(om 0) 7(60 62”) y( 0 5n)
Classes 0 o™ B 0
0nge2| =T o g
n=0...q— a+1in n=0...q—
Cardinal de
1
cette classe ! 2 at
Xi 2in in in
-1
(a ){ e | € ¢ ¢
X! 0 , .
-1 i in in _¢in
(a ){ o | € 3 3
X7
-1 i ) ) .
q(q—2) i:l...q272 2£zn Czn+<q1n 0
q+1fi

Note : 7(60” Bgn) ~ 'Y(ﬁgn 160")’ Xi = Xy; ou ¢i est compté modulo ¢ -1
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TAB. B.15 — Caractéres irréductible de H

—1
(-1 e (1)
—
n a™ 0 0 am
Cl (OE) o?n) ( 0 a"a’m) (ana/m 0 )
asses . n=0...g—2 n=0...u—1
Cardinal de 1 2 29
cette classe
(q—1>{ » & gring/im grngrm
1=0...q—2
(q—l){ Xi g2im gingrim —gingrim
1=0...q—1
Xi j
Thee-pg | T g fengamagUom) o
j=0..2°—
204i—2j

Note : (aon ) ™~ (a”‘g'm 5)s Xij = Xij—i Ot i — j est compté modulo 2%,

TAB. B.16 — Caracteres irréductibles de H.

—1
@1 ey (a-1)
——
/1 0
a™ 0 ( //qn) o g’
n 0 B
Classes ( 0 « ) et 2b( 11 (6//qn 0 )
—0..q—2|" n=0...20—1
n=0...q 2b1’n
Cardinal de 1 2 9b
cette classe
Xi 20in in in
-1
(a ){ 1=0...q—2 ¢ ¢ ¢
X5 2b; i i
—1 2 mn mn _¢cin
(g ){ i=0..q—2 3 3 i3
1 Xy , , :
T(Qbil) i:l...2b(q71)fl 2£zn C/m+</qm 0
204
" 1qn N . 4
Note : (60 B’PQ") ~ (ﬁo 6’0’")’ Xi = Xg; Ol gi est compté modulo 2b(q —1).
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TAB. B.17 — Caractéres irréductibles de Qg x Cy

Classes 1| -1 | £{hr,hshK} A —A| A? —A?

Cardinal | 1 | 1 6 4 4 4 4
X0 111 1 1 1 1 1
X1 111 1 w w w? w?
X2 1)1 1 w? w? w w
X, |2]-2 0 111
X; | 2]-2 0 ~w | w | —w?| Ww?
Xy | 2]-2 0 —w? | W | —w w
X" 3|3 -1 0 0 0 0

Note : w est une racine troisiéme de 'unité.

TAB. B.18 — Caracteéres irréductibles de H (¢ =5 (mod 8))

—~1 -1
(a-1) = (a-1) (a-1) ==
N N e N e N N
a™ 0 a™ 0 a™ 0 0 o™
Classes ( 0 a") ( 0 a") ( 0 o ") ard (o/a” 0 )
n=0...q—2 n:O...q%3 n=0...q—2 n=0..9=21 , . %3
cette classe | ! ° s 8 12
(ql){ ,iiOXiQ_Q £2in (71)i£2in £/i£2in £2in (75/)1’&21%
(g—1) X; 25(2i+1)n 0 (1+§/)§/i£(2i+1)n _£(2i+1)n 0
1=0...q—2
(4)
g1 Xi 2in ig2in 2in
= 2 2(—1 0 - 0
2 i=0...952 ¢ (=1)°¢ ¢
" . s o
(q—l) ) Xi 3£2in _(_1)i£2in £/Z£2zn 0 _(_5/)Z£2m
1=0...q—2
"
% ' OXiq_S 4¢2i+n 0 0 ¢@itn 0
1=0...45=
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TaAB. B.19 — Caracteéres irréductibles de H (¢ = 3 (mod 8))

q—1 g—1
(=) 5 ) T (a—1)
P e e N
a" (39)| a"hr | a"A | a"B o"h, B
Classes n=0...9=3 | n=0...0—2|n=0...9=3 n=0...0—2
n=0..q—2|"= V" |V =0...45 =0...q
Cardinal de 1 6 8 19 6
cette classe
(ql){ i_OXiq72 £2in £2in £2in £(2n+l)i 5(2n+1)i
(¢-1) i:oxgq—Q 2¢(2i+1)n 0 —g(2it+n 0 £(2i+1)n+i<—/2(<—/3u_<./u)
(4)
1 ( ) ] ’
qT _Xz 3 2&-2177, 2&-2271 _&'217’1 0 0
i=0...75~
(¢—1) Z;OXQIq_Q 3¢2in —g2in 0 _g@nt1)i £@nt1)i
"
qu ‘ Xiq 5 46(2i+1)n 0 £(2i+1)n 0 :
i=0... 75"
B.6 2,et &,

Soit A4 le groupe des permutations paires d’un ensemble & 4 éléments.
On choisit dans 204 une double transposition 7’ et un 3-cycle o. Les représen-
tations irréductibles de 2A4 sont les suivantes (on choisit une racine troisiéme
de l'unité j) :

Classes el| 7T o |o

Cardinal de
cette classe

X1 1 111
Xj 1l 1] |3?
X;2 L] 1]4°%]7
X3 3| -1|0 0

Les caractéres modulaires irréductibles de 24 sont :

Classes| e | o | o2
1 1 1
J 1lj |42

32 123

Les matrices de décomposition et de Cartan sont :
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1 0 01 2 11
01 01 1 21
0 011 1 1 2

Soit &4 le groupe des permutations d’un ensemble & 4 éléments. On dé-
signe par 7 une transposition, 7/ une double transposition, o un cycle de
longueur 3 et p un cycle de longueur 4. Voici la table des caractéres irréduc-
tibles de G4 (les noms des caractéres proviennent de ceux des caractéres de
H, cf tables B.18 et B.19, et propriété 1.4.5) :

Classes el | o T P

Cardinal de 1] 3 8 6 6

cette classe
X0 1] 1| 1| 1| 1
Xzu 1] 1| 1|=-1]-1
xg 3|-1| of|-1] 1
X4, 3|-1| o 1]|-1
P2 21| o] o

En calculant les W modulo 2, on obtient que k&4 n’a qu’un seul

bloc. Les caractéres moduiaires irréductibles sont :

Classes| e | o
a [1] 1. (B.3)
a1 2 —1

11110

00111 ), et la matrice de Car-

La matrice de décomposition est donc (

tan est (‘213)

B.7 Structure des modules sur k2, et kS,

On utilise les foncteurs de restriction et d’induction entre &4 & 24 pour
donner la structure de Leewy des modules projectifs sur k24 et £S4. On les
note juste Res et Ind. On a

Resag =1 et Resa;=j+j°

et par dualité
Ind 1 =2ap, Indj=1Ind j%2=0y.
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On fait ’amalgame entre les modules simples et leurs caractéres. Le mo-
dule Ind 1 est indécomposable, car

Homye, (ap, Ind 1) = Homyg, (1, 1),
et ce dernier k-espace vectoriel est de dimension 1. De la méme fagon on
montre que le module Res a; est somme directe des modules j et j2.

Soit Py, P; et Pj2 les enveloppes projectives respectives des modules
simples 1, j et j2. On a P;/rad(P;) = 1 et soc(P;) = 1, donc en utilisant la
matrice de Cartan de 24 le caractére modulaire du module rad(P;)/soc(P;)
est j 4 j2. De plus, le module rad(P;)/rad?(P;) est un quotient du module
rad(Py)/soc(Py).

Le module semi-simple rad(P;)/rad?(P;) est isomorphe au module
Do

ol o parcourt ’ensemble des modules simples et n, = dimy Exti,% (0, 1)
(voir par exemple [Be, 2.4.3.]). La connaissance du caractére modulaire de
rad(Py)/soc(Pr) montre que n; = 0, et que n; et nj2 peuvent valoir 0 ou 1.
Ils ne peuvent étre nuls tous les deux car rad(P;)/rad?(Py) est non vide.

On a par adjonction
Extjg, (1, §) = Extig, (a0, 1) = Extjg, (1, 5%),

donc nj = nj2 = 1. On en déduit donc la structure de P, celles de P; et Pj2

s’obtiennent de la méme fagon :
1 J 7’
P=j Jj P= 32 1 Po= 1 j.

Soit Qg et Q1 les enveloppes projectives des modules simples de caractéres
g et aq respectivement. On calcule, toujours en utilisant I’adjonction entre
la restriction et I'induction, que

Ext,i&l(ao, ap) ~ Eth%cal (a1, ag) ~ k
puis que
Extie, (o1, 1) =~ Extg, (4, §) @ Extig, (7%, 7) ~ k.

En utilisant de plus la matrice de Cartan de k&4, on obtient la structure de

Q1 :

Q1= o

Qo
ai
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Il existe donc un module indécomposable V' de dimension 2 dont la téte
est isomorphe & «q et le socle est isomorphe & a1, et un module indécompo-
sable W dont la téte est isomorphe & ag, le socle est isomorphe & «q, et tel
que rad(W)/soc(W) ~ ay :

Qg
(0]

V= "9 W= ap
aq

(5]

Ces deux modules ont pour enveloppe projective g, donc on en déduit la
structure de celui-ci :

On vérifie les résultats suivants :

L’algébre Endye, (Qo) est isomorphe a k[Cy x Cs], ou les groupes C5 sont
engendrés par a et b définis par

e7)] e7)]
Qg 061\‘ ag aq
14a :
ay Qg T ai Qg
Qo Qo
1 b (7)) (651 (%)) a1
+0 : .
(&3] (7)) (651 (&7))
Qo Qo

L’algébre Endye, (Q1) est isomorphe & kCy/(1 + ¢+ ¢ + ¢3), oit Cy est

engendré par ¢ défini par
o1 a1
l4c: o Qi
N Qo

aq a1

Le k-espace vectoriel Homyg, (Qo, Q1) est de dimension 2, il a pour base
les morphismes e et f définis par
ap aq
Qg

e : T
al Qo Qo
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Qo aq
(7)) a1 (&7s)

f : & .
aq Qo 7))

o aq

Cet espace vectoriel est un (End(Qo), End(Q1))-bimodule, sur lequel b
et ¢ agissent trivialement et a agit par ae = e+ f, af = f.

Le k-espace vectoriel Homyg, (Q1, Qo) est de dimension 2, il a pour base
les morphismes €’ et f’ définis par

ap N} oy
a1 [0

Cet espace vectoriel est un (End(Q1), End(Qp))-bimodule, sur lequel b
et c agissent trivialement et a agit par ¢'a = ¢ + f/, fla = f'.
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