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Introduction

La premiére partie de cette thése consiste en 1’étude de la monodromie de la solu-
tion du probléme de Cauchy ramifié. Plus précisément, nous donnons une estimation
du spectre de la monodromie de la solution du probléme suivant

a(z, D)u(z) = wv(z),
(1)

Dlu(z) = wu(a') pourzg=0,0<h<m-1

ou a(x,D) est un opérateur d’ordre m a caractéristiques multiples de multipli-
cité constante, v est ramifié autour des caractéristiques de l’opérateur issues de
T : 29 =1 =0 et les wy, sont ramifiés autour de 7. On sait, d’aprés le théoréme
de Leichtnam [12, 19|, que la solution de ce probléme est aussi ramifiée autour de
la réunion K des caractéristiques issues de 7. On peut montrer alors le théoréme
suivant.

Théoréme Il existe O, voisinage ouvert de l'origine de C™*, tel que le probléme
(1) admette une solution u € H(R(Q' \ K)) et tel que si les données v, wy, sont de
détermination finie, alors u est aussi de détermination finie et on a, pour tout lacet
v tracé dans Q' N K

7,(v) € (1) € 0 (0) U 7 (0) U ()

ol 7y; désigne le lacet s — (0, k;(v(s)),a") (ki(x) =0, i =1,...,d, désignant les
équations locales des hypersurfaces caractéristiques issues de T ), ou o5(f) désigne
le spectre de la monodromie de f le long du lacet 0 et ot w = (wo, ..., Wy-1). De
plus, st v est a monodromie résoluble, alors la solution est & monodromie résoluble.

Naturellement, toutes ces notions seront détaillées plus précisément au chapitre
2 de la partie 1.

La preuve de ce théoréme passe tout d’abord par la résolution de ce théoréme
dans le cas o v = 0. On est alors amené & étudier la monodromie de solutions

de problémes intégro-différentiels étudiés par Pongérard-Wagschal [19]. Ce sont des

il



problémes de la forme

((D§ — Aw(z,D))ult,x) = Y AP(z, D)D; ult, z) + wn(t,z),

(Db — Ap(x, D))u(t, z)

= ZA;‘(ac, D)D; u(t, ) + wy(t,x) pour 15 =0, 0 < h < m.
\ lel

Les hypothéses liées a ces problémes sont les suivantes : les opérateurs A et AP sont
des opérateurs différentiels linéaires a coeflicients holomorphes dans un voisinage
ouvert ; de 'origine de C™*!; I’ensemble £ est une partie finie de Z*. On suppose
enfin que les ordres des opérateurs vérifient pour tout 0 < h <m

ordre A, < h, ordre,, Ay < h,

h+1—-1 sil <0,

OrdreA?S{hH §il> 0.

Enfin, les données wy, (0 < h < m) sont supposées holomorphes sur R(O) x © ou O
est un ouvert connexe de C et {2 un voisinage simplement connexe de 'origine de
Cntl,

Lorsque v = 0, on résoud en fait la monodromie dans le cadre du théoréme
d’Hamada-Takeuchi, sous certaines hypothéses concernant ’ouvert O. La preuve du
théoréme général est alors une conséquence relativement facile du cas v = 0.

On précise ensuite la solution du probléme lorsque v = 0 dans le cadre du
théoréme d’Hamada-Leray-Wagschal [5, 19]. Pour cela, on utilise la structure des
fonctions de détermination finie dans un disque pointé. Ce sont les fonctions qui

s’écrivent sous la forme .
> () [Int]
meM k=0

ot M est un ensemble fini, p,, € C et ag, € ’H(Dw) avec D, = {z€C; 0< |2| <w}.
On définit des espaces h(p,q) de la maniére suivante.

Définition Soient p € C tel que Re(p) € [0,1] et ¢ € N. On dit que u € h(p,q) si
il existe un réel w > 0 et 2 un voisinage ouvert simplement conneze de lorigine de
C™! tels que u € H(R(D,,) x Q) soit de la forme suivante

> ta(t, z)[Int)*

ot les fonctions ax sont holomorphes sur Dy, x§) et oi ag € H(D,xQ) lorsque p = 0.



On prouve alors le théoréme suivant

Théoréme Si les germes wy, sont dans un méme espace h(p,q) et v =0, alors la
solution u du probléeme (1) pourra s’écrire

avec u; € h(p,q) pouri=1,...,d.

Il est & noter que C. Wagschal [21] a montré un résultat analogue dans le cas
d’un opérateur & caractéristiques simples. Il définit des espaces h(p, q) par

Définition Soient p € C et ¢ € N. On dit que u € h(p,q) si il existe un réel
w > 0 et Q un voisinage ouvert simplement connexe de l'origine de C"* tels que

u € H(R(D,) x Q) soit de la forme suivante
tPP,(x,[Int])  sip n’est pas un entier <0
PP, 1(z,[Int]) + Py(z,[Int]) sip est un entier <0 et ¢>1
Py(xz) sip est un entier <0 et si g = 0.

ou les fonctions Pi(x,&), & € C sont des polynomes en & de degré < i, dont les
coefficients sont holomorphes au voisinage de ’origine de C™*1.

Il obtient alors le théoréme

Théoréme Si les germes wy, sont dans un méme espace iz(p, q) et v =0, alors la
solution u du probléeme (1) pourra s’écrire

avec u; € h(p,q) pouri=1,...,d.

Ce théoréme donne aussi un résultat concernant 1’ordre de la singularité polaire
de la solution, résultat qui ne peut étre obtenu pour un opérateur a caractéristiques
multiples de multiplicité constante. En effet, Y. Hamada [4] a donné I’exemple d’un
opérateur & caractéristiques multiples de multiplicité constante dont les données de
Cauchy présentent des singularités polaires mais dont la solution n’admet que des



singularités essentielles
( [D§ — DiJu(z) =0,

u(z) =0 pour zy =0,

1
Dou(xz) = —  pour zg = 0.
\

La solution s’écrit alors

ue) = =+ L3 (Y

T x_ln:1 (2n)! \x;

les singularités de u sont bien des singularités essentielles sur I’hypersurface carac-
téristique double
K ={z; z; = 0}.

Dans la deuxiéme partie, nous abordons I’étude du probléme de Cauchy ramifié
non caractéristique

a(z, D)u(z) = wv(z),
Dlu(x) = 0 pour g =0, 0<h<m-—-1

oll v est ramifié autour d’un ensemble analytique L de codimension 1. Les hypothéses
concernant 'opérateur a(z, D) sont les suivantes : on suppose que c’est un opérateur
d’ordre 2 dont les hypersurfaces caractéristiques sont en involution et que ’on peut
I’écrire sous la forme

a(z, D) = ay(z, D)as(x, D) + b(z, D)

ou les a;(x, D) sont des opérateurs du premier ordre et b(z, D) est un opérateur
d’ordre 1. Via un changement de coordonnées locales, on pourra supposer que
ai(xz, D) = Dy. Le principe, ici, est d’écrire la solution sous la forme d’une intégrale
double au voisinage d’un point a = (0, a') d’holomorphie de v. Plus précisément, en
notant k(z) = (ki(x),...,kn(z)) ot k; est la solution du probléme

az(z, D)ki(z) =0,
ki(x) = x1 pour x4 = 0,

on a le théoréme suivant.



Théoréme Il existe un voisinage ouvert connexe )' de ’origine de C? x C™*! et un
germe holomorphe f, au point (0,0,a), se prolongeant en une fonction holomorphe
sur R(Q' N L"), ou L' = {(t1,t2,x) € Q5 (zg — t1 — 2, k(t2,2")) € L}, tel que, au
votsinage du point a, on ait

To xo—1t2
u(z) :/ dt2/ f(ty, ta, x)dty :/ z3 f (110, S9%0, )ds (2)
0 0 Az

ol Ay est le simplexe euclidien réel standard de dimension 2 et ds = ds; A ds,.

On étudie ensuite le prolongement analytique de cette intégrale. Nous n’avons
écrit que le cas d’'un opérateur d’ordre 2; pour un opérateur d’ordre quelconque
dont les hypersurfaces caractéristiques sont en involution et s’écrivant sous la forme

a(z, D) = Hai(x, D) +b(z, D)

=1

ou les a;(z, D) sont des opérateurs du premier ordre et b(z, D) est un opérateur
d’ordre m — 1, on peut écrire la solution, au voisinage d’un point d’holomorphie de
v, sous la forme d’une somme finie d’intégrales multiples

Z/ x4 fi(swo, x)ds
i=1 YD

ou s € A,;, simplexe euclidien standard de dimension %, et f; holomorphe sur
R(% \ L;), avec ©; voisinage ouvert de l'origine de C: x C"™! et L; ensemble
analytique de codimension 1 dans €2;.

Pour effectuer le prolongement analytique de l'intégrale (2), nous utiliserons
les méthodes classiques dans 1’étude des fonctions définies par des intégrales telles
qu’elles sont développées dans |2, 11, 14, 15, 17, 18|; ces méthodes consistent es-
sentiellement a déformer continiment la classe d’homologie relative du simplexe
d’intégration. Pour cela, nous reprenons ’étude faite par T. Kobayashi [11] qui uti-
lise la notion de fibration localement triviale ainsi que le premier lemme d’isotopie
de Thom. Il est a noter que nous ne pouvons pas utiliser directement le lemme d’iso-
topie de Thom et que nous devrons passer par un lemme d’isotopie local [3].

Différents auteurs ont déja étudié des problémes de Cauchy dont les racines ca-
ractéristiques sont en involution [4, 6, 10, 20]. Il semble que I’hypothése d’involution
sur les racines caractéristiques soit essentielle pour la réduction de la solution & une
intégrale multiple finie. En effet, C. Wagschal [27] a étudié la cas d’un opérateur a
caractéristiques tangentes dont le symbole principal est de la forme

€o(&o — gzl '&1)



ou ¢q > 2. L’écriture de la solution du probléme envisagé est alors de la forme

ou

mm:/mmma

oy, étant un simplexe singulier de dimension m tracé dans C}*. Pour étudier le pro-
longement analytique, il a di construire, pour tout m, explicitement la déformation
du simplexe initial «,,, d’ou des difficultés techniques importantes.

On peut noter que, pour un probléme de la forme
a(z,D)u(z) = 0,
Dtu(x) = wy(2’) pourzo=0,0<h<m

ou m est l'ordre de lopérateur a(z, D), opérateur a caractéristiques holomorphes,
C. Wagschal [|26] a écrit, au voisinage d’un point d’holomorphie, la solution sous la
forme

u(@) = 3 Lu(a)

ou I, est un germe s’écrivant sous la forme d’une intégrale d’ordre m. Malheureuse-
ment, cette écriture ne permet pas (pour 'instant), dans le cas général, d’en étudier
le prolongement analytique.
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Premiére partie

Monodromie du probléme de Cauchy
ramifié



Chapitre 1

Introduction

Cette premiére partie a pour objet I’étude de la monodromie du probléme de
Cauchy ramifié lorsque la ramification du second membre autour des hypersurfaces
caractéristiques est quelconque.

Rappelons, avant tout, de quel probléme il s’agit. On se donne un opérateur
différentiel linéaire d’ordre m

a(z, D) = Z aq(x)D*

la|<m

a coefficients holomorphes au voisinage de 'origine de C"*!, soit a, € C{z} (ou

on a noté * = (zg,...,%,) la variable de C"*! et on notera z' = (z1,...,%,) et
" = (z9,...,2,)). On note g(z, &) son symbole principal et on suppose ’hyperplan
S : xy = 0 non caractéristique a l’origine : ceci signifie que ¢(0;1,0,...,0) # 0, c’est-

a-dire a(pm,,..0) 7 0; par division par la fonction an.,...0), on peut supposer que le
coefficient de D* est égal a 1. Nous noterons )y un voisinage ouvert de l’origine
de C™*! tel que toutes les fonctions a, soient définies et holomorphes sur €. Nous
supposerons que 'opérateur a(z, D) est un opérateur a caractéristiques multiples
de multiplicité constante : ceci signifie qu’il existe des fonctions (z,&') — Xi(z, ),
o i =1,...,d, holomorphes au voisinage du point = 0, E' = (1,0,...,0) et des
entiers m; > 1 tels que

d

g(z, &) = H(fo — Xi(z, €)™ pour (z,€') voisin de (T, €)

i=1

et en posant \; = \(T, ZI),
On peut alors résoudre le probléme de Cauchy non linéaire du premier ordre

Doki(z) = Xz, D'ki(z)),

ki(x) = 1 pour xg = 0,



ou D'k;(xz) = (D1ki(x), ..., Dyki(z)). Ce probléme admet une unique solution holo-
morphe au voisinage de l'origine. On notera que Dk;(0) = ();,1,0,...,0); on peut
donc supposer les fonctions k; définies et holomorphes sur €y et Dk;(x) # 0 pour
x € Q. Ceci permet de définir des hypersurfaces K; = {z € Qp; ki(z) = 0};si T
désigne ’hyperplan xqg = x; = 0 de S, ces hypersurfaces vérifient ;NS =QuNT :
ce sont donc les hypersurfaces caractéristiques issues de 7.

L’étude du probléme de Cauchy ramifié est I’étude du probléme suivant

a(z,D)u(z) = wv(z),
(1.1)

Dlu(x) = wp(2’) pourzyp=0,0<h<m,

oil les données v et wy, vérifient les hypothéses suivantes. Etant donné un voisinage
ouvert connexe Q) C €y de lorigine de C"*! tel que 2N S soit connexe et un point
a € QNS T, nous supposerons que les germes wy, holomorphes au point a, se
prolongent en des fonctions holomorphes sur R(2 NS N\ T) (ou R(X) désigne le
revétement universel de 'ouvert connexe X) : nous dirons que les germes wy, sont
ramifiés autour de 7. Quant a v, nous supposerons que c¢’est un germe holomorphe au
point a se prolongeant en une fonction holomorphe sur R(Q\K), K = U;j:l K, :nous
dirons que v est ramifié autour de K. D’aprés le théoréme de Cauchy-Kowalevski,
le probléme (1.1) définit un germe solution u au point a et on a le résultat suivant
di & E. Leichtnam [12, 19] :

Théoréme 1.0.1 Soit Q C Qy un voisinage ouvert connexe de l’origine de C"*! tel
que QNS soit connexe, il existe un voisinage ouvert connexe ' C Q de lorigine de
C™t tel que :

soient a € QX' NS \T, v un germe au point a se prolongeant en une fonction holo-
morphe sur R(ANK), et wy, des germes se prolongeant en des fonctions holomorphes
sur R(ANS\T), alors le germe au point a, solution du probléeme de Cauchy (1.1),
se prolonge en une fonction holomorphe sur R(Q \ K).

E. Leichtnam montre aussi dans [12| que si les germes v et wy, sont de détermina-
tion finie alors, il en est de méme pour la solution et, de plus, que si la monodromie
de v est résoluble alors la monodromie de la solution est encore résoluble.

Pour obtenir ce résultat, E. Leichtnam le prouve tout d’abord dans le cadre du
théoréme d’Hamada-Leray-Wagschal [5] en utilisant la structure des fonctions de
détermination finie dans un disque pointé. Pour cela, il reprend la preuve du théo-
réme d’Hamada-Leray-Wagschal faite dans [5] en montrant qu’a chaque étape on est
toujours dans I’espace des fonctions de détermination finie, grace a leur structure.

Nous nous proposons, ici, de relier le spectre de la monodromie de la solution a
celui des données du probléme. Nos méthodes se basent uniquement sur I’existence
et 'unicité de solutions de problémes intégro-différentiels, étudiés par Pongérard-
Wagschal [19] et des techniques d’algébre linéaire : ceci nous permettra de préciser



le spectre de la monodromie dans le cadre du théoréme d’Hamada-Takeuchi |7, 8,
19|, puis d’en déduire celui de la solution du probléme (1.1). Il est a noter que la
résolubilité de la monodromie sera une conséquence facile de nos résultats.



Chapitre 2

Notations et énoncé des résultats

Etant donné une variété holomorphe connexe X et un espace de Banach complexe
E, on note H(X; E) I'espace vectoriel des fonctions holomorphes f : X — F et
O, = 0,(X; E) l'espace vectoriel des germes de fonctions holomorphes en un point
a € X a valeurs dans E.

Si u € O, se prolonge analytiquement le long d’un chemin v : I — X, ou
I =10,1], d’origine a et d’extrémité b, on note u, € O, le germe au point b obtenu
par prolongement analytique du germe u le long de 7.

Notons I'; = I',(X) l'espace des lacets v : I — X d’origine a et soit u € O,
un germe se prolongeant analytiquement le long de tout lacet v € I';. On notera
F} le sous-espace vectoriel de O, engendré par I’ensemble (u,),er, des diverses
déterminations de u au point a et A% € GL(F}') 'automorphisme

AV:0 € F)— 0, € F}.

Cet automorphisme ne dépend que de la classe d’homotopie [y] du lacet v € Ty,
d’ol une représentation linéaire du groupe de Poincaré (X, a)

A" [y] € m(X,a) — AY € GL(F}) ot vy € [v],

appelée monodromie du germe u.

On dit que le germe u est de détermination finie si ’espace vectoriel F}' est
de dimension finie. L’ensemble O/ des germes de détermination finie est un sous-
espace vectoriel de I'espace O,. En effet, si u,v € O, sont deux germes se prolongeant
analytiquement le long de tout lacet v € I'y, il en est de méme du germe Au + pv et

(A + pv), = Auy + pv, € F + F,

d’ou
Au+pv U v
F; CFEF!+F,
et ceci prouve bien le résultat annoncé.

Pour u € O/, on notera o, (u) le spectre de 'automorphisme A?. Lorsque u se
prolonge en une fonction holomorphe sur X, on a u, = u pour tout v € I';, d’ou

5



Fy = Cu et AY est Papplication identité. Lorsque u n’est pas le germe nul, F}' est
de dimension 1 et o, (u) = {1}; lorsque v = 0, on conviendra que o, (u) = 0.

Enfin, on dira qu'un germe u € O/ est 4 monodromie résoluble si u = 0 ou
bien, lorsque u # 0, s'il existe une base de F! telle que, pour tout v € I',, la
matrice représentative de A% dans cette base soit triangulaire supérieure. On notera
O" Despace des germes u € Of & monodromie résoluble.

Plus généralement, on peut donner la définition suivante.

Définition 2.0.1 Soit F' un espace vectoriel de dimension finie, une famille A d’en-
domorphismes de F est dite résoluble si F = {0} ou bien, lorsque dimF > 0, s’il
existe une base de F' telle que la matrice représentative dans cette base de tout A € A
soit triangulaire supérieure.

Lemme 2.0.1 Une famille A C L(F) est résoluble si, et seulement si, il existe une
suite croissante (Fj)o<j<k de sous-espaces vectoriels de F' ou k=dimF, invariants
par tout A € A et telle que dimF;=j.

Preuve On peut supposer F non réduit a {0}.

La condition est nécessaire. Si B = (ey,...,ex) est une base de F telle que la
matrice représentative de tout A € A soit triangulaire supérieure, il suffit de définir
F; pour 1 < j < k comme le sous-espace engendré par (ey, ..., €;).

La condition est suffisante. On construit par récurrence sur j € [1, k| une base
(€1,...,€5) de Fj; (eq,...,ex) est alors une base de F' ayant les propriétés voulues. l

Nous rappelons, a présent, le théoréme d’Hamada-Takeuchi |7, 8|.

Théoréme 2.0.2 On considére le probléeme de Cauchy suivant

a(z, Dyu(z) = > wvi(ki(z),z),
i=1 (2.1)

Dhu(z) = wp(z1, 1) pour g =0, 0 < h < m.

Soit 0 un voisinage ouvert simplement connexe de ’origine de C" ™, alors il existe
Q' C Q voisinage ouvert simplement conneze de 0 et n > 0 tels que :

soient O un ouvert connere de C de diamétre inférieur a n, a € SN tel que
a; € O, v;, wy, des germes au point (t,x) = (a1,a), se prolongeant en des fonctions
holomorphes sur R(O) x Q, alors le germe au point a solution du probleme (2.1) se
prolonge sur R(SY,), ot QU est la composante conneze de ﬂ?zl{x € ki(x) € O}
qui contient le point a.

Plus précisément, le germe u s’écrit u(z) = Zle ui (), ui(x) = Ui(t, T)=k;(@) OU
U; est un germe au point (ai,a) qui se prolonge en une fonction holomorphe sur
R(O) x Q.



Nous noterons h; 'application x — (k;(z),z) € C x C**! pour tout i =1,...,d.

Le résultat suivant montre que la détermination finie de la solution ne dépend
que de celle des données et de la nature topologique de 'ouvert O. On se place dans
les hypothéses du théoréme d’Hamada-Takeuchi.

Théoréme 2.0.3 1l existe Y, voisinage ouvert de 'origine de C™*!, tel que le pro-
bleme (2.1) admette une solution u € H(R(SY,)) et tel que si le groupe fondamental
m(0) de louvert O est de type fini et si les données v;, wy, sont de détermination
finie, alors la solution du probléeme (2.1) est aussi de détermination finie et on a
pour tout v € T'y(€2)

0y(Ui) C 0y(Ui) C Opjoy(v) U Opjon(w) U{1}

ot 0;(z) = v(ki(x),z), v=(v1,...,0q) et w= (Wo, ..., Wn_1)-
De plus, si les données sont & monodromie résoluble, alors la solution est a mono-
dromze résoluble.

Note Il faut remarquer que I’écriture de la solution n’est pas unique (a l’ajout prés
de fonctions holomorphes ¢; sur " a chaque u;, telles que Zle ¢; = 0). Toutefois,
si O est un disque pointé (on est alors dans les hypothéses du théoréme d’Hamada-
Leray-Wagschal [5]), on peut trouver une écriture de la solution telle que

01(0i) C 04(Ui) C Opyor (V) U Opyon(w)-

Nous montrerons, aussi, que le théoréme 2.0.3 ne subsiste pas dans le cas ot 1 (O)
n’est pas de type fini.

Enfin, comme indiqué dans 'introduction, nous nous servirons du théoréme pré-
cédent pour montrer le

Théoréme 2.0.4 [l existe (Y, voisinage ouvert de ’origine de C™* !, tel que le pro-
bleme (1.1) admette une solution v € H(R(Y \ K)) et tel que si les données v,

wy, sont de détermination finie, alors u est aussi de détermination finie et pour tout
vyeTJ (Y NK), ona

ay(v) C oy(u) C oy (v) U U o (v) U U o (w)

ou y; désigne le lacet s — (0, k;((s)),a”). De plus, siv est & monodromie résoluble,
alors la solution est a monodromie résoluble.

Nous allons maintenant montrer deux résultats topologiques qui nous seront
utiles pour la preuve des théorémes 2.0.3 et 2.0.4.



Proposition 2.0.1 I existe un systéme fondamental de voisinages ouverts simple-
ment connezes de 'origine de C™*! de la forme

U=D, x Dy xQ, 1

ot D, = {z € C; |z| < w} et Q,_1 est un voisinage ouvert simplement conneze de
Porigine de C™ 1, tel qu’il existe des lacets

Y ETJ(UNK), acUNS\T, 1<i<d,
dont les classes d’homotopie engendrent le groupe m (U \ K, a) et tel que

]l =Mallm] 1<i<d;

de plus, le lacet v, est tracé dans UNS \T et sa classe d’équivalence y1] engendre
le groupe m(UNSNT,a).

Preuve Soient €) un voisinage ouvert de 0 € C™*! tel que les fonctions k;, 1 < i < d,
y soient définies et holomorphes et K; = {z € Q; k;(x) = 0}. Modulo un choix de
coordonnées locales, on peut supposer que ki(z) = z et que K; N K; = T N si
1% .

Soit 2 < 7 < d, par le théoréme des fonctions implicites, il existe un voisinage
ouvert A; x B; C 2 de 0 € C x C" et une fonction holomorphe I; : B; — A; tels que

pour tout (zg,z') € A; X B, ki(x) =0 2o = l;(2').

Pour tout voisinage ouvert A x B de 0 € C x C" tel que
d d

Ac(4, Bc('(A),
=2 =2

on a alors :
V(xg, ') € A X B, ki(z) =0 & xo = [;(2)).

Il en résulte qu’il existe un systéme fondamental de voisinages ouverts de 0 € Cx C"
de la forme
U=D, x Dy xQ,_1, r,s>0,

ol €,_; est un voisinage ouvert simplement connexe de I'origine de C"~! tel que
pour 2 <17 <d,

Ve e U ki(z) =0& zp = 1;(2")
ou les fonctions I; : D X €,_1 — D, sont holomorphes (voir la figure 2.1).

Montrons qu’un tel ouvert U vérifie la proposition. Vu que ;(z') # [;(a') si i # j
lorsque z; # 0, on en déduit ceci : notons  : C**1 — C™ la projection 7(z) = 2/,



//J\ K;
l,-(z')

F1G. 2.1 — Configuration géométrique

X=UNK,B=D;xQ, 1,00 D, ={z€C; 0< |z| <s}, alors 7 : X — B est
un espace fibré, la fibre au dessus de ¢’ € B étant

Fy =D, U{li(a')}.

Notons 7 : B — X l'injection canonique, alors moi = Idp (i est une section au dessus
de B), d’ou 7, 0 i, = Id, (B, Posons H = Ker m,, G = Im i, ; H et G sont des
sous-groupes de (X, (0,a’)); H est un sous-groupe distingué et i, : m(B,d') —» G
est un isomorphisme.

Lemme 2.0.2 Tout v € (X, (0,a’)) s’écrit de maniére unique v = e ou 0 € G,
e€ H.

Peuve Si v s’écrit sous la forme de, § € G et ¢ € H, lapplication ¢, étant un
isomorphisme, on pose § = 7,(d') ; on a nécessairement y = i,(0")e, d’oit 7. (y) = ¢’
et § = (4, o) (7).

On vérifie ensuite que ¢ = §~ ! appartient & H. On ay = de, d’ot m,(7y) = m.(8) . ()
ou 7, (8) = 7. (), ce qui permet de conclure. [

Lemme 2.0.3 Soit j : Fy — X injection canonique, alors j, : w1 (Fy,0) — H est
un tsomorphisme.



Preuve On considére la suite exacte d’homotopie
(X, (0,a)) = mo(B, d') 2 m1(Fy,0) L5 (X, (0,d)) = m1(B, a).

Alors 7, 0%, = Idr,(B,a), donc m, : mo(X, (0,a")) — m2(B, a’) est surjectif, d’'out A =e
et j, est injectif; vu que Im j,=Ker m,=H, ceci prouve le lemme. |

En termes de lacets, ces deux lemmes montrent que tout lacet v € g ) (X) est
homotope a un lacet de la forme dc ou § € 'y (B), € € ['o(Fur). Montrons a présent
que les classes d’homotopie des lacets § et £ commutent.

Etant donné que pour tout i = 2,...,d, [;(0) = 0 et que, d’aprés le théoréme
des fonctions implicites, on a D;1;(0) = —A;%, on peut écrire [;(z') = z,1;(z'), avec
li(O) = —\; '. Quitte & diminuer s et redu1re Q,_1, on peut supposer qu’il existe
n > 0 tel que, pour tout =’ € Dy x €, 1, pour tout i = 2,...,d, on ait

(L") € D(=X ", m),
0 ¢ E(_)‘Z_lan)a

D(=Xn) N D(=A;",n) =0 sii#j,

UL D(—2107Y, |21]n) C D

Donc, pour tout o' € B, on a D, \ U?:z D(—a;\ 1, |ain) € Fu. On pose, pour
i=2,....d,

bi: D(=a\ lailn) N {=aA'} x [0,1] — D(—a A7, Jafn) N {—a A}

(—a Nt +a,s) (a1 g)a).

lal

1; est une rétraction par déformation de D(—a;\; ', |a1|n) \ {—a;\; '} sur le cercle
de centre —a;\;! et de rayon |a;|n. On pose & présent
’l/): Fal X [0, 1] — Fal
. 1 D) —_— '_1
(2, 5) . { Yi(x,s) stz e D(—aid; ", |a1|n),

x sinon.

1) est une rétraction par déformation de Fy sur D, \ U;j:Z D(—a1 A7, |aq|n). Donc,
I’injection canonique

d
i: D\ JD(—ar N, Jas|n) < Fy
=2

induit un isomorphisme i,. On pose [g9] = i.([g]), on choisit un représentant &y de
[e0] et on peut choisir le lacet § de la forme ¢ € [0,1] — (0, a1€*™™ a"), n € Z.



Construisons & présent une homotopie dans X entre (dg¢)d ! et 9. Pour cela,
on pose

( (0’a162i7rn4t(lfs)’all) 0 S ¢ S i’
H(s,t) =< (e™(=8)gy(4t — 1), a;e?™1=9) ) % <t< %,
(O, ale2i7rn2(17t)(1fs)’ a") % <t<1

H réalise une homotopie entre (dgg)d ! et (exco)ew 0Ol e désigne le lacet constant
s — d/, car H est bien une application continue, H(0,-) = (dg¢)d ', H(1,-) =
(ew€n)ea et pour tout (s,t) € [0,1]% on a H(s,t) € X. En effet, pour tout s € [0, 1]
et toutt=1,...,d,

1 .
si ¢ € [0, ), alors ki(H(s, 1)) = a0 £,

11 .
site [Z’ 5], alors Hy(s,t) € D, ~ D(—a,e?™3=9N\"L |ay|n) = ki(H (s, 1)) #0
ou H(s,t) = (Ho(s,t),-..,Hn(s,t)),

1 )
site [5, 1], alors k;(H (s,t)) = a,2m21-01=5) £

Vu que gg est homotope a € dans F,/, ) est homotope & de dans X. [ |

Remarque 2.0.1 D’aprés la construction du systéme fondamental, on peut choisir
les ouverts U tels que, quitte & diminuer s et réduire €2,_1, pour tout ' € Dy x €, _1,
on ait

li(z") € Dy our' <.

Corollaire 2.0.1 ] existe un systeme fondamental de voisinages ouverts simple-
ment connezes de l'origine de C"™! tel que, pour tout voisinage U du systéme fon-
damental, on ait

mUNK,a) ~Z x (Z*---xZ)
d—1 foi

otacUNS\T.

Preuve On choisit le systéme fondamental de voisinages comme dans la proposition
précédente. On a

mUNSN\T,d)~=Z et m(Fp,0) = (Z*---xZ).
d—1 foi



Or tout 6 € m(UNS \T,da") commute avec tout € € m; (Fy,0) et, d’aprés le lemme
2.0.2, tout v € m (U \ K, a) s’écrit sous la forme de. On en déduit donc que

m(UNK,a)~mUNS\T,d) xm(Fy,0),

ce qui permet de conclure. [ |

Proposition 2.0.2 Il existe un systéme fondamental de voisinages ouverts sim-
plement connezes de l'origine de C™"t! tel que pour tout voisinage U du systéme
fondamental et tout 1 =1,...,d, on ait

m(U N K;,a) ~Z

oua € UNSNT. De plus, la classe d’homotopie du lacet tracé dans U NS \ T,
s+ (0,a,e%™ a") engendre les groupes w1 (U \ K;,a).

Preuve On choisit pour systéme fondamental, un systéme fondamental de voisi-
nages vérifiant la proposition 2.0.1 et la remarque 2.0.1. Notons U un ouvert de ce
systéme fondamental. On a donc

U=D,x D, xQ,_

avec li(z') € Dy ou 1’ < r et a’ € Dy x Q,_;. On note R;,s la rétraction par
déformation de D, \ {l;(z")} sur le cercle C(0,r') définie par

Rip: (Dr N {lLi(z")}) x[0,1] — D, ~A{l;(2")}
(xo, 1) (1 =)z + tuy, (o) (20)

ott {uy;(z)(z0)} = C(0,7") N {y = Li(2") + t(zo — li(2')); t € RT}. Enfin, il est clair
que I'application (zo,2') € U N\ Kj — wy, (o) (o) est continue. Donc I"application

R;: (z,t) € (UNK;) % [0,1] —> (Riw(20,1),2")

est une rétraction par déformation de U\ K; sur C(0,7') X Dy x2,,_;. Par conséquent,
m (U \ Kj,a) est isomorphe a Z.

Montrons & présent que 71 (U \ K;, a) admet un lacet générateur tracé dans S.

Pour cela, nous allons prouver que tout lacet tracé dans U \. K; est homotope & un
lacet tracé dans S.
L’application h; : © — (2o, ki(z),2") est un difftomorphisme au voisinage de l'ori-
gine. Donc il existe un voisinage ouvert O; C U de 0 € C"*! et un polydisque ouvert
Q; C C™*! centré a 'origine tels que i~zi|0i : O; — @; soit un diffeomorphisme. On
choisit enfin a = (0,a') € N, O; et 7" > 0 tels que l;(a’) € Dy et Dy x {a'} C O;
pour tout 1 =1,...,d.



Soit v € [y (U \ K;). On définit I’homotopie suivante

e

(1-3s)a+3sRi(7(0),)  selo, %],

12

h(s,t) = { Ri(v(3s — 1),1) s € [g, 5]’

| (35— 2)a+301-9)ROO).0) sel1]

Pour tout (s,t) € [0,1]? on a h(s,t) € U \ K;, donc v est homotope au lacet
' 1 s+ h(s,1). De plus, Dy x Q,,_; étant simplement connexe, ' est homotope
au lacet 42 : s — (y3(s),a’). Comme précédemment, en utilisant une rétraction de
(D ~Al;(a")}) x {a'} sur C(0,7") x {a'}, on en déduit que 72, donc +, est homotope,
dans U \ Kj;, 4 73, lacet tracé dans D(0,7") x {a'} C O;. Or, compte-tenu du choix
de O; et Q;, v* est homotope & un lacet tracé dans U N S \. T via I’homotopie

H;: (s,8) € (0,112 = b7 (1= 0 (e (5 () s (Re57(5)))' ).

En effet, H; est bien une application continue, H;(-,0) = 7> et H;(-,1) est un lacet
tracé dans U NS \ T. 1l suffit & présent de vérifier que pour tout (s,t) € [0, 1]?
Hi(S,t) e U\ Kz

Pour tout s dans [0,1], 43(s) appartient a O; \ K;, donc h;(v*(s)) appartient a
Qi ~ {z1 = 0}. Q; étant un polydisque, on a

(=8 () (i2*()))") € Qi ~ {1 =0}

pour tout (s,t) € [0,1]%. Par conséquent H;(s,t) € O; \ K; C U \ K;. Donc tout
lacet tracé dans U \ K; est homotope & un lacet tracé dans U NS \T. On en déduit
que le morphisme

[s—=0(s)]em(UNSNT,a)—[s—(0,0(s))] € m (U \ Kj;,a)

est surjectif, donc est un isomorphisme car 7 (UNS\T,a) ~ m (U K;,a) ~ Z. On
peut noter que cet isomorphisme est le morphisme i, induit par I’injection canonique

1:UNSNT—=>U-\K.

Par conséquent, il existe un lacet générateur de w1 (U \ K;, a) s’écrivant sous la forme
s+ (0, a1 exp(2ims), a”). De plus, ce lacet est générateur pour tous les w1 (U N\ K;, a),
i=1,....d. n



Chapitre 3

Résultats préliminaires

Le but de ce chapitre est d’établir des résultats qui seront utiles pour la résolution
des théorémes 2.0.3 et 2.0.4.

3.1 Compléments sur la monodromie

Lemme 3.1.1 Soient G C F un sous-espace vectoriel de F' et A C L(F) une famille
résoluble telle que G soit invariant par tout A € A, alors Ag = {Ajc; A € A} est
une famille résoluble d’endomorphismes de G.

Note On a évidemment o(Ajg) C o(A) pour tout A € A.

Preuve Soit (F})o<j<k une suite de sous-espaces vectoriels de F' vérifiant les pro-
priétés du lemme 2.0.1. On pose G; = F; N G'; on obtient ainsi une suite croissante
de sous-espaces vectoriels de G invariants par tout B € Ag.

Soit m=dimG, par récurrence on construit une sous-suite (G;,)o<i<m telle que

dimGj,=[. On pose jo, = 0; supposons (jo, - .., ji) construits ou 0 < ! < m; on note
alors ji41 €]ji; k] le plus petit entier tel que Gj,,, # Gj,; on a alors dimGj,, =l +1,
ce qui permet de conclure. [ |

Lemme 3.1.2 Soient F' un espace vectoriel de dimension finie supérieure a 1 et
S = (e1,...,e,) un systéme de générateurs de cet espace, alors il existe une base
B C S de F telle que, si un endomorphisme A € L(F) admet une représentation
dans le systéme de générateurs S par une matrice triangulaire supérieure, c’est a
dire si

j
Aej:Zaijei 1§]§TL,
i=1
alors la matrice représentative de A dans la base B est triangulaire supérieure et

O'(A) C U{au}

14



Preuve Si S n’est pas une base, il existe une relation de liaison de la forme
> hie; = 0. Soit ig € [1, n] Ventier vérifiant \;, # 0 et A; = 0 pour 4p < i < n. On
en déduit une relation de liaison de la forme

t0—1

_ § !
i=1

d’ou
( J
E Q€4 sil <7 <1,
i=1
Aej = <
io—1 J
I . . .
E (aij + Naigj)ei + E aie; siig<j<n.
\ =1 i=io+1
Dans le systéme de générateurs (eq,...,€;,-..,€,), on obtient une représentation
de A par une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont les
a;; pour i # ig, ce qui permet de conclure. [ |

Corollaire 3.1.1 Soient F' un espace vectoriel de dimension finie > 1, A € L(F)
un endomorphisme admettant une représentation dans un systéme de générateurs
(é1,---,en) par une matrice M, alors o(A) C o(M).

Preuve Soit P = (p;;) une matrice n x n inversible telle que la matrice P~*M P
soit triangulaire supérieure. On pose f; = Y., p;je;. Dans le systéme de générateurs
(fi,.., fn), P 'MP est une matrice représentative de A et, d’aprés le lemme 3.1.2,
o(A) Co(P'MP) =o(M). [ ]

Remarque 3.1.1 Soient u € O,(X; E), F un espace de Banach complexe et T
dans L(E; F), alors T ou € O4(X; F) et, pour tout v € I',(X), (T ou)y =T o u,.
Il en résulte que

FIv ={To@; § € F'}.

Supposons le germe u de détermination finie, alors le germe 7T o u est de déter-
mination finie. Soient (¢;)1<i<p une base de F* et M la matrice représentative de
l'automorphisme A7 dans cette base, alors M est une matrice représentative de I'au-
tomorphisme A?°" dans le systéme de générateurs (70 ¢;)1<i<p. D’aprés le corollaire
qui précéde, il en résulte que

0,(T o u) C o,(u) pour tout v € I'y(X).

Nous dirons qu’un sous-espace vectoriel F' de I’espace O, est invariant par pro-
longement analytique si tout germe # € F se prolonge analytiquement le long de
tout lacet v € I', et si 6, € F. Lorsque F' est de dimension finie, on notera o, (F) le



spectre de ’automorphisme 6 — 6.,. Si u € O/ est un germe de détermination finie,
on a donc

oy (u) = o, (Ey).

De plus, si G' est un sous-espace vectoriel de F' invariant par prolongement analy-
tique, on a évidemment o,(G) C o, (F).

Proposition 3.1.1 Soient u,v € O et A\, u € C, alors
oy(Au + pv) C oy(u) Uoy(v), pour tout vy € T,.

Preuve On peut supposer A = =1 et u # 0,v # 0. L’espace F' = F' + F} est
invariant par prolongement analytique. Etant donné un lacet v € Ty, soit (i)1<i<p
[resp. (¥j)1<j<4] une base de F [resp. F| et MY [resp. M| la matrice représentative
de 'automorphisme A7 [resp. Ai’r] dans ces bases. Dans le systéme de générateurs
(i, ), Pautomorphisme de F, § — 6,, admet une représentation matricielle de la

forme
( 1; ; )
0 M ;’

D’aprés le corollaire 3.1.1, on en déduit que o, (F) C o, (F¥)Uo,(FY) et ceci permet
de conclure. |

Corollaire 3.1.2 L’ensemble O] des germes & monodromie résoluble est un sous-
espace vectoriel de ’espace OF.

Preuve Il est évident que Au, A € C, est & monodromie résoluble lorsque le germe
u Dest.

Soient u,v € O, on peut supposer v # 0 et v # 0. Reprenons les notations
utilisées dans la démonstration de la proposition précédente. On peut choisir les
bases (i) et (1) telles que, pour tout v € I'y, les matrices MY et MY soient
triangulaires supérieures. Il en résulte que, dans le systéme de générateurs (¢;, ¥;),
les automorphismes de F', 6 — 0., admettent une représentation par une matrice
triangulaire supérieure. D’aprés le lemme 3.1.2, la famille d’automorphismes de F’,
6§ — 6., lorsque « décrit I', est résoluble et, le sous-espace F**" étant invariant par
ces automorphismes, le lemme 3.1.1 prouve que le germe u + v est & monodromie
résoluble. [ |

Corollaire 3.1.3 Soient E;, 1 < j < p, des espaces de Banach et des germes
u; € ON(X; E;), alors u = (u;) € Of(X;E) ou E=[[_, E; et

P
oy(u) = U o, (u;) pour tout v € T'y. (3.1)

=1

De plus, u est a monodromie résoluble si tous les germes u; sont a monodromie
résoluble.



Preuve Vu que u, = ((u;),), on a

F;cF:ﬁF;a'

J=1

et le germe u est donc de détermination finie. Notons 7; : £ — Ej; la projection
d’indice j et A\; : E; — E l'injection linéaire définie comme suit : si e € E;, on a
mi(Aj(e)) = e et m(\j(e)) = 0 pour k # j. Si B; est une base de F,”, 'ensemble
B = ?:1 Aj(B;) est une base de F' et dans cette base, 'automorphisme de F,
# — 0., a une matrice représentative diagonale par blocs, le bloc d’indice j étant la
matrice représentative de 'automorphisme A . On en déduit que

72w € o, ().

Lorsque les u; sont a monodromie résoluble, on choisit les bases B; telles que les
matrices représentatives des Agj soient triangulaires supérieures, alors u est & mo-
nodromie résoluble d’aprés le lemme 3.1.2.

Le fait qu’on ait égalité dans (3.1) résulte de u; = m; o u : d’aprés la remarque
précédente, on a en effet o, (u;) C o, (u). [

3.2 Image réciproque

Soient X et Y des variétés holomorphes connexes, h : X — Y une application
holomorphe, a € X, b= h(a) € Y et u € Oy(Y), alors uoh définit un germe au point
a noté h*(u) € Oy(X) ; on définit ainsi une application linéaire h* : Oy(Y) — Oy (X).
Soit v € I'y(X), si le germe u se prolonge analytiquement le long du lacet h o7, le
germe h*(u) se prolonge analytiquement le long de 7 et

W (u)y = h*(Uhoy)- (3:2)

Si u est de détermination finie, il en est de méme de h*(u). L’espace vectoriel
F = h*(F}) est invariant par prolongement analytique d’aprés (3.2) et la ma-
trice représentative de automorphisme Ay, , v € ['.(X), dans une base B est
une représentation matricielle de 'automorphisme de F', 6 — 0., dans le systéme de
générateurs h*(B). D’aprés le corollaire 3.1.1, on en déduit que

0y(h*(u)) C Ohoy(u) pour tout v € I'y(X).

Lorsque u est & monodromie résoluble, on en déduit également (lemme 3.1.2) que
h*(u) est & monodromie résoluble.

Remarque 3.2.1 On notera que Fy' ) = p* (F}) si tout lacet 6 € T',(Y') est homo-
tope a un lacet de la forme hoy oy € I',(X). L’application linéaire h* : F* — P



est alors surjective et, si elle est injective, c’est a dire si h*(u) = 0 implique u = 0,
il s’agit d’un isomorphisme et 0., (h* (1)) = Ohoy(u) pour tout v € I',(X).

Par exemple, soient X et Y des variétés holomorphes connexes, p: X xY — X la
premiére projection, (a,b) € X xY et u € O,(X), alors U = p*(u) € Ogp)(X xY) :
ce germe est simplement le germe u considéré comme un germe au point (a,b)
indépendant de y. Tout lacet v € I'y(X) peut s’écrire vy = po (y,ep) ot ey : [ = Y
est le lacet constant b. On a donc F(Z,b) = p*(F¥) et 'application p* : F* — F(Z’b)
est injective vu que U = 0 implique u = 0. Ceci prouve que o,(u) = 0(,,5)(U) pour
tout (7,8) € L (X xY).

Ce qui précéde s’applique en particulier dans la situation suivante. On considére
une sous-variété connexe Y de X et on note 7 : ¥ — X l’injection canonique; si
u € O,(X; E) est un germe en un point a € Y, le germe i*(u) € O,(Y; E), que nous
noterons u|y, s’appelle la trace de u sur Y. Si le germe u est de détermination finie,
il en est de méme de u)y et

o, (ujy) C o,(u) pour tout v € T'y(Y).

De plus, si u est & monodromie résoluble, uy est & monodromie résoluble.

Voici également une situation utile dans I’étude du probléme de Cauchy. On
considére un ouvert connexe O de C, un ouvert Q de C"*!, une fonction holomorphe
k:Q — Cetun pointa € Q tel que b = k(a) € O;on note Q' la composante connexe
de 2Nk (O) du point a et h 'application holomorphe

h:zeQ — (k(z),z) € Ox Q.

Soit U € O a)(O x ), alors u = h*(U) € Oy(£Y) est un germe au point a : on
a u(z) = U(k(x),z) pour z voisin de a. Si U est de détermination finie [resp. a
monodromie résoluble], il en est de méme de u et

0, (u) C Ohoy (U) pour tout v € ().

3.3 Action d’un opérateur différentiel

Soient 2 un ouvert connexe de C"*!, a € Q et u € O,(9) un germe se prolongeant
analytiquement le long de tout lacet v € T, alors les germes D%, oo € Nt se
prolongent analytiquement le long de tout v € I'y et (D%u), = D%(u,); il en résulte
que

FP™ = ID%9; 0 € F"}.

Si le germe u est de détermination finie, il en est donc de méme du germe D%u et la
matrice représentative M de AY dans une base (¢;)1<i<p est une matrice représen-
tative de Afa“ dans le systéme de générateurs (D%p;)1<i<p. Ceci prouve que

oy (D%u) C o,(u) pour tout vy € I',(€)



et que D®u est & monodromie résoluble lorsque u 1’est.

Etant donné deux espaces de Banach complexes E et F et une application bili-
néaire continue (b,u) € EX F +— bu € F, soient b : {2 — E une fonction holomorphe
et u € O,(Q; F) un germe se prolongeant analytiquement le long de tout lacet
v € Iy, alors le germe bu € O,(Q; F') se prolonge analytiquement le long de tout
lacet v € Iy et (bu), = bu, ; il en résulte que

Fr = {b0; 0 € F'}.

Comme précédemment, on en déduit que, si le germe u est de détermination finie
[resp. & monodromie résoluble], il en est de méme du germe bu et que

o, (bu) C o,(u) pour tout v € I',(£2).

On peut remarquer que si b # 0 alors une base de F’* est donnée par (b6;)1<j<p
ou (6;)1<j<p est une base de F¥. En effet, d’aprés ce qui précéde, F'" est engen-
dré par (b0;)1<j<p; ensuite, soit (Ai,...,A,) € CP tel que Y37, A\;b0; = 0. On a
bY7%_, Aj#; = 0; par conséquent, b étant non nul, on en déduit que Y 7, A;0; = 0,
donc (A, ..., \,) = 0. Par conséquent, si b # 0, (b8;)1<;<p st une base de F" et on
a

o, (bu) = o, (u) pour tout v € I',(9).

Considérons maintenant un opérateur différentiel linéaire

a(z, D) = Z aqD® ot a, € H(O E).

la|<m
D’aprés ce qui précede
u € O (Q; F) [resp. OL(Q F)] = a(z, D)u € OL(; F) [resp. OF(Q; F)]

et
o, (a(z, D)u) C o,(u) pour tout v € I'x(2).
Notons S I’hyperplan zq = 0, supposons 2 N S non vide et connexe et prenons
a € QNS.Soit u € O, F) et wy, € O(2NS; F) ; ce qui précéde permet d’affirmer

que
u€ OlQ;F)=ve Ol F) et w, € O(QANS; F),

u€OLF)=ve O F) et wy, € OL(QANS; F),

oy(v) Coy(u)  pour tout € [L(Q),
os(wp) C o5(u) pour tout 6 € L(2NS).



3.4 Primitive

Pour formuler des problémes intégro-différentiels, nous aurons besoin de définir
les primitives par rapport a une variable complexe ¢. Soient O un ouvert connexe de
C, X une variété holomorphe simplement connexe, (b,a) € O x X et u appartenant
a Op,0) (0O x X). On définit la primitive de u par rapport a ¢ s’annulant pour ¢ = b
en posant pour (¢, ) voisin de (b, a)

¢
D; 'u(t, z) :/ u(r, z)dr,
b

I'intégrale s’effectuant le long du segment [b, ¢]. On obtient ainsi un germe primitive

D;'u e Ow,q) et, par récurrence, des germes D u € O(,a) POuUr tout entier / € N.
Nous supposerons que le germe, au point (b, a), u se prolonge analytiquement le

long de tout lacet v € I'(44)(O x X), il en est alors de méme des germes D;” “u.

Lemme 3.4.1 Soit v € 3,4)(O x X), alors, pour tout | € N, le germe Pl(u) €
Ob,0) (O x X) défini par

Pé(“) = (Dt_lu)v - Dt_l(uv)

se prolonge en une fonction holomorphe sur O X X qui est un polynome en t de
degré < 1 — 1 (donc se prolonge en une fonction holomorphe sur C x X ). De plus,
lorsque O est simplement conneze, Pﬁi(u) =0.

Preuve 1. Lorsque [ = 0, Pg(u) = 0. Lorsque [ = 1, posons v = D, 'u, on a
Dy = u, d’ott Dy, = u,, ce qui prouve que Dt1371 (u) = 0. Le germe PAY1 (u) est donc
indépendant de ¢ et il se prolonge analytiquement le long de tout chemin d’origine
(b,a) de la forme s € I +— (b,6(s)) € O x X ; 'espace X étant simplement connexe,
le germe P;(u) se prolonge en une fonction holomorphe sur X.

On raisonne ensuite par récurrence sur /. On peut écrire

(Dt_(l-i-l)u)’y — (Dt_l(Dt_lu))’y
= D;! (D;lu)y) + Py (D;'u)
= D;Y(D;Y(u,)+ Pfr(u)) + P}(D;'u)
= D" (u,) + P (w)

ou
Pi*Y(u) = Py (D;'u) + D' (Pl(w),
ce qui permet de conclure.

2. Lorsque 'ouvert O est simplement connexe, les germes u et D; 'y se prolongent
en des fonctions holomorphes sur O x X, d’ou u, = u, (D[lu)7 = D;'u et par

conséquent P! (u) = 0. [ |



Proposition 3.4.1 On suppose que le groupe fondamental m(O,b) est un groupe
de type fini, alors pour tout | € N

u € (’)(ba (O x X) [Tesp Ol 0 (O x X)]

= D,/ lue O(b )(O >< X) [resp. O, ) (0 x X)]

et, pour tout v € L'y )(O x X)
0,(u) € (D7) © oy (w) U {1},
Preuve Notons vi,...,7, € I';(O) des lacets tels que tout lacet de I';(O) soit
homotope a un lacet de la forme
Yig - Vi, 1 <05 < p.
Tout lacet de I'(0)(O x X)) est homotope a un lacet de la forme
v s €I (y(s),a) oty € Ty(O);

notons +; le lacet ainsi associé au lacet ;.
Soit (6)1<j<q une base de I'espace vectoriel Fyj ,,. D’aprés le lemme 3.4.1, il existe
des fonctions holomorphes

. . .
ZJ'CXX_>E7 1§Z§pa]-§]§q,

telles que

(D, '0;); = Dy ((85);) + ¥i-

. . D;! .
Ceci montre que 'espace vectoriel F(bta)u est un sous-espace vectoriel de 1’espace
vectoriel G engendré par les germes

LA<i<pl1<j<q)etD'0;(1<j<q). (33)

En effet, (0, )71 est une combinaison linéaire des germes (Hk)1<k<q et tout lacet de
L3,0)(O x X) est homotope & un produit fini de lacets ; : I'espace G est donc

l
invariant par prolongement analytique et F( a) €N est un sous-espace.

Dans le systéme de générateurs (3.3), I’ automorphlsme de G, 0 — 0., admet une
représentation matricielle de la forme

Id M
( 0 M;‘; )
ol M, est la matrice représentative de 'automorphisme A“ dans la base (0;)1<j<q-
Ceci permet de montrer la premiére partie de la proposmon ainsi que l'inclusion
05(Dy'u) C oy (u) U {1},

Pour la deuxiéme inclusion, il suffit de poser v = D, ‘w. On a alors Dlv = u et,
d’aprés les résultats du paragraphe 3.3, o,(u) C 0,(v), ce qui termine la preuve. H



Remarque 3.4.1 On a pour tous I' € N et v € ', (0 x X), P;'( Zl]) =0.

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.4.2 Pour tout 7,6 € '(5)(0 x X), on a Pls(u) = Pl(u) + P}(u,).

Preuve On a en effet

Pls(u) = (D, )va—Df (t59)
= (Py(w) + Dy ! (uy))s = Dy (us)
= P)(u) + (D7 (uy))s — Di" (uns)
= 7(U)+P’(%)



Chapitre 4

Monodromie de la solution d’un
probléme intégro-différentiel

On considére le probléme (4.2) de [19] ou t désigne une seule variable complexe,
soit

((D§ — Az, D))ult,z) = Y A" (2, D)D; ult, v) + wa(t, z),

Y (D! — Au(z, D))ult, z) (4.1)

= ZA?(x, D)D;'u(t, z) 4+ wy(t, z) pour zo =0, 0 < h < m.
\ lel

Les hypothéses liées & ce probléme sont les suivantes : les opérateurs Ay, et AP sont
des opérateurs différentiels linéaires & coefficients holomorphes dans un voisinage
ouvert €; de lorigine de C™*!; ’ensemble £ est une partie finie de Z*. On suppose
enfin que les ordres des opérateurs vérifient pour tout 0 < h <m

ordre A, < h, ordre,, Ay < h,

h+1l—-1 sil<0,

OrdreAK{hH sil>0.

De plus, les primitives en ¢ sont définies comme au paragraphe précédent.

D’apreés la proposition 4.8 de [19], pour tout voisinage ouvert simplement connexe
Q C Q, de l'origine de C™*!, il existe des voisinages ouverts simplement connexes
Q" CcQ cQde0e C*! et unréel n > 0 tels que, si O est un ouvert connexe de
C de diamétre < 7, pour toutes fonctions holomorphes

wy, : R(O) x Q — F [resp. wy, : R(O) x Q' — F),
le probléme (4.1) admet une unique solution holomorphe

u:R(0) x Q — F [resp. u: R(0O) x Q" — FJ.
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Autrement dit, si w € O 0)(O x Q) [resp. w € Op0)(O x )], ot w = (Wh)o<h<m,
est un germe au point (b,0) se prolongeant analytiquement le long de tout lacet
v € L0 (O x Q) [resp. v € L 0)(O x )], le probléme (4.1) admet une unique
solution u € O, 0)(O x ') [resp. u € O 0)(O x Q2")] qui se prolonge analytiquement
le long de tout lacet v € [,0)(O x ) [resp. v € [0)(O x Q)]

Notons u = S(w) la solution de (4.1), on se propose de relier le spectre de u a
celui des données w. Etant donné que seules interviennent les traces Wh|ge=0 POUT
0 < h < m, nous supposerons que ces germes w, sont indépendants de z,; nous
supposerons donc que les ouverts 2, Q' et Q" sont de la forme U x V ou U et V sont
des voisinages ouverts simplement connexes de 1’origine de C et C" respectivement.

On a alors le

Théoréme 4.0.1 Si le groupe fondamental w1 (O,b) est un groupe de type fini, on
a

w e O{b,o) (O x Q) [resp. Of, ;) (O x Q)]
= u=S(w) € O{b,o) (O x ) [resp. Of (O x )],

oy(w) U {1} = o, (u) U {1} pour tout v € T'p0) (O x ).

Preuve Soit v € ['(;0)(O x Q") ; on remarquera d’abord que o, (w) C o,(u) U {1}
d’aprés les propriétés établies au chapitre précédent.
Le germe u, peut se décomposer sous la forme

— 7 v
Uy = Uq + Uy

ou
ui = S(w,), ug = S(Qu)
avec

(@yu)n =Y A}z, D)Pl(u), Ly ={l€ L;l>0}.

lely

Les applications u — u] sont linéaires.

1. Soient (6;)1<j<, une base de Fy, a; = S(6;) et H I'espace vectoriel de di-
mension finie engendré par ces germes; les germes «; se prolongent en des fonctions
holomorphes sur R(O) x Q' et u] appartient & H, espace vectoriel de dimension finie.

2. Posons O' = C \ C ou C est la composante connexe non bornée de C \ O;
cet ouvert O’ est simplement connexe, O C O’ et diamO'=diamO < n (voir la figure
4.1). Etant donné que Q- u est un polynéme en t a coefficients holomorphes dans €',
la proposition 4.8 de [19] montre, vu le choix de 1, que les germes uj = S(Q-u) se
prolongent en des fonctions holomorphes sur O x 2", donc sur O x Q".

Montrons qu’il existe un sous-espace vectoriel G C H (O x Q") de dimension finie
tel que

ug = S(Qyu) € G pour tout 7y € [0)(0 x Q).



O o'

Fic. 4.1 -

Notons 7v; € I'4,0)(O x "), 1 <4 < p, des lacets tels que tout lacet v € I'p,0)(O x Q")
soit homotope & un lacet de la forme

D’aprés le lemme 3.4.2,
k

Lo\ — !
P'y(u) - ZP%-]. (U:Yj)
j=1
ol ¥; = %, ---Yi;_,, 71 désignant le lacet constant eg ). D’aprés le lemme 3.4.1,
P (uy) =0, don
k

! Lo
Piu) = 3" PL ().
j=1
Il en résulte que ), u appartient a ’espace vectoriel engendré par les germes @), ;,
ot 1 <7< petl < j<gq. Ces germes sont des polyndomes en t & coefficients

holomorphes dans €' ; les germes
aij = S(Qy ;)

sont donc holomorphes sur O x 2" et uJ appartient a I’espace vectoriel G de dimen-
sion finie engendré par ces germes. Ceci prouve que 1’espace vectoriel engendré par
(Uy)yer o (0xry est inclus dans G+ H ; on en déduit que u € O{b,o) (O x Q).

3. Montrons que 'espace G + H est invariant par prolongement analytique. On
remarque d’abord que (a;), = ;.



On a ensuite o;; = S(6;), d’out
(05)y = ()] + ()] ot ()] = 5((6),) € H.
D’aprés la définition de ’espace GG, on en déduit que
(a5 = 5(Qy05) €G-

Ceci montre que 'espace GG + H est invariant par prolongement analytique et que
I'automorphisme 6 — 6, admet dans le systéme de générateurs

(aij)a(aj)a 1 S 1 Spa 1 S] S q,

une représentation matricielle de la forme

Id B
0 MY

ou MY est la matrice représentative de I'automorphisme AY. Ceci prouve que
0,(G+ H) C o, (w) U {1}.

Si les germes wy, € O, 0)(O x §2) sont & monodromie résoluble, d’aprés le corollaire
3.3 le germe w = (wp)o<h<m €st & monodromie résoluble. Donc il existe une base (6;)
de ng,o) telle que MY soit triangulaire supérieure pour tout 7y € LCp,0)(O x ). Par
conséquent, dans le systéme de générateurs («;;, o), 'automorphisme 6 — 6., admet
une matrice représentative triangulaire supérieure pour tout lacet v € I'(5,0)(O x ").
On conclut grace au lemme 2.0.1, que u est & monodromie résoluble.

4. Soit v € T (0 x '), alors il existe § € [0 (O x Q") homotope a 7y
dans O x ' car Q" C Q' et Q",Q sont deux ouverts simplement connexes (par
exemple 6(8) = (70(8)70))' On a donc (U’Y)’YEF(b,o)(OXQ") = (u’Y)’YEF(b,o)(OXQ') car u
est holomorphe sur R(O) x Q. Donc Fj  est de dimension finie, autrement dit
u € O{b,o) (O x €). De plus, 0.,(u) ne dépend que de la classe d’homotopie de v, on
a donc

oy(u) U{1} = oy (w) U{1}

pour tout v € I'0) (O x ).

A présent, si u € Of (O x ), il existe alors une base (us, ..., u,) de I'espace vec-
toriel engendré par (u7)7er(b,0)(0xgu) (= F(%,o)) telle que, pour tout v € T'(50)(0 x "),
la représentation matricielle, dans la base (ug,...,u,), de 'application linéaire AY
soit triangulaire supérieure. Or cet automorphisme ne dépend que de la classe d’ho-
motopie de . Par conséquent, pour tout v € Iy (O x ), A7 admet comme
représentation matricielle , dans la base (uy, ..., u,), une matrice triangulaire supé-
rieure. On a donc u € Of (O x ). [ |



Nous allons, a présent, montrer un exemple prouvant que l'inclusion

o (u) C oy(w) U {1}

peut étre une égalité. Pour cela, il suffit de considérer le probléme intégro-différentiel

suivant
Dou(t,z) = DD, tu(t,z) + 1t

u(t, x) = 0 pour zy = 0.

oil v/t est le germe au point 1 vérifiant (v2)? = ¢ et /1 = 1. D;'u est le germe
primitive en ¢ du germe u s’annulant en ¢ = 1. Ce germe se prolonge en une fonction
holomorphe sur R(C*). Le germe solution au point (1,0) est donné par

1)—-1
u(t, ) = xg [\/E G(t) — G -1 e’
e
ou o
G(t) E a,t" avec ag et api1 ot 3an

n>0

G est une fonction entiére et G(1) # 1. u se prolonge en une fonction holomorphe sur
R(C*) x C et on a par le théoréme de structure 8.2.1 des fonctions de détermination
finie sur le disque pointé

os(u) = {-1,1}
ou 0 est le lacet s — (exp(2int),0), et

O'(;(w) = {—1}.

On a donc bien (dans ce cas)

05(?1,) = Ug(w) U {1}



Chapitre 5

Preuve du théoréme 2.0.3

On revient au probléme (2.1)

d
a(x, D)u(x) =Zvi(ki(x),x),
i=1
Dlu(x) = wp(x1, ) pour 2o =0, 0 < h < m.

La solution du probléme (2.1) est de la forme

d d
u(@) =Y Uit ) imkye) = D5 "™ DU (L, )=y ()

i=1 1=1

ou U] est un germe au point (a1, a) se prolongeant en une fonction holomorphe sur
R(O) x Q' ou Q' est 'un des ouverts du systéme fondamental de voisinages de la
proposition 2.0.2. U = (Uj,...,U}) est solution d’un probléme intégro-différentiel
de la forme

([ (D — Au(z, D)U(t,2) = > AP (2, D)D;'U(t, ) + ym(t, ),

(D — An(z, D)U(t, )

= EA?(:U,D)D;IU(IS, z) + yn(t,z) pour g =0, 0 < h <m
\ lel

Ym(t,z) = (a1(x)D; ™v1(t, x), ..., ag(x)D; Mvg(t, x))

ou les a; sont des fonctions holomorphes sur 2 et pour 0 < h <m —1

3
3

un(t,2) = (D2 Praoa(’, Dy Ywn(t, 2), -, D Pagn(a!, Dy uwn(t, 2))
0 0

=~
Il
£
Il
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ou P, jn(z',€) est un polynome en £ € C a coefficients holomorphes en la variable
z'. On en déduit d’aprés les différents résultats du chapitre 3, que si les v;, wy, sont
de détermination finie [resp. & monodromie résoluble| alors les yp, (0 < h < m) sont
aussi de détermination finie [resp. & monodromie résoluble|. Donc, compte-tenu du
théoréme 4.0.1, U sera aussi de détermination finie [resp. & monodromie résoluble|.
Par conséquent, il en sera de méme pour la solution v du probléme (2.1).

De plus, d’aprés le corollaire 3.1.3 et la proposition 3.4.1, on a, pour tout § appar-
tenant & I'(q; 4)(O % Q),

05(ym) C os(v) U{1}

ou v = (v1,...,0q) €t
o5(yn) C os(w)U {1} pour 0 < h<m—1
ot w = (W, .-, Wp_1)-
Soit v € T',(€2)). D’aprés la définition de 2/, et des fonctions h;, on a h;(€2),) C O,
donc h; 0y € L'y, 4)(O x ). On a, par conséquent,

d
uy(2) = Y (DG D (U] hior (¢, 7)) =ksa)

i=1
et on en déduit d’aprés le théoréme 4.0.1 que
Thioy(U) C Ohsoy(v) U Onjoy (w) U {1}.
D’autre part, « — u;(2) = U;(t, ©) 4=k,(s) vérifie
a(z, D)u;(z) = 9;(x)
ou 7;(x) = v;(ki(x), x). On a donc, compte-tenu des résultats des paragraphes 3.1 et

3.2
0(0i) C 0y(Ui) C Ty (U).

Par conséquent, on a
0y(0:) C 0y(i) C Onjoy(v) U Ohioy(w) U {1}, (5.1)

ce qui termine la preuve du théoréme 2.0.3.

Nous allons montrer & présent que dans le cas o O = Dw, on peut trouver une
écriture u(z) = Zle u;(z) de la solution vérifiant pour tout i = 1,...,d et tout
v € La(€2)

04(0i) C 04(Ui) C Opjon (V) U Opion(w). (5.2)

Montrons tout d’abord un lemme ainsi que son corollaire dont nous aurons be-
soin par la suite.



Soient X une variété holomorphe connexe et a € X. On suppose que le groupe
fondamental 7 (X, a) est isomorphe & Z et on note 6 € I',(X) un lacet dont la
classe d’homotopie engendre le groupe (X, a). Si u € OJ(X), on pose u, = usn
pour n € Z. On a alors le

Lemme 5.0.3 Soit n € N le plus grand entier tel que la famille (uq, ..., u,) soit
libre, alors (ug, ..., u,) est une base de F*. De plus, 1 € o5(u) si, et seulement si

n n
Upt1 = Zx\iui ou \; € C et Z/\i =1.
i=0 i=0

Preuve On note F' le sous-espace vectoriel de F* engendré par (uy, ..., u,). Mon-
trons tout d’abord par récurrence que pour tout m >n+1, u,, € F. Sim=n+1,
alors u,, € F par définition de n. On suppose, maintenant, que u,, € F (m > n+1),
alors Upi1 = (Um)s = Dopo Ni(Ui)s car Uy, € F. Donc tpq =Y ¢ o Mg € F car
Ui, - .., Untr1 appartiennent a F'.

Montrons, a présent, que pour tout m < 0, up, € F. On a tpp1 — Y o g Aitty = 0
avec (Ao, ..., An) # (0,...,0). De plus, on peut remarquer qu’alors Ay # 0 sinon on
aurait

n n—1
(Uny1 — E Ailli) -1 = Uy — E Aig1u; =0
i—1 i—0

et donc u, appartiendrait a ’espace vectoriel engendré par (ug,...,u, 1), ce qui
contredit la définition de n; d’oit A\g # 0. On en déduit que

n n
(un—{—l - E /\,‘Ui)(g—l = Up — E )\iui—l =0.
1=0 =0

Donc u_1 € F car Ay # 0. A présent, siu_,, € F,onau_,, 1 = (u_p,)s-1. Par consé-
quent, U1 = Yoo Niug)s-1 = Z?:__ll Aiz1u; € Fcaru_q,...,u, | appartiennent
a F. Donc (ug, ..., u,) est une base de F.

Montrons ensuite que 1 € o5(u) si, et seulement si,

Upy1 = Z/\ZUZ ou \; € Cet Z)\Z =1.
=0 1=0

La matrice représentative de ’automorphisme 6 — 65 de F* dans la base (uy, . . ., uy,)
est
0 Ao
1 A1
M= .
0 1 A\

et 1 € o(M) si et seulement si Y . A\, = 1 car le polynome caractéristique de la
matrice M est égal & (—1)"(X™ =370 LX), [ |



Corollaire 5.0.1 Soit u € OI(X). On suppose que 1 ¢ o5(u), soit v € H(X) alors
v=0<1¢ os(u+v).

Preuve D’aprés le lemme précédent, il existe n € N tel qu'une base de F*** soit
donné par (ug + v, ..., u, +v).
Supposons v # 0, on a alors u,41 +v =Y ., A(u; + v). Donc

Up+1 — zn:)\,u, = (Zn: )\z — 1)U.
1=0 1=0

Par conséquent si Y . (A # 1, on & tp1 — oy Aju; € H(Q), donc est un vecteur
propre de F} associé a la valeur propre 1 pour I'application linéaire 6 — 65, ce qui
est impossible d’aprés les hypothéses. Donc Y | A; = 1. Donc 1 € o5(u+v) d’aprés
le lemme précédent.

Siv=0,alorsu+v=uetl¢os(u),donc 1¢ os5(u+v). [

On choisit, & présent, pour £2', un ouvert du systéme fondamental de voisinages de
la proposition 2.0.2 qui vérifie £;(©') C D,,, pouri =1,...,d. Onaalors Q) = Q'\K.
Ainsi, pour tout lacet v € ', (' \K), on a h;oy € F(al’a)(Dw xQ),pouri=1,...,d.
Notons & un lacet dont la classe d’homotopie engendre (D, x ).

Supposons tout d’abord que 1 € o5(v) U o5(w).
Soit v € T',(2' \ K), il existe alors n; € Z tel que h; o <y soit homotope a §™.
Etant donné que 1 € 05(v) Uos(w), on a 1 € ogn; (v) Uosm (w). Par conséquent, on a

UhiO’Y(U) U ahiOW(w) = Uhiov(v) U o-hiO’Y(w) U {1},

ce qui prouve (5.2).

Supposons a présent que 1 ¢ o5(v) U a5(w).
Posons y = (yn)o<h<m et montrons tout d’abord qu’il existe un espace vectoriel F’
invariant par prolongement analytique contenant F, (3{11,«1) et, qu'une matrice représen-
tative de I'automorphisme de F', # +— 65 dans un certain systéme de générateurs

soit

Id B

0 M
ol M est une matrice diagonale par blocs avec chaque bloc de la forme Mj" ou M;™,
ou My [resp. My™] est la matrice représentative de Aj* [resp. Ay"] dans une base
de Fy;  [resp. Figt ).

(alﬁa)
Pour cela nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 5.0.4 Soient X une variété holomorphe, a € X et E; C 01(X),1 < j <p,
des espaces vectoriels invariants par prolongement analytique, alors E = H§:1 E; est



invariant par prolongement analytique. De plus, st M; est une matrice représentative,
dans un systéme de générateurs, de l'automorphisme de E;, 6 — 0., ou v € I'y(X),
il existe un systéme de générateurs de E tel qu’une représentation matricielle de
Pautomorphisme de E, 0 — 0, dans ce systeme de générateurs soit

M,

M,

p

Preuve Soient 0 € E et AS Fa(X) .Onaf= (ej)ogjgp et 97 = ((aj),y)osjgp <)
car les E; sont invariants par prolongement analytique. Donc E est bien invariant
par prolongement analytique.

Notons 7; : E — Ej la projection d’indice j et A; : E; — E l'injection linéaire
définie comme suit : si e € Ej, mj(A;j(e)) = e et mp(Aj(e)) = 0 pour k # 5. Si S; est
un systéme de générateurs de Ej, S = [J;_, A;(S;) est un systéme de générateurs de
E. Enfin, si M; est une matrice représentative de § — 6, dans S; alors une matrice
représentative de I’automorphisme de E, 6 — 6, dans S est donnée par

M,

On rappelle que
Ym(t,z) = (a1(x) D, ™v1(t, x), . .., aq(x) D, Mvg(t, x))

ol les a; sont des fonctions holomorphes sur €2. Compte-tenu des résultats du chapitre

3, il existe, pour tout + = 1,...,d, un espace vectoriel (G;, contenant F('Zl(?)Dt v
invariant par prolongement analytique et un systéme de générateurs de G;, (¢4, ¥?),

ou ¢t € H(D, x ), tel qu'une matrice représentative de I’automorphisme de G;,

0 — 05 soit de la forme
Id B;
M = ( 0 My )

ot My est la matrice représentative de Aj* dans une base de FgZ’l o)
Donc, d’aprés le lemme 5.0.4, il existe un espace vectoriel F;,, contenant Fggf 2)
et un systéme de générateurs S,, de F,, tel qu'une représentation matricielle de

I'automorphisme de F,,, 6 +— 65 dans S,, soit

M,



De plus, quitte a réarranger S,,, on peut lécrire sous la forme (o}, 5/") ou af
appartient & H(D,, x ), et une matrice représentative de ’automorphisme de F,
0 — 05, dans ce systéme de générateurs est

(Id B,

Id By
My

. Yy

Maintenant, on rappelle que pour 0 < h<m —1on a

m—1
— (ZPljk,h(x',Dt_ Ywy(t, ) ZPdkh o', Dy Dwl(t, x))
k=0

ou P n(2',€) est un polynome en £ € C a coefficients holomorphes en la variable
z'. Donc toute composante de y; s’écrit sous la forme

-1 I

3

ap(2) D wy (¢, ).
0 =0

>
Il

En utilisant a nouveau les résultats du chapitre 3 et en raisonnant comme précé-
demment, on peut construire un espace vectoriel F}, contenant F(’fl’;’a), invariant par
prolongement analytique, et un systéme de générateurs de Fj, de la forme (af, 8") ou
al € H(D, x Q). Une représentation matricielle de I’automorphisme de Fy,, 6 +— 05,
dans ce systéme de générateurs est

Id B"

0 M
ot M" est une matrice diagonale par blocs, chaque bloc étant de la forme M;™, qui
est la matrice représentative de Ay* dans une base de F(Z’“ @)
Donc, en utilisant & nouveau le lemme 5.0.4 et quitte a réarranger le systéme de
générateurs que l'on obtient, on a un systéme de générateurs d’'un espace vectoriel
F, invariant par prolongement analytique, contenant F(an’a), de la forme (ax, 8;) ou

ar € H(D, %x$2). Enfin, une matrice représentative de ’automorphisme de F, 6 — 6,
dans ce systéme de générateurs est de la forme

(5 )

ol M est une matrice diagonale par blocs, avec chaque bloc de la forme M ou
Mg’™. On peut remarquer que I'on a o(M) C o5(v) U 05(w), et donc que 1 ¢ o(M).
On a, enfin,

o(M™) C osn(v) U osn (w) pour tout n € Z.



D’aprés la preuve du théoréme 4.0.1, 'espace vectoriel F, engendré par

(S(Qs+15(0)), S(Qs+15(81)), S(aw), S(61))

est invariant par prolongement analytique et contient F(Zl a) Il est a noter que
Qs+15 () = 0 car ay € H(D,, x Q), donc F est engendré par

(S(Qs=1S(B1)), S(aw), S(Br))-

Une matrice représentative de 'automorphisme de F, 6 — 65 dans ce systéme
de générateurs est donnée par

Id 0 B B
0 1d B |=("g 3 )
0 0 M

Puisque 1 ¢ o(M), on a M — Id qui est inversible. De 14, on tire

Id 0\ (Id BId-M)y"'\[Id B\ [ Id B'(M~—Id"

0 M) \0 Id 0 M 0 Id )
1l existe donc un systéme de générateurs de F' de la forme

(S(Qs15(81)), S(ax), )

tel qu’une matrice représentative de Pautomorphisme de F', § — 6;, dans ce systéme

de générateurs soit
Id 0
0o M )

U, = Z A + Z 1S (o)’ Z vS(Qs+ (Br))
= .

On note F; espace vectoriel engendré par

(S( fstls(ﬁl))ias(ak)iaﬁ)-

Le sous-espace vectoriel de F} engendré par (¥}) est invariant par prolongement
analytique. En effet, soit ¢’ € I'(4, q) (D, x Q) ; il existe alors n € Z tel que &' soit
homotope a §". De plus, on a (¥f)y = > Apgithh ot (Angi)k, est la matrice M™ et
une matrice représentative dans le systéme de générateurs (¢f) de ’automorphisme
de Fi, 0 — Os5 est M™. On a donc

On a

et on pose

05/([7{) C U(Mn)



Posons )
i(x) = [Dy' "™ DU (t, ©)]jt=ki(a).

wh(z') = [Dyu;(z)];s pour tous 0 < h <m, 1 <i<d,

et ' '
Wi (t, z) = wy (¢, z").

Le germe u; est solution du probléme de Cauchy

a(z, D)ui(x) = vi(ki(z), ),
Dlu;(z) = Wi(zy,z) pour 25 = 0,0 < h < m.

Or, étant donné que u est solution du probléme de Cauchy (2.1) et que u = Zle U,
on a (Zle Wi(z1,2))is = wp(21,2)s. De plus, vu que U] — U} € H(D, x ), 4,
est solution d’un probléme de Cauchy de la forme

a(x, D)i;(z) = vi(ki(x), x) + ¢t (ki(z), ),
Dti;(z) = Wi(xy,x) + ¢4 (ki(x),z) pour 1o =0, 0 < h <m

ou ¢t € H(D, x ) pour tous 0 < h < m, 1 < i < d. On rappelle que les
germes x +— v;(ki(z), ) [resp. z — o (ki(z),z)] sont les germes x — h}(v;)(x)
[resp. = A (er,) (2)]-

On choisit a présent v € T, (2'NSN\T) de la forme s — (0, a;e*",a"). D’aprés la
proposition 2.0.2, la classe d’homotopie de 7 engendre tous les 7 (' \ Kj, a), et de
plus, on peut supposer, quitte a changer I'orientation de ~y, que h; oy est homotope
a 4. On a alors 3

oy (3 (v + 91,)) C 0, (@) C o5(T) € o(M). (5.3)

On a hf(v;) +hi(¢l) € O (U NK;) et m (' \K;,a) ~ Z. Par hypothése, 1 ¢ o5(v;),
d’ou 1 ¢ o, (h(v;)) et on sait que @i, € H(D, x @), donc hi(gh) € H(Y \ K;).
Enfin, d’aprés (5.3), on a 1 ¢ o,(h}(v;) + hi(¢%,)) car 1 ¢ o(M); on peut donc
appliquer le corollaire 5.0.1 et en déduire que A} (¢!,) = 0.

Ensuite, on a D{i;(x) s = (b} (W) + hi(¢}))s; d’ou

o ((h; (W3) + i (h))1s) C 05(@:) C o (M), (5.4)

ce qui entraine que 1 ¢ o, ((h;(W}) + hi(¢})))s) car 1 ¢ o(M). Par conséquent, on
a, d’apreés le lemme 3.1.1, 1 & o, ((h; (wn) + hj (¢n))|s) ol @) = Zle ¢t De plus, le
germe hi(wy)is + i (gn)is € 0L NSNT) et m(Q NS \T,a) ~Z est engendré
par la classe d’homotopie de 7.

Par hypothése, 1 ¢ o5(wy), d’ot 1 ¢ o, (h} (wp)s) et on sait que ¢y € H(D,xQ), par
conséquent hf(pp)|s € H(QUNS\T). D’aprés (5.4), on a1l & o, (h; (ws)s+h;(on)s);
on peut donc & nouveau appliquer le corollaire 5.0.1 et en déduire que A (¢p);s = 0.



Ceci montre que Y0, @; est solution du probléme (2.1).

A présent, soit 7 € I',( N\ K). On a

d d

s =Y ()5 = Y _[DF" ™ D} (U] o5 (t, )] =y a)-

=1 =1

Donc, étant donné qu’il existe n; € Z tel que h; o7 soit homotope a 6™, on en déduit

que op;057(Ul) C o(M™) C 0h,05(v) U 0h,05(w), d’ou
05(0i) C 05(%) C Ono5(v) U Onion(w),

ce qui prouve (5.2).



Chapitre 6

Un contre-exemple

Nous montrons, ici, grace a un contre-exemple que le théoréme 2.0.3 ne subsiste
pas si m1(O) n’est pas de type fini.
On pose a, = 1/n pour tout n € N* et O = C \ U, {an}
On consideére le probléme de Cauchy suivant :

Do(Dy + Dy)u(z) = wvi(ki(z), ),
u(x) =0 pour zy = 0,
Dou(x) = w(xy,x) pour zy = 0,

ou ki(x) = z1, ke(z) = x1 — x9 €t

vi(t,z) =Y (n+1)(@o + ansr — )"/ (M (@ns1 — 1)),
w(t,z) = (ane1 —1)"/nl.

On a vy, w € H(O x C?). Ce sont donc des germes, au point (0,7), de détermination
finie. Le germe solution u € O ;) (C?) est donné par

u(z) = uy(ki(z), z) + ug(ko(z), z)

avec

(t,2) = = 3 oy 0+ = £)In(ay = )],

n=1

walt,) = 3 sy o )" (e, — )

n=1

uy et ug appartiennent a O;;0,))(O x C?) et se prolongent en des fonctions holo-
morphes sur R(O) x C2.
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Montrons que u n’est pas de détermination finie. Pour cela, on pose
K,={z€C?% a, —z; =0} K! = {z € C* z¢+a, — 21 = 0}

et on note vy, € I'(p(C* \ (U, Kn U K},)) un lacet tel que sa classe d’homotopie
dans C? \ K}, engendre 7, (C? \ K}, (0,4)) = Z et tel que sa classe d’homotopie dans
C? N\ (Uppr Kn U U, K7,) soit nulle. On suppose de plus que les 7, sont orientés de
maniére a ce que
i
uvk(m) = ’U,(.T) - m(xo + ax — .’,C]_)k.

Montrons que l'espace vectoriel F' engendré par (u,;)ren- est de dimension infinie.

Supposons le contraire, il existe alors k1,...,k, € N* tels que uy, ,...,u,, en-
gendrent F. Soit k > max{ki, ..., k,}, il existe A\1,..., A, € C tels que
n
Uy = Z )\ju’ij .
7j=1
D’ou
n . n .
2im & A ks
(1 _jz_?“) M) = ot ) 2 g e e m )

Le second membre de cette égalité étant holomorphe au voisinage de 1’origine et u
n’étant pas holomorphe au voisinage de 1’origine, cette égalité n’est possible que si
>_j-1Aj = 1; autrement dit si

2 -

ol

2i7T/\j (
(k; — 1)!

Ty +ap —x1)F — To + g, — r)f = 0.

Jj=1

Mais ceci est impossible compte tenu du choix de k. F' est donc de dimension infinie
et u n’est pas de détermination finie.



Chapitre 7

Preuve du théoréme 2.0.4

On considére d’abord le probléme de Cauchy

a(z, D)u(z) = w(z),
(7.1)
Diu(z) = 0 pourzpg=0,0<h<m

ot v € OI(Q\ K); on note u = S(v) la solution de (7.1) : cette solution se prolonge
analytiquement le long de tout lacet v € I', (2 \ K).

D’apreés les propositions 2.0.1 et 2.0.2, on choisit U; C U, C ', deux voisinages
ouverts simplement connexes de I’origine de C"*! de la forme

Uj=D,, xDg, x| j=1,2,

tels qu’il existe des lacets §; € ['y(U1 N K),a € UyNS\T, 1 < i < ddont les classes
d’homotopie engendrent le groupe 71 (U; \ K, a) et tels que

[61]10:] = [0][01] 1< <d.

De plus, le lacet 6; est tracé dans U; NS N\ T et sa classe d’homotopie engendre les
groupes 71 (U;NS\T,a) j = 1,2 (donc engendre les m; (U; \ K;, a) d’aprés la proposi-
tion 2.0.2). Enfin, on peut supposer que les difféomorphismes h; : x — (o, ki(x), 2")
sont définis sur ' pour 1 < i < d et (en choisissant U; et U, suffisament petit) que

d d
Uhk) ctn, U (W) cQ.
i=1

i=1

Soient (v;)1<j<p une base de FY, u; = S(v;) et G l'espace vectoriel engendré
par (u;)1<j<p; o0 notera que G est un sous-espace vectoriel de O, et que (u;)i1<j<p
en est une base : en effet, toute relation de la forme Y7, A\ju; = 0 impliquerait
S35 Ajvj) =0, d’out 37, A\ju; = 0, application S étant injective d’aprés I'uni-
cité de la solution de (7.1).
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On vérifie d’abord que
0eG =0 €qG. (7.2)

Le lacet 9; étant tracé dans Uy NS T, on a
(Uj)(sfcl = S((“j)&fﬂ)

ou (vj)g+1 € Fy, ot (u;);+1 € G, ce qui prouve (7.2). De plus, dans la base (u;),
I’automorphisme 6 —» Hélﬂ de G admet pour matrice représentative, la matrice re-
présentative M., de I'automorphisme Agﬂ dans la base (v;).

1 1

Lorsque 2 <7 < d, on peut écrire
CL(:E, D) (uj)d?:l = ’U] (Sil Z)\Z]kvk

ol (/\Z?tjk) j.& est la matrice représentative de 'automorphisme A7., dans la base (v;).
On pose '

£ _
Uij = (uy) 51— E /\”kuk,

ces germes, au point a, se prolongent, analythuement le long de tout lacet apparte-
nant & v € [',(Uy \ K).
Montrons que ces germes U; sont de détermination finie. Vu que

a(z, D)UZ? =0,
il s’agit de vérifier que les germes

W:I:

in = (DLUZ)s, 0 < h <m,

sont de détermination finie. On remarque que le germe W3, appartient a Pespace

ijh
+ )
H;, engendré par les germes

(Dgur)s, — (Dp((u)g))is, 1<k <p, (7.3)

germes qui se prolongent analytiquement le long de tout lacet v € T',(Us N S \ K).
On observe que Hij,i est invariant par prolongement analytique, c’est & dire que

+ +
Vu que 6; est tracé dans S et que [;] commute avec [§;] pour i =1,...,d, on a

((Dg (ue)) 5)521 = (Dg((ur)52))s,

et
(DB (ur)s2)8)gt = (Dl ((ur)s252))s-



Or, étant donné que (Uk)é-il:l € G, on en déduit que

wt
Fa ih C HZ:E;

les germes I/V;Eh sont donc bien de détermination finie. De plus, I’automorphisme
0 — 05 de H i admet dans le systéme de générateurs (7.3) une matrice représentative

de la forme
Mg 0
0 My

car My est la matrice représentative de ’automorphisme ¢ — 05, de G dans la base
(u;). Il en résulte que
(oF N (W:t

ijh) C g (Hz:}:;) C g (U)

Vu que la classe d’homotopie de ¢; engendre le groupe 7 (U; NS\ T'), on en déduit

o (I/VjE

iin) C 0y(v) pour tout v € [y(Us NS N\ T).

Les germes Uij; sont solutions de
a(z, D)Uj; (z) = 0,
D(})LU;;(JJ) = I/V;h(x’) pour 2o =0, 0 < h < m.

En posant I/T/;h(t, x) = Wijjth(t, z"), il résulte du théoréme 2.0.3 que

m—1
07(U$) C U U Jﬁ(Wij;h) pour tout v € T, (U \ K)
I=1 h=0

oty € ['ay,a) (D,, x Us) désigne le lacet s — (k;(7(s)),a). Il faut noter que d’aprés
le choix des ouverts U; et U,, les germes I/V;Eh se prolongent bien analytiquement le
long des lacets ;. On a d’autre part

Oy, (ﬁfjh) C 0y, (v)

ot vy € I'y(Upy NS\ T) désigne le lacet s — (0, k(v(s)),a”), d’ou
d
+
o,(Ui;) C an (v) pour tout v € I', (U \ K).
=1

De plus, on peut noter que ~; est homotope a v dans ' \\ K;. En effet, en posant

H(s,t) = by (1 = t)70(s), ku(7(s)), (s, 1))

ou lapplication h : (s,t) — h(s,t) est une homotopie dans 2. _; entre 7" et le lacet
constant e, : s — a”, on obtient une homotopie dans {2’ \ K entre v et ;.



On pose

+_ U
G =F.”
et on vérifie que
FrCcG+) (Gi+Gy)=F. (7.4)

ij
En effet, u € G et il suffit de vérifier que I'espace F est invariant par prolongement
analytique. Les espaces G’jE le sont car les germes UjE sont de détermination finie.
Quant a G, d’apreés (7.2), 11 est invariant par prolongement analytique le long de 6f
et pour 2 <i<don a

(uy) st = + Z/\Z]kuk

ou U;; € Gy et Y5y A5 uy € G. Ceci prouve (7.4).
Il en résulte que u est de détermination finie.

Notons B = {u4,...,u,} la base de G et B;';- une base de ’espace vectoriel G;';
Dans le systéme de generateurs U (B+ UB;;)UB, I'automorphisme de F, 6 — 05;51,
1 <[l < d admet une representatlon matrlclelle de la forme

Ut "
ij
M, ci
Uut,

+

M O
0 0 M

l

ou M? o est la matrice représentative de AY o dans la base {vy,...,v,} et MY il est

ﬂ:
la matrice représentative de A dil dans la base Bf;

Tout lacet v € I',(U; \ K) étant homotope a un produit de lacet 6;°, on en déduit
que 'automorphisme 6 — 0., de F admet une représentation matricielle de la forme

+
M Cijy
0 M?

Y

D’ou
oy(v) C oy(u) C oy(v)U Uo%

Maintenant, si v est & monodromie résoluble, 11 existe une base (v;)1<j<p de FY
telle que toute matrice représentative M? de A? dans la base (vj)1<j<p soit triangu-

. , . wE
laire supérieure pour tout v € I'y(U; \ K). On rappelle, de plus, que F, “" C Hf,i et



que dans le systéme de générateurs (7.3), une matrice représentative de 1’automor-
phisme 6 — 6., de Hij,i, ouy €(UNSN\T), est de la forme

0 My

Donc les germes Wih sont & monodromie résoluble, si v est a monodromie réso-
luble. On en déduit, d’aprés le théoréme 2.0.3 que les germes Uy £ sont & monodromie
résoluble. Par conséquent, il existe une base Bj; de lespace GjE telle que la repré-
sentation matricielle de I’automorphisme 6 — 6, de G soit trlangulalre supérieure
pour tout v € ', (U; \ K). D’o1, dans le systéme de generateurs U, ;(Bi; UB;;) UB,
I’automorphisme de F, 0 — 9(5?:1 1 <1 < d admet une representatlon matrlcielle
triangulaire supérieure ; donc v est & monodromie résoluble.

On considére maintenant le cas général
a(z, D)u(z) = v(z),
Dlu(x) = wp(z') pourzo =0, 0<h<m.

On a donc, pour tout v € I',(U; N\ K), 0,(v) C 0,(u). De plus, u = uy + uz ot uy
est solution de

a(z, D)ui(z) = wv(z),
Dty () = 0 pourzg=0, 0<h<m
et ou uq est solution de
a(z, D)us(z) = 0,
Dhuy(x) = wWp(x1,2) pourzg=0, 0<h<m.

avec Wy (t, x) = wy(t, 2"). On en déduit, compte-tenu des résultats précédents que

d m—1

oy(v) C oy(u) C oy(v)U Ua% )U U U Thioy (Wh).

=1 h=0

Or, h; oy est homotope & h; o 7;, et pour tout lacet ¥ tracé dans S on a
o5 (wp) = opo5(Wy) pour tout i =1,...,d.
Par conséquent, on a

O-hiO’Y(wh) = Ohjoy; (wh) = Oy, (wh)'



On a donc
m—1

d
o,(v) C oy(u) C oy(v) U UO'% U U o, (wp).
= i=1 h=0

De plus, si le germe v est & monodromie résoluble, alors le germe u; est & mono-
dromie résoluble. Les germes wy, sont & monodromie résoluble car 71 (U;NS\T, a) est
isomorphe & Z. Donc u, est & monodromie résoluble. On en déduit que u = uq + uo
est & monodromie résoluble, car O (U; \ K) est un espace vectoriel, ce qui achéve
la preuve du théoréme 2.0.4.



Chapitre 8

Cas du disque pointé

8.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la solution du théoréme d’Hamada-
Leray-Wagschal [5], c¢’est-a-dire a la solution du théoréme d’Hamada-Takeuchi dans
le cas ou 'ouvert O est un disque pointé. On sait que toute fonction de détermination
finie dans un disque pointé s’écrit sous la forme

> e i e (8) [In 2]* (8.1)

meM

ol M est un ensemble fini, p,,, € C et les axy, sont holomorphes sur le disque pointé.
En fait, une telle écriture caractérise les fonctions de détermination finie sur un
disque pointé. Nous allons montrer, dans ce chapitre, comment le théoréme 2.0.3
(ou plus précisément, la note le suivant) et la connaissance de I’écriture (8.1) des
fonctions de détermination finie, nous permettent de mieux caractériser la solution
du probléme (2.1)

d
a(z, D)u(z) = Zvi(ki(x),x),
i=1
Dlu(z) = wy(z1,7) pour 2o =0, 0 < h < m,
dans le cadre du théoréme d’Hamada-Leray-Wagschal.

Nous allons, tout d’abord définir des espaces h(p, q).

Définition 8.1.1 Soit p € C tel que Re(p) € [0,1] et ¢ € N. On dit que u € h(p,q)
si 1l existe un réel w > 0 et Q un voisinage ouvert simplement conneze de [’origine
de C"*! tels que u € H(R(D,,) x Q) soit de la forme suivante

> ta(t, )[Int)*
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ot les fonctions ap sont holomorphes sur Dw x Q et ot ag € H(D,, x Q) lorsque
p=0.

On se place dans les hypothéses du théoréme d’Hamada-Leray-Wagschal.

Théoréme 8.1.1 Si les germes v;, wy, sont dans un méme espace h(p,q), alors la
solution u du probléeme (2.1) pourra s’écrire

avec u; € h(p,q) pouri=1,...,d.

Remarque 8.1.1 Soient u € h(p, q) et k une fonction holomorphe au voisinage de
lorigine, alors, pour tout opérateur différentiel a(z, D), on a

a(z, D)u(k(x),z) = v(k(x),x)

ol v € h(p, q). Ceci tient au fait que les espaces h(p, q) sont stables par dérivation.

Cette remarque nous permet de nous ramener, dans le théoréme 8.1.1, & des wy,
nuls.

8.2 Monodromie des fonctions h(p, q)

Soient (a;,a) € D, x Q et § le lacet défini par s — (a1€%™, q). Il faut noter que
J est un lacet générateur de m (D, % 2, a) ~ Z.

On rappelle le théoréme de structure suivant.

Théoréme 8.2.1 Un germe u € O, o)(R(D,) x Q) est de détermination finie si,
et seulement si, il peut s’écrire

u(t,z) = Y " zmj (£, 7)[In 1]* (8.2)

meM k

ot M est un ensemble fini, Re(pm) € [0,1], pm # P st m # m' et les fonctions
amp : Doy x Q — C sont holomorphes, apg,, Z 0.

De plus, les nombres complezes \,, = €*™mn sont les valeurs propres de ’auto-
morphisme de FLCLU,(J,)’ 0 — 05, a chaque valeur propre A, est associé un unique bloc
de Jordan de dimension q,, + 1 et

meM



A présent, soit

q
u(t,z) =1 ai(t, z)[Int}*
k=0
ol les fonctions ay, : D, xQ — C sont holomorphes, a, #Z 0, un germe au point (ay, a).
Alors, d’aprés le théoréme 8.2.1, le germe u est de détermination finie, dim F(’jma) =
q + 1 et automorphisme A% admet €™ pour unique valeur propre. De plus, on
peut montrer que pour toute base (¢, ...,1,) de Fg telle que la représentation

a1,a)’
matricielle de A} dans cette base soit

e?mrp 1

€2z7rp 1
€2z7rp

on a 1y = CtPa, ou C € C*.

Nous avons vu que si les données vérifient 1 ¢ o5(v) U o5(w), alors la solution u
de (2.1) peut s’écrire

et pour tout z, F; (‘Zil,a) C F; ou F; est un espace vectoriel invariant par prolongement
analytique et une matrice représentative de I’automorphisme de F;, # — 65 dans un
systéme de générateurs est M ou M est une matrice diagonale par blocs avec chaque
bloc de la forme MY [resp. M™*|, o M [resp. M™"| est la matrice représentative
de 'automorphisme Ay’ [resp. A;"| dans une base de F, Zjha) [resp. Fir -

Nous allons & présent montrer un résultat analogue dans le cas ot 1 € o;5(v) Uos(w).

En reprenant les notations des chapitres précédents, on a : Fgl o) C F ou F est

un espace vectoriel invariant par prolongement analytique. Supposons que F soit
engendré par un systéme de générateurs de la forme (g, ¥;)r o0 @ € H(D, X ),

Y € H(R(D,) x ), tel qu'une matrice représentative de ’automorphisme de F,

0 — 605 soit de la forme
Id 0
( 0 M ) (8.3)

ot M est sous forme de blocs de Jordan. On note M = diag(Jy,,...,J),) ol Jy, est
une matrice de Jordan associée a la valeur propre A;. On suppose que A\; = 1. Nous
allons montrer que la solution du probléme (2.1) peut s’écrire

Z ui(ki(z), )

avec Fgf;'l o C F; ou F; est un espace vectoriel invariant par prolongement analy-

tique tel qu’'une matrice représentative de I'application € — 65 dans un systéme de



générateurs de F; soit M.
On a, pour tout ¢ =1,...,d,

Ui(t,z) =Y ek + > .
k .

On pose ¢ = (D°, Meh)1<i<a €t (¢1,..., %) le systéme de générateurs associé au
bloc de Jordan J;. Si, pour l = 1,...,1', iy = 0, on pose alors 1]11 = ¢ et on compléte
11 avec des vecteurs g, ...,y de maniére & former un espace vectoriel invariant
par prolongement analytique tel que la matrice représentative de I’automorphisme
6 — 05, dans la base, (QZI, ce 1;1:) soit Ji. On pose, pour [ > I', 1, = 1;. On a alors

Ui =) wipsi.
1
On a donc F(lfha) C F; on F} est un espace invariant par prolongement analytique et
tel qu’une matrice représentative de I'application f — 6;, dans le systéme de géné-
rateurs (1), soit M. On a donc F(quha) C F; ou F; est un espace vectoriel invariant
par prolongement analytique et tel qu'une matrice représentative de ’application
0 — 05 soit M.

A présent, on pose lp = max{l =1,...,1I'; u; # 0}. On pose alors
(i =isil>1

) U= sil <y,

1
’l,blo = wlo +—0

\ lo
et on compléte (1&1, ... ,zﬁlo) avec des vecteurs (1/;l0+1, ... ,1;1:) de maniére & former
un espace vectoriel invariant par prolongement analytique tel que la matrice repré-
sentative de ’automorphisme @ — 65 dans la base (¢1,...,9y) soit J;. On a alors

Ui = Zlﬁﬂ%-
I

On a donc F(Zi,a) C F, ou F, est un espace vectoriel invariant par prolongement
analytique et tel qu’une matrice représentative de ’application # — 605, dans le
systéme de générateurs (¢), soit M. On a donc F(’fjl o C Fi ou F; est un espace
vectoriel invariant par prolongement analytique et tel qu’une matrice représentative

de ’application 8 — 65 soit M, ce qui montre le résultat anoncé.



8.3 Preuve du théoréme 8.1.1

Par linéarité, on peut supposer que v; € h(p,q), v1 # 0 et vy, ..., vg, wp = 0.

On s’intéresse tout d’abord au cas p # 0.
D’apreés ce qui a été fait au paragraphe 8.2, il existe une base de F(”al1 0) telle que la
représentation matricielle de 'automorphisme 6 +— 65 dans cette base soit

62i7rp 1

62i7rp 1
eZmrp

1 . . .
De plus ( Od ]\04 ) est une matrice représentative de I'application 6 — 65 dans

un systéme de générateurs de F car 1 ¢ o(M). On sait alors que la solution du
probléme (2.1) est de détermination finie et peut s’écrire sous la forme

ou F(%il e F; ou F; est un espace vectoriel de dimension finie invariant par prolon-
gement analytique et tel qu’'une matrice représentative de 'automorphisme de Fj,
0 — 65 soit M. On en déduit, d’aprés le théoréme 8.2.1, que u; € h(p, q).

On regarde a présent le cas p = 0.
On a

vi(t,z) = ax(t,z)[Int]*

avec a, € H(D, x Q). Encore une fois par linéarité, on va distinguer deux cas :
1. vi(t,x) = ag(t,z)[Int]* avec k < ¢ — 1,
2. vi(t,z) = ay(t, z)[Int)%.

Premier cas— Soit (6, ..., 0) une base de F(’;ll 0 telle que la matrice représen-
tative de I’automorphisme de F(le a) f — 05, dans cette base, soit

1 1
M1 =

On rappelle que 6y = Ka; ou K € C*.
D’aprés les résultats du chapitre 5, un systéme de générateurs de 1’espace vectoriel



F est donné par

(S(Qs215(8), (P (D 3)), S(8)

0<I<k

ou f; = (b(z)D; ™6;,0...,0) avec b € H(S2).

Remarque 8.3.1 On peut montrer que F est engendré par

(S(QsS(6r)), S(B* (D" Br)), S(Bi)r- (8.4)
En effet, d’aprés le lemme 3.4.2, on a

Pl(U) = PJ—I&(U) = ng1(U,) + Pg(ué—l);

€

or P!(u) = 0. Par conséquent P}, (u) = —Pf(us-1). On en déduit que
B (D" 6) = —F5" ((Df"Bi)s-1).-

Or, I'espace vectoriel engendré par (D" ;), étant invariant par prolongement analy-
tique (car D} = (b6;,0...,0)), P (D*/3;) appartient & I'espace vectoriel engen-
dré par

(S(Qs=15(81)), S(F5"(Di"51)), S (Bi) )i

Enfin, on a, d’aprés la définition des opérateurs @},

Qs-1S(B) = —Qs((S(B1))s-1)
—Q5S((B)s-1) — Qs(S(Qs-1(51)))
= —QsS((B)s1)

car S(Qs-1(8;)) € H(D, x Q). Maintenant, puisque I’espace vectoriel engendré par
(P™M(D*By), B1); est invariant par prolongement analytique et que P/*(DJ"f3;) est
holomorphe sur H(D, x '), QsS((5;)s-1) appartient & I'espace vectoriel engendré
par

(5(QsS(B1)), S(P5" (D" B1)), S (B

Donc, F' est bien engendré par ce systéme de générateurs.

Une matrice représentant ’application 6 — 65 dans le systéme de générateurs

(8.4) est donnée par
Id B
(5.0 (5.5)

5= (1)

ou



Cette matrice est semblable & la matrice de Jordan suivante

( e M2+2 ) , (8.6)

la matrice de changement de base étant de la forme

¢ D
0 Idgw

ou Idy1 est la matrice identité de dimension &+ 1. Notons (%o, - . ., ¥+1) le systéme
de générateur associé au bloc de Jordan My, 5. D’aprés la forme de la matrice de
passage, 1y est holomorphe sur D, x . La matrice (8.6) étant sous forme de Jordan,
on en déduit, compte-tenu de ce qui a été dit au paragraphe 8.2, que ’on peut écrire

avec F(’:'I o C F; ou F; est un espace vectoriel invariant par prolongement analytique
et dont une matrice représentative dans un systéme de générateurs est donnée par
My 5. Donc, d’apres le théoréme 8.2.1, on a

k+1

ui(t,z) = Z a;j(t, z)[In )

ot a; € H(D, x ) et ar = K9y € H(D,, x ). Donc u; € h(0,k + 1).

Deuziéme cas— D’aprés les résultats du chapitre 5 et la remarque 8.3.1, un
systéme de générateurs de ’espace vectoriel F' est donné par

(S(@ss(8), (P (D)), S(3)

0<i<q

ou B = (a(x)D; ™6;,0...,0) avec a € H ().

Il faut noter ici que, puisque 6y € H(D, x 2), on a S(By) € H(D, x Q) et, par
conséquent, S(QsS(By)) = S(PF (Do) = 0.

Un systéme de générateurs de F' est donc donné par

(S(QsS(8)), S(P (D} 8)), S(B). 5(51))

1<i<q

et une matrice représentative de ’application 6 — 6; dans ce systéme de générateurs

est donnée par
Id B
< 0 Mq+1 ) (8.7)



ou

Maintenant, (8.7) est semblable & la matrice

( ]Od M(q)+1 ) , (8.8)

la matrice de passage étant de la forme

C D
E Idg

ou
ay ... Qgq
0 ... 0
FE =
0 ... 0
Notons (1, - - -, Y2g, Yo, - - - , ¥y) le systéme de générateurs obtenu via le changement
de base. D’aprés la forme de la matrice de passage, pour tout j =1,...,2¢q, ¢; est

holomorphe sur D,, x €’ ainsi que .
La matrice (8.8) étant sous forme de Jordan, on en déduit, compte-tenu de ce qui a
été dit au paragraphe 8.2, que I'on peut écrire

avec F, (’;"1 o) C F; ou F; est un espace vectoriel invariant par prolongement analytique
et dont une matrice représentative dans un systéme de générateurs est donnée par
M,+1. Donc, d’apres le théoréme 8.2.1, on a

u;(t, ) = a;j(t,z)[In 1)’

M-

J=0

ot a; € H(D, x ) et a, = Kbl € H(D,, x ). Donc u; € h(0,q).



Deuxiéme partie

Probléme de Cauchy ramifié pour
une classe d’opérateurs dont les
racines caractéristiques sont en

involution
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Dans cette partie, comme annoncé dans l'introduction générale de la thése, on
aborde I’étude du probléme de Cauchy ramifié non caractéristique

a(z, D)u(z) = wv(z),
Dtu(z) = wp(z') pour 2o =0,0< h<m

ol v est ramifié de maniére quelconque autour d’un lieu singulier défini par un en-
semble analytique L et les wy, sont ramifiés autour de L N {z; xo = 0}.

Dans le premier chapitre, on écrit, grace aux hypothéses faites sur 'opérateur
a(z, D), la solution sous forme d’une intégrale multiple. Le deuxiéme chapitre montre
comment déterminer le prolongement analytique de la solution v a partir de I’écriture
intégrale. Quelques exemples sont donnés dans le chapitre 3. Dans ’appendice, on
trouvera le rappel et la preuve d’un lemme d’isotopie local, dont nous nous servirons
au chapitre 2.



Chapitre 9

Ecriture intégrale de la solution du
probléme de Cauchy ramifié

Dans ce chapitre, nous allons, grace & 'hypothése d’involution sur les racines
caractéristiques, montrer comment on peut écrire la solution du probléme de Cauchy,
au voisinage d’un point d’holomorphie, sous la forme d’une intégrale multiple. Nous
verrons, par la suite, comment se servir de cette écriture intégrale afin d’étudier le
prolongement anlytique de la solution.

9.1 Introduction

On considére, au voisinage de l'origine de C"*!, le probléme de Cauchy holo-
morphe non caractéristique

p(z, D)u(z) = v(x),
u s’annule 2 fois sur S

ol S est un hyperplan non caractéristique en l’origine et p(z, D) est un opérateur
différentiel du second ordre tel que

p(z, D) = a1(x, D)ay(z, D) + b(z, D)

ol a1, as et b sont des opérateurs différentiels linéaires du premier ordre, a; et as étant
homogénes. On suppose que p(x, D) est un opérateur dont les racines caractéristiques
sont en involution : ceci signifie, dans notre cas, que

ai(z, D)ag(z, D) = as(x, D)ay(z, D).

Quant a v, nous supposerons qu’il est ramifié autour d’un ensemble analytique L,
contenant 0, de codimension 1 et tel que S N L soit un ensemble analytique de
codimension 1 dans S : autrement dit, il existe un voisinage ouvert connexe {2 de
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I'origine de C™*! tel que 2N .S soit connexe et il existe un point a € QNS tel que v
soit holomorphe au voisinage du point a et se prolonge en une fonction holomorphe
sur R(2 N\ L) (ot R(X) désigne le revétement universel d'une variété analytique
connexe X).

Notre but est d’écrire sous forme d’une intégrale double la solution de ce probléme
au voisinage du point a, puis d’étudier la ramification de la solution, connaissant L.

9.2 Notation et énoncé du théoréme

Les coordonnées d’un point  de C"** seront notées z = (o, - .., z,) = (2o, 2') ;
on note D; 'opérateur de dérivation par rapport a la variable complexe z;.

Le probléme auquel nous nous intéressons étant local, on peut, via un changement
de variables, se ramener au probléme suivant

[Doa(z, D) + b(x, D)|u(z) = v(z),
(9.1)
u s’annule 2 fois sur S

o S : zy = 0. D’apreés les hypothéses, Dy et a(z, D) = Dy + Y-, a;(z)D; com-
mutent, donc

Dya(z, D) — a(x, D)Dy = ZDOaZ = 0.
Par conséquent, pour tout ¢ = 1,...,n, on a Dya;(z) = 0.
On note kj;, pour j =1,...,n, la solution du probléme suivant

a(z, D)kj(z) = O,
kj(z) = z; pourzy=0

et X:x— (zo,k(x)) = (xo, k1(x), ..., kn(x)). X est un diffeomorphisme au voisinage
de l'origine. On note ¥ le difféomorphisme inverse de 3.

On peut remarquer que les hypersurfaces, au voisinage de l'origine de C"*!,

. = {z; kj(x) = 0} sont les hypersurfaces caractéristiques de a(x, D) issues de

I hyperplan T zo = z; = 0. De méme, les hypersurfaces H; = {z; z; = 0} sont les

hypersurfaces caractéristiques de Dy issues de T;. On en dedu1t que H; et K, sont
les hypersurfaces caractéristiques de p(z, D) issues de Tj.

Le lemme suivant va nous permettre d’écrire explicitement .



Lemme 9.2.1 On a, au voisinage de l’origine de C x C"!,
ki(s,k(z)) = kj(xo + s,2").
Preuve En effet, x — k;(s, k(x)) est solution du probléme
a(z, D)u(z) = 0,
u(x) = kj(s,a") pour zg=0.

Or z — kj(zo + s,2") est solution du méme probléme car les coefficients de a(z, D)
sont indépendants de xy. Donc, par unicité de la solution, on a

ki(s,k(z)) = kj(zo + s,2").
|

On déduit aisément de ce lemme que ¥(x) = (zg, k(—zp,2')). On en vient, a
présent, au théoréme principal.

Théoréme 9.2.1 [l existe un voisinage ouvert conneze Q' de lorigine de C? x
C"*! et un germe holomorphe f, au point (0,0,a), se prolongeant en une fonction
holomorphe sur R(Q' N\ L"), ot L' = {(t1,t2,x); (xo—1t1 —t2, k(t2,2")) € L}, tel que,
au voisinage du point a, on ait

Zo Zzo—t2
U(.’L‘) = / dtg / f(tl, tQ, .’E)dtl
0 0

Dans le paragraphe suivant, nous écrirons formellement la solution sous forme
d’une série, puis ensuite nous montrerons, a 1’aide du formalisme des séries majo-
rantes, la convergence de cette série.

9.3 Solution formelle
Afin de faciliter les calculs, on écrira p(z, D) sous la forme

p(z, D) = [Dy + b(x)]a(x, D) — r(z, D")

ot r(z,D') =31 ri(z)D; est un opérateur du premier ordre ne contenant pas de
dérivation en zy. On étudie, par conséquent, le probléme suivant

[Do + b(w)]a(z, D) = r(z, D') |u(z) = v(a),
9.2)

u s’annule 2 fois sur S.



On note uq la solution, au voisinage du point a, du probléme

[Dg + b(x)]a(z, D) |ug(x) = v(z),

ug s’annule 2 fois sur S.

D’aprés le théoréme de Cauchy-Kowalevski, ug est holomorphe sur un voisinage du
point a. De méme, on note u, (p € N*) la solution, au voisinage du point a, de

[Dy + b(z)]a(z, D)|u,(x) = r(z, D")u, 1(z),

up s’annule 2 fois sur S.

Donc, pour tout p € N*, il existe un voisinage ouvert du point a sur lequel u, est
holomorphe. De plus, la serie
Z Up (9.3)

est la solution formelle du probléme (9.2).

Nous allons expliciter, sous forme intégrale, chaque terme u,, puis nous montre-
rons, au paragraphe suivant, la convergence de cette série au voisinage du point a.
On montre tout d’abord la

Proposition 9.3.1 On peut écrire, au voisinage du point a,

Zo xro—t2
uo(-??) :A dtQA ltl (y)v(y)|y:¢(t,w)dt1

ot t = (t1,t9) € C?, ¢ : (t,2) = (w9 — t1 — to, k(ta, ")) et

I, () = exp ( — /Ot1 b(s + o, x')ds) :

(Toutes les intégrales s’effectuant sur le segment joignant les bornes.)

Preuve ug est solution du probléme suivant
a(z, D)ug(z) = ¢(z),
ug s’annule sur S

ol ¢ est la solution du probléme
[Do + b(z)]e(x) = v(z),

Y
© s’annule sur S,



ces deux problémes étant étudiés au voisinage du point a.

On a
o To—t1
(p(g’;) = / exp — / b(S + tl: ,’El)dS ’U(tl, .’L'I)dtl
0 0

uo(z) = / o(to, k(o — t2, 2"))dts;
0

et

on en déduit que

xo t2
U,()(.’L') :/ dtg/
0 0

to—1t1
exp ( — / b(s + t1, k(o — 1o, x'))ds) v(ty, k(zg — to, 2"))dt;.
0
En faisant les changements de variables ¢, = t, — t; et to = ¢ — t3, on obtient

xo xTo—1t2
wio)= [ [ (0t )0l 0)in
0 0
d’ou le résultat. [ |

Nous montrons, maintenant, deux lemmes qui nous seront utiles pour I’écriture
explicite des u,,.

Lemme 9.3.1 Soient w,t € C? et x € C"*! tels que ¢(t —w, x), ¢(t,x), d(w, z) et
o(t — w, p(w, x)) soient définis. On a alors

ot — w, d(w,z)) = ¢(t, 7).
Preuve On rappelle que ¢(t,z) = (zg — t; — to, k(t2,2')); d’ou
Ot —w,d(w,x)) = (Tg — wy — wog — (t1 + to — w1 — Wwo), k(ty — wo, k(wg, 2'))).
Or, d’apreés le lemme 9.2.1, on a
k(ty — wo, k(we, x')) = k(te, z');
par conséquent,

ot —w, p(w,z)) = (To—t1 — t2,k(t2, "))
o(t, z)

ce qui prouve le lemme. [ |



Lemme 9.3.2 Soit u holomorphe au voisinage de l'origine de C*1. Il existe alors
un voisinage de lorigine de C? x C"*! tel que pour tout (t,z) dans ce voisinage, on
ait

! o~ '
@ D) (40 _yy) = 709, DY)y
ot 7(t,y, D') est un opérateur du premier ordre & coefficients holomorphes.

Preuve On a

n

r(x,D’)(u(y)|y_¢(t’m)> = Zrk(ﬂf)Z(Dk¢i)(t:x)Dyi“(y)‘y:d)(tm

= =1
n n

= (Z(Dm-)(t, 37)7%(35)) Dy,u(y) |v=o(t.2)

=1 k=1
ou on a noté ¢(t,x) = (po(t,x), ..., dn(t,z)). On a donc, en utilisant le lemme 9.3.1,

n n

r(z, D) (u(y)|y:¢(t,m)) = Z (Z(Dk¢i)(t, (=t y))re(o(—t, y))>Dy¢U(y)|y:¢(t’w)

=1 k=1

=7(t,y, D/)u(y)|y:¢(m)

ou D,, désigne I'opérateur de dérivation par rapport a la variable complexe y;. Ceci
termine la preuve du lemme. [ |

Montrons, & présent, la proposition suivante

Proposition 9.3.2 On a, au voisinage du point a,

o To—t2
= dt t,y, D' dt
wi@) = [Vt [T 0 D), i

ot 1,(t,y, D")v(y) est donné pour p =1 par

t1 to
/ duw! / ot (1,9, D) (gt 0) ()
0 0

et pour p > 2 par
t1 to t1 t2 t1 to
-1 -1
/ dw? dw? dw? dwh ... / dwi /
0 0 w? wh w? w3

i=1
avec les notations suivantes
B wi = (wi,w%),
— Tw(t,y, D) = ly, (d(w — t,9))7(t —w,y, D).



On convient que, pour k opérateurs différentiels a;(y, D), i=1,...,k,

Hai(y,D) = ax(y,D)...a1(y, D).

Preuve Montrons, par récurrence, que 1’on peut écrire, au voisinage du point a,

To xo—t2
= dt t,y, D' dty.
[ [ e D0y

Déterminons, tout d’abord, u;. On a

r(z, Duo(z) = /0350 dty /Owo_t2 r(x, D') (ltl (y)v(y)|y:¢(t,w))dt1

To To—1t2
= dt 7(t,y, D") (1, . dt
| e [T R D)0y,

car r(z, D') est un opérateur ne contenant pas de dérivation par rapport a zo. On a

donc
To— ’wz To—W2—wW1 To—wa—wi1—12
/ dws / / dtz /
0

() (76,9, D) () () dt,.

|y:¢(t,z) ) ‘ z=¢(w,z)

On effectue les changements de variables fj =1t;+w; (j =1,2), ce qui donne

To—w2 To—w1 To—t2
/ d’wz/ dwl/ dtg/
w1

b (2) (7(t = 0,9, D) Uy s d;.

Supposons, & présent, que o € R. Vu que toutes les intégrales s’effectuent sur
I'intervalle joignant les bornes, en appliquant le théoréme de Fubini, on obtient,
compte-tenu des changements de bornes,

"L / o 00

—w y? ) (ltl —wi- ) (y) |y:¢(tw72)> |z:¢(w I) de ‘

Cette égalité est valable pour tout z € V N (R x C") ou V est un voinage du point
a. De plus, chaque membre de (9.4) définit une fonction holomorphe sur V' (quitte,
pour cela, a réduire V). Par conséquent, par prolongement analytique, 1’égalité (9.4)



est valable pour tout z € V. On a alors, d’apreés le lemme 9.3.1,

ur(z) = / dtQ/wo t2 / dwl/

6 w—t, y) t—w yaD)(lh —wi - v)(y)

ro— tz 1 to
- dta/ o [ o |
0

w = t,y))7(t — w,y, D') (b —wy-v) (y)

|y:¢(t_waz) ) ‘ z2=¢(w,x) dw2

|y=¢(t7$)dw2’

ce qui prouve le résultat pour p = 1 grace a P’écriture des opérateurs 7, (¢, z, D').
Supposons, maintenant, le résultat vrai a I'ordre p, et montrons-le a I'ordre p + 1.
On a, d’aprés le lemme 9.3.2,

o To—t2

r(z, D')uy(z) = /0 dts /O r(:c,D’)(Tp(t,y,D')v(y)‘y:W,w))dtl
o To—t2

= dt r(t,y, D'\r,(t,y, D' dt.

/0 2/0 F(t,y, D')rp(t, y, )U(y)|y:¢(t,l‘) !

D’apreés I'hypothése de récurrence, on peut écrire

p+1 p+1 p+1 p+1 p+1 to

To—W} To—wh  —w) zo—why  —wy ' —

upy1(z) = / dwp+1/ dwp+1/ dtg/ dt,
0

dwl / duw? .. / dwi

lw’f+1( ) ( (ta Y, D’ )’l‘wp (ta Y, D )
p—1

H Fui—wit1 (t — w1y, D) (I, _y1 v dwy.

)(Y) ‘y_qb(t,z)) |z:¢(w1’+1,w)

+1

En utilisant les changements de variables fj =1; + wé’ pour j = 1,2, on obtient

p+1 p+1

To—Wsy To—wj xo—12
1 1
upi1(z) = / dwh* / duw?* / dts / dt,
0 0 w’{H wf+1
t1—wf ! t2—wh ! t1—wit! ty—wh Tt
/ dw‘f/ dwg.../ dw%/
0 0 w% w%

Ly (2) (f(t — wP™y, D)y (t — wP™y, D'
p—1

H Toi i+l (t - wl+1 - wp-i-l, Y, D,)
=1
1

(ltl —w} —wp+1 .’U) (y) |y:¢(t—w1”+1,z)> |z:¢(w1)+1,z)dw2-



On montre, de la méme maniére qu’au cas p = 1, en utilisant le théoréme de Fubini,
que l'on peut écrire, au voisinage du point a,

ZTo— t2 1 t2
Up 1 (2 / dty / / dw? ™! / dwh ™
to— w2 to— ’(1)12”—1
/ dw? / duw? .. / dw1 /
0 0 w? 2

lwf"‘l (Z) (F(t wp-l-l’ Y, )Twp (t p+1’ Y, )

H fwifwi""l (t - wH—l - wp+1, Y, DI)

1

(ltl—w%—w’frl )(y) |y:¢(t—wp+1,2)> |z:¢(w1’+1,w)dw2.

En effectuant, a présent, les changements de variables w = w + wp +

eti=1,...,p,ona

xo—1t2
U,p+1 / dtg/ tl/ dwp+1/ dw”H
/wp-i-l /wp+l de /2 dwl/
1 2

L+ (2) (f(t —wP*,y, D H Fui—witt (t — w™,y, D)

(ltl fw% 'U) (y)

pour j =1,2

dwl.
\y=¢><twp+1,z>)\z_¢<wp+l,m> ’

Maintenant, en utilisant le lemme 9.3.1 de la méme maniére qu’au cas p = 1, on
obtient

To— t2 1 t2
Upi1( / dts / / du?™ / duw?™
t1 0 t2
/ dw? de.../ dw}/
wp pr wi w3

Lyp+r (W™ =, y))7(t — wP™,y, D)

\

ie;e

'IZI“

T i—w“'l(t_ wi_Haya ) ltl wi ‘ _ dw%

=1

ce qui donne le résultat d’aprés la définition des opérateurs 7, (¢, z, D'). [ |

9.4 Convergence de la série

Nous allons tout d’abord rappeler quelques résultats sur les séries majorantes tels
qu’ils sont exposés dans [28] par exemple. Soit E un espace de Banach complexe. On
note E[[z]] ’espace vectoriel des séries formelles en n+ 1 indéterminées a coefficients
dans F et E{x} le sous-espace vectoriel des séries convergentes en ’origine.



Proposition 9.4.1 Soit ¢ € R {z} une fonction majorante et u € E|[[x]] une série
formelle telle que u << ¢, son domaine de convergence contient le domaine de
convergence Sy de ¢ et

llu(z)|| < é(|xol, - - -, |zn|) pour tout x € €.

A toute série formelle ¢ € R, [[z]], on peut associer un espace de Banach com-
plexe de la fagon suivante. On pose

By = {u € El[z]]; (Fc>0)(u << cqb)}.
B, est un sous-espace vectoriel de E[[z]] sur lequel on définit une norme par
|ullg = inf{c >0; u << cqﬁ}.
Proposition 9.4.2 (By,|| e ||s) est un espace de Banach.

Proposition 9.4.3 Soit u : A(0, R) — E une fonction holomorphe bornée par M,
alors

R n
u<< M ou & = Z;.
Rg e

Proposition 9.4.4 Soit ® € R, [[¢]] donnée par

B(¢) = Riig (R > 0).

Alors, pour tout k € N, on a
(R—&)DF®(&) >> 0.

Proposition 9.4.5 Soient £, F' et G des espaces de Banach complexes, une appli-
cation bilinéaire (a,u) € E X F +— au € G de norme <1,

A(z,D) = Z aq(x) D

la|<m

un opérateur différentiel dont les coefficients a, € E{x} sont holomorphes et bornés
par M sur le polydisque A(0,nR), n > 1. Alors, il existe une constante positive
¢ = c(m, M,n, R) telle que pour tout ¢ € R[[&]] tel que (R—&E)p(§) >>00a R >0
et tout u € F|[[x]]

u << ¢ = A(z,D)u << cD™¢.



Nous pouvons, a présent, montrer la convergence de la série (9.3). Pour cela,
nous allons prouver la convergence de la série

> ol y, DYo(y) ly—b(t) (9.5)

On peut, tout d’abord, remarquer que pour tout ¢ > 1
T —wit1 (T — w, y, D'

ainsi que
fwi (t, Y, DI)

définissent des opérateurs différentiels & coefficients holomorphes que I’on peut sup-
poser bornés par M sur A(0, R) C Cii,wm xCixCpttet A(0,R) C C2;xCixCpt!
respectivement. De méme, on peut supposer que [;, 1 (y) est holomorphe et bornée
par M sur A(0,R) C Cut X Cyy X CZH. On peut aussi supposer (car on étu-
die le probléme localement) que v est holomorphe sur R(A,(0, R) \ L). On note
7 : R(A,(0,R) ~ L) — A,(0, R) \ L la surjection canonique du revétement. Soit
z € R(A,(0,R) \ L); v définit, au voisinage du point 7(z) = ¢°, un germe ho-
lomorphe que 'on note encore v et que 'on peut supposer borné par M’ sur le
polydisque A, (y°, nr) C Ay(0,R) ~ L oun>1etr >0 sont fixés.

Nous allons, a présent, majorer indépendemment de p

’f’p(t, Y, DI)U(y)
sur un voisinage de (0,3°) € C7 x Cy*' indépendant lui aussi de p.
On note, pour tout p > 1,

Fp(wty .. wP t,y, D u(y) =
TP (t, Y, DI) Hi:ll T i — i+l (t — w“’l, Y, D') (ltl—w% v)(y)

0 _
(avec [[,_; = 1).
Montrons, a présent, le lemme fondamental suivant

Lemme 9.4.1 1] existe une constante ¢ positive telle que, pour tout p € N*, pour
tout (w',...,wP,t) € A(0,R) C C? x C?, on ait

Fo(wt, .. wP ty, Du(y) << Pt DP®
p

ou




Preuve Nous ne montrerons que le cas p > 2, le cas p = 1 étant d’une adaptation
évidente. On note tout d’abord

Cc = max {c(O’M,’I’],T'),C(l,M, 7, T)}

ou les constantes c(0, M,n,r) et ¢(1, M,n,r) sont données par la proposition 9.4.5.
On fixe, & présent, p € N* et (w!,...,wP,t) € A(0,R) C C¥ x C2.

v est holomorphe sur A, (y%, 7) et est bornée par M’ car p > 1, donc v € C{y—y°}
et d’aprés la proposition 9.4.3, on a

v << @,

On peut voir la fonction holomorphe & valeurs dans C, y +— ltl_w%(y) (on rappelle
que (w',...,wP,t) est fixé) comme un opérateur d’ordre 0 dont le coefficient est
borné par M sur le polydisque A,(y° nr); de plus, on a (r — &)®(£) >> 0 d’apres
la proposition 9.4.4. Par conséquent, vu que v << &, on en déduit, d’aprés la
proposition 9.4.5, que

lyy —w1-v << c®.

Montrons, a présent, par récurrence sur j, que
J
[H TFai—wi+1 (T — wH_l, Y, D') (ltl—wl-v) << dTDI®.
i=1

Pour j=1,0n a

ly—w-v € Cly — y°} (9.6)
et

f’wl—w2 (t - 'l,U2, Y, DI)

est un opérateur holomorphe d’ordre 1 dont les coefficients (a valeurs dans C car
(w', ..., wP,t) est fixé) sont bornés par M sur le polydisque A, (y°,nr). De plus, on
a (r—&)(c®(§)) >> 0 d’apres la proposition 9.4.4. Donc, vu que (9.6) est majorée
par ¢®, on a, d’aprés la proposition 9.4.5,

Tl _w2(t — w?, y, D' (ltl_w%.v) (y) << DY,

ce qui prouve le résultat pour 5 = 1. On suppose le résultat vrai & 'ordre j — 1 et
montrons-le a ’ordre j.

j-1
|:H T i apit+1 (t — wj+1, 1Y, DI) (ltl—w%-v) (9.7)
i=1
appartient 3 C{y — y°} et

ij—wj"‘l (t - wj+1a Y, DI)



est un opérateur holomorphe d’ordre 1 dont les coefficients (a valeurs dans C car

(wh,..., wP,t) est fixé) sont bornés par M sur le polydisque A, (y°, nr). De plus, on a

(r—=&) (DI~ (€)) >> 0 d’apreés la proposition 9.4.4. Donc, vu que, par hypothése
de récurrence, (9.7) est majorée par ¢/ D’~'®, on a, d’aprés la proposition 9.4.5,

J
[wai_wi+1(t—wﬂ'+1,y,D) (ly—wtv) << DO,

=1

ce qui prouve le résultat.

En réitérant le méme raisonnement pour
~ /
Twp (ta Y, D )a

on termine aisément la preuve du lemme. [ |

On déduit de ce qui précéde qu’il existe une constante ¢; > 0 telle que pour tout
y € Ay(y° "), our’' <r/(n+1) et pour tout (w',...,wP,t) € A0, R) C C¥ x CZ,
on ait, d’apres la proposition 9.4.1,

"f'p(wl,___’wp,t’y’ ) ( )‘Sd{

car pour tout y € A, (y°, '), DP®(|&|, . . ., [&]) < M'r'éPHpl, ol ¢ est une constante
ne dépendant que de 7.

On choisit, a présent, un polydisque A C A;(0, R) x A,(0, R) centré en 'origine
de C? x C"*! tel que
$(A) C Ay(0, R).

On a alors pour tout 2 € R(A \ L'), existence d’un voisinage V de 7#(2) = (t°, z°)
(ou 7:R(ANL)— A~ L' désigne la surjection canonique) inclus dans A \ L' et
d’une constante c, tels que pour tout (¢,z) € V

< chpl.

-1 D !
rp(’w yeea, W ,t, Y, D )U(y)|y:¢(t,w)

On a donc, pour tout (t,z) €

S/dsl/d%/sds o [l ]

t 1157y (s1t1, Sata, T, y, D) (y)‘ ‘dsz
g/dsl/dSQ/ds /ds
/dsl/ chp! ds

rp(t, y, D)u(y)

|y=¢(t,$)

y=9(t,

IA
=S



st;) pour 7 = 1,2. La derniére inégalité provenant du fait que

)
1 1 1 1
/dsg’/ ds;?'—l.../ dst = —.
0 sP s2 p'

La convergence de la série (9.5) sur R(A \ L') découle de I'inégalité

o4
ol DWW,y | < 5

ou Siti = (S%ti, Cen
pourz=1,2

On a ainsi 'existence d’une fonction holomorphe f sur R(A \ L') telle que I'on ait,
au voisinage du point a,

T xo—t2
u(z) = /0 dts /0 F(t2)dt.



Chapitre 10

Etude de la ramification d’une
intégrale

Nous abordons, ici, ’étude de la ramification d’une intégrale. Nous reprenons,
pour cela, la preuve faite par T. Kobayashi [11]. Cette preuve utilise la notion de
fibration loacalement triviale et le premier lemme d’isotopie de Thom que nous allons
rappeler dans ce chapitre. Il est & noter que, pour cette preuve, on a besoin d’'un
lemme d’isotopie local montré par T. Fukuda et T. Kobayashi [3]. Nous rappelons
ce lemme dans I'appendice.

10.1 Prolongement analytique d’une intégrale

Soit 2 un voisinage ouvert connexe de l'origine de CJ* x C"*! et L un ensemble
analytique de codimension 1 que I'on peut supposer, quitte a réduire {2, défini par

L={(t,z) € o(t,x) = 0}

ou ¢ € H(N) et ©(0,0) = 0. On suppose, de plus, que ¢(0,z) Z 0, que 2 est un
polydisque 7' x X = A(0, d) x A(0,d") et que D(0, dj) est relativement compact dans
D(0,d;) pouri=1,...,m.

Soit v : (t,z) € CI* x C**! - v(t,z) un germe holomorphe au voisinage d’un
point (0;0,a’) = (0;a) € T x X se prolongeant en une fonction holomorphe sur
R(2 N\ L). Enfin, on note 7 : T x X — X la projection canonique et, pour tout
1 S 1 S m+1, I/VZ = {(t,.’l?), tz :ti—l} ou t() =0et tm—|—1 = Xy.

On définit un germe u, au point a, par

o tm to
u(z) = / dtm/ At 1 .. / v(t, z)dty,
0 0 0

u(z) = /A zy' (a(z)*v)(s,x)dsy A ... Ndsy,

soit,

69



ou A, ={seR™ s;>0et s51<...<3, <1}et

a(x) : s € Ay — (5120, S2%0, - - -, SmTo) € CY.
On note par Al ;i =1,...,m+ 1, les faces du simplexe A,,, c’est-a-dire
Al ={s€An; si=s;i1ppouri=1,... m+1, avec 5o =0 et 5,41 = 1.

D’aprés le théoréme 1.3 de [11], on sait que le germe u est prolongeable le long d’un
chemin ~y d’origine a tracé dans C**! si le m-simplexe a(a) = 0 peut étre déformé
continiment le long de 7. Plus précisément, si il existe une famille de m-simplexes
a, : A, — CP pour r € [0,1] tels que :

1. ap = afa) =0,

2. (ay(s),y(r)) € (T'x X) N\ L,

3. (ar(s),7(r)) € W;sis e Al

4. a:(r,s) €[0,1] x A, — a,(s) € C* soit une application continue.

On rappelle a présent quelques définitions et le premier lemme d’isotopie de
Thom.

Définition 10.1.1 Soient E et F' deuz espaces topologiques, Si,...,Sr des sous
ensembles de E et f: E — F une application continue. On dit que f : E — F est
une fibration localement triviale relativement a Si, ..., Sk st pour tout point b de F,
il existe un voisinage ouvert V de b et un homéomorphisme hy : Ey — E, x V tel
que hb(SzV) =SpxV ou FEy = f_l(V), E, = f_l(b), Siv = S;NEy et Sy = S;NE.
De plus, le diagramme suivant commute

(Bv,Sw) —2 (EyxV,Spx V)

N\ ' P
1%

oup: EyxV —V est la projection canonique.

Soient M et N deux sous-variétés lisses dans R? et b € M N N. La paire (M, N)
satisfait a la condition (B) de Whitney au point b, si pour toute suite (a,,b,) de

(M, N), (an # bn), telle que (an, by, dnbp, To, M) — (b,b,1,7) € M x N x P41 x Gy,
onal CrTou c;b\n désigne la droite vectorielle paralléle a celle joignant a, et b, et
ol G4, est la Grassmannienne des 7-plans de R¢.

On dit que la paire (M, N) satisfait & la condition (B) de Whitney si elle la

satisfait en tout point b € M N N.

Définition 10.1.2 Une stratification de Whitney d’un sous-ensemble E C R? est
une partition S(E) = {M,} de E en sous-variétés connexes vérifiant



1. E =[] M, union disjointe et localement finie,
2. toute paire (M,, M,) de S(E)? satisfait a la condition (B) de Whitney,
8. si M,N M, #0 alors M,, C M, ~ M, pour u# v.

Tout élément de la stratification est appelé strate. Un sous-ensemble S de F est
dit stratifié par rapport & S(F) si S est une union de strates de S(F).

Exemple Soit S la surface de R? d’équation y(y — 2?) + z? = 0 (Fig. 2.1).

z

M,

F1G. 10.1 - S:y(y — 2%) + 22 =0

On considére la partition de S suivante
M, ={(0,0,z2); z € R}, M, =S~ M.

L’ensemble {Ms, M;} ne forme pas une stratification de Whitney. En effet, la paire
(Ms, M) ne vérifie pas la condition (B) de Whitney au point 0. Considérons les
suites (bp)nen+ = (0,0,1/n)pen+ de My et (an)nen+ = (0,1/n2,1/n)pen+ de Ms.
a/nFn est engendré par le vecteur (0, 1,0) et le vecteur normal a T, M, est donné par
(0,1,—2/n) qui converge vers (0, 1,0). Par conséquent

lim a,b, ¢ lim T, M,
n—00 n—00

et donc, {Ms, M} n’est pas une stratification de Whitney. Par contre, on obtient
une stratification de Whitney de S en considérant la partition suivante

M, = {0}7 M; = {(Oa 072); z > 0}7
M; ={(0,0,2); z<0}, My=5~{(0,0,2); z € R}.



Définition 10.1.3 Soient S(E) une stratification de Whitney de E et S(F) = {F'}
la stratification de Whitney triviale de F'. f : E — F est dite stratifiée par rapport
a S(E) et S(F) si

est une submersion pour tout M € S(FE).

Théoréme 10.1.1 (1°* lemme d’isotopie de Thom) Soient S(E) une stratifi-
cation de Whitney de E et S(F) = {F} la stratification de Whitney triviale de F.
Si f: E — F est une application propre et stratifiée par rapport ¢ S(E) et S(F),
et st S1,...,Sk sont des sous-ensembles stratifiées de E, alors f : E — F est une
fibration localement triviale relativement a Sy, ..., Sk.

A présent, soit S = {M,} une stratification de Whitney de L. On définit une
partition de 7" x X par

(M. (YW~ U W,

i€cK jeK!

] Nwis (U wui),

i€cK JEK!

TxX)~(Lu | W)

. ie{l,...,m+1}

ou K C {1,...,m+ 1} et K' est le complémentaire de K. On suppose que c’est
encore une stratification de Whitney de 7" x X (ce qui est toujours possible quitte
a raffiner la stratification S) que l'on note S(T' x X).

Soit M une strate de S(7" x X). On pose
Yuy={z € X; IteT; Rang(iy,m)(t,z) < n},
ou iy : M — T x X est I'injection canonique, et
o= Su
Mes'

onS={MecSTxX); M¢ ﬂ;’:{l W;}. Soit pg : T — R™ une fonction lisse et
propre. On note p la fonction définie pour tout (¢,z) € T x X par p(t,z) = po(t).
On note, pour tout z € X \ X4 et tout M € S(T x X),

Dy (z, p) = {valeurs critiques de pjrnTx{z}) }

et

D)= | Dulwp).
MeS(TxX)



On peut remarquer que, d’aprés la définition de Y,, pour tout = appartenant a
X N 2o, MN (T x {z}) est une sous-variété de 7" x X.
On note

Mo ={po : T — R lisse et propre telle que py(0) = 0}

et
M={p:TxX =R p=pyorr; py € Mo}

ou mp : T'x X — T est la projection canonique. On définit un ensemble ¥, par
I’ensemble des z € X \ X, tels que pour toute fonction p € M, et pour tout voisinage
ouvert U de x dans X \ X,

DU, p) = |J D(y, )

yeU

ne soit pas relativement compact dans R™*.

Théoréme 10.1.2 Le germe u, au point a € X \ (3o U L), se prolonge en une
fonction holomorphe sur R(X N (£o U Xw))-

Preuve Soit oy = a(a) le m-simplexe singulier constant et égal a zéro, et soit
v 1 [0,1] — X \ (¥p U Xy) un chemin d’origine a. On note J I’ensemble des
7 € [0, 1] tels que o puisse étre déformé le long du chemin v jusqu’au point (1),
tout en satisfaisant aux hypothéses du prolongement. Il suffit donc de montrer que
J =10,1]. Or 0 € J, de plus on a le lemme 1.2 de [11] suivant,

Lemme 10.1.1 Soit p € X \ (ZgUZXy) et o, un simpleze vérifiant

~ (ap(s),p) € (T x X)\ L,

~ (ap(8),p) € W; si s € AL
Alors, il existe un ouvert U de p dans X ~\ (3o U X)) et une extension continue de
a (que nous noterons encore a) telle que pour tout g € U

— (ay(s),q) € (T x X)N L,

— (ay(s),q) € W; si s € AL .

Par conséquent, J est un ensemble ouvert. Donc, par connexité, il suffit de mon-

trer que J est fermé.
D’aprés les définitions de X, et de X

T MA(Tx (X)) * MnN (T X (X N 20)) — X N\ X

est une submersion pour tout M € &'. On peut remarquer que si M ¢ S’ alors on a
M C{(0;0,2") € T x X}.
Soit, (7;);en une suite de J telle que 7; — 7. Montrons que 7 € J. Pour cela nous
distinguerons deux cas :

Ly(r) €{z;20 20} N (X N (B UXw)),

2. (1) € {z;2o =0} N(X N (B UXw)).



Premier cas — Vu que (1) ¢ X, il existe une fonction p € M lisse et propre, et
un voisinage ouvert U de v(7) dans X \ X, tel que D(U, p) soit relativement compact
dans R*. De plus, quitte a réduire U, on peut supposer que U N {x; 2o = 0} =0
(il faut noter que D(U, p) est toujours relativement compact dans 7). La restriction
de m 4T x U est alors une application stratifiée relativement aux stratifications

S(TxU)={Mn (T xU); Me8(T xX)} et S(U) = {U}.

Soit 7; tel que y([r;, 7]) C U, et on choisit enfin r > 0 et € > 0 tels que
= D(U,p) N (B(r+¢e)\B(r—¢)) =0,
— o, (Ay,) C B(r).
On a donc
(Ux]r—s,rJra[) ND =1

ou D =, {y} x D(y, p). D’aprés le théoréme A.1.1
W‘E(T)XU : E(T) xU—U (101)

est une application propre et stratifiée et les ensembles LN (B(r)xU), W;N(B(r)xU)
pour ¢ = 1,...,m + 1 sont stratifiés; donc d’aprés le premier lemme d’isotopie de
Thom, (10.1) est une fibration localement triviale relativement & LN(B(r)xU), W;N
(B(r) xU) pour i = 1,...,m+ 1. Ceci va nous permettre d’effectuer la déformation
du m-simplexe «;, jusqu’au point (7).

En effet, y([7;,7]) est un compact de U, on peut donc le recouvrir par des ouverts
Vi, ..., Vi trivialisants pour la fibration. On choisit des 7;; tels que

7([Tij77_ij+1]) cVj
ou 7, =7 et 7, =7.Onnote hj, j =1,...,k, P’homéomorphisme

hj : B(r) x V; — (B(r) x {(7;))}) x V;

tel que
= hi(LN(B(r) x Vj)) = (Lﬂ( (r) x{7(7;)})) x Vj,
— hy(W;n (B(r) x V;)) = (W; (E(r) X {’)/(TZJ)})) xVypouri=1,...,m+1.
De plus, h; vérifie pour tout (t, x) € B(r) x V;,
hi(t, ) = (hja(t, ), )
Car T g(pyxy; = Pjoh; ol p;: (B(r) x {y(m;;)}) x V; = V; est la projection canonique.

Posons, pour 1 € [, 73], B tel que

(Bu(s), 7(1) = hi* (b1 (e, (), (7)), ¥(1)

et montrons que () est une déformation continue de c, jusqu’au point v(7;,). En
effet, on a



= B, = ay, car (hia(on(s), (7)), (7)) = ha(an (s),7(7)).
~ (Bi(s),7(n)) n’appartient pas a LN (B(r) x V1). En effet, (o, (s),v(7:)) n’ap-
partient pas & L N (B(r) x V1), donc hy (e, (s),v(7)) n’appartient pas a
LN (B(r) x {y(m)}), dou (8(s),7(n)) n’appartient pas & L N (B(r) x V1).
— (BL(s), (1)) appartient & W;N(D(0,7)x V). En effet, (a, (s),7(7;)) appartient
a W;n (B(r) x V1), pour tout s dans A¢ , donc hy 1 (ar,(s),v(r;)) appartient a
Win (B(r) x {y(r:)}), d’ott (8,(s), (1)) appartient & W; N (D(0, 1) x V4).
ﬂi est donc bien une déformation continue de «,, jusqu'au point y(7;,) et, par
récurrence, on pose, pour j =2,..., ket p € [7;,7i; ], ,BZ tel que

(Ba(5), Y(m) = by (hya (81 (), 7(73,)), v ()-

B est une déformation continue de Bi~1 jusqu’au point (7). Maintenant, en
posant 3,(s) = fB%(s) pour p € [r;,7i,,,], on obtient une déformation continue de
o, le long de 7 jusqu’au point y(7); donc 7 € J.

Deuxieme cas — Vu que (7) ¢ X, il existe une fonction p € M, et un voisinage
ouvert U de v(7) dans X \ X, tel que D(U, p) soit relativement compact dans R™. De
plus, quitte a réduire U, on peut supposer qu'’il existe ¢ > 0 tel que (¢, z) # 0 pour
tout (t,z) € B(0,4¢) x U (c’est-a~dire L N (B(0,4¢) x U) = @, ou B(0,r) désigne
la boule de centre 0 et de rayon 7). On choisit 7; tel que y([r;,7]) C U et tel que
Y0 ()| < |70(7)| pour tout p € [1;, 7], puis 7 > 0 et n > 0 tels que

- DU, p) N (B(r +n)\ B(r—n)) =0,

- a,(Am) C B(r),

— B(0,2¢) C B(r).
Lemme 10.1.2 Pour tout €' < &, la partition suivante

S((B(r) ~ B(O,s’)lx U) =
{M N ((B(r)~B(0,&) xU),MN(S(r) xU),Mn (5(0,&") x U);
MeS(Tx X)}

est une stratification de Whitney.

Preuve Il suffit, pour cela, de reprendre la preuve du lemme A.2.2, et de remarquer
que S(0,¢") x U est transverse a toute strate de S(T' x X) car M N(S(0,&")xU) =0
si M C L et S(0,e') x U est transverse a toute strate incluse dans |J,c, Wi,
Kc{l,. .. ,m+1}. n

Soit ¢’ < . Vu que, pour tout M € S((B(r) ~ B(0,¢')) x U), Ty est une
submersion et vu que LN ((B(r) ~ B(0,¢")) x U), W; N ((B(r) ~ B(0,¢')) x U) pour
1=1,...,m+ 1, sont des ensembles stratifiés, alors

T(BryBoeyxu - (B) N B(0,6) x U — U



est une fibration localement triviale relativement & LN ((B(r) \B(0,&")) xU) et W;N
((B(r) ~ B(0,¢")) x U) pour i = 1,...,m+ 1. On construit, comme précédemment,
une application §,, pour p € [7;, 7], définie uniquement pour les s € A,, tels que
a,(s) € B(r) ~ B(0,£'). De plus, d’aprés la construction de 3, on peut remarquer,
quitte a choisir &' suffisament petit et grace au fait que p(0,z) = 0, que l'on a
Bu(s) € B(0,2¢) pour tout s tel que a(s) € B(0,2¢") ~ B(0,¢'). On construit, a
présent, une application &,, pour p € [y, 7], définie uniquement pour les s € A,
tels que a,(s) € B(2¢). Pour cela, on pose

é-li(s) = aTi(S) si 70(7—1') = Oa

Yo(p)
€uls) =
ll( ) ’YO(Ti)
Notons (71, m2) une partition de I'unité de B(r) comme suit
— m = 1sur B(r) \ B(0,2¢') et m = 0 sur B(0,¢'),
— my = 0 sur B(r) \ B(0,2¢") et mp = 1 sur B(0,¢'),
et on définit §,, par

o, (s) sinon.

0u(s) = mi(r;(5))Bu(s) + ma(rr;(5))Eu(s)-

0, est continu et vérifie 6,, = o,. De plus , si
— ay,(s) € B(r)~B(0,2¢"), on a d,(s) = B,(s), donc (8,(s),y(n)) € (TxX)\L;
— an(s) € B(0,2¢'), on a 6,(s) € B(0,4e), or (t,z) # 0 pour tout (¢,z) dans
B(0,4€) x U, donc (9,(s),v(n)) € (T'x X) N L;
— se Al ona (8,(s),€.(s)) € W2, dou d,(s) € W,.
Donc d,, est bien une déformation continue de «, le long de « jusqu’au point y(7),
ce qui termine la preuve du théoréme. |

10.2 Cas d’une intégrale simple

Nous allons, ici, calculer le lieu singulier d’un germe holomorphe, déterminé par
une intégrale simple.

Déterminons tout d’abord X,. Soit M une strate de S(T" x X).
- Si M = (T x X))~ (LUW; UWS,) alors 7y est une submersion, donc ¥, = (.
- SiM =W~ (LUW;) ou Wy \ (LUW;) alors 7y est une submersion, donc

~ SiM=M,~ (WiUW,) et M, est de dimension n + 1, alors
dyp
Yy=qz€X; HeT; o(t,z) = E(t,ac) =0 avec (t,x) € M, ¢ .

- SiM=(M,NW;)\ W et M, est de dimension n + 1, alors
Yy ={z € X; ¢(0,z) =0 avec (0,z) € M,}.



- SiM=(M,NWy)\ W et M, est de dimension n + 1, alors
Yu ={z € X; ¢(zo,z) =0 avec (zo,x) € M,,}.
— Si M est adhérente & M, avec M, de dimension inférieure & n alors
Yy Cm(M,).

Donc si toutes les strates de S(7' x X) de dimension inférieure & n sont adhérentes
a des strates de la forme (M, NW;) \ W ou (M, NWs) N\ W; avec M, de dimension
n + 1 alors, ¥ est 'adhérence de 1’ensemble

{z € X; o(0,2)p(xo,z) =0} U {x e X;HeT; o(t,z) = %—f(t,x) = 0}.

Déterminons, a présent, dans quelques cas, Y. Ici, vu que L N (T x {z}) est
discret, ’ensemble X, se réduit a I’ensemble des x € X \ Y, tel que pour tout
voisinage ouvert U de x dans X \ X,

D(U) = |J D)

yeU

n’est pas relativement compact dans 7" ou D(y) = {t € T; ¢(t,y) = 0}.
Supposons que ¢(-,0) # 0, alors, d’apreés le théoréme de préparation de Weierstrass,
on a, au voisinage de ’origine

P
o(t,r) =0 <= Zai(aj)ti =0oua,=1
i=0

avec a;(0) = 0 pour ¢ = 0,...,p — 1. Donc, pour tout r suffisament petit, il existe
un voisinage ouvert  de 'origine de C"*! tel que

z € Q= (p(t,x) =0=1t € D(0,r)).
Par conséquent, en choisissant Q C X et D(0,7) C T, on a Yo, = 0.

Supposons & présent que p(t,z) = > ¢, a;(z)t" et que v € H(R((Cy x X) \ L)).
Soit z € X \ X tel que a,(x) # 0; il existe alors un voisinage U de = dans X \ X
tel que pour tout y € U, ¢(-,y) posséde p racines distinctes dans C; car

{z € X; discrimyp(t,z) =0} C X,.
Donc D(U) est relativement compact dans C;. Par conséquent

Yoo C {z € X; ay(z) =0}.



Chapitre 11

Quelques exemples

Nous présentons, ici quelques exemples de détermination de lieux singuliers pour
certains problémes de Cauchy de la forme

a(z, D)u(z) = v(z),
u(z) = Dou(x) = 0 pour z5 = 0.
On désignera par g(zx,&) le symbole principal de 1'opérateur a(zx, D).

Exemple 1 Sion a

- g(xag) = (60 - a’gl - b€2)€0 ou aab € C*a
- vEHMREON (K1 UKyU Ly U Ly))) ou £ est un voisinage ouvert connexe de
lorigine de C™*! et

K1 = {.731 = 0} K2 = {1‘2 = 0},

Ly = {z; + axo =0} Ly = {zy + bzy = 0}.
v est donc ramifié autour des caractéristiques de a(z, D) issues de T; : 2; = 29 = 0
pour 2 =1, 2.
Il existe alors un voisinage ouvert connexe ' C €2 de I'origine tel que la solution u
soit holomorphe sur R(Y' \ (K; U Ky U Ly U Ly U L)) ou
L = {bzy — azy = 0}.

Dans ce cas, on a Yo = 0.

Exemple 2 Sion a

= g9(x,8) = (& + 72£1)&0,
- v € H(R(C" (KL UK3y))) ou

Kl = {xl = 0} K2 = {xl — Xy = O},
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— a(w, D) est un opérateur différentiel & coefficients holomorphes sur tout crHl,
La solution v est alors holomorphe sur R(C"*™! \ (K; U K, U L)) ou

Dans ce cas, on a Y, = L.

Exemple 3 Sion a

— g(z, &) = (& + 222& + 23&2)&o,
-V E H(R(Cn+1 AN (Kl U KQ))) ou

K1 = {331 = 0} K2 = {.’131 — 2332.’130 + .’13'3.’133 = 0},

— a(z, D) est un opérateur différentiel a coefficients holomorphes sur tout C"*!,
La solution u est alors holomorphe sur R(C"™ \ (K, U K, U L)) ol

L = {(2173 — 73)x3 = 0}.
Dans ce cas, on a ¥, = {z3 = 0}.

Exemple 4 Sion a

= g(,8) = (& — & — &2),
- v € H(R(Q N (K1 UKy))) ou Q est un voisinage ouvert connexe de I’origine
de C™*1 et
K1:{$1—$0:0} K2:{$1—$0—(l‘2—$0)2:0}.

Il existe alors un voisinage ouvert connexe ' C €2 de l'origine tel que la solution u
soit holomorphe sur R(Y' \ (K; U K, U Ly U Ly U L)) ou

L1:{$1:0} LQZ{(El—.Tg:O}

et ~
L:{xl—fEQ:O}.

Dans ce cas, on a Yo, = 0.



Annexe A

Un lemme d’isotopie local

A.1 Introduction

Dans cet appendice, nous reprenons la preuve d’un lemme d’isotopie local utilisé
au chapitre 2, faite par T. Fukuda et T. Kobayashi [3].

On considére la situation suivante. Soient £ = T x X ou T et X sont des
ouverts connexes de R% et R? respectivement, 7 : E — X la projection canonique
et S1,...,S; des sous-ensembles de E. On suppose qu’il existe une stratification de
Whitney S(F) telle que

1. 7 soit stratifiée par rapport & S(F) et S(X) = {X},

2. Si,..., Sk soient des sous-ensembles de E stratifiés par rapport a S(E).

Remarque A.1.1 La condition 1. peut étre interprétée de la maniére suivante :
soient M une strate de S(E), m € M et gy, ..., gx des fonctions lisses définies sur
E et a valeurs dans R, telles que M soit définie au voisinage de m par ¢='(0) ou
9 =(91,-.-,9x)- On peut supposer, de plus, que g est une submersion au voisinage
de m. Alors, 73, est une submersion en m, si et seulement si,

Vigi, .- Vig

sont linéairement indépendants au voisinage de m.
En effet, T, M est défini par ’ensemble

{(Xr, Xx) € R*"*; Dgn(Xr, Xx) =0}

ou Dy, est la matrice jacobienne de g au point m. De plus, on a

(dmp)m:  TaM  — TrgmX ~RY
(XT,X)() — XX-

T est une submersion en m si (dma)m est surjective. On note D,gp, [resp. D]
la matrice dont les lignes sont les V,g;(m) [resp V;g;(m)]. Montrons, a présent, que
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T m est une submersion en m si et seulement si V,g1(m), ..., Vigp(m) sont linéaire-
ment indépendants.

Supposons que V;gi(m), ..., Vigr(m) soient libres. D;g,, est de rang k, donc surjec-
tive. Soit Xx € R?. On pose X7 tel que

Dtgm(XT) = _D:cgm(XX)
(X7 existe vu que Dyg,, est surjective). On a (X7, Xx) € T,, M car
Dgn (X1, Xx) = Digin(X1) + Dygm(Xx);

par conséquent (dm|ar)m est surjective.

Réciproquement, supposons que Vigi(m),..., Vigr(m) soient liés et que (dm|ar)m
soit surjective. Il existe donc Y € R? tel que Y’ ¢ ImD;g,,. Vu que Dg,, est surjec-
tive, il existe (X1, Xx) tel que

Dtgm(XT) + ngm(XX) = Y
Or, ayant supposé (dmj)m surjective, il existe X1 tel que (X7, Xx) € T,y M. Donc
DG (X1 — X7) + Dygin(0) = Dygr(Xr — Xr) =Y
ce qui est impossible.

Géomeétriquement, ceci signifie que pour tout hyperplan H contenant 7;,M, on

H={a-t+b-z=c¢; ac R, bec R’}
avec a # 0.

Soit pg : T — R une fonction lisse et propre. On pose pour 7 > miny p

- B(r)={teT; po(t) <r},
- B(r)={t €T; po(t) <},
= S(r)={teT; po(t) =r}.

Définition A.1.1 Soit p=pyonr:T x X - R". Soient z € X et M € S(F), on
note
Dy (x) = {valeurs critiques de pjpn(rx{z)) }s

D)= |J Dulz)
MEeS(E)

et

p=J ({x} X D(x)).

z€X

Remarque A.1.2 7 étant une application stratifiée, m5; est une submersion pour
tout M € S(F). Par conséquent, pour tout z € X, M N (T x {z}) = (mm) ' (z) est
une sous-variété de M, donc de E.



On a le théoréme suivant.

Théoréme A.1.1 Soient 2° € X et r ¢ D(x°) ; pour tout voisinage ouvert U C X
de z° vérifiant la condition suivante

Je>0; (Ux]r—a,r—i—s[)ﬂD:@,

la projection canonique o
m:B(r)xU —U

est stratifiée par rapport auz stratifications S(B(r) x U) et S(U) données par
- SU) ={U},

- 8(B(r) x U) ={M N (B(

r)
et 51N (B(r) x U),..., SN (B(
S(B(r) x U).

xU),MnN(S(r)yxU); M eS(E)}
r) x U) sont des sous-ensembles stratifiés pour

Corollaire A.1.1 7 : B(r)x U — U est une fibration localement triviale relative-
ment & S1 N (B(r) x U),...,Se N (B(r) x U).
Preuve Puisque 7 : B(r) x U — U est une application propre, lisse et stratifiée

par rapport aux stratifications S(B(r) x U) et S(U), il suffit d’appliquer le premier
lemme d’isotopie de Thom. |

A.2 Preuve du théoréme A.1.1

Lemme A.2.1 D est un ensemble fermé de X x R.

Preuve Il suffit de montrer que pour toute suite convergente (z,,r,) de D, alors
la limite (z,r) appartient & D.

Puisque 7, est une valeur critique de pjan(rx{z,}) pour une certaine strate M
de S(E), il existe un point critique ¢, = (tn,2n) € M de pan(rx{sz,}) Vvérifiant
p(cn) = . Quitte a choisir une sous-suite de (¢, ), on peut supposer qu’elle converge
vers un point ¢ = (t,x) car, pour n suffisament grand, on a ¢, € B(2r) x V o V
est un voisinage compact de x. En effet, vu que x,, — z, il existe un N tel que, pour
tout n > N, z,, € V et il existe N tel que, pour tout n > N', r, < 2r, c’est-a-dire
t, € B(2r). Puisque p(c) = r, il suffit de vérifier que ¢ = (¢, z) est un point critique
de pimrn(rx{z}) ot M' est une strate de S(E) contenant c. De plus, ¢ est un point
critique de pjprn(rx{z}) Si, et seulement si,

T.(M'"N (T x {z})) C Ker dp,

ou dp. : T.E — T,R. Enfin, vu que S(E) est localement finie, on peut supposer,
quitte a prendre une sous-suite de (c,)n, que ¢, appartient a la méme strate M pour
tout n. Deux cas se présentent a nous.

1. M=M,



2. M'C M~ M.
Cas 1. On a

Tim T, (M O (T x {zn})) = Te(M N (T x {z})),

la convergence s’effectuant dans la Grassmannienne des r-plans de E. De plus, vu
que ¢, est un point critique, on a

T.,(MN (T x {z,})) C Ker dp,,
Par conséquent, étant donné que p est lisse, on en déduit que
T.(M N (T x {z})) C Ker dp..
c est donc un point critique de pan(Tx{z})-
Cas 2. On a, cette fois, d’aprés les conditions de Whitney sur la stratification S(E)
T.(M' 01 (T x {a}))  lim T, (M V(T % {2,})).
De plus, vu que ¢, est un point critique, on a

T.,(M N (T x {z,})) C Ker dp,,.

Par conséquent, étant donné que p est lisse, on en déduit que
T.(M N (T x {z})) C Ker dp,.

c est donc un point critique de pjan(rx{z})- [ |

A présent, soient 2° € X et r ¢ D(2°). (z°, 1) ¢ D et d’apreés le lemme précédent
D est fermé, donc il existe un voisinage ouvert U = U(x°,7) de 2° et € > 0 tel que

(Ux]r—s,r+5[) ND=0. (A.1)

Soient S(B(r)xU) = {MN(B(r)xU),MN(S(r)xU); M € S(E)} et SU) = {U},
nous allons prouver le théoréme en le divisant en deux lemmes.

Lemme A.2.2 1. S(U) = {U} est une stratification de Whitney,
2. S(B(r) x U) est une stratification de Whitney telle que

Sin(B(r) xU),...,S N (B(r) x U)

soient des sous-ensembles stratifiés de S(B(r) x U).



Lemme A.2.3 7 : B(r) x U — U est une application stratifiée par rapport auz
stratifications S(B(r) x U) et S(U).

Preuve du lemme A.2.2 Cas 1. Il est trivial.

Cas 2. Montrons que les éléments de S (B(r) x U) sont des sous-variétés.
Chaque élément de S(B(r) x U) est de la forme

Mp=Mn(B(r) xU)

qui est bien une sous-variété, car B(r) x U est un ouvert de E, ou de la forme
Mg=Mn(S(r)xU)

qui est aussi une sous-variété car

Mg = (P|Mn(T><U))_1(7“)

et r n’est pas une valeur critique de ppn(rx{s}) pour tout x € U d’aprés (A.1), donc
n’est pas une valeur critique de pjynrxr) d’apres la définition de p.

Montrons, & présent, que S(B(r) x U) satisfait a la condition de frontiére (condi-
tion 3 de Whitney sur les stratifications).
Puisque M N (Mg~ Mg) = () (ou M désigne Padhérence de M dans B(r) x U pour
la topologie induite par celle de E) pour toutes strates M, M' de S(F), il suffit
d’examiner les trois cas suivants

1. M'BH(M:B\MB)#(D,
2. ML (Mg ~ Mp) #0,
3. ML (Mg~ Ms) # 0.

Afin d’alléger les notations, nous poserons B = B(r) x U, B = B(r) x U et enfin
S=85(r)xU. o
Premier cas Ona Mz=MNBNBC MnNB,dou

Mpn (Mg~ M) C M’ (MNB~ (MnB))
C ((H\ )nBu(MnS))
C N ((M ~ M) N B)
C ( N (M~ M))N B.

On en déduit que M' N (M ~ M) # () et que M’ C M ~ M car S(E) est une
stratification de Whitney. On a donc

M'NnBcC (MnB)\(MnNB),
or B étant un ouvert, on a M N B C M N B, don

M'NBNBC(MNBNB)~(MnBNB),



soit _
M,B C (MB N MB)

Deuxiéme cas De la méme maniére que précédemment, on a
My (Mg~ Mg) C (M_ B~ (MnB))

C ((M\M)nBu(MmS))

- NHMnNS)

C (M’ NM)NB

On en déduit que M’ C M, donc soit M' = M, soit M' ¢ M ~ M d’aprés les
définitions des stratifications de Whitney.

Si M' = M, il suffit de montrer que M NS C MNBNS. Soient m € M NS
et V un voisinage de m, on a VN (M NS) # 0 et S étant transverse a M en
m et de codimension 1, il existe ' < r tel que V. N (M N (S(r') x U)) # 0, donc
V N (M N B) # . Par conséquent m € M N B, d’ou le résultat.

Si M' ¢ M ~ M, il suffit de montrer que (M ~ M)NS C MNBNS. Soient

m € (M~M)NS et V un voisinage de m, on a VNM # () car m € M et S étant trans-
verse & M en m et de codimension 1, il existe ' < r tel que VN(MN(S(r")xU)) # 0,
donc V' N (M N B) # (). Par conséquent m € M N B, d’ot le résultat.
Troisiéme cas Ona Mg = MNSNB C MNS; doi, comme précédemment,
(M'NS)N (M~ M)NS)#0. On en déduit que M’ C M ~ M, par conséquent
M'NS C (M~ M)NS et il suffit de montrer que MNS C M NS. Soitme MNS
et V un voisinage de m; on a VN M # 0 car m € M. De plus, M’ est transverse
aASenmet M C M~ M,donc VAMNS #0, car S est de codimension 1. Par
conséquent m € M N S et le résultat en découle.

D’aprés ce qui vient d’étre fait, on peut voir qu’une strate M' de S(B(r) x U)
est incidente & M si, et seulement si, on est dans I’'un des quatre cas suivants

1. M =Mg, M =Mg avecM e S(E),

2. M =My, M= My avec M' incidente a M,

3. M =Mz, M= Mg avec M’ incidente a M,

4. M = Mg, M' =M, avec M’ incidente a M.
Il reste & vérifier que toute paire d’éléments de S(B(r) x U) vérifie la condition (B)
de Whitney et il suffit de le vérifier dans les quatre cas précédents.
Premier cas Soient (a,) une suite de Mg et (b,) une suite de Mg telles que les
suites (a,) et (b,) convergent vers un méme point b € Mg, a,b, converge vers [ et
T,, Mg converge vers 7. Vu que Mg et Mg sont incluses dans M qui est une variété
lisse, on a clairement [ C 7. Donc (Mg, Mg) vérifie la condition (B) de Whitney.
Deuxiéme cas La paire (M, M') vérifie la condition (B) de Whitney, il en est alors

clairement de méme pour la paire (Mg, My).
Troisiéme cas La paire (M, M") vérifie la condition (B) de Whitney et Mp étant



un ouvert de M, la paire (Mg, M{) vérifie la condition (B) de Whitney.

Quatriéme cas Soient (a,) une suite de Mg et (b,) une suite de M telles que
les suites (a,) et (b,) convergent vers un méme point b € My, anbr converge vers [
et T, Mg converge vers 7. Mg est une sous-variété de M donc T, Mg C T, M et
vu que la paire (M, M') vérifie la condition (B) de Whitney on a l € limT, M. Or
To, M =T, Ms & Vp(a,) et [ est orthogonal a Vp(b) car a, et b, appartiennent
a S(r)xU,donc [ € 7. Par conséquent (Mg, M) vérifie la condition (B) de Whitney.

Le fait que les ensembles S; N (B(r) x U) pour i = 1,...,k soient stratifiés est
évident.

Toutes ces étapes entrainent le lemme. [ |

Preuve du lemme A.2.3 Il suffit de montrer que m; : M — U est une submersion

pour toute strate M € S(B(r) x U).
Si M est de la forme M N (B(r) x U) ou M € S(F) alors

est une submersion car B(r) x U est un ouvert et 73, : M — X est une submersion.
Si M est de la forme M N (S(r) x U) ou M € S(E), soient m = (my, 2°) € M et des
fonctions lisses g, . . ., gx définies sur F et a valeurs dans R telles que M soit définie
au voisinage de m par g7'(0) ot ¢ = (g1, - - -, gx)- On peut supposer, de plus, que g est
une submersion au voisinage de m, par conséquent, on a Vg, ..., Vg linéairement
indépendants au voisinage de m. De plus, vu que 7, est une submersion, on a

Vigis-- -y Vig

linéairement indépendants au voisinage de m. On sait que M N (T x {z°}) est une
sous-variété de M. On peut la définir, au voisinage de m, par I'équation h=1(0) ou
h(t,z) = (g(t,z°%),z — 2°) et, compte-tenu de ce qui précéde, h est une submersion
au voisinage de m. Enfin, étant donné que r = p(m) n’est pas une valeur critique de
PIMA(T'x{z0}), On en déduit que h est une submersion au voisinage de m ou ﬁ(t, x) =
(h(t, x), p(t,z)). Donc

Vigi, ..., Vigr, Vip

sont linéairement indépendants et vu que M est définie, au voisinage de m, par
(g,p) *(0,7) et que (g, p) est une submersion au voisinage de m, on en déduit que

est une submersion, ce qui prouve le lemme. [ |
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