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Introduction

La modélisation d’écoulement en mécanique des fluides génére un nombre important de
problémes portant sur des systémes d’équations aux dérivées partielles. Cependant, I’étude
générale de ces systémes demeure, & [’heure actuelle, un probléme ouvert.

Il a alors semblé raisonnable de simplifier les équations rencontrées. La premiére et la plus
simple de ces simplifications consiste en la linéarisation, I’étude de ces linéarisées semblant
alors un préliminaire naturel & celle de modéles généralement non linéaires. Les résultats
obtenus ont ensuite été étendus aux modéles initialement considérés avec plus ou moins de
réussite.

Mais revenons a I’étude des problémes linéarisés ; celle-ci est mixte, elle porte a la fois
sur un aspect technique: le modéle considéré est-il correct? et sur un aspect plus pratique:
la simulation. Ces deux approches ont néanmoins fait apparaitre une notion commune:
Uhyperbolicité des systémes d’équations aux dérivées partielles considérés.

Tout d’abord, il s’agit de savoir si les modéles que 1’on considére sont bien posés ou plus
exactement si les problémes de Cauchy obtenus & partir de ces derniers sont bien posés. Mais
que signifie bien posé? En fait, pour résoudre les équations aux dérivées partielles qui nous
intéressent, il faut préciser ’espace dans lequel nous recherchons ces solutions, ce qui n’est
pas toujours évident, notamment dans le cas de systémes non-conservatifs. Il semble alors
naturel de demander aux solutions de rester dans ces espaces et I’on obtient une définition
des problémes bien posés (c.f., par exemple, la définition de I'hyperbolicité donnée par D.
Serre [Ser96]). Il peut aussi sembler naturel d’étendre cette notion de stabilité non plus
seulement a l'espace auquel appartient la solution mais & cette solution elle-méme. M. Arai
( [Ara80] ) va plus loin, puisqu’il demande & la solution d’étre attractive, c’est-a-dire que
toute perturbation autour de la donnée initiale, pourvu qu’elle ne soit pas trop importante,
doit engendrer une solution qui tend vers la solution sans perturbation. Cette notion est
trés restrictive et écarte certains problémes par ailleurs bien posés vis a vis de la stabilité de
I’espace considéré.

D’autre part, du point de vue de la simulation, il est nécessaire d’avoir une certaine
stabilité numérique intrinséque au modéle. En effet, si les solutions font apparaitre une grande
instabilité, alors indépendamment de la méthode utilisée les solutions numériques obtenues
ne pourront étre exploitées ou pire les schémas seront incapables de produire un quelconque
résultat. La encore un critére possible de stabilité est 'hyperbolicité du systéme qui implique
que les modes de Fourier de grands nombres d’ondes ne vont pas croitre au cours du temps
et assure donc que les éventuelles oscillations de la solution numérique seront atténuées.

Cependant toutes ces études sont effectuées sur des linéarisations et des résultats récents
montrent que les effets diis a la non linéarité peuvent parfois compenser les instabilités
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apparaissant sur le linéaire. B. L. Keyfitz ( [Key00] ) montre notamment, sur un modéle
non-hyperbolique décrivant 1’écoulement de deux fluides incompressibles, qu’il existe des
transitions d’un état instable vers un état stable via des chocs stables.

La premiére partie de ce travail consiste en quelques rappels concernant les systémes
hyperboliques. Les notions de linéarisation et de localisation y sont introduites afin de situer
leur role dans I’étude des modéles non linéaires. Nous en déduisons une définition de la
nature bien posée d’un probléme qui nous sera utile par la suite. De cette derniére, découle
naturellement une caractérisation géométrique des problémes bien posés qui n’est autre que
la définition de I’hyperbolicité que nous choisirons. Enfin, il est rappelé quelques résultats
d’existence et d’unicité des solutions pour des problémes paraboliques ou symétrisables ainsi
que des propriétés de régularité éventuelle pour ces solutions.

Dans la seconde partie, nous abordons la relation entre la nature non hyperbolique d’un
systéeme d’équations aux dérivées partielles comportant des termes de diffusion et son ca-
ractére bien posé. Le critére de non hyperbolicité n’assure, en effet, en rien qu’un probléme
linéaire du second ordre est mal posé. Pour le systéme considéré, 'opérateur différentiel du
premier ordre (opérateur d’advection) du linéarisé autour d’un état constant n’est pas hyper-
bolique, pourtant les problémes de Cauchy issus de ce systéme linéaire sont, avec la notion
introduite par D. Serre, bien posés. Cependant les solutions ne sont pas stables, au sens de
M. Arai, c’est-a-dire attractives. En outre, nous montrons qu’un probléme de Cauchy formé
a partir du systéme non linéaire possédera, du moins localement au voisinage de l'instant
initial, une solution classique (i.e. suffisament différentiable).

Enfin, dans la derniére partie, nous étudions un modeéle diphasique a cinq équations
obtenu par Leroux [Ler| & partir du modéle isentropique a quatre équations. Ce modele a
la particularité de ne pas nécessiter d’équation d’état ou de loi tabulée servant de fermeture
algébrique. En outre, bien qu’il soit encore non hyperbolique comme le modéle d’origine a
quatre équations, les valeurs propres de 'opérateur d’advection sont désormais réelles. De
plus, alors que le modéle isentropique classique faisait apparaitre, pour le cas test du robinet
de Ransom, une instabilité (undershoot) en aval de 'onde de taux de vide, le nouveau
modéle ne semble plus reproduire ce phénomeéne numérique. Ainsi, méme si ’'on s’attendait
a un mauvais comportement du modéle étant entendu que le probléme linéarisé demeure non
hyperbolique et donc mal posé, ce modéle, dans le cas non linéaire, n’entraine pas d’explosion
ou autres instabilités numériques.
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Chapitre 1

Linéarisation et problémes bien posés

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats classiques concernant la résolution
de probléme de Cauchy pour des systémes quasi-linéaires d’équations aux dérivées partielles
de la forme:

(1.0.1) au—P t 0 + F(x,t) eRY 0<t<T
sV at_ :E77u“7axu“ :677 x bl ~ bl

avec la condition initiale:
(1.0.2) u(z,0) = f(z), x € R%
Précisons qu’ici la variable d’espace x est, a priori, multidimensionelle (z € R?) et que u(z,?)

désigne une fonction & valeur dans C™.
L’opérateur P est un opérateur différentiel quasi-linéaire d’ordre n de la forme:

o ol
1.0.3 Platu,—) =S Ao t,u)——
(1.0.3) (”’ o a:c) ;K: (@t w) g g
ot v = (v1,...,14) est un multi-indice de taille |v| = v + -+ + vy et les coeflicients A, =

A, (z,t,u) sont des fonctions réguliéres! en x € RY, 0 <t < T et u € C™ a valeurs dans

M, (C).

1.1 Perturbation des données, stabilité

La donnée initiale f ainsi que le terme de forcage F' sont des données du probléme. Nous
ne nous intéressons pas ici a la question de l'existence et de I'unicité de solution pour le
probléme (1.0.1)-(1.0.2), mais, dans le cas ot il y a une unique solution u pour une certaine
donnée initiale f et un certain terme de forcage F', & I'influence sur u de petites perturbations

1. Une fonction sera dite réguliére si elle posséde suffisamment de dérivées continues.
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appliquées a f et F. Plus précisément, si ’on remplace f par f + ¢ f dans ’équation (1.0.2)
et F par F'4+ §F dans (1.0.1), qu’advient-il du probléme perturbé suivant :

0 d
(1.1.4) a—l::P (z,t,u,a—) u+ F(x,t)+ 0F(x,t), reRYL 0<t<T,
T

(1.1.5) u(z,0) = f(z) +df(x), z € RY

Supposons que le probléme initial (1.0.1)-(1.0.2) soit physiquement raisonnable, on peut
espérer que, pour une perturbation suffisament petite, le probléeme (1.1.4)-(1.1.5) admet
encore une unique solution v et qu’en outre ces solutions vérifient, si v = u + du,

(1.1.6) [dulls < C (10 fll2 + 19F]ls) ,

ot ||.]]1, ||-]lz et ||.]|s sont des normes a préciser et C' est une constante indépendante de ¢ f
et 0F. Nous sommes ainsi amené a introduire une premiére définition :

Définition 1.1.1 Sile probleme de Cauchy (1.0.1)-(1.0.2) admet une unique solution u pour
certaines données f et F, nous dirons que le probléme non linéaire (1.0.1)-(1.0.2) est bien
POSE en u St

o il existe un réel e strictement positif tel que pour toutes perturbations réguliéres 6 f et

OF vérifiant
(117) 16712+ 1675 <
le probleme perturbé (1.1.4)-(1.1.5) admet une unique solution v,

o de plus, Uécart du = v —u satisfait une estimation du type (1.1.6) avee C indépendante

de f et OF.

1.2 Linéarisation

Pour montrer I'existence de solution, pour un probléme de Cauchy non linéaire du type
(1.0.1) avec une condition initiale de la forme (1.0.2), dans un intervalle de temps suffisament
petit [0, 7], on considére souvent une suite u* = u*(z,¢) de fonctions définies par récurrence
a partir des équations linéaires :

Ouktt
(1.2.8) a1
Wt (2,0) = f(a),

J
=P :c,t,uk(x,t),a— ubtt 4+ F(z,t), b0 1
T =0,1,...

et initialisée par u%(z, 1) def flz).
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Nous sommes donc amené & étudier dans un premier temps un probléme de Cauchy pour
des équations linéarisées de la forme:

bl 0
(1.2.9) a_j P( b )u—|—F(:c,t),
ol
glv!
(1.2.10) P( o ) |§A R

et les coeflicients A, = A,(x,t) sont réguliers en (z,1).

Savoir si le probléme (1.0.1)-(1.0.2) est bien posé, du moins pour le premier point, est
donc lié a la nature bien posé du probléme linéarisé (1.2.9). Il est donc naturel d’énoncer le
principe suivant : «Un probléme non linéaire est bien posé en u, si son linéarisé, au voisinage
de u, est bien posé.»

1.3 Localisation

Nous devons donc, dans un premier temps, étudier des problémes linéaires non homo-
génes a coefficients, a priori, non constants. Nous nous restreignons tout d’abord au cas
homogeéne, ' = 0, le cas non homogéne étant traité par le principe de Duhamel. En outre,
nous appliquons le principe de localisation : «Si tous les problémes obtenus en gelant les co-
efficients sont bien posés, alors le probléme a coefficients variables est lui-méme bien posé.»
Ce principe n’est, bien sur, pas valable en général. Considérons un probléme de Cauchy a
coefficients non constants:

1.3.11 du _ LAY
(.. ) a— $,,a—$ LL,

nous étudions alors, pour un point (xg,%9) quelconque, le caractére bien posé ou non de
I’équation linéaire & coefficients constants:

1.3.12 ALY RAY
(1.3.12) Eri o, to, 5 | s

obtenue en gelant les coefficients :
(1313) Al, = Ay(Io,to).

Nous verrons plus tard que I’étude de la nature bien posé de ces équations se rameéne, grace
a la transformée de Fourier, & I’étude d’équations algébriques.
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1.4 Un exemple: I’équation de Burgers

Nous considérons, pour ¢ réel strictement positif, I’équation de Burgers avec diffusion:

ou ou 0% R 0<i<T
E—uaﬁ-@— T €eR, <t< 7T,

(1.4.14) s

u étant a valeurs dans R.
Soit ug une fonction réguliére en (x,t). On définie alors une nouvelle fonction wu; par:

(1.4.15) U = ug + Uy, uy = ug(x,t).
L’équation (1.4.14) nous donne alors une équation vérifiée par u; :

8ul o @uo aul aul 82’u1
ot Ty Ty TE

(1.4.16) R

+ F(z,1),

avec le terme

auo 82uo a’uo
9z o ot

F(xz,t) = uo

L’objectif étant d’étudier des perturbations, nous allons considérer u; comme petite de-

u
vant ug. Ceci nous améne & négliger le terme quadratique ula—l de (1.4.16), u; est alors
x
solution d’une nouvelle équation :
8ul 3u0 0u1 82‘u1

= STUrt U5t E

Ot Oz oz 0x?

(1.4.17) + F(z,1).
Ceci constitue donc 1’équation linéarisée de (1.4.14) au voisinage de ug. On remarque tout
de suite que 1’équation reste homogéne, F' = 0, si, et seulement si, ug est une solution de
(1.4.14).

Cette équation régit le comportement de petites perturbations de ug, ce qui justifie encore
I’étude des linéarisés.
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Chapitre 2

Hyperbolicité

Ce chapitre a pour but de situer la notion d’hyperbolicité. Nous avons vu dans le chapitre
précédent en quoi 1’étude du linéarisé d’un probléme semblait étre un préliminaire naturel
a ’étude du probléme non-linéaire original. Nous pourrions encore simplifier le probléeme,
grace au principe de localisation, en nous restreignant au cas des coefficients constants.

2.1 Hyperbolicité des systémes linéaires

Nous considérons le cas d’un domaine, 2 C R?, périodique! ce qui permet d’éviter les
problémes liés aux conditions limites.
Considérons le probléme de Cauchy pour le systéme (2.1.2) muni de la condition initiale:

(2.1.1) u(z,0) = ug(x), x € (),
ou ou
(2.1.2) -t Z Ai(u)% = F(u),
1<i<d

ottu:RY—=UCR™et F':U — R?est un champ de vecteur régulier sur .

Reprenons 'étude du caractére bien posé de ce probléme. Si la donnée initiale ug est
constante, le probléme admet une solution évidente qui ne dépend que du temps et satisfait
I’équation différentielle ordinaire :

ou

Comme nous 'avons fait pour I’équation de Burgers (c.f. 1.4), perturbons maintenant
cette condition initiale par u(z,0) = ug + cuy(x) ol € est petit. Le probléme devant étre bien
posé, une condition nécessaire est que, sur un intervalle de temps suffisament petit [0, 6¢], la
solution u. du probléme avec condition initiale perturbée admette un développement de la
forme:

ue(x,t) = u(t) +ev(t) + 0(52).

1. On pourrait de méme considérer ’espace tout entier.
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La perturbation v est alors, comme vu précédemment, solution du probléme linéarisé :

0 0 oF
T Y Au(t) 5= o (u(t)w,  (x,t) € Q% [0,81),
(2.1.3) 1<i<d

v(x,0) = uy(z), z e .
Il faut donc que le systéme précédent soit lui méme bien posé! Nous allons donc nous
restreindre au cas de coefficients ne dépendant que du temps.

Remarque : Nous allons supposer que le second membre est nul ' = 0. Cette hypothése
n’est pas contraignante car il ne joue pas un réle prépondérant dans I’étude qui suit, en outre
ce terme peut étre rendu aussi petit que désiré en effectuant un changement d’échelle sur le
temps.

2.1.1 Analyse de stabilité

Le systéme considéré est ici le suivant :

Jdu Ju
2.14 — Ai(t)=— =0,
(2.1.4) 5 T Z OF il
1<i<d
et nous prenons la condition initiale
(2.1.5) u(z,0) = up(x).

Nous allons considérer le cas des solutions faibles de (2.1.4). Nous recherchons donc des
solutions telles que:

u: [0,T] — L*Q),
t = ul(.,t),

soient continues et vérifient, pour tout ¢ € C* (Q x [0,7')):

¢ ¢ .
2.1.6 u— + AZT’LL dxdt—l—/u x)o(x,0)dx = 0.
et W)[ Y a] [ o).

1<i<d

Appliquons alors & I’équation (2.1.4) la transformée de Fourier par rapport a la variable
d’espace x. Notons u(.,t) I'image de u(.,t) et Gy 'image de ug par cette transformée. D’aprés
les propriétés de différentiation de la transformée, il vient immédiatement :

Ju
(2.1.7) ()
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ou la matrice A est définie par:

(2.1.9) A6 )= ) GA(t),  EeRY tel0,T)

1<i<d

NN

Considérant la résolvante R de I’équation différentielle ordinaire (2.1.7), la solution est
donnée par:

(2.1.10) u(¢,t) = R(¢,0,&)u0(8);

la résolvante étant solution du probléme de Cauchy :
R(to,to,f) - [dm,

d
SR(t10,6) = —IAEOR(E t0,6).

La transformée de Fourier étant une isométrie de L*(2), le probleme (2.1.4)-(2.1.5) est
bien posé dans L*(Q) si, et seulement si, il existe une constante Cr ne dépendant que du
temps 1" et pas de ug (ou tg) telle que:

sup |[u(.,¢)||z2 < Cr||tol| L2
te[0,T)

Ceci est équivalent au fait que la résolvante soit bornée:

(2.1.11) sup |[R(,0,8)| < Cr,
te[0,T),6€Rd
ot la norme ||.|| est une norme matricielle donnée.

Remarque : La constante C'r de la condition (2.1.11) dépend du choix de la norme matri-
cielle ||.|| considérée, mais son existence, dans R, non.

Soit & un réel strictement positif, effectuons alors le changement de variable (£,1) —

t
(n,7) = (€, -), 'équation vérifiée par la résolvante devient :
€

/] n
— AL er)R(er, 0,7

i (5,57) (er,0, 6),
= z.A R 0 7
- _5 (77757) (57-7 75)7

d’aprés (2.1.9), soit donc

d
ER = —1A(n,e7)R.

Faisons maintenant tendre ¢ vers 0, il vient :

limR (e, 0, g) = exp (—i7A(n,0)).

e—0
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La condition (2.1.11) impose donc que:

(2.1.12) sup  [[exp (—iTA(n,0)) || < Cr.

TER+,nERA
Nous déduisons alors le résultat suivant :

Proposition 2.1.1 Le probléme de Cauchy pour un systéme linéaire du premier ordre a
coefficients constants:

est bien posé dans L* si, et seulement si, il existe un réel C strictement positif tel que, pour
une certaine norme matricielle ||.||, on ait:

sup |l exp (—2A(&,0)) || < €.

£eRd

Démonstration : D’aprés le calcul précédent, la réciproque est évidente. En effet, prenons
la constante C', nous avons alors, pour toute donnée ug dans L?, tout temps ¢ et tout £ € R%:

IR (2,0,8) || = || exp (=2A(2£,0)) || < C,

et donc ||u(.,t)||r2 < C||to||p2- La transformée de Fourier étant une isométrie de L?, ceci
équivaut a:

lus Dz < Clluoll 2

Le probléme est donc bien posé.

Pour le sens direct, supposons le systéme bien posé sur L? pour ¢ € [0, 7], alors d’aprés
la définition 1.1.1 et grace au caractére isométrique de la transformée de Fourier, il existe
C > 0 tel que nous obtenons I'inégalité, pour tout ug € L? et t € [0,7]:

[a(., )l z> < Cllaol| 2.
En outre u(&,t) = exp (—1t A(£,0)) @p(£), nous avons donc, pour tout gy € L? et ¢ € [0,7]:
lexp (=it A(£,0)) do(§)] > < o] 2,
soit donc,

sup [|exp (=it A(,0)) || < €

ER?
ou encore, puisque —itA(&,0) = —1A(t£,0):

sup [[exp (—A(£,0)) || < C.

ﬁ'ERd
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2.1.2 Etude spectrale

Comme nous 'avons vu précédemment, le caractére bien posé d’un probléme linéaire
(c.f. proposition 2.1.1) fait apparaitre la majoration, pour une certaine norme, d’une famille
d’exponentielles de matrices. Ces majorations entrainent, en particulier, que:

iﬂzp(exp(—iA(SD)<ioo,

ot p(M) désigne le rayon spectral de la matrice M et A(£) = A(£,0) = > &;A;(0). Soit
1<7<d
C' cette borne supérieure.
Supposons qu’il existe un élément £ € R? tel que p (exp (—1A(€))) > 1.

Cependant, pour tout n € Z, nous avons :

exp (—iA(ng)) = exp (—inA(£)) = (exp (—1A(£)))",

et donc [p (exp (—1A(£)))]" < C pour tout n € N. Par passage a la limite sur n, nous obtenons
donc:
C> lim [p(exp (<A@ = +oc.

qui contredit ’hypothése €' fini. Donc, pour tout £ € R?, p (exp (—1A(£))) < 1.
De méme, nous devons avoir p (exp (—2A(£))) = 1 (faire tendre n vers —oo). Et donc:

(2.1.13) p(exp (—iA(£))) = 1, ¢ € R

En outre, puisque les valeurs propres de I’exponentielle exp(M) d’une matrice M sont
les exponentielles de celles de M, il s’en suit que le spectre des matrices A(&) est réel.

Suposons que, pour un certain £ € R% la matrice A(£) n’est pas diagonalisable. 1l existe
donc une valeur propre A dont la multiplicité algébrique est strictement supérieure a sa
multiplicité géométrique. Il existe donc deux vecteurs, u et v, non nuls, tels que:

A =
Ay = v+

Montrons que, pour tout temps ¢, exp (—it A(£)) v = e~ (v — 7tu), ce qui contredit ’exis-
tence d’une borne supérieure finie de la norme des opérateurs exp (—itA(§)) (c.f. (2.1.12)).

On vérifie aisément par récurrence que, pour tout entier naturel k, A(£)v = Mo+ kN1,
d’ott:

exp (—itA())v = Z f‘d [)\k‘v—l-k‘)\k_lu],

] (—3tA) C(—ath)Et
= Z 7 U—I—Z—‘Lt 1) u,
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Nous introduisons donc la définition suivante :

Définition 2.1.1 Le systéme (2.1.4) est dit hyperbolique, si, pour tout ¢ dans R?, la matrice
A(€) définie par (2.1.9) est diagonalisable & valeurs propres réelles.

Nous avons donc démontré:

Théoréme 2.1.2 Si le systéme linéaire a coefficients constants (2.1.4) est bien posé, alors
il est hyperbolique.

Remarque : En fait, la réciproque n’est vraie qu’en dimension un (d = 1). En effet, sid = 1
alors A(€) = £A; et si le systéme est hyperbolique, alors, en particulier, A; est diagonalisable
a valeurs propres réelles. Soit A, = P.D.P~!, nous avons alors :

exp (—iA(€)) = Pexp(—i€D) P,

oit exp (—1£ D) est une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont les e=**, )\ décrivant
le spectre de A, inclus dans R. Cette matrice diagonale a donc un spectre formé de nombres
complexes de module 1, elle est donc de norme 1. Ainsi, ||exp (—tA(§)) ]| < ||P||||P~!] et
grace a la proposition 2.1.1, le probléme est bien posé.

En dimension supérieure, la réciproque n’est plus vraie. Considérons le cas d = 2.
Dans ce cas, les matrices de diagonalisation dépendent, a priori, de ¢ et exp (—tA(§)) =
P(&)exp (—iD(&)) P(€)7". 1l est clair que la matrice D est homogéne de degré un en £ et
nous pouvons choisir P homogéne de degré zéro, soit alors cond(¢) le conditionnement de

P(§), cond(¢) = [[P(E]-IIP(€)7M ], il vient :
lexp (—iA(£)) || < cond(E)]| exp (—=iD(€)) |-

Dans le cas d’un systéme hyperbolique, nous avons encore || exp (—iD(£)) || = 1 et donc:

(2.1.14) llexp (—iA(€))]| < cond(€).

Ainsi rien n’assure que le systéme soit bien posé.

2.1.3 Plus que I’hyperbolicité...

Des résultats précédents, nous déduisons des conditions suffisantes pour que les systémes
hyperboliques soient bien posés.

Proposition 2.1.3 Si un systéme hyperbolique est tel que les matrices A(€) sont uniformé-

ment diagonalisables par rapport a £, i.e sup cond(€) est fini, alors il est bien posé.
£ER?

Un autre cas intéressant est celui des systémes symétrisables. En effet, nous avons le
résultat suivant :

Définition 2.1.2 Un systéme (2.1.4) est hyperbolique symétrisable, s’il existe une matrice
symétrique définie positive S telle que, pour tout 1 < j < d, SA; soit symétrique.
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Théoréme 2.1.4 St un systéme est hyperbolique symétrisable, alors il est bien posé.

Démonstration : Posons S(£) = S.A(£), alors S étant définie, Nous avons A(§) = S™.5(§).
De plus, il existe une racine carrée symétrique définie positive H de S™'. La matrice HS(§)H
étant symétrique, elle est donc diagonalisable en base orthonormée, soit O(&) la matrice de

passage (O(€) € O,,(R)). Posons P(£) = HO(¢), alors:

HS(6)H

=z
o
& I &

2
o
S
o
S
o

L
3

STHTOEDEOE) T HT,  Or B2 =57,
HO€)D(E)O(§)™ H™,
PE)DEPE)™

Ainsi, [P < [1H]| et [[P(E)7H < [1H7] et donc cond(§) < [|HI||[H.

Le systéme est donc hyperbolique et les matrices A(¢) sont uniformément diagonalisables,

donc, d’apres 2.1.3, il est bien posé. d

2.2 Hyperbolicité des systémes quasi-linéaires

2.2.1 Définition

Par analogie avec le linéaire, nous introduisons la notion d’hyperbolicité:

Définition 2.2.1 Le systéme différentiel du premier ordre

ou Ju
FTR >y f4jﬂu)zi;;:= Flu,,t),

1<5<d

est dit hyperbolique, si les matrices

= Z &‘AJ(&)

1<<d
sont diagonalisables dans R, pour tout @ € U et tout £ € R,

Cependant, comme nous I’avons déja remarqué, nous ne disposons pas d’un critére pour
vérifier le caractére bien posé des systémes non-linéaires quand bien méme ils seraient hy-
perboliques.
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2.2.2 Invariance par changement d’inconnues

L’un des intéréts de la notion d’hyperbolicité pour les systémes quasi-linéaires vient du
fait que cette propriété est invariante pour les changements d’inconnues classiques.
Soit ¢: U — V un difféeomorphisme. Le systéme quasi-lindire :
u = v

Ju du
FT >, Aj(’u)af%: 0,

1<i<d

est transformé, par ¢, en un autre systéme quasi-linéaire :

ov J
o =
- Ou
= dqb(u)av
, ou
= dgu) (= 30 Astw)s ]
1<5<d !

= = 3 A (@) )

Posons B;(v) = d¢~(v).A; (¢7(v)) (dqﬁ_l('v))_l, il vient alors:
Jv Jv

PN B oo

8t 1g£d ]( )ar]

De plus, si le premier systéme était hyperbolique, le second ’est encore. En effet, si A(a, &) =

P(it, €)D(it, €) P(a, €)', alors B(8,€) = (dé™' () P(#,€)) .D(8,€). (do™ () P(i, £)) .

Néanmoins, tous les changements d’inconnues ne sont pas permis.

Exemple : Considérons le systéme suivant :

8u1 ‘ aul_o
ot Tl =
8u2 ’ 0u2_0
T M T

Il s’agit d’un systéme quasi-linéaire du premier ordre dont la matrice est diagonale a valeurs
propres réelles.

Effectuons alors le changement d’inconnues v = ¢(u) = (ul,a—> ou u = (ug,uz).
T

Dérivant la seconde équation par rapport a x, nous obtenons:

82ug 8ul (9u2 82u2

0zt + Jz Oz + 0x? =0,
a’UQ ’ 8'1)1 ’ 8'1)2 —0
ot T T Y
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Soit donc un nouveau systéme quasi-linéaire dont la matrice B(v) n’est plus, en général,
diagonalisable :
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Chapitre 3

Quelques résultats d’existence pour les
problémes paraboliques

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques résultats sur les problémes strictement
paraboliques dont nous aurons besoin par la suite.

Les résultats sont démontrés dans le cas d’équations linéaires a coefficients variables mais,
pour certains, s’étendent trés bien aux cas non-linéaires.

3.1 Définitions

Soit ¢ un ouvert de R? et 7' > 0 un temps donné. Nous considérons donc le probléme de
Cauchy et aux limites suivant :

O (et L) = fet) ety eux T
Sp(eng e = S U],

u(z,t) = 0 (z,t) € oU x [0,T],
u(z,0) = wup(z) =z€lU,

ou f:U X (0,T] = R™ ug: U — R™ est une condition initiale donnée vérifiant ug(z) = 0
pour x € U et P désigne un opérateur différentiel du second ordre en = de la forme:

3.1.2 plos2)_5 2 RECEA TR PO ¢
(‘ ) €, 7a_$ _Za—"E] CL%J(JE, )a—u —I_Z 2(377 )at2+c($7 )u

t,5=1

(3.1.1)

3.1.1 Equation parabolique

Nous avons alors la définition suivante :

Définition 3.1.1 Le systéme (3.1.1) est dit (strictement) parabolique si, et seulement si, il
existe une constante § > 0 (§ > 0) telle que, pour tout (x,t) € U x [0,T] et tout £ € R?, on
ait :

d
Z ai,j(Ivt)fifj Z 5”5”2-
7,7=1
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Un exemple classique étant celui des systémes ou P = —A c’est-a-dire

a; 5 = (Si:]’, bZ = 0, Cc = 0, et f = 0.

3.1.2 Solutions faibles pour les problémes paraboliques

Considérons un systéme de la forme (3.1.1) avec:

i. Les coefficients a; ;, b; et ¢ sont dans L> (U x (0,7)) pour ¢,5 =1...d,
ii. Le terme source f est dans L* (U x (0,T)),
iii. La condition initiale, ug, est également dans L*(i),

iv. Enfin la partie du second ordre de 'opérateur P est symétrique: a;; = a;,; pour tout
1,7 =1...d.

Soit < .,. > le crochet de dualité entre H=*(U) et H}(U).

Nous introduisons alors la définition suivante des solutions faibles:

d
Définition 3.1.2 Soit u élement de L?(0,T; HY (U)), telle que u' = d_lz est un élément de

L*(0,T; H Y (U)). Nous dirons que u est une solution faible du probleme de Cauchy avec
conditions limites (3.1.1) sur [0,T] st

i. pour tout v élément de Hy(U) et pour presque tout t de [0,T] :

d d
Oou O
<u/,'v>—|-/ E a; j(z, 8;8;+E b; $t870+c($tl¢v]d$_/fvd"”
J i=1 g

ii. et u(.,0) = uo.

Remarque : Le second point a bien un sens puisqu’en fait u € C ([0, T]; L*(U)), c.f. A.2.1

Il est donc clair que toute solution classique de (3.1.1) en est aussi une solution faible.
En effet, pour les termes autres que ceux provenant du second ordre, il suffit de multiplier
par v et d’intégrer, en outre pour le second ordre, avec les mémes notations, il vient :

0 ou : Ju Ov
/_ Z Oz (aw(x t)a"m) v = /_ Z “i(7: 1) /Z a1(2,1) 5"0 @;wd

7 1,J=1 au 2,7=1 7,7=1
/zd: (e ou 8vd
= a; iz
= ! Ox; 0z
u "=

la fonction v étant nulle sur le bord du domaine .
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3.2 Solutions faibles

Le but de cet paragraphe est de démontrer le résultat d’existence et d’unicité énoncé en
3.2.2, la démarche employée étant la méthode de Galerkin.

Soit (wp)ren, une base orthonormale de L*(U) qui soit une base orthogonale de Hg(U).
De telles suites existent ; nous pouvons prendre, par exemple, une suite adaptée d’élements
propres de —A dans Hy(U).

Fixons n € N,, nous allons chercher une solution du probléme (3.1.1) projeté sur le sous-
espace engendré par les (wy)r=1,.. .. Soit u, : [0,T] — Hg(U) cette solution, alors elle est de
la forme:

(3.2.3) un(t) =Y M (t)wy,

avec des coefficients qui doivent vérifier :
i. pour k=1,...,n,
(3.2.4) )\52(0) = /uo(x).'wk(x)dx
u

ii. et pour t € [0, T] et k=1,...,n

(3.2.5)
d
Ou,, 0
/ [u;wk + Z a; j(x,t) 8: a:k -+ (J:,t)un'wk] dr = /f'wkdx.
u hi=1 R = u

Une telle solution existe, en effet nous avons le résultat suivant:

Théoréme 3.2.1 Pour tout entier n non nul, il existe une unique solution u, de la forme

(3.2.3) et vérifiant (3.2.4)-(3.2.5).

Démonstration : Supposons que u, est une telle solution, alors, d’aprés les hypothéses:

d)\]
/u;(t)wkd;c = /Z (H)w;widz,

u
dN

= Z dtn( )/w]-'wkdx,
=1 7
d)\f

= "t
),

puisque (wg ) est une base orthonormale de L? (U) Posons maintenant, pour k,l =1,...,n,

(z,t)wrw | dz,

d
8wk8wl
ok, _/ [Z alv]( a$2 81']
U

z,7=1
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et fi(t) = /f(.r,t)wk(x)daz. L’équation (3.2.5) devient donc:
u

dX\k “
a < _ n l _
(3.2.6) fi(t) = i (t) + lg_l pei(t)A, (L), , pour tout k=1,...,n.

Nous obtenons donc un systéme linéaire d’équations différentielles ordinaires portant sur les
coefficients (A\¥)z—; ., muni de la condition initiale (3.2.4).

Cette équation différentielle admettant une unique solution, ()‘fb)kﬂ,---,n nous obtenons
I'existence et 'unicité de la solution (3.2.4)-(3.2.5) de la forme (3.2.3). O

3.2.1 Estimations a priori

Prenons I'unique solution, pour n donné, de (3.2.4)-(3.2.5). Nous allons maintenant faire
tendre n vers l'infini et montrer qu’il existe une sous-suite convergeant vers une solution
faible. Pour cela, nous disposons du théoréme suivant :

Théoréme 3.2.2 (Estimation d’énergie) [l existe une constante C, ne dépendant que du
temps T et du domaine U, telle que, pour tout n € N, :

SUPT Hun(t)HLQ(Z/{) < C <HfHL2(O,T;L2(L{)) + H‘uoHL2(u)) )

Hun”L?(o,T;Hg(u)) < C (Hf“L?(O,T;L?(u)) + HUOHL?(u)) )
HUIHLQ(O,T;H—l(U)) < C <Hf||L2(O,T;L2(L{)) + Huo||L2(u)) .
Démonstration : Multipliant 'équation (3.2.5) par A\%(¢) et sommant sur k = 1,...,n,

nous obtenons, en simplifiant grace a la relation (3.2.3), que w,, vérifie, pour presque tout

tel0,7]:
i Oty Oty o

unun -+ c(x,t)unun] dr = /fundw
z;

u

D’aprés le lemme A.1.1 (c.f. annexes), il existe donc des constantes ¢; et ¢, telles que, pour
presque tout t € [0,7] et tout n € N, :

d d
ou,, 0u, ou,,
cluunui%<u)sst/m[j{j(ud<x,t> 2 bilas ) o+ e i | da o+ calun[Zag.
u 1 '

8:1:2- a.iL’j

t,5=1

De plus,

1 2 1 2
[ Funda| < S + ol <
Uu

d (1
2! _ ) 2

U
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La relation (3.2.7) devient donc, pour presque tout ¢ € [0,7]:

d

& (Ol + 2Ol < 2 [ SO0 + 23Ol
u

(3.2:8) < Callun(®)ly + CollF DN,

ol Cl =1 —|—202 et 02 = 262.

D’aprés le lemme de Gromwall, il vient donc:

t
()12 @y < (llun(o)l\%w) + 02/0 Hf(S)H%z(u)d8> , Viel0,T].

Or Hun(())H%Q(u) < ||u0|\%2(u) d’aprés la projection (3.2.4) et nous obtenons donc la premiére
de nos estimeées:

sup ||un(t)|| 2@y < C (I F]l 20,5020 + ol 2@y)

0<t<T

oit C' majore e“1T max (1, Cy).
D’aprés (3.2.8) et la relation précédente, il vient immédiatement :

T
wnllr20,mmi @) = /0 [

/T CC,
<
0

2C1
< O (I leorzee + luollzz)

Cy
(1l 20,7522y + ol 2@ry) + ZHf(t)H;(u) dt,

avec une nouvelle constante C’.

Enfin, soit v € Hj(U) de norme inférieure a 1. Projetons orthogonalement v sur I'es-
pace engendré par les (wy)k=1,. ., dans L*(U): v = vy + va, vy € vect((wg)r=1,. ) et
vy € vect((wy)g=1,..n)". Puisque les (wg)p=1,. . sont orthogonales dans H}(U), nous avons
lvillmg oy < vl apey < 1 et d’apres (3.2.5) nous avons:

/

En outre, si < .,. > désigne le crochet de dualite (H=*(U), H3(U)), alors < u’, vy >=0 et

d d
Ou,, Ov ou,,

u;z'Ul + E ai,j(:ﬂvt) axa—xl—l_ E :bi(x’t) ar_‘vl + C(:cvt)unm] dx = /fvldx-
K3 J Z:1 hadi3

7,7=1 7}

<uL,v> = /u;vdx,
u

—_— v /r
= / u, vide,

U

d d
ou,, vy duy,
= /fvldx —/ [g a; j(x,t) axia—;vj—l_ ;:1 bi(x,t) axivl + (@, t)uyvr | da.

u u L=l
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Nous avons donc, puisque [|v1][g1ey < 1,
| < v > | <O (Iflleen + lunlligen )

d’ott nous tirons que ||uj[|g-10y < C (Hf”L?(u) + ||unHHg(u)> et

T
e loraay = [ @l

N

T

| € (Wl + ln®llen) e
0

< C(Iflle2rsz2) + luoll2w)) -

3.2.2 Un théoréme d’existence et d’unicité

Nous allons donc construire une solution faible du probléme avec condition initiale et
condition au bord (3.1.1) par passage a la limite sur n.

D’aprés le théoréme précédent 3.2.2, nous savons que la suite (uy)nen, est bornée dans
L*(0,T; Hy(U)) et que (u))nen, est bornée dans L*(0,T; H=(U)) . 1l existe dons une sous-
suite, (un, Jren,, et une fonction u € L*(0,T; Hy(U)), telles que:

iuw e L*0,T; HY(U)),

il.
U,, — u, faiblement dans L*(0,T; Hy(U)),
u'  — ', faiblement dans L*(0,T; Hy(U)).

ng

Soit N € N, et soit v € C*([0,T], H}(U)) de la forme:

N

(3.2.9) v(t) =Y Au(t)wy,

=1

avec des fonctions Ay € C*([0,T],R). Soit, enfin, n > N.

Multiplions ’équation (3.2.5) par A, sommons pour k = 1,..., N et, enfin, intégrons sur
[0,77:
T i du,, Ov i Ju
ol .. ’I’L— . 7’L’ q q
/0 <u,v> —I—/ (; a; j(x,t) 32: 91, + > bi(x,t) axiv + ez, t)uyv | da|dt
7] 1,]= 1=

T
:Az/ﬂﬁﬁ.
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Prenons alors, n = nj et passons a la limite sur £,

T , d Oou Ov d b
/0 <u,v>—|—/ Zaw(t axax]—l_; z,

7 1,=1

(3.2.10) :/OT/fvd;vdt.
U

En outre, les fonctions de la forme (3.2.9) étant denses dans L*([0, 7], Hy(U)), cette égalité
est encore vraie pour v quelconque dans L?([0, 7], H}(U)). 1l s’en suit donc que u vérifie le
premier point de la définition 3.1.2.

Par inégration par partie, nous obtenons, grace a (3.2.10) et & la continuité de u (voir la
remarque relative a la définition 3.1.2 page 24), que pour tout v élément de C*([0, T, Hy(U))
tel que v(1') = 0, nous avons:

! d Ou 0v db ta Duv | d | dt
/0 —<U,u>—|—/ Za”( )axax] Z T, axzv—{—c(r) x

i 7,7=1 =1

_ /0 / fodedt + / w(0)v(0)da.

(z,t)u )dx dt

De méme, nous avons:

: v’ d tau”av db t da | dt
/0 —<U,un>—|—/ Zau(r 92191, Z T, (z,t)uyv | da

7] 7,7=1 =1

:/0 /fvd:gdtJr/un(o)v(O)d:c,

U

en particulier si n = ny. Par passage a la limite quand & — oo, il vient donc, puisque

un(0) = ug dans L*(U):

T du dv & du
/0 — <, u>—|—/< a”xtarax]—l—z;b( )arlv%—c("ﬂt) )dm dt

7 1,7=1 1=
T
:/ /fvd;z:dt—l—/uov(())dx
0
u

U

Soit encore, /(uo — u(0))v(0)dz pour tout v(0) € L*(U) et donc:
u

u(0) = uo.
Nous venons donc de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3.2.3 (Existence) Il existe une solution faible de (3.1.1).
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Il reste donc a démontrer 'unicité d’une telle solution :

Théoréme 3.2.4 (Unicité) Une solution de (3.1.1) est unique.

Démonstration : En fait le probléme se raméne au cas ot f = 0 et ug = 0, et dans ce cas
a ce que 'unique solution soit u = 0.

Si u est une solution faible, alors, d’aprés le premier point de la définition 3.1.2, avec
v =u, il vient:

d{1. .,
a 5”“”1:2@{)

+
S

Ju Ou d ou
[2]_ a; j(x )81: oz, —I—Zb x,t) arlu—{—c(r t)uv] dz,

=1
= <u’,u>—|—/

U
= 0.

i 0u au d b y au ; J
Za%]( )ar axj Z z(xy )axiu+C(fC, )uv z,

7,7=1 =1

or, d’aprés le lemme A.1.1, nous avons

4 @u 0u i ) )
> e ) gt (| de > enlully — calulay,
7 Lig=1 I =
> —callullfz

Ainsi,
d (1. ., )
m §HUHL2(U) < CZH“HL?(L{)

et nous concluons, d’apreés le lemme de Gromwall, que Hu(t)”%z(u) =0, soit u = 0. O

3.3 Reégularité des solutions

Nous reprenons ici la construction précédente basée sur une méthode de Galerkin ou
(wk)ken, est une famille d’éléments propres de 'opérateur —A sur Hy (U ), U étant un ouvert
borné et régulier de R%. Nous supposons, en outre, que les coefficients a; ;, b; et ¢ sont réguliers
sur U et indépendants de ¢, alors nous avons le résultat suivant :

Théoréme 3.3.1 (Régularité) Avec les notations précédentes.

i. Soit ug € Hy(U) et f e L*(0,T; L*(U)), siu e L*(0,T, H(U)), telle que
u' € L*(0,T; H-Y(U)), est une solution faible de (3.1.1), alors
u € L*(0,T;H*U)) N L= (0,T; Hy(U)) ,
e L*(0,T; LAU)),
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et il existe, de plus, une constante C' ne dépendant que du temps T', du domaine U et
des coefficients de P telle que:

sup Hu(t)HiIé(Z/{) < C (”fH%Q(O,T;L?(u)) + HUOHJQLI(%(L{)) )
ogigT

<

HUH%Q(O,T;HQ(M)) X (HfH%Q(O,T;LQ(M)) + HUOHJQLI(%(L{)) )

(HfH%Q(O,T;LQ(L{)) + H'UOqug(u)) :

Q Q

11720020y <

. Si, de plus, ug € H*(U) et f' € L*(0,T; L*(U)), alors

u € L=(0,T; H*(U)),
u' € L=(0,T; L*(U)) N L0, T; Hy(U)),
" € L*0,T; H ' (U)),

et nous avons de nouvelles estimations :

Sup, g2y + 1w (Olleen]) + 1 2o mi@) + el 20,0581

< C (I llmo.rsez@y) + luollmey) -

Démonstration :
k
1€ étape Soit n € N,, multipliant alors ’équation (3.2.5) par —=(¢) et sommant pour

k =1,...,n, nous obtenons, pour presque tout ¢t € (0,7):

d d
8un8u
ulu! ai; b; (s ! 2uyu. | de = ul dx.
U 2,7=1 =1 U
En outre, a;; = a;; et donc, si nous notons P, la forme bilinéaire symétrique sur
Hg(U):
d
Ju v
Py(u,v) = a; :(x)=— T
) = [ aise) g
U 4J]=

nous avons
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De plus,

4 b aun’/ vt |
Z Z(x) arlun—l_c(r)unun Z,

=1

si nous notons B = /
U

d
ou,,
dors, 1B < 3 [l [ |5 1l + lelle [ lunl sl
=1 u ' i
2

< @Hunﬂifg(u) + TH‘%Hiz(u)a

et ce pour tout ¢ > 0. En outre, si nous notons

C = /fu;d:l:,
u
2

C 2 g 112
alors [C] < @Hf”m(u) + TH%HL?(L{)-

Il s’en suit donc que:

d (1 C
H‘%H%z(u) + 7 <§P2(Umun)) < 252 {Hun”i]g(u) + Hinz(u) + 002”%”%2@{)-

Soit pour o2 =

207
12 d Yar) 2 2
lurllzo + o (Po(tn; wn)) < 267 Juallgay + 11122 | -

Intégrant 1'inégalité précédente sur ¢ € [0, 7], il vient :

T
[ Wt + P (D), 0a(T)) < P (a0), 0]
0

T
+202/0 {Hun(t)’@g(u) + ”f(t)”%r"(“)} d,

(3.3.11) < ¢ {H‘Uomfg(m + 11122 0,522

?

grace au théoréme 3.2.2, avec C’ qui ne dépend que des données du probléme et de la
géométrie et ||un(0)]l ey < lluollg ey -

2€ étape L’opérateur P étant strictement parabolique, il vient :

() gy < 5Po(ual0). (1)
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et donc:

el ey < € (ol + £ 132 0.1z -

soit, en prenant la borne supérieure sur t € [0,7]:

(33.12) sup (0 < O [ty + 17 0z

0<t<T

Passant & la limite pour la sous-suite vue précédemment, nous obtenons que u €
L>(0,T; H}(U)) et en reprenant 'inégalité (3.3.11), v’ € L*(0,T; L*(U)) et les estima-
tions correspondantes pour u’ sont valides.

3€étape Posons g = f — u, alors pour presque tout ¢ et tout v € H}(U), nous avons,

der = /g'vd:l:

u

d d
Ou Ov ou

/ [ E aij 9202, + g 1 bi—axi'v + cuv

u =

t,5=1

et g(t) € L*(U). Les théorémes sur la régularité des solutions des problémes elliptiques
impliquent alors que u € H*(U) pour presque tout ¢ € [0, 7] et, de plus:

luleeny < € (gl + ellEq )
< O (1M + el + 1el3a0n) -
Intégrant suivant ¢ sur [0, 7] et utilisant la seconde étape, il vient que
u€ L*0,T; H*(U))
et I'inégalité pour ||ul|r2(0,r;m2wy)) est vérifiée.

4¢€ étape Nous supposons donc maintenant que:

u, € Hy(U) N H*(U),
et fe HY(0,T;L*(U)).

Pour n € N, donné, posons u, = u!, et dérivons I’équation (3.2.5) par rapport au
temps, sachant que les coefficients de P ne dépendent plus du temps:

o~
U

d . d
1 a’una’w a n —~ 7
/ [un wy + g ai’j(x)a—xiaxj + E bi(x,t) axiwk + c(a:,t)unwk] dr = /f wrdx.
=1 7]

k
Nous multiplions alors par d—tn(t) et sommons pour k =1,...,n, il vient donc:

o~

d e~ Y~ d
/ [@’EZ + Z ai’j(gc)ai;mal; + ; bi(z,1) al;un + C(%t)unun] dr = /f"und$-

H i,j=1 u
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Et grace au lemme de Gromwall, nous obtenons:

T
sup Ol + [ N OFgdt < C [0 + 17 oraen)
0

0<t<T

(3.3.13) <

—

a0 ey + 1 sy

Cependant, pour k € N,, wy, est un élément propre de —A sur Hy(U) et réguliére, donc
Au, = 0 sur dU et

(O < ClAuL(0)]72 0
< C/un(())AQ'un(O)dx.

u

En outre, vect ((wg)r=1,...) est stable pour 'opérateur A et /un(())'wkdx = /uo'wkd:ﬂ

u u
pour k=1,...,n donc:

Ol < € [ udtu©)d
U
< C/Aquun(O)daj,
u
Co? C
S 5 lln (0) M1 212 0y + ﬁ!\'uol\%p(u)a Vo >0,
1
< 5”’%(0)H12q2(u) + C'luollzr oy

en ayant choisi 6% = C. Soit ||un(0)|| 2@y < Clluol|m2@y et done I'inégalité (3.3.13)
devient :

T
@3.14) sup Oy + | WOt < C (Nooll + 1o ramwn)-
0

0<t<T

6€étape Soit i la k-iéme valeur propre de —A sur Hg(U), alors, multipliant (3.2.5) par
(rAE(t), nous obtenons:

d aun 8Awk
/ 2 s FriOhr ks

7} 7,7=1 =1

dz

(t)Awy, + c(z)u Y (1) Awy,

— [(F= w0 B da,
U
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soit

(3.3.15)
d d
Ou, 0Au, Ou,
/ [ E a; j au “ g b Y Aun + c(@)un,Auy, | d / W) Augde.
U 1,J=1 x U

Alors, par analogie avec le lemme A.1.1, il existe des constantes ¢; > 0 et ¢3 > 0 telles

que:
crllunllmr@y < (f = upy —Auy) + col|unl|72
et donc
lunll 2@y < C [Nunllz@y + lunllzeey + 1 fll2en] -

D’aprés le théoréme A.2.1, il vient donc:

T
sup (IOl + a0 + [ N0t
0

0<t<T

<C (I 1oz + lolizn) -
Nous passons alors a la limite quand n; — oo pour conclure.

7€ étape Finalement, nous prenons, comme dans le théoréme 3.2.2, un élément v de H} (U)
de norme inférieure & un que nous projetons sur ’espace engendré par les n premiers
vecteurs de (wg)gen,. Alors, pour presque tout 0 < ¢ < 7, il vient:

<urv> = (ur,v),
= (uy,v1),
d d
ou’ Jvy ou’
_ ' _ - _ " 2!
= (f,v) 3:1 a;,;j Dz: 0z, + ;:1 Dz, v1 + cunvll dz,

u
et donc | < u’,v>|<C (Hf/HLQ(L{) + HUH\H(%(M)), avec |||y < 1 et donc
sy < € (1 2y + Iy en )

et u! est bornée dans L*(0,T; H '(U)) et par passage a la limite,

u" € L*0,T; H='(U)).
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Nous pouvons étendre le résultat du théoréme précédent, dans le cas ou les données
sont plus réguliéres, pour obtenir une plus grande régularité des solutions avec le théoréme
suivant :

JF
Théoréme 3.3.2 Siug € H**H(U) et dtf € L*(0,T; H*2*(U)) pour k =0 a@ m et si, en

outre, les conditions suivantes de compatibilité a l'ordre m sont valides :

go = uo € Hy(U),

g1 = f(0) — Pgo € Hy(U),
dm—lf .
g = TH0) ~ Py, i € HY(U),
alors
d"u 2m+2—2k
WEL(OTH (Z/{)), kIU,,m
et

—|— ||u0HH2m+1(u)

<o |y |
k=

dk
dtk

m+1
k=0

dtk

LQ(O,T;H2m+2_2k(U)) LQ(O,T;HQM_Qk(U))

3.4 Application: systémes hyperboliques symétriques
Plagons nous dans le cas d’'un domaine U périodique, U = [0, 1] pour simplifier, et consi-
dérons le cas d’un systéme hyperbolique linéaire & coefficients variables symétrique :
Ju
— = A(z,t
(3.4.16) ot
’U($, 0) = ’Uo($>,

ou les coefficients A, B, le terme de force extérieure F' ainsi que la donnée initiale ug sont

Ju
)%—I— B(z,t)u+ F(x,t),

C* et périodiques en z. Nous supposons en outre que la matrice A est symétrique.
Soit alors € un réel strictement positif, considérons le systéme:

Jv 82'U+A8 CBuiF
=e— v
(3.4.17) ot 02 e
v(x,0) = ug(x).

Ce systéme étant strictement parabolique, pour tout ¢ > 0, il existe une unique solution,
notée v.. De plus v, est C*°, périodique en z et vérifie le résultat suivant :

Proposition 3.4.1 Soit T > 0 fini, pour tout n € N, il existe une constante C,, ne dépendant
que de T', n et des coefficients A et B telle que :

T
H'Us(-vt)l‘%ln(u) < Cy |:HUOH?JH -I-/ HF(,S)H?{ndS:| .
0
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Démonstration : Considérons, pour ¢ > 0, la solution v, de (3.4.17), alors en multipliant
par v, puis en intégrant sur ¢, il vient

1 a'UE 1 82'1)5 a'UE
/0 Ve de = /0 ’UE{‘:W —I_ ’UEA. a—x -I_ 'UsB'Us —I_ 'UEF

d[1 1‘ ) hy B 1 . 2d 1 [t - Ov. ) avs‘ .
% 5/(; U5($, ) T = —5/; ax $+§/0 Ue 67—|— .%UE T

1
—I—/ B'UE2 + Fu.de,
0

dz

4oz < oo 9% 2 o 2, "4 2% ge 4 olB 2
R e +/ 0. a—+/ ode + 2Bl el
2P ol
Or
o 2 0.2
/OUE .axx—/o .Usaxx,
)
= —/0 %(A.va)vsdsc,
B /IAB'UE J /1 0A J
= i .axvs T i a;c'UEUE T.
Et donc
d 9A
—lvellZ: < |2IBloo + | 7| | llvellZz + 2llvell 22| Fll 22,
dt oz

qui, grace au lemme de Gromwall, nous donne l’estimation pour ||v.|%,.

Jv,
Posons alors w. = ——, nous avons donc une équation analogue a (3.4.17) vérifiée par w, :

ox

ow, d*w, ow, 0A 0B oF
=¢ +A——+ |-+ B|w.-+ | v+ 5.
ot ox

0x? oz ox oz

Comme nous disposons déja d’une borne sur ||v.|[12, nous pouvons faire un calcul analogue

8B’ oF
871)6 ‘I’ a—,f’

pour ||v.||3: et ainsi de suite par récurrence. O

au précédent avec le nouveau terme de forcage nous obtenons alors 'estimée

Disposant des bornes pour ||v.| g, quel que soit n € N, nous pouvons obtenir, en utilisant
I’équation (3.4.17) des bornes sur les dérivées en temps et les dérivées mixtes de v, nécessaires
a la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 3.4.2 Le systéeme hyperbolique symétrique (3.4.16) posséde une unique solution
u(x,t) qui est C* et satisfait les estimations de la proposition 3.4.1.
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Démonstration :

i.

il.

Considérons deux solutions u et v de (3.4.16) alors leur différence w = u — v satisfait
au probléme homogéne (3.4.16) ou F' = 0 avec la condition initiale w(z,0) = 0. Les
estimations de la proposition 3.4.1 sont encore valides pour ¢ = 0 et w, nous avons
donc:

Zllwlze < Cllewllz,
et ||w(.,0)]|z2 = 0 soit donc, par le lemme de Gromwall, w = 0.

Nous avons donc 1'unicité d’une telle solution.
Gréace aux estimations de la proposition 3.4.1, et quitte a extraire une sous-suite, il
existe une suite (v.), qui converge, pour ¢ tendant vers 0, vers v et telle que toutes les

dérivées de v, tendent vers les dérivées de v. La limite v vérifie donc ’équation (3.4.17)
pour € = 0 c’est-a-dire (3.4.16) ainsi que les estimations précédentes.

O

Remarque : Le résultat précédent se généralise immédiatement au cas de systémes hyper-

boliques symétrisables i.e. tels qu’il existe une matrice symétrique définie positive H telle

que HA = ATH.



Deuxiéme partie

Etude d’un probléme mixte
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Chapitre 4

Cas monodimensionnel

4.1 Introduction

Dans cette partie, nous considérons un systéme a quatre équations décrivant un écoule-
ment diphasique qui fait intervenir une seule pression p. Pour chaque phase (air et eau), nous
écrivons une équation de conservation de la masse et une équation portant sur la quantité
de mouvement faisant apparaitre un terme de diffusion du second ordre. L’eau sera indexée
par un [ et ’air par un v. Nous notons « le taux de présence de l'air (taux de vide), qui
représente le rapport du volume occupé par I'air sur le volume total, le taux de présence de
I’eau sera quant a lui noté @. La densité volumique du liquide (resp. de I’air) sera notée p;
(resp. p,) et sa vitesse u; (resp. uy).

dap, Jdap,u, .
= 4.1.1.

ot + Ox 0 ( 2
dap;,  Jdappu ..
= 4.1.1.2:

ot + Ox 0 ( i)

(4.1.1)

dapyu,  dapyu? dp 0?u, ..
9P, 2 A.1.1.i

o T o % T (1.1 Liti)
dapu;  Jdapu? dp 0%y .
a— =au— 4.1.1.2

ot + Oz +aafc al Ox?’ ( )

avec @ = 1 — a. L’équation d’état reliant la pression & la densité est donnée par:
(4.1.2) p= Kp),

o K et v sont des constantes. De plus, les quantités p; et p, sont strictement positives et
pi est une constante. Nous avons donc une phase, le liquide, qui est incompressible alors que
I'autre, le gaz, ne ’est pas.

En outre, comme on le verra a la section 4.4, les variables considérées sont 1—périodiques
par rapport a x, ceci afin d’éviter les délicats problémes liés aux conditions limites.
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4.2 Nature du probléme

Bien que possédant des termes de diffusion du second ordre, le systéme obtenu n’est
pas strictement parabolique. Comme nous allons le voir, les problémes de Cauchy pour le
linéarisé issu de ce systéme sont néanmoins bien posés.

4.2.1 Un cas limite: le systéme simplifié

Pour étudier la nature bien posé des problémes issus du systéme (4.1.1), nous allons, dans
un premier temps, étudier un systéme simplifié dans lequel ’action du gradient de pression
sur la quantité de mouvement de la phase incompressible est négligée par rapport aux autres
termes (accélération, inertie).

4.2.1.1 Nouvelle formulation

Dans cette partie, nous considérons un systéme simplifié obtenu en faisant I’hypothése que

' Jd(au 0 (au? d%*u
les variations de pression restent faibles ( c’est-a-dire d << (o) + ( ) —av :

p10x ot Ox 022 )

L’équation (4.1.1.iv) devient alors, compte tenu du fait que p; est constante:

dJau;  Jdau? 0w,

o T or T M

! S
ou v = M— Nous obtenons alors le systéme appelé systéme simplifié :

pi
dap, Jdapyu, .
ot + dx 0 (1.2.3.)
dap; Jdapu ..
ot + Ox 0 (4.2.3.1)
(4.2.3)
dapyu,  dap,u? dp 0?u, ..
9P, 2 4.2.3.i
ot o %o T Mo (4.2.3.111)
dau;  dau? o 0*uy 193
3 + 2 =g (4.2.3.iv)

D’autre part, la masse volumique p; étant constante, ’équation (4.2.3.ii) devient :

_ da  Jd(au)
(4.2.4) 5 + 5 0
Ora=1—aet donc:
0 0
(4.2.5) L ((a— 1)) =0

Jt  Ox
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Développons alors I’équation (4.2.3.iv):

_8ug 85 _ Ou; 8(aul)‘ B 62u1
T T T T o EEl

. 8u1 ’ 8u1 ’ 85 8(5u;) - aQ‘MZ
T N\ ) T\ T T | T M

utilisant ensuite ’équation (4.2.4) et faisant I’hypothése que @ est non nul, nous obtenons
aprés simplification par @:

126 Ju; 0 [ uf B 0%y
(4.2.6) o Toal o) T

De plus, I'équation (4.2.3.iii) nous donne:

O, @(ozpv)‘ | O, 8(ozpvuv)‘ dp B 0%u,
gy T T TPt Ty T gy T Mg
Ou, Ou, d(ap,) 0(apyuy) dp 0%u,

= W*“va—x] [ or " or | e T M

Grace a ’équation (4.2.3.i), I’équation d’état (4.1.2) et en supposant ap, non nul, il vient :

Ou, ou, 1 % W_la,ou e 02u,

ot T Uy Oz + ,mfy P dx  p, 0z?’

Oy ou, 0 [ vK oy 0%y,

& Up—t — | —p71 ] =
ot o Ox + dz (’y P ) py O0z?

Ho .
Nous posons alors v, = —, d’ou:
v

Y Ou,, d [u? ~vK 1) 0%u,
(427) at+8_$ E—I_’y—lpv BTN

Proposition 4.2.1 Les équations (4.2.5),(4.2.6) et (4.2.7) ainst que Uéquation (4.2.3.i)
forment alors un systéeme (4.2.8) équivalent au systéme (4.2.3) pour les solutions

C*([0,1] x [0,400), [0, I[xR% x R?).
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Jdo 0
TR 6_:c((a — Dw) =0,
dap, Odap,u, _ 0

ot ox -

(4.2.8) Ou, 0 [u} B 0%y

9t T aa\ 2 Oy
ou, 0 [u? K 1\ 0%u,
at+a_x E—I_y—lp“ ~ et

Remarque : 1l faut bien noter que le taux de vide a est a valeur dans [0, 1], c’est-a-dire
que @ ne s’annule pas.

4.2.1.2 Etude spectrale

Les coefficients v, et v, sont désormais supposés constants. Le systéme d’équations aux
dérivées partielles (4.2.8) est donc de la forme:

v afv)) 9?v

(4.2.9) W—I_ o D(V) 522

ou encore sous la forme d’un systéme quasi-linéaire :

AN N
o tAV) 5o =

ot A(V) est la matrice jacobienne de f(V):

der OF

AV) = oV

et D(V) est la matrice des termes de diffusion (constante dans le cas qui nous intéresse).
Posons alors V=V + W (ou V =V +eW) avec W de moyenne nulle (V est donc constante
et égale a la valeur moyenne de V). Le vecteur W est donc solution, au premier ordre, du
systéme linéaire a coefficients constants:

oW oW PW

(4.2.10) St AN) =D (V) oo

Appliquons la transformée de Fourier (sur la variable d’espace) & I’équation linéarisée

(4.2.10). Notons W(f,t) I'image de W(x,t), elle vérifie:

TW(e.t) = —ieAWIT(E.1) - DT (E.0)
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Soit, pour £ € R fixé, I’équation différentielle:

(4.2.11) %W(»f,t) = —M(V,)WI(E 1),
(4.2.12) M(V, &) = & D(V) +iEA(V).

Pour étudier le caractére bien posé de (4.2.10), il nous faut donc étudier le spectre de M.

4.2.1.3 Calcul des valeurs propres

D’apreés le systéme (4.2.8), le flux f(V') a la définition suivante, avec V = (o, ap,, u, uU)T,

(o — Dy
ap,i,
)2
(4.2.13) FV) = l;_l :
u? vK
_v y—1
5 +— 1P
e ook ("
soit encore f(V) = | (Vi — 1)V, LV}, = Ly i 2 . Nous en déduisons donc
22 TS Z1\W
sa jacobienne:
Vi 0 Vi—1 0
5 0 Vi 0 Va
A(V) = af _ 0 0 Vi 0
av V=2 V=2
— K E E K E L 0 Vi
N A R N BT !

Soit ¢ = 4/ e VK pl™" une vitesse caractéristique, alors
Pu

Uy 0 a—1 0
0 Uy, 0 ap,

(4.2.14) A(V) = 0 0 U 0
e e

—— 0 Uy
o ap,

Remarque : Le polynoéme caractéristique P4 de A(V') est donc:

Py(X) = (v — X)*(uy — ¢ — X)(uy + ¢ — X).
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Les valeurs propres de la jacobienne du flux f(V') sont donc réelles mais u; est de multiplicité
algébrique deux alors que le sous-espace propre qui lui est associé n’est que de dimension

0 0
un (il y a présence d’un bloc de Jordan). Le systéme 5 + a—(f(V)) = 0 n’est donc pas
x
hyperbolique!.
0
0
o*V
En outre, D(V) = 0%*u; |, nous posons donc:
Oz? )
Ox?
0*u,
g
00 0 O
_ oo o0 o
(4.2.15) PV)=1 0 0w o
0 0 0 u

Dorénavant, V étant un état initial constant donné, nous omettrons le trait sous le nom
des variables: le taux de vide, a, correspondant a I'état V_ sera donc représenté par a. De
plus, W(0,¢) est nul & 'instant initial et, par (4.2.11), W(0,¢) reste donc nul pour tout
temps.

Pour ¢ réel donné, le polynéme caractéristique Py de M(V,€) est donné par:
PM(X) = (521/1 + qul — X) (qul — X)
X [(SQVU + iu, — X) (1€u, — X) + 5262] )
= (v +ibu — X) (ifu; — X)
X [X? — X (€0, + 2i€u,) + E(* — u?) + 181, .
Il y a deux valeurs propres, \; = 21y + 1fu; et Ay = ifu; dont les parties réelles sont
évidemment positives ou nulles.
Le discriminant de la partie restante de Pp(X) est:

A = (v, + 2iku,)’ — 4622 + 48202 — 4ifP v,
=2 (&2 —4P).
Il y a donc deux cas suivant le signe de A':
i. Si A < 0, alors les deux valeurs propres restantes A3 et Ay ont pour partie réelle

commune {2y, qui est une quantité positive ou nulle.

ii. Sinon, A > 0, les valeurs propres restantes sont \s = 21, + 2ifu, — VA et Ay =
2y + 2ifu, + VA, or A < (fQI/U)2 donc Re(A3) = 0 et Re(Ay) = 0.

Conclusion : Pour tout état initial V et tout ¢ dans R, le spectre de M(V,§) est & partie
réelle positive ou nulle.

1.1l n’est donc pas bien posé c.f. la définition 2.1.1.



Hes~. LT L A AW VAR

4.2.1.4 Résultat

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

Proposition 4.2.2 Le systéme simplifié linéarisé autour d’un état initial constant V est
bien posé.

Démonstration : Soit un état constant donné V et soit V(z) = V + Wy(x) un état initial
proche de V. (W, << V) et régulier, C* avec k > 2 par exemple?. Nous avons vu que, pour
tout ¢ € R, la matrice M (V) avait son spectre dans le demi-plan des nombres complexes a
partie réelle positive ou nulle. Donc, il existe une constante C' telle que, pour tout ¢ € R*, la

norme de 'opérateur e soit majorée par C'; la norme considérée étant celle associée

a la norme £* notée ||.]|.
De plus, d’aprés (4.2.11), nous avons:

W (E,1) = e ™MEDT(€).
Soit
(4.2.16) VEER, VieRy, W] <CIWo(6)].

La transformée de Fourier étant une isométrie de £?, W est donc bien définie pour tout ¢ de
R et posséde la méme régularité que la perturbation initiale Wj. g

4.2.2 Cas du systéme initial

Dans cette partie, nous revenons au systéme (4.1.1) dont nous faisons une étude compa-
rable a celle vue a la partie 4.2.1. Nous faisons en outre I’hypothése que les quantités v, et
v sont des constantes strictement positives.

4.2.2.1 Formulation

Comme pour le systéme simplifié (4.2.8), le systéme (4.1.1) peut se mettre sous la forme
(4.2.9) avec un nouveau flux f et la méme matrice de diffusion:

00 0 O
00 0 O
b(v) = 0 0 »n O
00 0 v

v

Le flux est ici donné par:

-1
L32 [Xf &2 K L42 ")/[X/ &2 K
= —1 _ P J— - _
V)= =1Vs, Vo, - (Vl) R :

2. La continuité suffit en fait ici.
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avec V = (V, Vo, V3, Vy). Dans ce cas, la jacobienne est, par contre, modifiée. Nous obtenons,
avec les mémes notations que précédemment, la matrice:

( Uy 0 a—1 0

(4.2.17) AV) = cp,
— e U 0
app apg
c? c?
—— 0 Uy
a ap,

Posons, pour ¢ réel, N(V,e) = D(V) + 1 A(V). L’équation (4.2.11) devient alors:

(4.2.18) %W@,t) = —&N (z, %) W(E1), VEER®

1
Remarque : Pour ¢ = 0, la matrice N (K, E) n’est pas définie et il n’est pas possible,

a priori, d’écrire I’équation (4.2.18). Cependant, si nous posons N (V, 00) & 0, alors cette
équation a bien un sens et, qui plus et, ceci est cohérent avec

&N (z, é) ~ M(V,), VEER

puisque M(V,0) =0 et /W(O,t) = /W(0,0).

Pour £ réel donné non nul, le polynéme caractéristique Py de la matrice N est alors défini

par:
Pn(X) = f(X,e)
avec ¢ = — et
f(X,e) =(etwy — X) (v +eiug — X) [(eiuy, — X) (v + ctu, — X) + 2%
4.2.19 1 — v, . .
( ) +€2c2ﬂ(€zuv — X)) (vy + ciu, — X).
apg

Nous allons maintenant nous intéresser aux valeurs propres de N en fonction de ¢.

4.2.2.2 Cas ou ¢ est nul

Ceci correspond au cas ¢ tendant vers l'infini.
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Sie =0, alors f(X,e) = X*(X — 14)(X — v,). Nous définissons donc:

( ) )‘1(0) =y,
(4.2.21) A2(0) =,
(4.2.22) As(0) =0,
(4.2.23) A(0) =

Nous retrouvons donc bien qu’aux grandes fréquences le réle d’amortisseur de la diffusion
est prépondérant. En effet, les valeurs propres ne font plus, alors, apparaitre que les termes
v, et v qui proviennent de la seule matrice de diffusion.

4.2.2.3 Cas ou ¢ est non nul

Nous appellons Ay, Az, Az et A4 les racines (fonctions de €) de la fonction f( X, ) considérée
comme polynéme en X. Nous allons chercher ces racines sous la forme de développement
asymptotique en € au voisinage de 0.

Calculons les dérivées partielles d’ordre un de §:

ﬁ(x,o) = (2X — ) (X? = Xv,) + (X? = X)) (2X — 1),

0X
= X [4X2 — 3w + )X + QVUI/I] )

—(X,0) = (2w X + 1ww) <X2 — XI/U) + <X2 — XV[) (—20u, X + tuyry)
= 11X [—Q(uv +u) X2 4 (v + 2v,) + uo(v + 201)) X — vy (ug + uu)] )

i. Pour la premiére valeur propre A, nous avons A;(0) = v, # 0 soit:

ﬁ(z/y,()) = 1, [1/3 — z/uz/;] ,

0X

= VUQ(I/U—I/I),
# 0.

(Nous supposons ici que les coefficients de diffusion v, et v sont distincts.)
I est donc possible d’appliquer le théoréme des fonctions implicites & f(A1(g),e) = 0,

A1(e) admet donc bien un développement limité au voisinage de 0. De plus:

A\ 1 o

d—g(o) = _Vg(Vu_Vl)g(VMO)’

= 1U,.
Soit

(4.2.24) M(e) = vy + eiu, + O(e%).
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De méme, la seconde valeur propre admet, elle aussi, un développement limité au
voisinage de 0:

(4.2.25) Ao(e) = vy + eiug + O(£2).
: o
Pour les deux derniéres valeurs propres, nous avons A3(0) = A4(0) = 0 et a—X(O, 0) =0,
cependant 8—(0,0) est aussi nulle.
5
Ecrivons la formule de Taylor en 0 pour la fonction & +— f(A(¢),¢):
of d\  0Of
A = f(A ——t —
f(ME)e) = FM0).0) 42 | r2 s aJ
2| 9% (dn) , O APt of (&)
T \oxz\ds) Toxoed= T o T ax \ a2
: g of
En fait, pour A3 et A4, nous avons vu que X 9 0. Il n’y a donc pas de terme en
5

¢ et le coefficient du terme en ¢* ne fait apparaitre que la seule dérivée premiére de ),
qui est notre inconnue. Il nous faut donc résoudre 1’équation :

m(&) oy 9% dx 0%

axz\ a OXoede T 92

dX
Cette équation nous donne, a priori, deux valeurs possibles pour o ce qui est cohérent
€
avec le fait que 0 est racine double de f(X,0).

Ainsi, tous calculs faits, nous avons la condition :

2 A 2 21 ax 2 =0
R e B vy (g + uy) 7 | ~ v, =0,

d\
or v, # 0 et donc (d_) est racine de
5

a® —i(uy + w)a — uyu; = 0.

Le discriminant de cette équation est alors A = —(u, + w)* + 4wy, = —(u, — w)?,
d’ott . .
Huy +w) +i(uy —wg)
a; = 5 = Uy,

et . .
iy +wr) —i(uy —wg)
ay = = juy.

2
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Nous obtenons donc:

N As(e) = eiu, + O(e?),
(4.2.26) Ai(e) = eiug+ O(e?)

Comme c’est & la partie réelle de ces racines, plus exactement a son signe, que nous
nous intéressons, il va falloir aller plus loin dans le calcul des développements limités
(4.2.26). La méthode précédente, qui consiste a annuler les coefficients successifs du
développement de f(A(e),e), étant assez contraignante, nous allons injecter un déve-
loppement, par exemple A\3(g) = eiu, + de? + e%g(e), avec g(¢) bornée au voisinage de
0, dans cette fonction f(A(g),¢), qui est un polynéme en ses deux variables, et annuler
les coefficients de ¢ ainsi obtenus.

Pour As(e), nous obtenons:

f(As(e),e) = fleiu, +de* +%(e),e),
= ¢ [i(ul —u, )y — duv)] + O(e*).
2
Si u, # uy, il s’en suit donc que d = — et
V’U
2

(4.2.27) Na(2) = iy + 2+ O(Y).

v,
De méme,
(4.2.28) M(e) = ety + &° u
Dans le cas particulier ou les vitesses des deux fluides sont égales, u, = u; = u, le
polynéme caractéristique | se simplifie en:
f(X,e) = (etu—X)g(X,e),

avec

g(X,e) = (ciu— X)(v +eiu— X) (v, +ciu — X) + (v + civu — X)

+e2c? 7(1 _ Oz)pv‘
apg

Nous voyons alors que A3(¢) = ciu est une racine de f. Pour Ay et Ay, rien ne change:

M(e) = v +eut O,
Aa(e) = v +eiu+ O().
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Enfin, pour le développement de A4(e), nous savons que les premiers termes sont ceux
de A3(e) mais pour le calcul des termes suivants, nous utilisons la méme technique que
précédemment sur g(X,e). Nous écrivons donc que:

a(M\(e),e) = gleiu+ac® + e%h(e),e),

1 - v
= &2 [—z/ﬂ/va + 02(1/; + Vvﬂ + ...
apg
2 1 _ v
et donc a = ‘ (1/; + v, ﬂ) Soit
1289 %1 apg
c? 1 —a)p,
(4.2.29) Ai(g) = ciu + &2 (Vl + VUQ) + O(&%).
vy ap;

Dans tous les cas, nous voyons que, pour ¢ suffisamment petit, les parties réelles des
valeurs propres X;(¢), 1 = 1,...,4, sont strictement positives.

4.2.2.4 Stabilité du linéarisé
Nous avons vu que, pour ¢ suffisamment petit et non nul, soit 0 < || < 7, le spectre de

N(V,¢e) est a partie réelle strictement positive. Ainsi, pour || > —, les valeurs propres de
n

1
ENV, E) sont a parties réelles strictement positives.
En outre, les coefficients de M(V, €) sont des polynémes en &, ses valeurs propres sont

1
donc des fonctions C* de £. Sur Iensemble < € € R tels que || < — 7, le spectre de M est
n

donc borné: soit m un minorant des parties réelles des valeurs propres de M(V, ¢) pour

1
|€] < —. Nous avons alors (c.f. (4.2.11))
n

W(g 1) = MW (E,0).

Pour tout A réel, A > 1, il existe T > 0 tel que e™ 1™ < A.
Pour tout ¢ € [0,7] et tout £ € R, il y a donc deux cas:

1 7/
i. Si|¢] < -, il existe C' > 1 tel que, pour tout ¢ € [0,77], ||e"™MX|| < e et donc:
n

Ce™[W(E 0]
CAIWo(&)]1

IW (&, 1)

NN
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1 1
ii. Sinon, [£| > —, —t&2N (K, E) a ses valeurs propres a partie réelle négative d’ou
Ui

IW(E B < CIW(E0)],
< CA|[Wo(8)]].
Conclusion : . .
vte[0,T], V¢eR, |[W( | < CAW(E )],

soit, grace aux propriétés de la transformée de Fourier,
(4.2.30) vie[0,T],  [W(,H)] < CAW(.,0)],

et W(.,t) posséde la méme régularité que W(.,0).

4.2.3 Conclusion

Nous avons donc montré les résultats suivants:

Théoréme 4.2.3 (Stabilité du linéarisé) Soit le systéme initial (4.1.1) mis sous la forme
(4.2.9), alors:

i. Si la perturbation initiale V(.,0) = Vo est réguliére, alors, pour tout temps t suffisam-
ment petit, V(.,1) posséde la méme régularité.

1. De plus, pour toute constante A > 1, il existe un temps Ty > 0 tel que, pour tout
t<Ty:
V(S D)llee < Af[Voll 2

4.3 Un cas plus général : deux phases compressibles

Considérons, dans cette partie, le cas de deux fluides compressibles. Nous supposons
toujours qu’il n’y a qu’une seule pression mais cette fois nous disposons de deux équations
d’état :

(4.3.31) p = plps) = plp1),

avec p; et p, non constantes.

4.3.1 Reformulation

Avant d’entreprendre une étude analogue a celle de la partie précédente, nous allons écrire
sous une forme plus adaptée a la linéarisation le systéme (4.1.1) muni des nouvelles équations

détat (4.3.31).
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L’égalité des pressions impose, via les équations d’état de chaque phase, une relation liant
les masses volumiques. En effet différenciant 1’équation d’égalité des pressions dans chaque
phase, nous obtenons d’une part dp = c?dp, et d’autre part dp = c¢}dp;, d’ott la relation :

(4.3.32) ctdp, = cldp.

Exprimons, en outre, les différentielles des masses volumiques dans les variables ap, et
ap;. Nous remarquons, tout d’abord :

(4.3.33) dp, = —(d(ap,)— pud(a)), et

Ql— |+

dpr = —=(d(ap) + pd(a)) cara =1 — qa.

En utilisant les relations (4.3.33) dans la relation (4.3.32), nous obtenons une expression
de la différentielle du taux de vide:

62 62
(4.3.33) et (4.3.32) = —~[d(ap,) — pyda] = El[d(apl) + pidal]
c? c? c? UCQ
= “d(ap,) — =d(ap) = ('OZTZJr p—“) de,
(8% (8% (8% (8%
— .2 2
= da= Ld(apu) - a4 d(ap;).

= 2 = 2
ap,c? + apic ap,c? + apic

Nous déduisons donc une expression de dp, en fonction de (ap,,ap;):

1
dp, = E[d(apv) - pvda] )
1 ap,c? 1 ap,ct
= —|l—-———|d(ap, d(@,
@ [ apye; + Oéplcz?] (apu) + aap,ct + apicf (@)

2
G

= —— _[pd(ap,) + pud(ap)].
apvc%aplcl?[m (apy) + pod(@p)]

Nous obtenons donc une expression de la différentielle de la pression fonction uniquement
des variables ap, et ap;:

2.2
G

4.3.34 dp= ——*'  _Todlap,) + pyd(@n)] .
(4.3.34) L " [pid(ap,) + pud(api)]

Enfin, développons 1’équation (4.1.1.iii) et simplifions en utilisant I’équation (4.1.1.1):

411,000 aapv auu aapuuu auu ap _ 82uu
(4.1.1.002) = 57 U + ap, 5 + L + ap,u, 92 + az = Aty
laapu N dap,u, du Ju, dp 0%u,

= Uy

o " oe | T [W+'““%]+“a_x:“”“ax2‘
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. Ho .
Posons toujours v, = —, nous obtenons alors, si ap, est non nul:
v

Ou, Ou, 10p B 0%u,
ot T or T ooz Vo

Nous obtenons une équation analogue pour ’autre phase. Soit donc la nouvelle formula-
tion du systéme (4.1.1):

dap, Odap,u,

5 p =0, (4.3.35.'&)
85,0; 65p1u1 PN
5 + 52 =0, (4.3.35.11)

(4.3.35)
Ou, ou, 1 0p 0%u,

Uyt p — 2 = Y (4.3.35.4
5 +u 9 + o Oz S (4.3.35.012)
8u; 8u1 1 ap aQUZ .
—tuy—+—— = . (4.3.35.0
ot o Ox i p10x ey ( iv)

4.3.2 Etude spectrale

Nous écrivons le systéme précédent (4.3.35) sous une forme quasi-linéaire en utilisant
Iexpression (4.3.34) :

dap, dap, duy
Uy v =0, 4.3.36.1
ot o Tap dx ( )
dap, dap, duy
' ap—— =0 4.3.36.11
ot T Jx Tap dx ’ ( i)
(4.3.36) Ou, N Ou, N 1 et dap, N dap, _ 0%u, (4.3.36.ii1)
at "o puapyC: + apc? P P s — g O
Ou; N Ou; N 1 ctef dap, N dap, _ 0%u; (4.3.36.i0)
at "oz prap,c: + apict P TP as ~ e ooty
et
Soit C? = ! 5, nous pouvons alors, comme dans la partie 4.2.2.1 linéariser

Tou? + apid
autour d’un état constant V puis appliquer une transformée de Fourier. Nous obtenons alors
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une équation analogue de (4.2.18) avec la nouvelle matrice N(V,¢):

1EUy, 0 LlEQp, 0
0 = 0 e
(4.3.37) NWV,e)= | =02 iec? vy vicu, 0
Pu
i@CQ 'i@CQp—U 0 v+ i&:u;
P

Le polynoéme caractéristique de N(V, ¢) est alors:

Py(X,e) = (n+iew — X)(iew — X) [(vy + teu, — X)(icu, — X) + °Cap]
(4.3.38) + *C*ap,(vy + icu, — X)(icu, — X).

4.3.2.1 Cas ou ¢ est nul

Dans ce cas le polynéme P§ se simplifie:
PH(X,0) =X*v — X)(v, — X).

Il y a donc quatre valeurs propres réelles qui sont :

(4.3.39) MO) =,
(4.3.40) A(0) = u,
(4.3.41) A3(0) 0,
(4.3.42) M(0) = 0.

4.3.2.2 Cas ou ¢ est non nul

Nous menons une étude analogue a celle de la partie précédente. Pour A\; et Ay, il n’y a
pas de probléme, quant aux deux derniéres valeurs propres, nous injectons donc un dévelop-
pement limité de A3(e) dans Pg(X,e).

Soit A(e) = ae + O(&?), alors

Pi(Me),e) = vy (iug — a)(iu, — a)e® + O(e%).
Nous trouvons donc encore que les valeurs propres ont pour développements limités :

As(e) = iue + O(%),
M) = we + O().

Pour obtenir une information sur la partie réelle, il faut alors poursuivre le développement.
Soit A3(e) = tu,e + ae? + O(e?), alors:

Pi(M(e),e) = mi(u; — w)(apiC* — v,a)e® + O(eh).
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Nous voyons donc apparaitre deux cas suivant que u, = u; ou u, # u;.

i. Cas ot la vitesse relative est non nulle: u, # u;.

(2
Dans ce cas, nous trouvons que oz,olC2 —v,a =0 et donc a = ap—.
v

2

C
A3(e) = tuye + ap—e* + O(&%).
1%

v

De méme,
2

C
M(e) = tue + ap,—e* + O(&?).

4
i1. Cas ou la vitesse relative est nulle: u, = u;.
Dans ce cas le polynéme Py, se simplifie. Soit u, = u; = u, alors:

Py(X,e) = (ieu—X) [(v +ieu— X) ((vy +ieu — X)(ieu — X) 4+ °Cap))
—I—&:QC’QapU(VU + jeu — X)} )

Il y a donc une racine évidente :
Az(e) = tue.

On ne s’intéresse alors qu’a la seconde partie du polynéme. Injectons un développement
limité de la forme A4(e) = tue + ac? + O(e%):

Py (Aa(e),e) = (tew — Ay) [52 (CQ(EpUVU + api) — z/vz/la) + (’)(53)} )

Qapyly + apiy

Soit la condition a = C? et donc:

LA

apyly + apiy

vyl

Ai(e) = tue + C%e? + O(&?).

4.3.3 Conclusion

Les parties réelles des valeurs propres sont donc toutes, pour ¢ suffisament petit, positives
ou nulles.

Il s’en suit que l'on peut appliquer le méme raisonnement que dans le cas ot 1'un des
fluides était incompressible. Ainsi le probléme linéarisé autour d’un état constant est bien
posé.
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4.4 Solutions pour un systéme a quatre équations

Dans cette partie, nous allons considérer le systéme (4.1.1) mis sous forme conservative

comme vu a la partie 4.2.2.1.

Afin de montrer que, pour des intervalles de temps suffisament petits et des conditions
initiales suffisament réguliéres, il y a existence et unicité des solutions classiques (ou fortes,
c’est-a~dire au moins C*([0, 1] x [0, 7], R*) avec T' a préciser) nous allons utiliser le théoréme

suivant tiré de [KL89] (théoréme 5.2.3 p.166):

Théoréme 4.4.1 On considére un probléme de Cauchy 1—périodique pour un systéme para-
bolique (4.4.43), un systéme hyperbolique (4.4.44) ou un systéme mixte hyperbolique - para-
bolique (4.4.45). Il existe une unique solution dans un intervalle de temps suffisament petit :

0<t<T. Le temps T' dépend de la condition initiale.

4443 ou_ 4 04 0% L Cluat
( cE. ) a, 2(u7$7 )@—I_ 1(M,CE, )8_x+ (uv:ﬂv )a

avee, dans un voisinage de la condition initiale, Az(u, x,t)+ A(u, x,t) = 261, 0w d > 0.

A4.4.44 P aee 24 . 2.t
( e ) a_ (U7$7 )%—I' (U,.?Z, )7

ot il existe H matrice symétrique définie positive telle que :

H(v,z,t)A(v,z,t) = A™(v,z,t)H(v, z,1).

a u B A2 0 82 U Bu BlQ a u
(4.4.45) a(l})_( 0 ())ﬁ(v)—}—(Bm Bzz>a_$<v>+c’

ot Ay, B;; et C sont des fonctions régulieres de u, v, z, t,

Ay 4+ A5 > 261, 0 > 0 et Byy est telle qu’il existe une matrice H définie positive telle

que HByy = B3, H.
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4.4.1 Cas du systéme simplifié

Pour une solution réguliére, nous avons vu (cf proposition 4.2.1, page 43) que le systéme
simplifié (4.2.3) était équivalent au systéme:

Jda 0

o —1) _
(o= 1) 0
d(apy,) O (apyuy)
=0
ot + dx ’
Ju;  10u} _ 0%y
9t 20 ~ e
ou, 0 (1 vK 9w,
_ 2 v—1 —
ot m( vty ) B
143 My
avec vy = —et v, = —.
Pl Pu
4.4.1.1 Reformulation
Le systéme précédent peut donc s’écrire:
8u; 62’111 8ul
— =Y — U= 4.4.46.1
ot ez~ o ( 2
Oy 0%u, ou, K Jda K d(apy,)
=, —Uy— Ll - 4.4.46.02
ot ozt T "oz + a®™ 8z &' dx ( i)
(4.4.46)
Jo Oouy Ja
— =(1l-a)——uy— 4.4.46.121
ot (1=a) dr oz ( iit)
Jd(apy,) du, d(apy) .
= —ap,—t — yy— 4.4.46.1
ot P " o ( iv)
Posons 4 % < ul ) et YL ( @ >, nous avons alors:
Uy apy

S0 ([ Ay O i n Bii By u
g . - 0 0/)°\Y . By By ) \U gg’
avec Ay = <Ig VO ),311=B22= < _6UZ —(')u >7

0 0 l—a 0
Biz = ﬂpz—l —ﬂpZ_Q et By = ( 0 —ap, >
a a
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Soit donc un systéme de la forme:

O PV Y

(4.4.47)

avecVz(%).

4.4.1.2 Reégularisation

Définissons ’ensemble P des vecteurs d’état admuissibles par:

(4.4.48) P {(u,up,0,ap,) €R* | O<a<l1, 0< o}
Cet ensemble correspond aux états physiquement admissibles, c’est-a-dire tels que chaque
phase est présente et que la masse volumique de la phase gazeuse est strictement positive.
Sur P, les coefficients A; et B;j, ¢, = 1,2, sont réguliers en U et V.
Soit Vp(x) une fonction 1—périodique & valeurs dans P. Pour > 0, nous définissons une
partie 2, de R* par:

(4.4.49) 0, E{VeR | 3ze0,1], |V-Vola)]<n}.
Fixons alors n > 0 tel que Q, C P. Soit ® € C*=(R?) telle que:
1 siV e Q%,
O(V)=1¢ ye0,1] siVeQu/Qu,
0 Si V¢ Q.

Nous posons alors, B(V) =®(V)B(V).

Considérons le systéme:

8\7_/“7 92V B av
o ( )'8x2+ ( )-%-

Nous pouvons appliquer & ce systéme (4.4.50), le théoréme 4.4.1. En effet, les matrices A et

. 1%} 0
A2_<0 VU>

donc A; est symétrique, définie, positive et Ay + A5 > 26 avec ¢ & Min(v, 1), § > 0, de

plus
. —u 0

donc nous prendrons H = Id dans le théoréme.

(4.4.50)

B sont alors réguliéres® sur R* et

def

: = ® (Vo(x)) Vo()
admet, pour 7} suffisamment petit, une unique solution V(z,t) sur ¢ € [0,7}]. (11 dépend
de V5.)

3. En fait C.

Ainsi le probleme de Cauchy (4.4.50) avec la condition initiale Vj(z)




e A ULV ALY Y ses Wil v e e Yy e e Yy ek LU

4.4.1.3 Existence et unicité

Nous allons déduire de Pexistence et de I'unicité de V solution de (4.4.50) vue précédem-
ment, existence et I'unicité de la solution de (4.4.47).

Il nous faut, tout d’abord, remarquer que, pour tout x de [0, 1], Vo(x) appartient a Qa.
Il s’en suit donc que:

Vee[0,1],  Vo(z) = Vo(a),

soit \70 = V5.

Par continuité de V, Q% étant d’intérieur non vide, il existe 7', 0 < T < 11, tel que:

Vz € [0,1], Vte[0,T], Ve, t) €0
c’est-a-dire @ (‘7 z,t) )

N’-‘-Ii)

~ Sur [0,77, ‘Z est donc solution de (4.4.47). En outre, pour tout z de [0,1], V(z,0) =
Vo(z) = Vo(a), V est donc solution du probléme de Cauchy initial ((4.4.47) avec la condition
initiale V4) sur [0, 7).

De méme, si W est une solution du probléme de Cauchy initial, alors par continuité de
W, il existe T™ > 0 tel que:

Yz €[0,1], Vte|0,T7], Wiz, t) € Q.

Et donc W est solution de (4.4.50) sur [0,7*]. En outre W(z,0) = Vo(z) = Vo(z), W est
donc solution, sur [0, 7*], du probléme de Cauchy ((4.4.50),V;) dont V est I'unique solution.
On a donc W = V sur [0, T*] et donc il y a bien unicité de la solution au probléme de Cauchy
initial pour des temps suffisamment petits.

4.4.1.4 Conclusion
Nous venons de montrer le résultat suivant :
Théoréme 4.4.2 Pour des temps suffisamment petits, les problémes de Cauchy tssus du sys-

teme simplifié (4.2.3) admettent des solutions régulieres® uniques pour des données initiales

dans P.

4.C’est a dire C*.
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4.4.2 Cas général
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Considérons maintenant le systéme original. De méme que pour le systéme simplifié, nous

avons vu que, pour une solution réguliére, ce systéme (4.1.1) est équivalent au systéme:

Jda 0
— 4 — — 1) =0
(o= 1m) ,
a v a 'U‘ v
(apu) N (apuu.) 0,
ot Oz
8u; 0 1 9 K - 82’u1
ot + FACE + plpv ~ e
Ju, 0 (1 ~vK 0*u,
| 5,2 y—1 —
ot oz (2“” Ty ) Yt
toujours avec v, = — et v, = Y Nous le réécrirons donc sous la forme :
Pl Pu
Juy 0%y ou K da ~K d(apy)
Jur - _ _ e R Lo R 4.4.51
ot ey Yo + oz,olpu 0 ozplpu dx ( 2
Ju, 0%u, ou, K Ja K Jd(apy)
=1, i Ut S Ay \ 4.4.51.2
ot ox? . Oz 16 Pu Oz « Pu Oz ( i)
(4.4.51)
Jdo Ou; Jdo
ol —a) oty 4.4.51.iii
ot ( @) Oz . Ox ( iti)
Jd(apy) Jdu, d(apy) .
= —ap, 2 4.4.5L.i
ot ar Ox v Oz ( iv)

Appliquons alors la méme méthode que pour le systéme simplifié. Il n’y a que la matrice

Bis qui change en:

B.,=| oo’ apr”
12 K | K,
—p TP
(8% (8%

Toutefois cette matrice reste réguliére sur P. Soit donc le résultat :

Théoréme 4.4.3 Pour des temps suffisamment petits,

liere, pour un probléme de Cauchy issu du systéeme (4.1.

P.

il existe une unique solution, régu-
1) avec une condition initiale dans
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Chapitre 5

Cas multidimensionnel

Dans cette partie, nous considérons le méme modeéle que celui vu précédemment (c.f.
systéme (4.1.1) page 41) étendu au cas multidimensionnel. Le systéme considéré est donc le

suivant :
o
PV (@pw) — 0, (5.0.1.0)
ot
dapiug _ _ _ y
T + V.(apiu @ w) +aVp  =awAu, (5.0.1.01)
(5.0.1)
dap,
+ V. (apyuy) =0, (5.0.1.207)
ot
dap, i, )
5 + V. (apyuy, @ uy) + aVp = ap,Au,.  (5.0.1.00)
Le produit scalaire de R? est noté par . et la norme usuelle ||.||, ainsi pour u vecteur de
R? w.u = ||ul*.

5.1 Formulation

Ce systéme est non conservatif et son opérateur de convection est non hyperbolique.
Ecrivons le systéme (5.0.1) en utilisant des variables scalaires ; nous obtenons alors le systéme
suivant, & huit équations scalaires, ot u; , représente la composante du vecteur vitesse u; sur
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I'axe des x, u;, celle sur 'axe y et u; ., celle sur I’axe z (de méme pour le vecteur u,):

(5.1.2)
8ap; 0 . . 9] o -
o0 T 5, CPe) + a—y(ozpzuz,y) 5, (@puz) =0, (5.1.2.7)
dapiu;, 0 . 0 0 0
agltuh + 52 (@pi) + aa_};Jr a_y(aﬂl’ul,zw,y) 5, (@Pueur:) = apAug,
(5.1.2.7)
dapuy, a a , _dp 0 _
T “+ 5 (@PuL ) + ay (@pui,) + Ot 5, (@pruyts) = auAuyy,
(5.1.2.ii)
85,01'111,2 0 . 0 . 0 _ _ap _
o T a—$(apz‘uz,z'uz,x) + a—y(amuz,zuz,y) T3 (apiui,) + >5 = oAz,
(5.1.2.iv)
dap, 0 0 0
e () + (@) + 5 (apu) = 0,(5.1:2:0)
a /U’ v,T a a a a
%—I— a_<0épv va:> —I_aa_p dy —— (Qpy Uy pUy,y) + 9z (@putly,ptty,s) = iy Aty g,
(5.1.2.vi)
dapyuy, 0 0 dp 0
Ty + g (aputiuyng) + oy (apvus,) + 5y + oo (epuungtn:) = apy Ay,
(5.1.2.vif)
dapyu,, 0 d 9, dp
7& + a_z(apvuv,zuu,x) + a_y(apvuv,zuv,y) + 4 0z <Ozpv ) + a& = O‘MUAUMZ'
(5.1.2.0iii)

La masse volumique du liquide étant supposée constante, le systéme précédent peut s’écrire
sous une forme simplifée. L’équation (5.1.2.1) devient:
da  Jdaw, OJdau, Jau,

5.1.2.) = — : ’ ’ -0
(5.1.2.4) ot Tox oy T o- !

85 ’ 85 ’ 85 ‘ 85 _ aul@ 8ul,y 8ul,z —0

< E-i- ul,$8_$+ uz,ya—er uz,zg+a p + ay + Ep =0,

513 Ja Ja | Ja | Jda | Oup,  Oupy  Oug, _0
(5.1.3) ® St +ul,ya_y+ul,z$+(a_ M5, T o T o | =V

car @ = l—a. En outre, en développant I’équation (5.1.2.ii) et en simplifiant grace a I’équation
(5.1.2.1), nous obtenons:
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aull‘ aula} _ap aula} aulax

(5 1) = ap—— 5 + apuy, . +a as— + apiugy—— By + apiu, 5.
dap, 0 a0 0 .
+up e 1 + a_x(aplul,z) + a—y(amuz,y) + @(aplul,z) = o Au g,
ouj Ou;, adp ouj Ou . au
@ J— ) —, . ’ o —, ’ —, R ) — A o
« 5 + auy, e + o $+auz,y—ay + auy, e —pz Uy
Ouj 1 9,
(514) = b + (ul.V)ul’x + ——p = VZAUZJ,
ot p10x
Ml R . .., _ A
avec V) = — et apres avolr lelSG par o. NOUS avons de meme:
p1
Ouy, 1 dp
(5.1.5) (5.1.2.4i1) = 8ty + (u.V)ug, + i v Auyy,
ouy , 10
(5.1.6) (5.1.2.iv) = ;i (Ve + - ai N

Par ailleurs, développant I’équation (5.1.2.vi) et simplifiant grace a 1’équation (5.1.2.v)
nous obtenons:

(5.1.2.01) Oy N auwg N dp N Oy N Oy
1.2.01 = v v Wy a v Uy vUvz "o
vl apy—a = apylye— =+ am apuya APy~
dap, O 0 0
‘I’uv,z gtp + a_x(apvuv,zz) + a_y(apuuv,y) + @(apvuv,z) = aMUA'uU,x
Oy Oy dp Oy Oy
& apy—/— En + apythyz—— py + aa—+ APy Uy y——— ay + ozpuuu,za—z = aply Aty »
- T N Oy N 1 dp N T Oy A
ot "t or T p0x T Moy M oz - et
Oty 1 dp
5.1.7 T4 (14y.V) ty s NI
( ) & 5 + (uy. V) u +Pua$ vy Aty
Ly R e . .
avec v, = — et aprés avoir divisé par ap,. De méme:
Pu
Ou, 10,
(5.1.8) (5.1.2.0ii) = 4 (u,. V), + —65 = v, Au,,,
Oy, 1 0;
(5.1.9) (5.12.01) = — 4 (1Y )u,. + ai = Aty

Cependant, dans notre modéle, la pression est une fonction de la masse volumique de la
vapeur seulement : p = p(p,). Nous pouvons donc exprimer simplement la différentielle de p
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en fonction de celles de a et de ap, :

dpu = d<apv)7
(8}

v 1
= —p—doz + —d(apy),
a a

et donc

Ip | po 1
(5.1.10) dp = o, [—Eda + ad(apv)] )

Nous introduisons la nouvelle vitesse caractéristique c:

dp
(5.1.11) c= ”8,05

le systéme (5.1.2) peut alors se mettre sous la forme:

ov v v 2%

(5.1.12) 7 A(V) o+ A (V) 5t A (V) 5= = S(V),

avec un vecteur d’état V', un terme de diffusion S(V') et des matrices A,, A, et A, définis
par:

a 0
ap, 0
Ul z VAU,
_ uhy _ I/ZAul’y
V= Uy, V) = vlAu, |’
U ZAN e
Uy y Uy Aty y
Uy, vy Aty ,
U 0 ao-—1 0 0 0 0 0
0 Uy o 0 0 0 ap, O 0
p,
- — w, 0O 0 0 0 0
apg ap]
A(V) = 0 0 we 0 0 0 0
’ 0 0 0 0 w, 0 0 0 |
o,
—_— 0 0 0 Uy,z 0 0
(8] (8]
0 0 0 0 0 0 wuy, O
0 0 0 0 0 0 0 uys
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w, 0 0 a—1 0 0 0 0
0 Uyy O 0 0 0 ap, O
0 u, 0 0 0 0 0
2 2
C Py
- — 0 wy O 0 0 0
A(V)=| er op ¢
/(V) o 0 0 0 w, 0 0 o0 |°
0 0 0 0 0 wy, 0 0
& Ay,
—— 0 0 0 wuy, O
o (8]
0 0 0 0 0 0wy,
[(w. 0 0 0 a-1 0 0 0
0 Uy, O 0 0 0 0 ap,
0 0 w, O 0 0 0 0
0 0 w, O 0 0 0
p, 2
A(V)=1] - — 0 0 w, 0 0 0
ap] apg
0 0 0 0 0 w, 0 0
0 0 0 0 0 0 wuy, O
2 2
c c Py
- 0 0 0 0 0 .,
(8] (8]

5.2 Linéarisation

Considérons un état constant V' au voisinage duquel nous linéarisons le systéme (5.1.12).
Nous obtenons donc un systéme linéaire de la forme suivante :

0

0
VZAW;))
ow ow ow ow vy AW,
0z | nAWs
vy AW
I/UAW7
v, AWy

(5.2.13)

A ce systéme, nous appliquons une transformée de Fourier pour les variables d’espace.
Nous obtenons donc I’équation différentielle ordinaire suivante :

(5:2.14) o eV,
ot la matrice M est définie par M(&,V) = ||£]|*?D(V) + i& A (V) + i€, Ay (V) + i€, AL (V)

avec D(V') matrice diagonale de diagonale [0,0, vy, v, v, v, vy, 14,]. Nous pouvons donc écrire
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la matrice M sous une forme condensée:

1€.uy 0 i(a—1)ET 0
0 1€.u, 0 tap &7
5.2.15 M(V, €)= cp, .
( ) (V:¢) —1 £ 1—¢ (w||é|]? + iEw)l 0
apg ap;
o A, .
—1— 11— 0 (w||€|IF + i€l
a a

Il s’agit ici d’une matrice 8 x 8 écrite par bloc ou &, u; et u, sont des vecteurs colonnes
alors que I est la matrice identité de R3. Toutefois ainsi écrite, nous pouvons voir que cette
matrice est I’analogue de celle obtenue en dimension un (c.f. la matrice M obtenue & partir

de la matrice A (4.2.17) page 48).
Pour £ non nul, nous définissons, comme dans le cas monodimensionnel, une nouvelle

1
matrice N(V,¢) telle que M(V, &) = ||¢||*N (V, wf) . En fait, ’écriture par bloc de N est

la suivante:

€.y 0 i(a—1)eT 0
0 1E. Uy 0 ioszzST
5.2.16 N(V,e) = cp, c?
(5.2.16) Vo= e 2 e 0
apg ap;
c cp,
—1—€ 7 P € 0 (1/[ -+ l€u1)]
! @
ol ¢ est un vecteur colonne de R?.
Le polynome caractéristique Py (X,e) de N(V,¢) est donné par:
(5.2.17) Pn(X,e) = (v, +icu, — X)? (v + i — X)* P (X, ¢)

oit Pi(X,e) est I'analogue du polynéme du cas monodimensionnel ((4.2.19) page 48):

P X,e) = (n+ticw—X) (e —X) [(v, +icu, — X) (ieu, — X) + e

ap,

+ F——c.c (v, +icu, — X) (e, — X).

apg
Nous allons, comme dans le cas monodimensionnel (c.f. section 4.2.2), effectuer, pour un
état donné V', un développement limité des valeurs propres de N(V,e) au voisinage de ¢ = 0

dans R3.

Remarque : 1l faut tout d’abord remarquer qu’en dimension trois, il y a quatre valeurs
propres évidentes qui sont v + ic.u; et v, + 1.4, comptées chacune deux fois. De plus, ces
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valeurs propres ont une partie réelle strictement positive. Nous n’avons donc besoin d’étudier
que les quatre valeurs propres restantes.

5.2.1 Cas ou ¢ est le vecteur nul

Ce cas correspond a la limite quand ||£|| tend vers l'infini, cas ou la diffusion devient
prépondérante. Si ¢ = 0, le polynéme Pi#(X,0) devient trés simple:

PY(X,0) = X (1 — X)(v, — X),

et les quatres valeurs propres restantes sont donc:

(5.2.18) MO0) =y,
(5.2.19) A(0) =u,
(5.2.20) Xs(0) =0,
(5.2.21) M(0) =

Remarque : En fait, v, et v, sont chacune de multiplicité trois et la valeur propre nulle est
de multiplicité deux pour le polynéme caractéristique Py (X, 0).

5.2.2 Cas ou ¢ est non nul

Comme dans le cas monodimensionnel, les développements limités de A;(e) et Ay(e) ne
posent pas de réel probléme. Il suffit de justifier que A;(¢) = v, + O(e) pour conclure que
A1(e) posséde une partie réelle strictement positive dés que ¢ est suffisamment petit, i.e. ||£]|
suffisamment grande. Or il est clair! que ce développement existe (de méme pour Ay(¢)).

Nous allons donc rechercher le développement limité des valeurs propres restantes A3 et
A4. Posons X = X(¢) = a.e + O(||¢]|*) ot a est un vecteur de R?, il vient alors:

Py(X(e),e) = [(iw—a)e+O(e]M)] [+ (iw — a).e + O(le]|*)]

< [ttty — a).e + O(Jelf?)] + CQi—Zag [ (iuy — a).c + O(J?)]

= v [(tu, — a).][(iw; — a).c] + O(||¢]|?).

Nous retrouvons donc le méme résultat que dans le cas 1D : a savoir un dédoublement de
la valeur propre nulle en deux valeurs propres distinctes As3(¢) et A4(e). Soit, en gardant le
méme ordre que dans le cas monodimensionnel :

(5.2.22) As(e) = iug.e + O(||]?)
(5.2.23) Mle) = iue + O(|e|?).

1. On peut reprendre 1’étude de la section 4.2.2 ou remarquer, comme dans ce qui suit, que les valeurs
propres de N(V, ¢) sont des fonctions C* en ¢, puisqu’ici, il s’agit de racines simples du polynéme Pi4(X ¢).
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Comme en dimension 1, ces développements ne suffisent pas pour déterminer le signe de

la partie réelle des valeurs propres. Il faut donc, la encore, rechercher des termes d’ordre plus
élévé. Prenons maintenant X = X (¢) = iu,.c —e?.B.e + O(]|¢|®) avec B matrice symétrique
3 x 3 a priori quelconque.

i.

il.

Si u, et u; sont différentes,

Pi(X(e),e) = [i(u; —uy).e+el.Be+ (’)(HeHS)]
x [+ i(w—u).e+et.Be+ O(e|?)]
x [*ee + (e".Be + O(|e|’)) (vo + 7. Be + O(||e||))] ,

+cf—ijueu2 [T B.e+ O(llel)] [ + 7. B.e + O(|Je]|)]
= w[(w —u)e] [T (1 + v B) ] + O||e|[*).

Puisque u, et u; sont des vitesses différentes, nous trouvons donc que, pour tout ¢ de

62

R3, le terme e’ (¢*I 4 v, B) .¢ doit étre nul. Nous en déduisons donc que —B = — [
vy

et le développement limité de A3(e) est alors:

2
C
(5.2.24) A3(e) = tuy.e + V—Hay\? + O(|le|I?).
De méme
ctap,
(5.2.25) Ma(e) = e + =Pl + O |1P).
vy apg

Si les deux phases sont a la méme vitesse, u; = u, = u, alors iu.c devient une racine
évidente de Pi?. Regardons alors ce qu’il en est pour la derniére racine,

Py(X(e), ¢)

[e".B.e+ O(le))] [+ e".Be + O(||e]*)] |
x [l + (5T.B.5 + O(|le]I?)) <I/U€T.B.€ + O(|le*))]

ap,
+c2a—le5H2 [e".B.e+ O(|le|®)] [vo + " Be+ O] ,

= B + O(|<|P).

ap,
el N\ vy B+ v+ MJC2i .€
ap]

Nous en déduisons donc deux solutions suivant que la matrice B est nulle ou non:

(a) Si B est nulle, ceci correspondant a la racine évidente iu.¢, le premier coefficient
du produit précédent est nul et

(5.2.26) Az(e) = tu.e.
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apy
iii. Sinon, le second coefficient doit étre nul, c’est-a-dire —v, 1, B = <V162 + v, c? i) I et
ap

o ) c? ap, 9 3
(5.2.27) Ai(e) = tu.e + (1/; + v, ) llell” + Olell”)-

1289 %} ap;

Conclusion : Les valeurs propres de N, sont donc, pour e suffisamment petit, dans le
demi-plan complexe & partie réelle strictement positive.

Il s’en suit donc (c.f. partie 4.2.2.4 page 52 et suivantes) que, comme dans le cas mono-
dimensionnel, le probléme linéarisé autour d’un état constant est bien posé.






Troisiéme partie

Un modéle a cinq équations






Introduction

Dans cette partie, nous considérons un écoulement bifluide & une pression ot nous avons
remplacé 1’équation d’état servant de fermeture algébrique par une nouvelle équation aux
dérivées partielles portant sur cette pression. Aprés avoir présenté ce modéle introduit par
Leroux, nous allons I"appliquer au cas test du robinet de Ransom.






Chapitre 6

Le modéle

6.1 Présentation du modéle
Pour obtenir le modéle considéré a cingq équations, nous allons partir du cas d’un écou-

lement monofluide régi par le systéeme d’Euler gaz parfait & trois équations. Nous étendrons
ensuite les équations obtenues aux cas d’un écoulement bifluide.

6.1.1 Cas d’un fluide parfait

Considérons le cas du systéme d’Euler a trois équations :

dp  9(pu) _
ot + Oz =9
d(pu) O(pu’® +p)
6.1.1 -
( ) ot + Oz 0
dpk) O(puH)
ot + Oz =9

avec la loi de fermeture algébrique usuelle:

(6.1.2) p=(v—1)pe,

2 ,
une énergie définie par £/ = e + 5 et une enthalpie H = F + B

La derniére équation du systéme s’écrit donc, en prenant comme variables, les quantités
physiques (p,u, p):

dz | 2 ’y—l’
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soit :

dp u? | dp  I(pu) Ju Ju d(pu)
E‘F(’Y— )Ela‘l‘ p (v = Du Poy TPig | T =0
ou | Ou OJp _ 0
or pg + pua—x + % =0,

grace aux premiére et deuxiéme équations du systéme (6.1.1), soit alors:

ot ox

“ ox ox

o ) (1) [ o 5(pu)] _o.

Nous obtenons donc une nouvelle équation portant sur la pression:

_ dp  O(pu) Ju

6.1.2 Obtention du modéle

Nous considérons donc un systéme a quatre équations auquel nous ajoutons I’équation
(6.1.3). Dans ce systéme, a désigne le taux de présence de la phase gazeuse, indexée par
v. La densité volumique de la phase liquide, indexée par [, est une constante p;. La phase

liquide étant incompressible, c’est la phase gazeuse qui joue le réle du fluide du systéme
(6.1.1-6.1.2). Nous obtenons donc, pour le cas test qui nous intéresse, le systéme suivant :

aapz aaplul
ot + Ox =9,
dap, Odap,u,
ot + Ox =9,
dapu;  da(piui + p) da
6.1.4 o da
( ) ot + Ox pax apg;
dapyu,  da(pyu® + p) | da
dp  O(puy,) Ou,

qu’il n’est plus nécessaire de compléter par une équation de fermeture (g désigne ici I'accélé-
ration de la pesanteur). Ce systéme, comportant cinq équations, ne fait, en effet, intervenir

que cing variables.
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6.2 Nature du probléme

6.2.1 Choix des équations

Le systéme précédent (6.1.4) n’étant pas conservatif, il n’y a pas un choix d’équations
plus pertinent que les autres. Pour éviter de trop nombreuses notations nous allons désormais
retenir une écriture qui se préte a I’emploi du schéma numérique utilisé ultérieurement.

Nous conservons les mémes variables, soit le vecteur d’état
_ _ T
V = (api, apy, @piu, apyiy, p)
Nous définissons alors une fonction f de V, dite de fluz, par:

apug
apy i,
(6.2.5) f(V)y=| apui+ap
O‘pvuz + ap
Py

ous avons, en outre, les relations réciproques reliant les variables physiques aux variables
d’état :

W p— Vi
a=— oua= ,
P P

piVa
p:V, v = >
wop pi— Wi

Vs . Vi
u;_vl qu_VQ.

Le systéme (6.1.4) peut alors s’écrire sous la forme:

ov. 0 dG(V)
W—I_ %f(V) +C(V) 9 S(V),
avec S(V) = g(O,O,Vl,Vg,O)T et

0
0

dG(V) oa

—p—

— Ox

¢v) Oz Ja

b

Uy
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D’ot nous déduisons une formulation possible de la matrice des termes non-conservatifs

d Jda
C(V) et du flux non-conservatif G(V'), en ayant noté que —pa—a = pa—a:
T T
0 0 000
0 0 000
(6.2.6) CVi=|-=p 0 000
» 0 00 0
0 (v=1)p O 0
et
o
Uy
(6.2.7) GV)y=1 0
0
0

De plus, exprimé dans les variables composant le vecteur d’état V', le flux est:

T
7S T Vi VaVs
= 9 7_—|__7_—|_ 1__ 9
f()<34v1 o Vs o) W

et sa jacobienne est alors:

0 0 10 0 ]
0 0 0 1 0
Vi Vs Vs Vi
(6:28) /A R ()
o A%
Vs Vi 0 Vi | Vi
pi % Ve Pl
S L A
i vy Vo o Vo]
ou encore, dans les variables physiques:
0 0 1 0 017
0 0 0 1
P w2 0 2w 0 @
Jvy=| "
_r - 0 2u, «
P
0 P 0 P Uy
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6.2.2 Non-hyperbolicité du systéme

Nous allons vérifier, ici, que le systéme précédent (6.1.4) n’est pas hyperbolique, c’est-a-
dire qu’il semble mal posé.

G
Si A est définie par A(V) = J(V)+C(V)==(V), nous pouvons alors écrire notre systéme

S v
sous la forme quasi-linéaire suivante :
A% A%
2. —+ AV)—= .
(6.2.9 A = S(v)

Il nous faut maintenant trouver le spectre de A, or, d’aprés les relations (6.2.6), (6.2.7)
et (6.2.8), la matrice de l'opérateur de convection est donnée par:

0 0 1 0 0
0 1 0
2 ¢ —
. | g 0 2u; 0 a
(6.2.10) A= _uz 0 2u a
0 —’ypuv 0 P 0

L ap, ap, i

Nous définissons une vitesse caractéristique ¢ par:

(6.2.11) c= 4|2

P

?

les valeurs propres de A sont alors:

Uy —C, Uy +C

Uy, ur, uj.

Cependant u; est de multiplicité algébrique double sans étre une valeur propre double; il y
a donc un bloc de Jordan de taille 2.

Conclusion : Le systéme (6.1.4), méme s’il ne posséde que des valeurs propres réelles, n’est
pas hyperbolique. Le probléme linéarisé autour d’un état constant n’est donc pas bien posé,
la présence du bloc de Jordan entrainant une croissance linéaire des perturbations au cours
du temps.
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Chapitre 7

Résultats numériques

7.1 Présentation du cas test du robinet de Ransom

Il s’agit, ici, d’'une adaptation du cas test proposé par V.H. Ransom comme benchmark
numérique pour des écoulements diphasiques 1D (c.f. [Ran92]).

Nous considérons un écoulement d’eau incompressible (p; constante) dans une colonne
débouchant sur de lair. L’eau est injectée a une vitesse constante de 10m.s~! dans de l’air
avec un taux de vide fixe en entrée de 0.2. De plus, le haut de la colonne est imperméable a
I’air. Tout le long de la colonne verticale de 12m de longueur, le mélange est soumis & l’action
de la pesanteur et débouche dans de ’air & pression atmosphérique (10°Pa). La condition
initiale correspond & 1’écoulement que I’on obtiendrait si la gravité était nulle (g = Om.s™?).
A Dinstant initial, ’air est au repos et I'eau a une vitesse uniforme de 10m.s™"; le taux de
vide, uniforme, est de 0.2, on «branche» alors la gravité (g = 10m.s™?).

7.2 Etude du permanent

Lorsque 1’écoulement a atteint un régime permanent, le systéme (6.1.4) devient :

Ao
(721 L latout +p) - roe =3

S lalpu + )~ pge = apus,

TR =0
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w =10 m.s7!

Uy = 0 m.s~ !
a=0.2
g
12m
P =10°Pa

Fig. 7.1: Cas test du robinet de Ransom

La premiére équation du systéme précédent assure que le débit de la phase gazeuse est,
au permanent, constant le long du tube. Cependant, en entrée la vitesse de cette phase est
nulle, nous en déduisons donc que la quantité ap,u, est nulle en tout point.

Il est donc évident que, tant que la phase gazeuse est présente en un point du tube?, sa
vitesse y est nulle.

Remarque : Nous pouvons déja remarquer que le fait d’annuler la vitesse u, sur tout le
tube annule simultanément la deuxiéme et la derniére équation du systéme (7.2.1). Il ne reste
donc plus que trois équations pour quatre variables (a, p,, p et u;). Le systéme, au régime
permanent, semble donc sous-déterminé.

La densité volumique du liquide étant constante, la conservation du débit de la phase
liquide le long du tube s’écrit :

aul — O{"Sntréeulentree7

soit
aentréeu?ntl‘ée

(7.2.2) a=1-

Uy

1. C’est-a-dire tant que @ > 0 et p, > 0.
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En outre, comme ap,u, = 0, la quatriéme équation de (7.2.1) devient :

dap Ja dp B
ar pa ap’Ug <:> aa_x - apvga
5 dp
(7.2.3) & 3. = P9

Enfin, la quantité de mouvement du liquide ap;u; étant constante, la troisiéme équation
du systéme (7.2.1) devient, grace a la relation (7.2.3):

d ., _0p _ 0w .
9 [aPluz] + am = aryg = Oéﬂzula—Jr apyg = apig,

dur  pr— po
<~ W q.
dz

Or, dans le cas d’'un mélange gaz-liquide, les écarts de densités volumiques sont importants
(py << p1), nous pouvons donc simplifier? I’équation précédente :

8ul
“ox

soit donc une expression de la vitesse de la phase liquide donnée par :

(7.2.4) u(z) = 1/ (upe)? + 2ge.

Conclusion : Nous avons donc une expression analytique de certaines composantes de la
solution, au régime permanent :

(7.2.5) uy(z) = 0,
(7.2.6) wle) = /(a2 + 202,
aentréeuflsntree
7.2.7 alz) = 1 —
( ) ( ) \/(uentree) _|_ng
dp

en outre — = p,g.
T
Il manque donc une relation de fermeture liant la densité volumique p, & la pression p

afin de résoudre I’équation différentielle ordinaire (7.2.3). En effet, nous ne disposons plus,
dans le modéle que nous étudions, d’une loi de fermeture algébrique.

7.3 Résultats numériques

Nous avons implémenté ce cas test avec un schéma de type VFFC(c.f [GKL96]). 11 a fallu
pour cela utiliser un schéma non-conservatif et non-hyperbolique que nous présentons dans
un premier temps. Dans un second temps, nous allons voir comment nous avons adapté les
conditions limites initiales du cas test a notre modéle puis nous donnerons quelques résultats
numériques.

2. Cela revient, en fait, & dire que 1’action de la pression sur la phase liquide est négligeable.
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7.3.1 Présentation du schéma

Le programme employé est celui développé par F. ALOUGES sous MATLAB. Il permet la
discrétisation des équations aux dérivées partielles comportant des termes non conservatifs
ainsi que des termes sources. L’équation considérée est de la forme générale:

oU  AF(U) dG(U)
W—I_ p) + C(U) B = So(U).

(7.3.8)

La méthode employé est proche de VFFC. Nous introduisons une matrice signe ou matrice
de décentrement a 'interface k + % entre deux cellules k£ et £ + 1 qui est notée Sk+%' Cette
matrice est calculée & partir de la fonction signe sg : R — {—1,0,1} par une extension
matricielle explicitée dans [GV96](pH58 et suivantes). Fixons quelques notations utilisée par
la suite:

e Pour une cellule donnée, indexée par la lettre k, nous noterons, vol(k) son volume et
Vi I'ensemble des indices de ses cellules voisines.

e Soit (,)nen l'ensemble des temps de discrétisation, alors At, . = t,41 — t, et VJ©
désigne ’approximation du vecteur d’état U a l'instant ¢,, dans la cellule k. En outre
Fi = F(V).

e Si 7 € Vi, nous noterons vy ; la normale unitaire sortante de 1’élément £ a l'interface
avec 1’élément j et [ ; la longueur de cette interface. De plus, Vi ; désigne un état
moyen calculé a I'interface (a partir de Vi et V) et S ; est le signe de la matrice A

précédente (6.2.10) évaluée en \N/k]

Le schéma est alors obtenu de la maniére suivante :
i. Cas Conservatif:

ou  9F(U)

Dans le cas conservatif, — +

ot ox

At F; + F F.— F
n+l _ y/n ntl k S TR k .
Vit =V - |Uol | E k,j ( 9 — Sk, 5 ) V5

Or > lgve; =0, donc:

= 0, écrivons le schéma VFFC:

JEVk
At,iq F, + I
{740 3 SR Vo + E [P . R <At N n A I
k k |U0[(k‘)| . kg ( 9 k,j 9 k Vi,
JEVk
Atn+1 F Fk F] - Fk
_ yr E _ S, . e
k |UOZ | ( k,j 9 Vi,
Atn+1 [ Skd

F' — Fk) Vg

!
Yi  |wol (k)| | g



o0 LA titvcbny ALttt A W ~

ii. Cas non-conservatif:

Dans le cas plus général qui nous intéresse, nous étendons la formule précédente en
remplacant le flux conservatif par le terme d’advection complet :

At I — 5 .
ntl _ oy AL [ N R . ) .
Vit =V i 2 Fy = i+ C(Veg) (GV) = GOVR)) s
Soit donc, en dimension un, avec un terme source discrétisé de maniére centrée:
n Atn+1 I- Sk"'% n n n n ny’
Vit = Ve 1 e (PO — FOR) + OV (G = GO)
[ —I_ Sk_L n n n n n
(7.3.9) 2 (P = POV + OO (GO = GOLL)) )

+ Atn+150(‘/kn)

Une maquette partiellement implicite a également été utilisée. Le schéma est alors le
suivant :

n Atn+1 - Sk"’% n n n n n °
ver = e S, [f (FOZE) — PO + OO, (GO - GO+

Atn+1 [ B Sk+% n n n n ny
~a (1= 0u) [ S (F(Vi) = FOE) + CO)- (G = GOV)

+TQ (F(an) - FVL) + VL), (G - G(an_l)))]

+  Atp1.So(V),
ot les matrices ®k+% sont définies, comme les matrices signes, aux interfaces k/k+1 a partir

de la matrice A évaluée en V, 1 par I'extension, aux matrices, de la fonction & variables
. 2
réelles 6 définie par:

(7.3.11) g: R— R
0,si A =0,

A\ — 01 Az .
max [ 0,1 — A sinon.

7.3.2 Traitement des conditions limites

Les conditions limites sont traitées par une méthode de décentrement suivant les caracté-
ristiques comme présentée par J-M Ghidaglia (c.f. [GKLO00]). L’idée est ici de dire que nous
avons un certain nombre de conditions dites imposées et de conditions libres.
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Entrée

FiG. 7.2: Caractéristiques a l'interface d’entrée

7.3.2.1 Conditions d’entrée

Les conditions limites sont inspirées de celles données par V. H. Ransom dans la présen-
tation du cas test (c.f. [Ran92]), c’est-a-dire un débit entrant nul pour le gaz, un taux de
vide fixé et une vitesse du liquide fixée. Pour le systéme considéré, nous avons vu (c.f. 6.2.2)
que les valeurs propres étaient : u, — ¢, u,, u, + ¢ et u; deux fois. Nous pouvons donc, dans
le cas d’un écoulement subsonique (i.e. |u,| < ¢), connaitre le nombre de caractéristiques
entrant dans le domaine et celui des caractéristiques sortantes.

A T’entrée, la vitesse du liquide est de u; = 10ms™'. Nous en déduisons donc que la valeur
propre de multiplicité deux u; est associée a des caractéristiques qui entrent dans le domaine.
De méme pour u, + ¢ qui est aussi postive. Au contraire, u, — ¢ est négative et est donc
associée a une caractéristique qui sort du domaine. Enfin, il reste une derniére caractéristique
associée a la valeur propre nulle u,,.

Les conditions imposées en entrée sont au nombre de trois et nous ne disposons que d’une
caractéristique qui sorte du domaine (c.f. figure 7.2). Il semble donc nécessaire d’ajouter une
condition supplémentaire pour traiter la condition limite d’entrée. Nous prendrons donc une
équation d’état du type de celle avec laquelle nous avons construit le modéle, soit donc
I’équation d’état d’un gaz parfait :

(7.3.12) p=Pp,) = Kp].

Nous écrivons alors que les projetées du vecteur d’état de la premiére maille U; et du
vecteur d’état d’entrée U, sur la caractéristique qui sort du domaine (portée par [;) sont
égales et que, de plus, ce vecteur correspond & un état ou la vitesse du gaz est nulle, la
vitesse du liquide est de 10ms™', le taux de vide vaut a = 0.2 et qui vérifie (7.3.12). Soit
donc:

(1 —ac)p
QePye
Ue = (1 - ae)plul,e
0

P(pu.e)
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et
ll-Ue = ll-Ul = aepv,e-ll,Q + P(,Ov,e)-ll,.S + ((1 - ae)pl-ll,l + (1 - ae)plul,e-ll,S) - ll-Ul = Oa
= f(pv,m Ul) = 0.

Il reste donc & déterminer la densité p, . de ’état U, solution de §(p,., U1) = 0 et a 'utiliser
pour construire ’état U, grace a I’équation d’état (7.3.12).

7.3.2.2 Condition de sortie

Comme nous ’avons fait en entrée, nous pouvons déterminer, en sortie, la nature entrante
ou sortante d’un certain nombre de caractéristiques. Par ailleurs, la seule condition de sortie
présente dans le cas test original (c.f. [Ran92]) est p = p;.

Dans le régime d’écoulement qui nous intéresse, le liquide étant accéléré, la vitesse en
sortie de ce dernier est positive. Nous supposons, en outre, que I’écoulement reste subsonique
(au sens précédent i.e. |u,| < ¢). Les deux caractéristiques associées a u; ainsi que celle
associée & u, + ¢ sortent donc du domaine alors que celle associée a u, — ¢ est entrante.
Cependant la derniére valeur propre (u,) change de signe au cours du temps; il en résulte

donc deux cas suivant son signe.
Cas du gaz sortant: La caractéristique associée a u, est donc dans le domaine; nous

retrouvons donc un cas semblable a celui de Ientrée (c.f. figure 7.3). Nous écrivons
alors que les vecteurs d’état de la derniére maille et de sortie ne difféerent que suivant

la direction de I'unique caractéristique extérieure (portée par ry), soit:

USIUN—I-)\Tl.
t
’
Il N\
//ll N
4 \
7 1Al N
// 11 \
\
, 11 N
, 11 N
/ 11 \
4 1 N
4 \
|
’
L A
X
uy +c W Uy — C
Uy
Sortie

FiG. 7.3: Caractéristiques a linterface de sortie

En particulier, la derniére composante du vecteur étant la pression qui est connue, nous
obtenons la relation :
\ = Ps — UN,5
- bl

rs
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ou Uy (resp. r15) est la cinquiéme composante du vecteur Uy (resp. r1) et donc

U, = Uy + B,
rs
ii. Cas du gaz entrant: Dans ce cas, une seconde caractéristique sort du domaine (c.f.
figure 7.4), nous disposons donc d’une variable imposée et de trois caractéristiques
intérieures au domaine. Nous allons donc, comme en entrée, considérer une équation
de fermeture supplémentaire : I’équation d’état (7.3.12).

t

Sortie

FiG. 7.4: Caractéristiques a l'interface de sortie

Nous avons donc, ici, deux caractéristiques qui sortent du domaine. Soient donc r; et
r9 les vecteurs propres associés, nous obtenons la condition :

Us =Un + Mir1 + Agra.

Ecrivons alors que la pression p, est imposée et que (7.3.12) est vérifiée c’est-a-dire
pus =D (ps)

ps = PN+ Miris+ Aeras,

Us,2
U
Pl

Ungz+ Mriz+ Aeras
_ Ungp+ Mrig+ )\27“2,1.

Puv,s =

1
Pl
Nous obtenons donc le systéme linéaire suivant :
A1+ Aeras =ps — Unp,
Pu,s Pu,s Pu,s
A | ri2 + ria ]+ A2 | ro2 + 72,1 = Pus — Uni— Unpa.

Pl Pl Pl
Nous reconstruisons alors le vecteur d’état de sortie par:

Us =Un + Mir1 + Agra.
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7.3.3 Quelques résultats
7.3.3.1 Validité du modéle

Dans un premier temps, il convient de vérifier que notre nouveau modéle donne des
résultats équivalents & ceux du modeéle classique & quatre équations. Voici donc quelques
résultats obtenus grace au schéma présenté précédemment & 'instant 7' = 0.5s pour 100
mailles. Nous comparons ces résultats a la solution analytique du modéle a quatre équations
obtenue par K. Halaoua dans sa thése ([Hal98]) et aux valeurs du permanent analytique.

Les figures 7.5 et 7.6 représentent les variables significatives: taux de vide et vitesse de
la phase liquide.

Taux de Vide : T=0.5, 100 points
0.5 T T T

—— Schema explicite
— — Solution exacte

0.45- - 4

0.15 I I I I I
0 2 4 6 8 10 12

FiG. 7.5: Tauz de Vide a Uinstant T = 0.5s pour le schéma explicite avec 100 mazlles

Nous présentons aussi et pour information les résultats concernant les autres variables
physiques que sont la pression, la masse volumique du gaz et sa vitesse (figure 7.7):

7.3.3.2 Stabilité numeérique

Nous avons pu vérifier une plus grande stabilité des résultats numériques lorsque, a
C.F.L.? constant, le pas d’espace Az devient petit. Les courbes de la figure 7.8 montrent
les résultats obtenus sur la vitesse du liquide et le taux de vide & I'instant 7" = 0.495s pour
différents nombres de mailles.

Nous rappelons que seules ces deux quantités possédent un permanent analytique de
référence comme vu a la section 7.2.

3. Le C.F.L. est défini, ici, comme étant, & un instant donné, le maximum, pour tous les états moyens V

Atn-+—1
A'Jik

calculés aux interfaces, du produit m){cmx|/\| ot A décrit I’ensemble des valeurs propres de la matrice

A(V).
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Vitesse du liquide : T=0.5, 100 points
16 T T T

—— Schema explicite
— - Solution exacte

FiG. 7.6: Vitesse du liquide a 'instant T = 0.5s pour le schéma explicite avec 100 matilles

7.3.3.3 Permanent numérique

Afin de pouvoir comparer nos résultats a ceux obtenus avec le modeéle classique a quatre
équations, nous sommes amenés a nous intéresser aux variables physiques autres que la
vitesse du liquide et le taux de vide. Il peut notamment étre utile de regarder 1’évolution de

Pour ce faire, nous avons légérement modifié le modéle a cinq équations en lui adjoignant
un terme de diffusion qui devrait atténuer les oscillations de la pression et de la vitesse du
gaz en sortie, oscillations qui pourraient étre diies au traitement des conditions limites.

Nous remplagons donc la quatrieéme équation du systéme (6.1.4) portant sur la quantité
de mouvement de la phase gazeuse par I’équation suivante:

dap,u, N da(pyu? + p) da

(7.3.13) T 9 — Py, = OPug - K(t)apyty,

ot le coefficient x est défini par:

(7314) K : R+ — R+
. 0, sit <1,
(7.3.15) t— {t—l, Gia1

Cette modification n’est donc pas active avant ¢ > 1, c’est-a-dire avant que le front
de taux de vide ne soit sorti de la colonne, moment ou le permanent devrait étre atteint.
Effectivement comme on peut le voir sur les figures 7.9 et 7.10, les courbes du taux de vide et
de la vitesse du liquide ne sont pas modifiées. Par contre, on constate bien une atténuation
des oscillations des autres courbes (figures 7.11, 7.12 et 7.13), au cours du temps, a partir
du moment ou la modification est active.
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Annexe A

Complément sur la premiére partie

A.1 Estimations d’énergie

Considérons une forme bilinéaire BJ.,.] de Hj (2, R™), ot © est un ouvert donné de R",

Blu,v] = /Q

pour u et v éléments de Hj (2, R™) avec a; ;, b; et ¢ dans L*°(},R) pour i et j allant de 1 a
n.

de la forme:

i ou Ov ", Ou

Za”a 0;17] Zb ——v + cuv dz,

7,7=1 =1

De plus, nous supposons qu’il existe 6 > 0 tel que, pour tout £ € R™:

> a6t = 0)¢))”
7,7=1

Nous avons alors le résultat suivant :

Lemme A.1.1 [l existe des constantes ¢y et ¢y, strictement positives, telles que, pour tout

(u,v) € HY(Q,R™)?, on ait:

| Blu, v]| < allull gy oyllvllme

et

Cl”“”i]&(ﬂ) < Blu,u] + C2HUH%2(Q)

Démonstration : 1l est clair que:

[Blu o]l < ) Iam'loo

1,5=1

au

Ju
olda + [el.. / ulloldz,
’CZ' Q

dr—l—Z|b|oo/

< allullmyallv HH&(Q)a
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pour un certain o > 0 qui ne dépend que des |a; j|oo, 1,J = 1,...,n, des |b]e, t = 1,...,n
et de |¢|w-
De plus,

Ju Ju
ul? <
5/Q|Du| dz < /Za”@x@x] ,

7,7=1

< [, u] — / [Zb u—l—cu
< B[u,u]—l—Z|bi|oo/ |Du||u|dx—|—|c|oo/u2d;v.
=1 Q Q

En outre, quelque soit ¢ > 0, nous avons :

/|Du|| |dx\—/|Du| dJ:—I——/

Prenant o tel que —Z 16i] 00 < > il vient donc:
=1

)
§/Q|Du|2d:g < Blu,u] (2 QZV) |Oo—|—|c|oo)/

< Blu,u] + Cflu HL2(Q)

dx

?

Par ailleurs, d’aprés 'inégalité de Poincaré, il existe une constante C' telle que:

|ullz2(@) < C'||Dul|L2 (),

et donc, avec ¢; = 5 et ¢; = C'C', nous avons:

arllullfya) < Blu, ul + e2llullz g

A.2 Espaces fonctionnels dépendant du temps
Théoréme A.2.1 Soit u € L*(0,T; H3(2)) telle que u' € L*(0,T; H*(2)) alors
i u€C([0, 77 L*(9)),

d
it. la fonction t — Hu(t)”%z)(m est absolument continue et aHu(t)Hiz)(m =2 < u'(t),u(t) >
pour presque tout t € (0,7),
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1. Enfin, il existe une constante C, ne dépendant que du temps T telle que

| 2 < | 2 gl u 2 -1 )
ma [u®llza < C (el + 1l erm-m)

Démonstration : Pour la démonstration de ce résultat, on pourra par exemple consulter
le livre de L. C. Evans ([Eva98]) page 287 et suivantes. O
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Résumé

L’objet de cette thése est ’étude de quelques aspects de la notion d’hyperbolicité, plus particu-
lierement de la relation qui existe entre celle-ci et la nature bien posée d’un probléme de Cauchy
obtenu a partir d’un systéme d’équations aux dérivées partielles issu de la mécanique des fluides ou
la réalisation de la simulation numérique d’un tel probléme.

Dans un premier temps, nous rappelons en quoi la notion de linéarisation d’un systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles semble naturelle a ’étude de ce systéme et comment, de I’étude de
ces problémes linéarisés, plus précisément de leur nature bien posée c’est-a-dire de leur stabilité,
découle la notion d’hyperbolicité.

Nous étudions ensuite le cas particulier d’'un modéle a quatre équations pour un écoulement
bifluide comportant des termes de diffusion pour les équations de quantité de mouvement. Nous
montrons alors que, bien que, pour ce systéme, ’ajout des termes de diffusion n’entraine pas I’hy-
perbolicité du modéle obtenu, les problémes de Cauchy construits & partir de la linéarisation de ce
systéme, autour d’un état constant, sont désormais bien posés.

Enfin, nous considérons le cas d’'un modéle & cinq équations pour un écoulement bifluide. Ce
modéle ne nécessite pas de loi de fermeture algébrique (équations d’état ou lois tabulées) mais
comporte une équation aux dérivées partielles portant sur la pression. Le systéme ainsi obtenu
n’est pas hyperbolique mais les valeurs propres de 'opérateur d’advection sont toutes réelles. La
simulation numérique d’un écoulement régi par ce modéle, pour le cas test du robinet de Ransom, ne
fait néanmoins pas apparaitre les instabilités numériques que la nature mal posée du linéarisé nous
faisait craindre et qui sont présentes dans les simulations réalisées a partir du modéle isentropique
classique & quatre équations.

Mots-clé : Condition limite, écoulement bifluide, probléme bien posé, probléme de Cauchy, simu-
lation numérique, linéarisation, non-hyperbolicité, méthode numérique, volume fini.

Abstract

We study here some aspects of the hyperbolicity, in particular the relationship between hyperbol-
icity and well-posedness for Cauchy problem obtained from system of partial differential equations
from the fluid dynamics or the numerical simulation of such a problem.

We first recall how linearization appears in the study of a system of partial differential equa-
tions and how, the study of this linearized equations, particularly its well-posedness, leads to the
introduction of hyperbolicity.

We then are interested in particular by the case of a four equations model describing a two fluid
flow with viscous terms. We prove that the Cauchy problems obtained with the linearized equations
are well-posed even if they are non-hyperbolic.

Finally, we consider a two fluid flow model with five equations. This model comprises instead
of algebraic closure equation (e.g. perfect gaz law). The advection operator is still non hyperbolic
but all eigenvalues are real. The numerical simulation of Ransom faucet flow with this model does
not show instability considering that the linearized system is non hyperbolic and as the isentropic
four equations model does.

Keywords: Boundary condition, Cauchy problem, finite volume, linearization, non hyperbolicity,
numerical method, numerical simulation, two fluid flow, well-posedness.



