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INTRODUCTION d

Introduction

Ce mémoire traite de la résolution numérique des équations de Fredholm de seconde
espece faiblement singulieres, posées dans un espace de Banach. Les méthodes décrites
ici sont appliquées plus particulierement dans le cas de I’espace des fonctions continues
sur un intervalle compact et dans le cas de I'espace des fonctions intégrables au sens de
Lebesgue sur un intervalle compact. Ce type d’équation intervient dans la résolution
du probleme de transfert en physique des particules et plus particulierement dans la
modélisation des atmospheres stellaires, motivation premiere de notre recherche.

Le premier chapitre fixe brievement le cadre théorique de notre étude. Nous y
rappelons notamment différents types de convergence d’une suite d’opérateurs dans un
espace de Banach complexe, ainsi que leur propriétés.

Le deuxieme chapitre est consacré a la description et a ’analyse de deux méthodes
d’approximation de rang fini sur lesquelles sont appliqués trois schémas de raffinement
itératif. Nous donnons des majorations pour I’erreur relative associée a chaque méthode
et dans chacun des espaces considérés, ainsi que les taux de convergence des schémas
de raffinement. On trouvera en outre une description détaillée de la mise en ceuvre de
ces derniers.

Le troisieme chapitre traite de 1’application de ces méthodes a la résolution nu-
mérique de 1’équation de transfert. Cette équation intervient au sein d’un probleme
beaucoup plus vaste (émanant de la théorie du transfert) dont nous donnons une breve
description dans le cadre particulier des atmospheres stellaires. Des expériences numé-
riques, portant sur la validation des méthodes proposées et sur des cas ayant un sens
astrophysique, sont présentées. La difficulté de la résolution de cette équation est ac-
crue par la présence d’un tres grand parametre d’intégration. Nous décrivons a la fin de
ce dernier chapitre des méthodes asymptotiques permettant de surmonter ce probleme.

Enfin, I'annexe B de ce document est un recueil d’articles parus ou a paraitre,
possédant leurs propres références bibliographiques.






Chapitre 1

Equations intégrales linéaires

1.1 Approximation d’opérateurs linéaires bornés
sur un espace de Banach

Dans ce chapitre, X désigne un espace de Banach et £(X) ’ensemble des opérateurs
linéaires bornés sur X. Lorsque qu’il n’y aura aucune ambiguité, et afin d’alléger les
notations, || - || désignera a la fois la norme dans X et dans £(X). La norme d’un
opérateur 7' € L(X) est définie par

1)) o= sup{Tal| : Jle]l < 1} = sup{||T2] ¢ || =1}=sup{M : x#O},

]

et on l'appelle norme subordonnée. Les méthodes numériques présentées dans la suite
sont basées sur des approximations d’opérateurs linéaires bornés. Nous allons donc
brievement présenter différents types d’approximations dans I’espace £(X).

Définition 1 On dit que (T,,), ., dans L(X) est une suite d’approzimations de T €
L(X) si, et seulement si, pour toult x € X,

lim |[(T,, — T)z|| = 0.

n—00

On dit aussi que la suite (T,) -, converge ponctuellement (ou simplement) vers T'.

Définition 2 On dit que (1},) -, dans L(X) est une suite d’approzimations uniforme
de T € L(X) si, el seulement si,

lim ||T;, — T = 0.
n— 00
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Définition 3 On dit que (T,), 5, dans L(X) est une suite d’approximations collecti-

vement compacte de T € L(X) st, et seulement si, (T,,), ., converge ponctuellement

vers T' et qu’il existe ng > 0 tel que

U{{(T,—T)e : € X, ||z|| £1}

n>no
est un sous-ensemble relativement compact de X.

Définition 4 On dit que (T,,), -, dans L(X) est v-convergente vers T € L(X) si, et
seulement si, la suite (||T,||), s, est bornée,

lim |[(T, ~ T)T| =0 et lim ||(Z, — )T, =0.

n— 00
Les résultats généraux ci-dessous nous seront utiles dans la suite.

Théoreme 1 Soient (L,), ., dans L(X) une suite d’opérateurs ponctuellement
convergente vers L € L(X) et T un opérateur compact. Alors

lim |[(L, — L)T|| = 0.

n—0oo

Preuve : comme T est compact, U := {Tz : « € X, ||z|| < 1} est relativement compact
(donc totalement borné) dans I'espace de Banach X. Alors d’apres le Théoreme de
Banach-Steinhaus (voir [54] ou [59]), la convergence ponctuelle de (L,,), -, est uniforme
sur U et donc -

Tim (Lo — )T = lim sup{|(L. — L)y|l : y € U} =0,

ce que nous voulions démontrer. |

Le corollaire suivant est une conséquence directe du théoreme précédent et de la défi-
nition de la convergence collectivement compacte.

Corollaire 1 Soit (1},), ., dans L(X) une suite d’approzimations collectivement com-
pacte d’un opérateur compact T € L(X). Alors cette suite est v-convergente vers T.

Théoreme 2 Soit (T,), ., dans L(X) une suite d’approzimation uniforme de
T € L(X). Alors cette suite est v-convergente vers T.

Preuve : évidente. |

On appelle ensemble résolvant de T' € L(X) I’ensemble défini par

re(T):={z € C : T — zI est bijectif},
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et, pour tout z € re(7'), on définit I'opérateur résolvant de 7" en z par

R(T,z):= (T —zI)"".
Ainsi, pour T' € L(X), z € re(T) et f € X, il existe une solution unique ¢ du probleme
(11) e

déterminée par

¢ =R(T,2)f,
ce qui justifie le nom donné a l'opérateur R(T, z).
Théoréme 3 Soient T € L(X) et z € re(T). Alors R(T,z) € L(X).
Preuve : ce résultat est une conséquence du Théoreme de I’Application Ouverte (voir
[54] ou [59]). |

Suivant la complexité de 'opérateur T" et du second membre f, I’équation (1.1) devient
difficile, voire impossible a résoudre. On se contente alors d’une solution approchée qui
est généralement un élément d’une suite convergente dans X vers la solution exacte.
Chaque terme ¢, d’une telle suite peut étre par exemple la solution du probleme
approché

(1.2) (o — zD)pn = [,

ou T, € L(X) et (T},),s, est une suite d’approximations de 7'. Il est clair que I'équa-
tion (1.2) n’admettra une solution unique que si z € re(7,). Il convient donc de savoir,
suivant le type d’approximation de la suite (1},), -, si z € re(7},) a partir d’un certain
rang. Cette condition est assurée dans le cas de la v-convergence :

Théoreme 4 Soient T € L(X), E un compact de C contenu dans re(T) et (T,), -,

une suite dans L(X) v-convergente vers T. Alors il existe ng > 1 tel que
sup{||R(T.,2)|| : z€ E, n > no} < oo.
Preuve : voir le Théoreme 2.6 dans [7]. |

Une application directe de ce théoreme est mise en évidence dans le corollaire sui-
vant qui nous donne une estimation a priori de ’erreur de la solution de I’équation
approchée (1.2) par rapport a la solution exacte du probleme. Cette estimation sera
développée plus en détail dans la suite.

Corollaire 2 Soient (1),), 5,
suite de solutions approchées définies par (1.2). Alors il existe ¢ > 0 et ng > 0 tels que

une suite dans L£(X) v-convergente vers T et (), 5, la

pour n > ng,

(1.3) ln —ll <ell(T —T)ell.
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L’estimation de I'erreur n’est pas le seul moyen de mesurer la qualité de ’approxi-
mation . Nous pouvons en effet nous intéresser aussi a la précision a laquelle ¢,
satisfait 1’équation exacte. Cette précision est caractérisée par le résidu de p,, associé
a I’équation (1.1):

(1.4) r(pn) = (T = 2l)en — f.

Lorsque la suite (7,,), ., d’approximations de 7" est uniforme, on obtient I’estimation
suivante pour le résidu relatif lorsque n est assez grand :

Il — r g
(15) i < AT =,

ou la constante ¢ est celle du Corollaire 2. On remarque qu’on normalise le résidu par
la norme du second membre de ’équation (1.1).

Enfin, lorsqu’il n’y aura aucune ambiguité et afin d’alléger 1’ écriture, on préférera

utiliser les notations R(z) a R(T,z) et R,(z) a R(T,, z).

1.2 Opérateurs intégraux a noyau faiblement
singulier

Des motivations provenant de la théorie du transfert en Physique que nous pré-
sentons dans le chapitre 3 nous ont conduit a considérer deux espaces de Banach X :
I'espace C°([0,7,]) des fonctions continues sur [0,7,] et I'espace L'([0,7,]) des classes
d’équivalence de fonctions intégrables sur [0, 7] au sens de Lebesgue, ou 7, > 0 est un
réel donné.

On considere une fonction k : {(7,0) € [0,7.]*, 7 # o0} — C de la forme suivante:

(1.6) w(r,0) :==n(r,0)g(|r —o|), (r,0) €[0,7)% 7 # 0,

o i : [0,7,]* = C est une fonction continue. On notera

(1.7) Il == sup In(7,0)].

7,0 € 077—*

On suppose que la fonction g :]0,7,] — R est faiblement singuliere en zéro au sens
suivant :

(1.8) lim g(7) = +oo,

(1.9) g€ C°0,7]) N L'([0,7.]),
(1.10) g(7) > 0 pour tout 7 € ]0, 7],
(

1.11) g est une fonction strictement décroissante sur ]0, 7,].
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Pour plus de détails sur cette caractérisation, voir les commentaires bibliographiques
a la fin de cette section.

L’opérateur linéaire
(1.12) € X / “k(-,0)z(0) do,
0

est appelé opérateur intégral de noyau faiblement singulier . Pour des raisons a la fois
théoriques et en rapport avec ’application développée dans le chapitre 3, on considérera
les opérateurs intégraux 7' et A définis par

(1.13) (Ta)(r) = [ nir,@)gllr = ol)a(o) do.
(1.14) (Az)(r) = /(:*g(|r—a|)x(a)da.

A correspond a l'opérateur intégral T' lorsque la fonction 7 est constamment égale
a 1 sur [0,7,]%. L’opérateur T étant plus général que A, les propriétés vérifiées par T
sont aussi vérifiées par A. Lorsque T est défini par (1.13), ’équation (1.1) s’écrit

W) [Tamodllr —olelo)do — zp(r) = f(r), 7€ [0.7)

Avant de démontrer la compacité de T' sur C°([0,7,]) et sur L*([0,7.]), nous allons
démontrer quelques résultats qui seront utiles dans la suite. Définissons tout d’abord
la fonction G : [0,7,] — R ci-dessous qui jouera un role technique important tout au
long de cette section :

(1.16) G(r) = /OTg(J) do.

On définit de plus, pour tout § > 0,

(L17)e,(k,6) = sup {/OT*MT,U) —w(t,0)do, (1) € (0,72 |7 — ] < 5},
(118) &, (K, 8) = sup {/OT*MT,U) — k(r,8)|dr. (0,) € [0,7.)%, |0 —s| < 5}.
L'oscillation d’une fonction x continue sur [0, 7] par rapport & § > 0 est définie par

(1.19) we(,8) = sup {|a(r) — 2(t)], (r,t) € [0,7]%, |7 — 1] < 5}

Cette définition peut étre généralisée, de maniere partielle, a toute fonction continue y
sur le carré [0, 7,])?: pour tout o € [0, 7],

(1'20) wmd(y?(s)(o-) = Sup{|y(7',0) - y(t70)|7 (T7t) € [077—*]27 [T =t < 5}7
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et pour tout 7 € [0, 7],

(1.21) w ,(y,d)(r) = sup {|y(7‘,0‘) —y(r,s)|, (0,5) €[0,7])% |o—s| < 5}.

Remarque 1 Siz est une fonction continue sur [0, 7], admettant une dérivée a droite
z!, bornée en chaque point de |0, 7[, et si a > 0 est tel que ||2))]| < «, alors

(1.22) w, (z,0) < ad.

Enfin, la L'-oscillation d’une fonction = € L'([0, 7,]) relativement & § > 0 est définie
par

(1.23) w,(2,8) = sup [ Je(r+t) — ()] dt,

7€[0,86] /0
ou z est prolongée par 0 en dehors de [0, 7].
Lemme 1 Soient § > 0 et y une fonction continue sur le carrée [0,7,)%. Alors les

fonctions o € [0,7] — w_,(y,0)(c)eRetr € [0,7] — w_,(y,0)(7) € R, sont
continues sur [0, 7], et

(1.24) Jim max{flw..,, (v, )l lww 2 (y: Ol = 0.
—0

Preuve : ceci découle simplement des propriétés de continuité uniforme de y sur le
compact [0, 7,]* de R2. |

Lemme 2 Soit g vérifiant (1.9) et (1.10). Alors

Ty T/ 2
sup g(|7’—0|)d0:2/ g(o)do < +oo.
T€[0,74] YO 0

Preuve : soit y : [0, 7] = R définie par

y(r)i= [gllr = ol)dor = G() + Gi(r. = 7).

ou G est la fonction définie par (1.16). La fonction y possede une symétrique axiale
par rapport a 7,/2 et

>0 si 0<7<7/2,
<0 si 7/2<7T<TH

y%ﬁzﬂﬂ—ﬂa—ﬂ{
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pour tout 7 dans [0, 7,]. Ainsi

Tx

T/ 2
sup g(|7 —o|)do = max y(7) = y(r./2) = 2/ g(o)do,
0

T€[0,74] YO T€[0,74]
et d’apres (1.9) cette derniere intégrale est finie. 1
On définit alors
T/ 2
(1.25) v = 2/ g(o)do.
0
Lemme 3 Pour tout 6 > 0 suffisamment petit,
)
(1.26) .(9.6) = £,(9,0) < 4] g(o) do,
0
et donc
(1.27) lim max{e,(g,9),¢,(g,d)} = 0.
§—o0t

Preuve : ¢ jouant le role d’un noyau de convolution, la premiere égalité est évidente.
Pour § > 0, ¢t et 7 dans [0, 7] tels que 0 < |t — 7| < §, définissons ¥ : [0, 7] — R par

d(o) = lg(|t = of) —g(|7 = o).

Posons

On peut aisément démontrer que la restriction de ¥ a [t,7] possede une symétrique
axiale par rapport a r, et ainsi

/07*1/)(0) do = /(Jt1/)(a) do + 2/:1/)(0) do + /:*1/)(0) do.
Or,
/Ot'lb(a) do = /Ot(g(t —0o)—g(t—o0))do
= G)+G(r—1)—G(r),
/tr';/)(a) do = /;(g(a —t)—g(r —0))do
= Gt =1)2) + G((r —1)/2) = G(r = 1),

[ eterde = [Tlglo =)~ glo 1)) do
= G(ro—7)—G(r =)+ G(r - 1),
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ou (F est la fonction définie par (1.16). Ainsi
T—t)/ T Te—1 (r—t)/2
e, (g,0) = 4/ da—/ g(o )da—/ g(a)da§4/ g(o)do
Tg—T 0

52 N
< 4/ da<4/

ce que nous voulions démontrer. L’assertion (1.27) découle des propriétés d’intégrabilité
de g. |

Théoreme 5 Soit g vérifiant (1.9) et (1.10). Alors

Tx

(1.28) sup |k(7,0)|do < +0
T€[0,7] ¥ 0

et

(1.29) sup T*|/€(T,O')| dr < +oo.
o€[0,74] YO

De plus

(1.30) lim max{e,(k,d),e,(k,0)} =

§—ot

Preuve : (1.28) et (1.29) sont des conséquences directes de la continuité de n et du
Lemme 2.
Pour § > 0 assez petit et (7,¢) € [0, 7,]? tels que |7 —¢] <4,

[ ko) = wt.o)ldo = [T(r.o)g(lr = o)) = n(t,0)g(lt ~ o) do
< /”|n<r oNlg(Ir = o) = g(lt = o)) do

+ [ ln(r.0) = it 0)lg(|t - o) do
< sup ra|/ (Jr —ol) = g(lt — o)) do
CTEO‘T*

+ sup |n(r,0)— ta|/ (t—0ol)d

o €[0,74]

Ainsi, d’apres le Lemme 2

(1.31) &, (%,9) < Inllwe,(9,9) + Vllww, (n, )]l
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ou v est définie par (1.25). Enfin, les Lemmes | et 3 impliquent que 5hH£r e, (k,0) =0.
0

En utilisant des arguments similaires, on démontre que

(1.32) g, (%, 0) < |Inlloe,(9,9) + Vllws . (n, )|l

et donc 5lirr£r e,(k,0) =0, ce qui termine la preuve. |
0

Théoréme 6 Soit T' défini par (1.6)- (1.11) et (1.13). Alors T' est un opérateur linéaire
compact a la fois de C°([0,7,]) dans lui-méme et de L*([0,7.]) dans lui-méme.

Preuve : soit E C°([0,7.]) et € > 0. Alors d’apres le Théoreme 5, il existe § > 0 tel
que ¢,(k,0) < ——. Soit 7 € [0, 7]. Alors, pour tout ¢ € [0, 7] tel que |7 —¢]| < 9,

S
(Ta)(r) - (O] < [ Ik(r,0) = it 0)lfe(o)| do

< lellae (#,9) <e

Ainsi pour tout € C°([0,7.]), Tx est continue en tout point de [0, 7], ce qui prouve
que C°([0,7,]) est invariant par 7. La linéarité de T est évidente.
De plus, soit x € C°([0,7,]) tel que ||z||., < 1. Alors pour tout 7 € [0, 7],

[

(o)) < [Tintr.o)lg(r = ol)le(o)|do

< all sup In(ro)l [g(lr — o) de
o €[0,74] 0
Donc, d’apres le Lemme 2,
T/ 2
(1.33) 17l <2l [ glo)do = Al

Ainsi T est borné de C°([0, 7,]) dans lui-méme.

Soit x € L'([0,7]). Alors

[iramies < [T m||x o)| do dr

< ell, sup [ lu(r, o) dr < +o0,
o €[0,74]

d’apres le Théoreme 5. Donc L'([0,7,]) est lui aussi invariant par 7.
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De plus, pour toute fonction = de L'([0,7,]) telle que ||z, <1,

|Tall, = /()T*‘/;n(r,a)g(h—a)x(a)da dr
(1.34) < Sl < +oo.

Donc T est borné de L'([0,7,]) dans lui-méme.
La compacité se déduit en considérant la fonction tronquée g, définie par

() 1= { 5(1/71) i 0<o<l/n,

(o) sinon.
L’opérateur intégral T, correspondant défini par
(La)(r) = [ n(r,@)gullr = ol)a(o) do

est compact a la fois de C°([0, 7,]) dans lui-méme et de L'([0,7,]) dans lui méme car
son noyau est une fonction continue sur le carré [0, 7,]%. Si x € L'([0,7.]), alors

(T=Te(r) = [ lolr—0) = g(1/n)n(r, 0)a(o) do
T+1/n
+ [ glr = o) = g mln(r.0)a(e) do
1/n
= [ Tl9() = g1 /mln(r = $)a(r = 5)ds
1/n
—I—/ g(L/n)n(r, 7+ s)x(T + s) ds.
Donc pour z € C°([0,7,]), qui est un sous-ensemble de L*([0,7]),
T —Tull. <4l / s)ds — 0, lorsque n — +o0,
et pour x € L'([0,74]), « étant prolongée par 0 en dehors de [0, 7],

[ = te@lar < [ [ lo(s) - aum)lintr.m — etz )
—|—|77(T,T—|—5) (14 s)|]dsdr

1/n T
= [ Vlats) = gu/m)l [ “intr.7 = s)a(r = s)|
+in(r, 7+ s)x(r + s)|]dr ds

Il [ 166) — g1 /m)1 [ Tt = 5)1+ Lt + )} dr s

1/n
< Allellnll [ g(s)ds
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donc

1
0

/n
T — T, < 4”77”00/ g(s)ds — 0 lorsque n — +oo.

Ainsi, dans les deux espaces, T est la limite uniforme d’une suite d’opérateurs compacts.
]

Remarque 2 La compacité de T de C°([0,7,]) dans lui-méme peut aussi se déduire
du Théoréme 5 en appliquant le Théoréme d’Arzéla-Ascoli (voir [22]). En effet, Soit
U une partie bornée de C°([0,7.]). La premicre assertion du Théoréme 5 implique que
V:=T(U) est aussi une partie bornée de cet espace. Soit y € V. Alors il existe x € U

telle que y = T'x. Soit ¢ > 0. Alors d’aprés la deuxieme assertion du Théoréme 5, il
existe 6 > 0 tel que €,(k,9) < HL Soit (r,s) € [0, 7.]* tel que |r — s| < §. Alors
x

H(X)

() = w(s)] < | [ (Cs.0) = nlr))a(t) de] < o] e, (,6) <

et donc V' est equicontinue. D’aprés le Théoréme d’Arzéla-Ascoli, V' est relativement
compacte dans C°([0,7,]) et donc T est compact de C°([0,7,]) dans lui-méme.

Remarque 3 On trouvera dans [38] des conditions nécessaires et suffisantes pour la
compacité d’opérateurs intégraux dans les espaces LP, ou 1 < p < o0.

Théoréme 7 Soit A défini par (1.6)- (1.11) et (1.14). Alors

T/ 2
(1.35) AL = lAl, =2 ™ glo) do = .

Preuve : lorsquen=1letz =1,

(12)(r) = (Aa)(r) = ["allr = ol)do. 7€ [0.7.],

et ainsi

Az, = sup g(|7 — o) do,

TE[0,74]

et d’apres I'inégalité (1.33) et le Lemme 2

T/ 2
1Al =2/ (o) do
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On définit pour chaque entier n > 2, la fonction z,, € L*([0, 7,]) par

{ 0 si lo — 7/2| > 1/n,
n

(o) = — sinon.
2

Alors, pour chaque n > 2, ||z,||, = 1 et il existe o, tel que |7,/2 — 0,] < 1/n et

Tw/24+1/n T
(136)  JAwl, =3[ [ Vgl = ol dadr = [Tgllr =l dr
2 Tef2— l/n 0
donc
Ti T/ 2
(1.37) lim | Azall, = [ g(lr = /2l dr =2 g(rydr =5,

Enfin, d’apres (1.34), pour tout = € L'([0, 7,]) tel que ||z||, < 1, ||[Az]|, < 7, et ainsi
JA[l, =,

ce que nous voulions démontrer. |

Nous terminons ce chapitre en énoncant deux lemmes tres utiles pour la construction
de bornes d’erreur relative.

Lemme 4 Soient z € C°([0,7,]) et 6 > 0. Alors
(1.35) o (T2,6) < e, (,8) ...

Preuve : évidente. |

Lemme 5 Soient z € L'([0,7.]) et & > 0. Alors

(1.39) w, (Tz,0) < ([[nll e, (9,9) + llww s (m, )Ll

Preuve : remarquons tout d’abord que

(1.40) sup sup sup |n(7+1,0) —n(t,0)] < [w,, (n,9)],
te[0,74] TE[0,8] o €[0,74]

et que

(1.41)

sup [ [Mlglir +1 = o)) = gllt = oDl (o)l dor dt < &, (g, 9)]all,

T7€[0,5]
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En effet, si 7 € [0, ], alors

(142) [ [lglr +t=ol) = g(lt = o])lla(o)| dordt =
[Tzt [Totle =7 =) = gllo — th] dords

< [lzfl, sup |g(|(0—7)—t|)—9(|U—t|)|dt,

o €[0,74]

ce qui, par passage a la borne supérieure par rapport a 7 sur [0,4], donne (1.41).

Soient x € L([0,7.]) et 7 € [0, ]. Alors

(143) [ TN(Ta)(r+ )~ (Ta)(0)]dt =

L7 i+ )gtir + ¢ = o) = (e, )g(t — ol)a(o) do

< (.0l + =) ~ollt =Dl do
aa
<H77Hoo// (= ol) =t~ (o)l o

9|t — o|)z(o) do| dt.

(|t = o) n(r+1t,0) - n(t,a))x(a)da‘ dt

+ sup sup |p(r+t, o) — ta|/

te[0,74] 0 €[0,74]

Enfin, d’apres (1.40) et (1.41) on obtient le résultat souhaité en passant a la borne
supérieure en 7 sur [0,0] dans les deux membres de I'inégalité précédente et en remar-

| gt = obe(o)do|dt = |IAell, < ylle]l '

quant que /
0

Commentaires bibliographiques

L’introduction de la notion de v-convergence par Ahues, Largillier et Limaye dans [7]
est "aboutissement de réflexions sur la recherche de conditions suffisantes sur une suite
d’opérateur (7,), -, pour qu’elle ait toutes les qualités pour se substituer a 'opérateur
limite 7' dans la résolution de I’équation (7' — zI)p = f ou dans le probleme spectral
Ty = dp. Ces réflexions ont étés initiées par Anselone dans [13] pour la recherche
de solutions approchées puis étendues aux problemes spectraux par Ahues dans [2] et
Ahues et Hocine dans [3].

Dans la plupart des ouvrages sur les équations intégrales linéaires, le sens du ca-
ractere faiblement singulier d’un noyau est souvent plus restrictif que celui choisi ici.
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Par exemple, dans [48] et dans [30], une fonction & : [0,7,]* — R est dite faiblement
singuliere si elle est continue pour tout 7 et o dans [0, 7] tels que 7 # o et s'il existe
une constante positive M et a €]0,1] tels que |k(7,0)| < M|t —o|*™!, 7,0 € [0,74],
7 # 0. On remarque qu’une fonction satisfaisant les hypotheses précédentes satisfait
aussi les hypotheses (1.8) - (1.11), ce qui rend notre définition plus générale.
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Chapitre 2

Solutions approchées

Cette section est consacrée a construire des approximations de l'opérateur 7' défini
par (1.13), et a donner des estimations a priori de l'erreur relative sur la solution
approchée correspondante. Pour tout ¢ € X*, 'adjoint topologique de X, et tout
x € X, on définit

(2.1) (x, &) = ¢().

Comme ¢ est linéaire-conjuguée, alors (x, £) est linéaire en x et linéaire-conjugué en
€, tel un produit scalaire d’un espace préhilbertien complexe.

2.1 Approximations de rang fini

Nous allons étudier ici une certaine classe d’approximations d’opérateurs dont 1’es-
pace image est un sous-espace de X de dimension finie. On rappelle que si un opérateur
linéaire borné est de rang fini, alors il est compact (résultat classique d’analyse fonc-
tionnelle donné par exemple dans [59] et dans [54]). On rappelle de plus qu’un opérateur
linéaire borné de rang fini dans un espace vectoriel normé s’écrit de la maniere suivante :

(22) T, = Z( > £n7j>en7]'7

J=1

ot n >0, et, pour j € [1,n], l,; € X*ete,; € X.
Si z appartient a ’ensemble résolvant de T),, alors, pour chaque f € X, I’équation
approchée

(2.3) Toen =2zp,+ f
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admet une solution unique qui dépend continiment de f, d’apres le Théoreme 3. Sa
solution ¢, € X sera alors considérée comme une solution approchée de I’équation (1.1).
Si nous appliquons chaque fonctionnelle /,,; aux deux membres de 1’équation (2.3),
alors, pour tout 7 € [1,n],

n

Z<S‘9n s gn,j><en7j > gn,i> - Z<99n7 £n7i> = <f7 £n7i>'

i=1

Si on pose

(24) An(%]) = <€n7]‘ ) gn,i>7 bn(L) = <f7 gn,z> et Xn(]) = <9‘9n ’ €n7]'>7

alors I’équation (2.3) conduit au systeme linéaire, de dimension n et d’inconnue x,,,
(2.5) (A, — zl,)x, = by,

ou |, désigne la matrice identité d’ordre n. On appellera A, «matrice d’approximation
d’ordre n associée a 'opérateur T,,». Une fois ce systeme résolu, la relation (2.3) donne
@y, sous la forme

(2.6) on =~ (ixnmen,j - f) .

Remarque 4 [l est important de constater que ['expression de la solution approchée
ainst déduile est donnée en termes des fonctions e, ;, 1 < 7 < n. Ainsi, lorsque ces
dernieres, ausst bien que f, peuvent étre €valuées en tout point, il en est de méme de
la solution approchée p,,.

2.1.1 Approximation par projection

On s’intéresse a des approximations obtenues a 1’aide d’une famille de projections
bornées de rang fini sur X. Une projection bornée m,, de rang fini n > 1 est définie par

n

(2.7) Tt =Y (T, &njden;, € X,

J=1

ol (€n,;)7—, est une base ordonnée de I'espace image de 7,, et (£,;)7_, est une base
adjointe de la précédente. L’intersection des noyaux de ces fonctionnelles linéaires-
conjuguées bornées donne le noyau de m,. On construit 'opérateur approché T, a
partir de T" et de 7, de la maniere suivante :

(2.8) T, =m,T.
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Ainsi, pour tout € X

(2.9) T,z = E T, &nj)en
7=1

En identifiant
(210) gn,j = T*fnd',

on retrouve bien la représentation (2.2).

On suppose que (m,) ., est ponctuellement convergente vers 1'opérateur identité
dans l’espace de Banach X sur lequel 1" est défini. Comme 7' est compact, d’apres le
Théoreme 1, la suite (7)., converge uniformément vers 7'. Alors, d’apres les Théo-
réemes 2 et 4, 'opérateur résolvant de T}, en z existe pour n assez grand et est unifor-
mément borné. Ainsi il existe ng > 1, tel que

(2.11) o) i= sup [[Fa(2)] < +ox.

nno

et d’apres le Corollaire 2, pour n > ng,

(2.12) le = @nll < c((Tn = T)ell = co()(T = 7a) Tl

Nous allons maintenant développer des exemples ou des bornes pour l’erreur relative
seront proposées, dans le cas de I'espace C°([0, 7,]) et dans le cas de 1’espace L'([0, 74]).

2.1.1.1 Application dans ’espace C°([0,7,])

On considere une suite d’interpolants affines par morceaux dans C°([0,7,]): soit
(7n,j)7=; une grille sur [0, 7] telle que

(213) 0= Tn,1 < Tn,2 <...< Tpn—1 < Tpn = Tk
On pose
(2.14) Pnj i= Tnj — Tnj—1  pour j € [2,n].

On définit, pour = € C°([0,7]) et j € [1,n],

(215) <{E, 5n7]'> = x(TnJ)a
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et, pour 7 € [0, 7] et 7 € [2,n — 1],

L+ (7o = 7) /A1 817 € [T, Tagial,
sinon,

€ni(T) =

{ L+ (7 = Tnj) /g 81T € [Tnjo1, Tujl,

(216) e, 1(7_) — { (Tn72 — T)/hmg S% T € [0, Tn,2]7
’ 0 sinon,
ean(7) 1= {“_ﬂw“”“m 17 € [Tan-1, 7],
’ 0 sinon.
On pose

hy, :=max{h,; : 7 €[2,n]}.

Lemme 6 La suite (7,),>2 définie par (2.7) et (2.13) - (2.16) est bornée.

Preuve : [Iml|.. = sup{[[moall. : € CO0,7.)), flafl =1} = 1. '

[

Lemme 7 Soient v € C°([0,7.]) et (mn)n>2 la suite définie par (2.7) et (2.13) - (2.16).
Alors

(2.17) I = m)zll o < wi (@ ha),

et ainsi lim ||({ — m,)z||, = 0, lorsque lim h, = 0.
n—00 n—>00

Preuve : on rappelle que pour tout 7 € [0, 7], Zn: len;i(7)] = 1. Alors
7=1

I = mell, = e | 36(r) = (g ens(r)] < (o).
> * ]:1
Enfin, comme z € C°([0,7,]), si li_>m h, =0, alors 1i_>m w_(x,hy,)=0. 1

Lemme 8 Soient T' défini par (1.13), m, définie par (2.7), (2.13) - (2.14) - (2.15) -
(2.16) et T,, défini par (2.8). Alors

(2.18) T — Tl <e (K, hy).
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Preuve : conséquence directe des Lemmes 4 et 7. 1

Lorsque T' est défini par (1.13) les coefficients de la matrice A, et du vecteur b, du
systeme (2.5) sont donnés, pour tout ¢ et j dans [1,n], par

(2.19) A (i,7) = (Ten;) (i) = /;n(rn,z-,a)g(|rn,i—al)en,j(a)da,
(2.20) bo(i) = (Tf)(rni) = /;n(rn,i,a)g(lrn,i—al)f(a)da-

Théoréme 8 Soient ¢ la solution de (1.15) avec T défini par (1.13) et f # 0. Soit @,
la solution de (2.3) avec T, défini par (2.8) et (2.13) - (2.16). Alors ¢ # 0 et pour n

assez grand,

o Bt <o) (sl [ oto o+l RaL )

el
ot co(z) est donnée par (2.11) et calculée avec la norme de C°([0,7,]).

Preuve : en appliquant le Lemme 7 a l'inégalité (2.12) il vient

[ — @nll < col2)w (T, hy).

Le Lemme 4 implique que

woo (Tﬁ‘ov hn) S 61 (KJ7 hn)”@”oo

La borne est obtenue en appliquant 1’inégalité (1.31) de la preuve du Théoreme 5 et le
Lemme 3. 1

Remarque 5 La borne de Uerreur relative (2.21) montre que

llew—ell _ ( [4to) da) £ 0 (Jwnnn )l

el

hn
Le terme / g(o)do mesure Uexplosion de la fonction g au voisinage de zéro, et
lw. ., (n, hn)ll. la variabilité de la fonction n. Notons que lorsque cette derniére est
constante, son oscillation est nulle, et par conséquent la borne ne dépend plus que de
lexplosion de g au voisinage de 0.
D’aprés (1.5), le Lemme 8 et Uestimation (1.31), la borne (2.21) est aussi une
magjoration du résidu relatif de @, associé a léquation (1.1).



26 CHAPITRE 2. SOLUTIONS APPROCHEES

2.1.1.2 Application dans ’espace L'([0,7,])

Soit (7,,;)7—o une grille sur [0, 7,] telle que

(2.22) 0=:700<Tn1 <...<Ton-1 < Tpp = Tx
Posons
(2.23) Pnj = Tuj—Taj—1 pour j € [1,n],

et définissons

Wy = min{hn’i NS [[1,”]]};
hy = max{h,; : j€[l,n]},
_ Hn

Remarque 6 Dans le cas d’une famille de grilles «quasi-uniformes», il existe une
constante q indépendante de n telle que, pour tout n, g < q,. Dans le cas d’une famille
de grilles uniformes, g, = 1 pour tout n.

On définit, pour = € L*([0, 7.]),

1 Tn,
(2.24) (x, &) 1= (o) do,
hn,j Tn,j—1
et, pour 7 € [0, 7],
o < ] L 1 517 € ]7—7%]'—177-717]'[7
(2.25) eni(7) 1= { 0 sinon.

Il est clair que (e, ;, &q.:) = d;; pour tout ¢ et j dans [1,n]. On remarque de plus que
lorsque z € C°([0,7.]), i lim+<.7c, €ni) = (7)) pour chaque ¢ dans [1,n].

n,i—0
Lemme 9 Soit v € L'[(0,7,]). Si lim h, =0, alors lim ||(I —m,)z|[, = 0.

Preuve : la convergence ponctuelle de 7, vers I'identité dans L'(]0, 7]) peut étre établie
en la démontrant tout d’abord dans C°([0,74]) (ceci sera fait en utilisant la continuité
uniforme sur [0, 7] et en utilisant le Théoreme de la Valeur Intermédiaire pour chaque
intégration sur les sous-intervalles |7, j_1, 7 ;[, 7 € [L,n]). Ensuite, on utilise la densité
de C°([0, 7,]) dans L'([0, 7]) et on applique le Théoreme de Banach-Steinhaus a la suite
bornée (m,), 5, :

(2.26) mll, = sup{llmazll, : @ € LY([0,7]), 2], =1} =1,
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car

T 1 Tn,j
lmazll, < /Ozh (/ |x(a)|da> en,(7) d7
n,] T

n Tn,y 1 Tn,j
= ([ etetao) ([ ar) = el
; Tn,j—1 n,7 Y Tn,j—1

et la borne est atteinte pour z = 1/7,.

Lemme 10 Soit x € L*([0,7,]). Alors

(2.27) 1 = ma)ell, < —w, (2 h).

n

Preuve : pour tout 7 € [1,n],

m/ (t)|dt dr
Tn,i—1vTni— 1

/"1/"1 (t)] dr di
'Tnzlt

/’“ /"’|gﬁ~¢+t ) — a(t)| dr dt
Tn,i—1 0

Tn,i h'n
/ / (1 +1) —x(t)| dr dt,
Tn,i—1 0

[0 = ma(r)ldr <

n,i—1

IN

et ainsi

I =mo)ell < = [ [Tlar ) = o) drd < Zo, (o).

Gn

ce que nous voulions démontrer.

27

Lemme 11 Soient T' défini par (1.13) et T, défini par (2.8) et (2.22) - (2.25). Alors

2
(2.28) 1T = Toll, < —(lInll, (g, hn) + Yllwss (1, )] )-

n

Preuve : conséquence directe des Lemmes 5 et 10.
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Lorsque T est défini par (1.13), les coefficients de la matrice A, et du second membre
b, du systeme (2.5) sont donnés, pour tout ¢ et j dans [1,n ], par

1 Tn,i Tn,y

(2.29) Ading) = [ [n(ro)glr - o) dodr,
] 17 ‘T;:: :l'i_

(2:30) buli) = o[ ['n(r.0)gllr — o)/ (o) do dr.

Théoréme 9 Soient ¢ la solution de (1.15) avec T' défini par (1.13) et f # 0. Soit ¢,
la solution de (2.3) avec T, défini par (2.8) et (2.22) - (2.25). Alors ¢ # 0 et pour n
assez grand,

. en —@ll, _ 2co(z hn
o Ll <200 (o) do sl il ).

ou co(z) est donnée par (2.11) et calculée avec la norme de L*([0,7,]).
Preuve : en appliquant le Lemme 10 & I'inégalité (2.12) il vient

2¢o(z)

HSD—S‘QnHl < wl(T@ahn)'

Le Lemme 5 implique que w, (T, hn) < ([nll<e, (g, 2n) + Yllwws (0, ha)l o]l - La
borne est obtenue en appliquant le Lemme 3. 1

Remarque 7 L’estimation (2.31) montre que

ool 0 (L [" o100} 4.0 (Lpossn.).

el G

A Uinstar de la borne (2.21), cette borne dépend de Uexplosion de la fonction g au voisi-

nage de zéro et de la variabilité de la fonction n. Mats contrairement au cas de l'espace

C°([0,74]), elle est aussi sensible a la régularité du maillage, mesurée par le rapport

Gn- D’aprés la Remarque 6, si les maillages choisis sont «quasi-uniformes», la borne
hn

précédente est alors du méme ordre que la borne (2.21). Si/ g(o)do tend vers zéro,
0

1

mais que — tend vers linfint, alors pour s’assurer que @, tende vers @, une certaine
n ‘ | B

prudence s impose dans le choiz des grilles du maillage afin que h_)m — [ g(o)do =0,

comme le montre Uexemple suivant : soit g :10,1] — R définie par
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Elle satisfait bien (1.8) (1.11). Soit (7,;)5—¢ la famille de grilles définie par

Tho = 0,
! 1<4< 1
Tn,j P ~J7>=n—1,
! 2(n — j) ’
Ton = 1.

Alors h, % fn = 2(721—_1), et

L™ o) 2l _ s

— | glo)do =
qnJ0 Hn

lorsque n tend vers l'infini, ce qui ne nous permet pas d’affirmer que la suite d’approxi-

2(n—1) =5

mations converge. Ce choix de grilles peut intervenir lorsqu’un raffinement du maillage
est nécessaire au voisinage d’un certain point ('origine dans notre exemple). Il est donc
important de faire varier le pas marimum en méme temps que le pas minimum.

Enfin, d’aprés (1.5), le Lemme 11 et lestimation (1.31), la borne (2.31) est aussi
une borne pour le résidu relatif de ¢, associ€ a l’équation (1.1).

2.1.2 Approximations par intégration produit

[’équation intégrale (1.15) est approchée par moyennes sur une grille (7, ;)7_, sur
[0, 7] telle que

(2.32) 0=:7h0<Tn1 <...<Tnp-1 < Tnn ' =Tk,

otn>1. A partir de cette grille, on construit une grille intermédiaire (7, ;)7_, satis-
faisant

(2.33) Tnj € Tnj-1,Tnj| pour tout j € [1,n].

On présente deux approximations différentes suivant ’espace considéré. On définit
comme précédemment

(2.34) hp; = Tnj—Taj—1 pourj€ [l,n],

)

(235) hn = max{hn,ja je [[Ln]]}

2.1.2.1 Application dans ’espace C°([0,7,])

On approche la solution ¢ de (1.15) par la solution ¢, de

Tn

(236) Soen(ushu(ri i) [ allr = ol)do = ziu(r) = f(7), 7€ 0,7

n,j—1
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On remarque que ¢, est entierement déterminée sur [0, 7] par ses valeurs aux noeuds
de la grille intermédiaire. Si 7 prend les valeurs 7,,; pour ¢ € [1,n] dans (2.36), et si
on pose

(237) Xn(]) = S‘Qn(?n,j)a ] € [[17n]]7

alors x,, résout le systeme linéaire

(2.38) (A, — z1,)%, = by,
ou
(2:39) An(isi) = 1(FaisFus) [ 91Fi = o) do

(2.40) b.(i) = f(Tni)-
Afin de construire une borne d’erreur pour ¢,,, on remarque que ,, résout
(2.41) (T, — zl)pn = f,

ol
(2.42) (La)(r) = Sa(Fain(r,7es) [ 97— al)do
7=1 Tn,yj—1

pour z € C°([0,7.]) et 7 € [0, 7]. On démontre facilement que

(2.43) 1Tl < AlInll-

On identifie la famille de fonctions (e, ;)7_; dans C°([0,7,]) définies par

(2.44) ni(7) :=n(T, ?n,j)/ " g(|t —o|)do  pour tout T € [0, 7],

Tn,j—1

et la famille de fonctionnelles linéaires-conjuguées (£, ;)7_; sur C°([0, 7.]) définies par

(2.45) (x, 4, ;) = x(7,;) pour tout = € C°([0,7.]),
et nous retrouvons la représentation (2.2).

est une

Théoreme 10 Si h, tend vers 0 lorsque n tend vers Uinfini, alors (T,), s,

suite d’approximations de T' collectivement compacte.
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Preuve : soit « € C°([0,7.]). Alors

(T = Ty)x

= sup
TE[0,74]

[
n,y—1

Ty n n,j
/ K(T,0)x Zx (Tnj)n (T Tn])/ (|7 —o|)do
0 j=1 T,

< s 3 [ Jollr = abllar.o)elo) = a(r. 7)ol do

‘TEO‘T*] 1

< wo (@ )T Al llww o (75 )l -

Ceci prouve la convergence ponctuelle de (77,), 5, vers T'. Grace au Principe de la Borne

Uniforme, la suite (||7,]]..), <, est bornée et ainsi I’ensemble

n>1
W= {T,z : z€C°0,7]), ||lz||. <1, n >0}

est borné. Il nous reste donc a prouver que W est équicontinu. Soient 6 > 0, x €
C°([0,7,]) tel que ||z]|, <1, (7,t) € [0,7]* tel que |7 —¢] < 4, et n > 0. Alors

(Ta)(r) = (a0 < 3 (o) (10770 [l = o) do
—n(t:5:5) [ "9l = o)) do)
< el 3 it 5ua) = ntt. 5l 1 = o) do
Ha(t, 7)) [ lollr = ol) (It — D] do]

< Awwa (9l + lInlle, (g5 9),

qui tend uniformément vers 0 par rapport a x et n, si § — 01, d’apres les Lemmes 1
et 3. 1

D’apres la preuve précédente, on remarque que

(2.46) woo (T, 0) < (Ylweos (05 9) | + [l (g5 ) |2

Corollaire 3 Soient T' défini par (1.6) et (1)), -, définie par (2.42). Alors il existe
ng > 0 tel que -

(2.47) co(z) = sup |R.(2)]. < +oo.

nno
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Preuve : conséquence directe du Théoreme 10, du Corollaire 1 et du Théoreme 4. 1

De plus, d’apres le Corollaire 2, pour tout n assez grand,

(2.48) len = ¢l < ()T = T)ell.-

Théoréme 11 Soient ¢ la solution de (1.15) avec T défini par (1.13) et f # 0. Soit
©n la solution de (2.3) avec T,, défini par (2.42). Alors ¢ # 0 et pour n assez grand,

en — ¢l T, fin
lien=¢ll. CM[” e (anl [ o) dor 4+ 3l (. )
ED B :
W Iy ha
(2.19) HIT = 211 25 o ) |

ot co(z) est donnée par (2.47).

Preuve : on a vu dans la démonstration du Théoreme 10 que

(T =Tl < wole Pl TN +Allellcllwn, (0 hn)l .

! (Te — f) donc

z

Or, ¢ =
wlpihn) < §|<wm<w,hn> T (fihn).

D’apres le Lemme 4,

wo (T, hn) < e (K ha)ell
et

w h., w s hy,
oo (foh) < 2=y oy < Gl gy o)

1/l 1/l

On obtient la borne (2.49) en appliquant I'inégalité (1.31) de la démonstration du
Théoreme 5. 1

Remarque 8 Contrairement auz estimations obtenues dans le cas des approzimations
par projection, la borne (2.49) fait intervenir la variabilité de f, le second membre de
l’équation. Notons que cette borne ne dépend pas de la régularité du maillage.
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2.1.2.2 Application dans ’espace L'([0,7,])

On approche la solution ¢ de (1.15) par la solution ¢, de

ko3
Tn,j

(2.50) I ,?w-)/ on(o)do — zp, = f  p.p. dans [0, 7]

7=1 Tn,y—1

On remarque que @, est définie presque partout dans [0, 7;] en termes de ses moyennes
locales associées a la grille. Si on integre, pour ¢ € [1,n ], chaque membre de (2.50) sur
[Tn,iz1, Tni, si on divise par h,;, et si on pose

1 Tn,j

(251) (i) =

hn7j Tn,j—1

pn(o)do, je[ln],

alors x,, résout le systeme linéaire

ou

o e . hoj [Tmi

(2.53) Aali,g) = 72| R(T,Ta) dT,
1w

(2.54) b,(i) := flo)do.

hn,i Tn,i—1

Afin de construire une estimation de ’erreur relative, on remarque que ,, résout

(2.55) (T, — zl)en = f,

ou

(2.56) Thx = &(- ,?mj)/ " z(o)do  p.p. dans [0, 7.
j=1 Tn,j—1

On identifie la famille de fonctions (e, ;)7_; dans L'([0,7.]) a
(2.57) €nj = hnik(+,Tn;), p-p.sur [0,7],
et la famille de fonctionnelles linéaires-conjuguées (£, ;)7_; sur L'([0,7.]) &

1 Tn,j
z(o)do pour tout = € L'([0,7]).

hn7j Tn,j—1

(2.58) (v, ly;):

On retrouve encore la représentation (2.2).

Théoreme 12 Si h, tend vers 0 lorsque n tend vers Uinfini, alors (T,), -, est unifor-
mément convergente vers T dans L*([0,7.]). -
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Preuve : soient z € L*([0,7]) et n > 0. Alors

n

|7 =Tyl = [7|] w(r0)a(o)ds =S w(r70s) [ wlo)do|dr
0 0 j=1 Tn,j—1
< [N [ Intro) = nlr Fulle(o)] do) dr
0 j:l 'Tn,]—l

Tx

Ainsi, pour tout = € Ll([(), 7)),

(2.59) (T = T)all, < &,(k, bl

s

et donc si x est tel que |[z|, <1,
(T = T)z]], < e,(k,hn).

Supposons que li_>m h, = 0. Alors, d’apres le Théoreme 5, ||(T, — T')z||, tend unifor-
mément vers 0 par rapport a = lorsque n tend vers l'infini, ce qui termine la preuve.
]

Corollaire 4 Soient T' défini par (1.6) et (1,,), -, définie par (2.56). Alors il existe
ny > 0 tel que -

(2.60) ci(z) = s;1p |R.(2)], < +oo.
nsni
Preuve : conséquence directe des Théoremes 12, 2 et 4. |

De plus, d’apres le Corollaire 2, on obtient, pour n > nq,

(2.61) len = ¢lly < (I = T)ell,-

Théoréme 13 Soient ¢ la solution de (1.15) avec T défini par (1.13) et f # 0. Soit
©n la solution de (2.3) avec T, défini par (2.56). Alors ¢ # 0 et pour n assez grand,

o len — ¢l hn
(2.62) TR < 61(2)(4HT7H00/0 g(o)do +yllw. . (1, k)]l ),

ot ¢1(z) est donnée par (2.60).
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Preuve : on applique I'inégalité (2.59) a (2.61). On obtient la borne grace a l'inéga-
lité (1.32) de la preuve du Théoreme 5. 1

Remarque 9 On retrouve une borne relative du type (2.21) comme dans le cas des
approzimations par projection dans lespace C°([0,7.]).

De plus, d’aprés (1.5), (2.59) et Uestimation (1.32), la borne (2.62) est aussi une
borne pour le résidu relatif de @, associ€ a U'équation (1.1).

Commentaires bibliographiques

Dans [7] on démontre qu’un opérateur de rang fini peut toujours s’écrire de la
fagon (2.2).

Deux autres approximations de rang fini peuvent étre construites a partir d’une
famille de projections bornée. Le choix T, := T'm, est appelé approximation de Sloan
([72]). Le choix T, = m, T'm, est appelé approximation de Galerkin. Les approximations
d’un opérateur compact par projection construites plus haut ont ’avantage d’étre uni-
formes, contrairement aux approximations de Sloan et de Galerkin qui, en général, sont
seulement v-convergentes. On trouve dans [48] la description d’autres types d’approxi-
mations d’opérateurs intégraux.

2.2 Raffinement itératif de solutions approchées

2.2.1 Trois schémas de raffinement

Plus la précision demandée sur la solution approchée ¢, est grande, c’est-a-dire
plus le pas h,, de la grille est petit, plus la dimension du systeme correspondant est
importante. Sa taille peut d’ailleurs devenir vite prohibitive d’'un point de vue nu-
mérique et, dans ce cas, non seulement la stabilité des algorithmes de résolution de
systemes linéaires peut étre compromise, mais le conditionnement de la matrice peut
se détériorer.

Les schémas de raffinement donnent une réponse a ce probleme : ils nous permettent
d’obtenir itérativement la solution exacte d’un grand systeme linéaire par le biais de
la résolution d’une suite de systemes linéaires de taille modérée et fixe.

Dans le cadre général des problemes non linéaires, les méthodes de raffinement
itératif ont été formalisées dans [74] qui a servi de référence principale aux propositions
développées dans [5] pour étre appliquées a des problemes spectraux. Une synthese de
ces méthodes est retenue dans [26].
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Les schémas de raffinement itératif que nous présentons ici sont de la forme

(2.63) yo = G, N
y® ) =y — G () (TyW — 2y — f), k>0,

ou (,,(z) désigne une approximation de R(z) qui peut dépendre éventuellement d’un
parametre entier n.
La fagon la plus élémentaire de raffiner une solution approchée ¢, = R,(z)f est de

choisir G, = R,, dans (2.63):
b0 = o = B(2)].
(2.64)
e+ = ) R () (Ta® — z2® — ), k>0,

comme le propose Atkinson dans [14] pour des équations intégrales de second espece,
a noyau continu, discrétisées par la méthode de Nystrom.
Comme R(z) satisfait les identités

R(:) = H(R(:)T )= L(T'R(z) ~ 1),

z

deux nouvelles approximations de R(z) sont ainsi motivées:

Ro(z)i= SRAHNT —1) et Bu2) = ~(TR.(z) - ).

V4 z

Ces approximations conduisent aux schémas de raffinement itératif suivants:
7O = R,.(2)f,
(2.65)
gD = ) R () (TFR — 220 — f), k>0,

qui constitue une formulation plus générale et plus abstraite de la méthode proposée
par Brakhage dans [21] telle qu’elle est reprise par Atkinson dans [14], et

70 .= E)n(z)f,
(2.66)
f(k‘l'l) =

que l'on appellera «schéma (C)», comme 'indique le tableau suivant :

®) — R, (2)(T2W — 220 — f), Ek>0.

=)
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Schémas Go(2)
Atkinson (A) (2.64) Ro(2) = (T — 1)~
Brakhage (B) (2.65) R.(z) = E(Rn(z)T 1)
Schéma (C) (2.66) Rolz) = é(TRn(z) ~ 1)

Remarque 10 (Lien avec ’accélération) Nous allons démontrer que la suite d’ité-
rés (2o produite par le schéma (2.64) correspond exactement a la suite d’itérés
induite par un schéma d’accélération classique. FEn effet, si R,(z) existe, alors 'équa-
tion originale (T — z1)p = f peut s’écrire de la maniére équivalente suivante :

(2.67) (1= Ru(=)(Ty — T))g = Ru(2)
Aussi, si R,(z) est telle que
(2.68) [ Bn(2)(Tn = T <1,

Vopérateur I — R, (2)(T, —T') admet une inverse bornée qui, grace a la série de Neu-
mann, satisfait

(2.69) (I = Ru(o)(T, — 1)) _I+E[R W1, — T)).

(On trouvera une preuve de ce résultat dans [48], un résultat plus général étant démon-
tré dans [54].) Ainsi, sous Uhypothése (2.68), la solution ¢ est donnée par

(2.70) 2)f + Z T — T Ru(2)f
Cette derniére relation motive de maniére naturelle le schéma d’accélération suivant :

(2.71) ¥ = Xk: T, — T R.(2)f, k>0.
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Nous allons démontrer que les schémas (2.64) et (2.71) générent la méme suite d’itérés.
Soit (x™))50 la suite produite par le schéma (2.64). Il est clair que

20— W(2)f = o).
Supposons que, pour k > 0 fizé, t*) = p*) selon (2.71), alors d’aprés (2.64)

kD) = (I — Rn(2)(T — Z[)).’E(k) + R.(2)f

= (U= R.()(T =T+ T, = 21)) Z:[Rn(Z)(Tn — D)V Ra(2)f + Ra(2)f

= VIR (T = T Ral2)f + Bl

= Y IA()(T =TIV Ru(2)]

= ),

ce qui conclut la récurrence.

De méme que le calcul d’un résidu qui tend vers 0, la résolution d’un systeme linéaire
homogene peut étre instable. Ainsi les théoremes suivants sont intéressants pour la
mise en ceuvre effective de ces schémas.

Théoréme 14 Soit (x(k))k>0, la suite définie par (2.64). Alors, pour tout k > 0,

e® )= 2O L R () fEHD),

ou

Preuve : pour tout k& > 0,

e = 2B R () (T2e® — z2® — f)
= W _R.(NT =T, + T, — z1)a®™ 4 2
= 2O 4 R,.(2)(T, — T)z®
= 2O 4 R, (2)f*),

ce que nous voulions démontrer. |
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Théoréme 15 Soit (f(k))loo’ la suite définie par (2.65). Alors, pour tout k > 0,

#0) — 50 4 Lp o)
z
ot

FEY =1, —TYTE®W, k>0,

Preuve : comme z # 0, pour tout & > 0,

1
D = 3 - (R ()T — D)(TFH — 22 — f)
z
1
= W 479 4L (I —R,(2)TNT =T, + T, — 2z
z
1 1
= #9470 4 (1 = Ru(2)T)(T = T)FH + ~(I = Ra(2)T)(T — 2 1)F"
z z
1 1 1
= T4 —(I = Ru(2)T)(T = T,)7W + “T, 7% — ZR.(2)T(T,, — =1))7®
4 4 4

1 1 1
= 704 (1~ T)&® — ~Ra(2) [T(T = T,) + T(T, — 21)| &9 + ;Tni(’“)

1 1
= 704 -T5W - —R,()(T - 21)T7W
z z

1
= 04 21— Ru()(T — 21| T7®
4

= 501 LR, ()@, — 1) — Ru(o)(T — 21)] TFW
4

= 504 Xp ym - myTE®
4

= 504 Lp e
4

ce que nous voulions démontrer. |

Théoréme 16 Soit (f(k))loo’ la suite définie par (2.66). Alors pour tout k > 0,

#6+0) Z 50 4 Lpp oy fe)
z

9
ou

FE = (1, = T)z® k> 0.
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Preuve : comme z # 0, pour tout k£ > 0,

1
pH) = W (TR (2) — D(TEP — 22 — f)

V4
1

= W4 —(I = TR.()T = T, + T, — 1)z + 5
V4
1 1

= 304 S(I = TR()(T = T,)#% + 3O 4 =(I — TR (2))(T, — 21)z™®
z z

1 1 1
= 3O 430 4 (I~ TR,())(T — T,)3" + ~(T;, — 21)a® — ~73®
V4 z z

1 1

= 2O 4 (I = TRL(2))(T — T,)3® + =(T,, — T)z®
z z
1

= 39— —TR.(2)(T - T,)z"¥
z

= 20 4 Lpp (o) fe,
z

ce que nous voulions démontrer. |

2.2.2 Convergence et bornes d’erreurs

Donnons tout d’abord quelques estimations générales pour les erreurs relatives entre
les itérés donnés par chaque schéma et la solution exacte du probleme.

Théoréme 17 Soient (z*));50 la suite définie par (2.64) et f # 0. Alors p # 0, et
pour tout k > 1,

) ~ o e
o S MG (T =T,

Preuve : on remarque tout d’abord que
29— = Ru(2)f—¢
= (R (Z)(T—Zf) e
= (R (Z)T Rn(z) = D)y
= ( n(2)T = Bu(2)T) g
= Ru(2)(T = To)p.

Ainsi, d’apres le Théoreme 14 et par récurrence sur k > 0,

2 ®) _ = (Rn(z)(Tn - T))k(x(o) — ).

(2.72)
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]
Théoréme 18 Soient (7*));50 la suite définie par (2.65) et f # 0. Alors p # 0, et
pour tout k > 1,
129 — ¢
Il

Preuve : on remarque tout d’abord que

(2.73) <

[lzazn(z)(Tn _ T)T] o

z

—p = —(Bu()T = I)(T'—2l)p—

(Ro(2)TT — zR,(2)T =T+ zl)p — ¢
(Ro(2)TT — (2R, (2)+ DT 4+ 2zl — ¢
(Ro(2)TT — Ry(2)T, T + zI)p —

()T = T,)Te.

IS N N e B S

Ainsi, d’apres le Théoreme 15 et par récurrence sur k£ > 0,

~ 1 ko
9 — o= (CR(T = TIT) (3 =),
d’ou la majoration recherchée. |
Théoréme 19 Soient ()50 la suite définie par (2.66) et f # 0. Alors p # 0, et
pour tout k > 1,
129 — ¢
el

Preuve : on remarque tout d’abord que

:|k-|—1

(2.74) ETRn(z)(Tn s

T~ = Z(TR.(z) =T —zl)p—o
(TRu(2)T — 2TRu(2) = T+ 2l)g — ¢
(TRo(2)T = T(2Ru(2) + 1))p — ¢

(TR,.(2)T — TR,(2)T,)¢

I I e N B B S B B S B

~
=

()T = To)p.
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Ainsi, d’apres le Théoreme 16 et par récurrence sur k > 0,

W — = GTRn(Z)(Tn - T>)k (3% — ),

d’ou la majoration recherchée. |

Ces derniers résultats conduisent aux théoremes suivants qui donnent des estima-
tions de l'erreur relative pour chaque schéma de raffinement appliqués a des approxi-
mations par projection et par intégration produit, et ceci dans le cas des espaces C° et
L'. On rappelle que

(2.75) max{|[ 7|, |71, } < ~lnll..-
On définit de plus

(2.76) a,(hn) := [[nllgi (g hin) + Vlwears (0, i) o -

Lorsque la fonction 1 est constante par rapport a sa premiere variable (ce qui est la
cas dans certaines de nos applications astrophysiques),

) < Il (gut) = O ( [ ate) o).

2.2.2.1 Approximation par projection

Dans le cas des approximations par projection, (7),), ., converge en norme vers T’
a la fois dans C° et L' . Ainsi, on peut utiliser le fait que

(2.77) | Ru()(Tn = T < [eo(I T — T, k> 0.

On rappelle (voir les Lemmes 8 et 11) que dans le cas des approximations par projection,

(2.78) 1T =Tl < ek hn) < a,(hn),
2

(2.79) 1T =TI, < —a,(hn).
Gn

Théoréme 20 Soient (Jc(k))kzo, (f(k))kzo et (f(k))kzo les trois suites définies par (2.64),
(2.65) et (2.66) respectivement, et f € C°([0,7.]). Si f # 0, alors ¢ # 0 et

(2.80)

(k) _ ~(k) _ S (k) _
max{ E: ¢||m7 |z SOHOO7 |z @!\m} _0 (al(hn)k-l—l) _
]l ]l ]l
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Preuve : c’est une conséquence des Théoremes 17, 18 et 19, et des inégalités (2.77),

(2.78) et (2.75). I

Théoréme 21 Soient (Jc(k))kzo, (f(k))kzo et (a?(k))kzo les suites définies par (2.64),
(2.65) et (2.66) respectivement, et f € L'([0,7]). Si f # 0, alors p # 0 et

(k) _ ~(k) _ S(k) k1
max{llw 90||17 |z sOHlj |z @I\l} _0 (ial(hn)) _
lell, lell, lell, n

Preuve : c’est une conséquence des Théoremes 17, 18 et 19, et des inégalités (2.77),

(2.79) et (2.75). I

(2.81)

2.2.2.2 Approximation par intégration produit

Cas de I’espace C°

Dans le cas des approximations par intégration produit dans C°([0,70]), (7%),,
converge de fagon collectivement compacte vers T' lorsqu’il est défini par (2.42). Alors
(T = 1)1, 5y et (T = T)T5)

pact. Puisque

,>1 sont convergentes en norme vers 0, car 1" est com-

Bn(2)(Tn = T) B (2)(T5 = T)
= Bn(2)(Tn = T)Bn(2) T A+ Bn(2)(Tn = T) R ()T
Ru(2)[(T — T)TRo(2) + (T — T) Ru(2)T1,

et que
(T —T)R.(2)T = (T —T,)(R.(2) — R(2))T + (T — T,)R(=)T
=(T-T)R.(z)(T —T,)R(z)T + (T —T,)TR(z)
=(T-T)R.(z)(T —T,)TR(z) + (T — T,,)TR(=),
alors
(2.82) H (Ru(z)(T - 1)) <

co(2)[co(2) (T = T)Tull (col )| R()NT |+ ITall) + [ R() DT — T
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Le principe de la Borne Uniforme implique que la suite (7),) ., est bornée car elle

converge ponctuellement. De plus, dans le cas des approximations par intégration pro-
duit dans C° on rappelle (voir preuve du Théoreme 10) que

(2.83) (T = Tzl o < woleha)l Tl + M@l llww,. (0 o)l

et les inégalités (1.38) du Lemme 4 et (2.46):

Weo (T, hn) <& (K ha)l[2]]. < @, (hn)ll2].,

Woo (Tnz, hn) < (Ylwse,s (0, )l + [l o2 (g5 )2l = e (R[]
Donc
(2.84)

max{|[(T" = T5)T ||, (T = To)Tall o } < 0, (hn)[[ T o + Yl (0, )]
On définit
(2.85) Bi(hn) i= o, ()| T 4 Yllws.o (0, )]
Finalement,

(2.86) [[(Ra(=)(Tw = 1)) 1., <
co()B, (hn) [e0(2) + I1R(2)]| (1 + 2co(=)31Inll.)] = O (B, ().

Nous obtenons le théoreme suivant pour ’estimation de ’erreur pour chaque schéma
de raffinement, ou [.] désigne la fonction partie entiere.

Théoréme 22 Soient (x50 la suite définie par (2.64) et f € C°([0,7.]). Si f #0,
alors ¢ # 0,

(2.87)

12 = ¢l _ 0 W, hn) )
el —“<%”+0(“mm)+0mm4mmmga

et, pour tout k > 1,

. [Ea [£4]
(2.88) oS0 <ﬂ1(hn) ) .
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Preuve : si k = 0, alors z(®) — p = ¢, — ¢ et I'estimation de I'erreur relative est donnée
par la borne (2.49) du Théoreme 11.
Si k=2l —1 pour [ >0, alors d’apres le Théoreme 17,
=Y — o]l
el

| (Ba(=)(T — 1))
| (Ba(=)(T. - D)

IN

Si k=2l pourl >0,

Hoo

2 =2l (R (ym - 1)

204+1
R )

IN

IR (I + Tl M (Bal=)(To = T)) I
2c0(2) Il (Bu(2)(T0 — T)) 1.,

d’apres (1.33) et (2.43). Alors d’apres (2.86), pour tout k& > 1,

z k) — kg1
=0 ().

IN

ce que nous voulions prouver. 1

Théoréme 23 Soient (7F));5o la suite définie par (2.65) et f € C°([0,7.]). Si f #0,
alors ¢ # 0 et, pour k > 0,

[E -
(2.89) — =0 (8.(h)").
el ( )
Preuve : si k > 0, alors d’apres le Théoreme 18

~(k) _ k+1
Pl z

La borne provient de I'inégalité (2.84). 1

Théoréme 24 Soient (2750 la suite définie par (2.66) et f € C°([0,7.]). Si f #0,
alors ¢ # 0,

(2.90)

B el _ g, ) o
el ‘”“NM”+O(HMW)+me4mmmg,
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et, pour k > 1,

—-

(k) _
(2.91) IE =l _ g (@1(hn)[%]) .
el
Preuve : 2 — o = LT R, (2)(T — T,)¢ = 1R, (2)T(¢n — ), et I'estimation de l'erreur
relative est donnée par la borne (2.49) du Théoreme 11.
Sik=2l—1 pour ! >0, alors

123D — o 1 2
i < E@WW@K&@ME—TDH;

Si k = 2l pour [ > 0, alors

17 — ¢l !
Il ERS
2 2
< e Ol (BT = )L,

1T Ro(2)(To = TY N (T Ra(2)(T = 7))

d’apres (1.33) et (2.43). Alors d’apres (2.86), pour tout k& > 1,

17 —ell.. _ (4]
=0 (),

ce que ne voulions prouver. 1

Cas de ’espace L!

Dans le cas des approximations par intégration produit dans L'([0, 7)), (7}.), 5, est
convergente en norme vers T lorsqu’il est défini par (2.56). Ainsi, nous pouvons encore
utiliser 'inégalité (2.77). On rappelle de plus (voir preuve du Théoreme 12) que dans
ce cas,

(2.92) 1T = Tull, < &, (5, hn).

Lorsque la fonction n est constante par rapport a sa deuxieme variable (ce qui est la
cas dans certaines de nos applications astrophysiques),

cirat) < lles(out) = O ([ ate o).
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Théoréeme 25 Soient (Jc(k))kzo, (f(k))kzo et (a?(k))kzo les suites définies par (2.64),
(2.65) et (2.66) respectivement, et f € L'([0,7]). Si f # 0, alors p # 0 et

(2.93)

(k) _ ~(k) _ (k) _
maX{Hl‘ 90!\17 |z @Hl’ |z soHl} _0 (52(/{7%)“1)_
lell, el lell,

Preuve : c’est une conséquence des Théoremes 17, 18 et 19, et des inégalités (2.77),

(2.92) et (2.75). I

2.2.3 Tests d’arrét

Les schémas de raffinement itératifs présentés ici construisent des suites qui conver-
gent vers la solution exacte du probleme; il est donc légitime de se poser la question du
test d’arrét des algorithmes correspondants avant leur mise en ceuvre, ces tests pouvant
porter sur ’erreur ou sur le résidu. La solution exacte n’étant pas connue en général, la
premiere possibilité impliquerait donc le calcul, a chaque itération, des estimations de
Perreur décrites plus haut. Or, dans [8] , ou la méthode d’approximation de rang fini a
été appliquée a des problemes admettant des solutions exactes connues, il apparailt que
les bornes d’erreurs sont, dans certains cas, pessimistes. Si nous choisissons donc de
porter le test d’arrét sur ’erreur en utilisant les estimations précédentes, nous risquons
de demander a ’algorithme plus d’itérations qu’il ne lui en faut en réalité pour obtenir
une précision désirée. Nous avons donc choisi de porter le test d’arrét sur le résidu et
nous allons justifier ce choix plus en détail.

On rappelle que les schémas de raffinement itératif s’écrivent de maniere générale

v = G.(2)f,
y* ) = O (T — G ()T = 21))y®,

ou (,(2) joue le role d’une approximation de l'inverse de I'opérateur 7' — zI, dans le
sens ou 'on suppose que ||I — G,(z)(T — zI)|| < 1. La solution exacte ¢ du probleme
(T — zI)p = f, vérifie de fagon évidente 1’égalité suivante:
o=y + (I = Gu(2)(T = 2D))e.

Désignons par e¥), respectivement par r(¥), I’erreur, respectivement le résidu, associés
4 I'approximation y® produite par le schéma:

e®) = y®) o

rk) = (T — Z[)y(k) - f.
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Ainsi
e = —(1 = Go(2)(T = 2D))g,
et, pour tout k > 0,
() (51 o (1 — G (2)(T = 21))e® = —(1 = G (2)(T — 21))*+119),

Le taux de convergence 7, de la suite (e(k))k>0 est donc

(2.94) e = ||[I — Gn(2)(T — z1)]|.
D’autre part
rO = (T =2y — f = (T = 21)Gn(2) = 11,
et, pour tout k > 0,
Pt = (T — z]) (k+1) _ f
= (T = 2D)(Gu(2) f + (I = Gn()(T = zD)y* — f
= (T = 2D)Go(2)(f — (T = 2D)y") + (T = 2D)y® — f
= —(T — 2D)Gp(2)r® 4+

= [[ — (T — 21)G,(2)]r®
= —[I — (T — 21)Gp(2))**r,

Le taux de convergence 7, de la suite (T(k))k>0 est donc

r = 1 = (T = 21)Ga(2)].

On définit les erreurs et résidus relatifs correspondants par

(2.95) - ”e(k)”,
[l
]|
(2.96) p® = :
KAl
Alinsi,

B) < (I = Go(2)(T — =1))F|
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et
o9 < (1 = (T = 21)Ga(2)) 4]
Les suites (6(k)) et (p(k)) sont donc dominées par une méme suite.
k>0 k>0

Remarque 11 Par abus de langage, on appellera «résidu relatif» a la fois la fonction

TyW(r) — 2yW(r) — £(7)

T = et sa norme p(k).

1/l

2.2.4 Mise en ceuvre

Chaque schéma demande 1’évaluation de T' en certains points de X. En pratique
T n’est pas utilisé dans ce but et un opérateur approché 7', de la famille (7)), est
préféré, ou m > n. Le schéma correspondant convergera donc vers la solution exacte
©m du probleme approché

(2.97) (T, — zD)pm = f.

Dans la suite, aucune comparaison n’est faite entre les solutions données par ces
schémas. Afin d’alléger le texte, nous utiliserons les mémes notations, introduites dans
la section suivante, pour écrire les différents fonctions, vecteurs et matrices intervenant
dans la mise en ceuvre de chacun des trois schémas.

2.2.4.1 Notations et définitions

Chaque schéma de raffinement admet une formulation équivalente en terme de deux
familles de fonctions auxiliaires (f(k))kzo et (’U(k))kzo. Nous désignons par z* le kieme
itéré construit par un schéma donné, et pour k& > 0 on définit les vecteurs

xk) e ¢ tel que, Vi€ [1,n], xW(@) = (z®) 4,,),
x5 € CmxL tel que, Vi € [I,m], xW(i) = (z® 4,.),
vt e €1 tel que, Vi € [1,n], vP() = (oD g0,
b¥) ¢ C***  tel que, Vi € [I,n], b®G) = (f® £,.),

bm c mel tel que, Y1 c [[17Tn]]7 bm(L) = <f, Em,i>7
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ou (£n)", et (€i)7, sont les familles de fonctionnelles linéaires-conjuguées interve-
nant dans la définition des opérateurs approchés de rang fini 7, et T}, respectivement
(voir section 2.1, définition (2.2)). Soient A la matrice d’approximation d’ordre n asso-
ciée a T}, et B la matrice d’approximation d’ordre m associée a 1),. Alors

A e C" st telle que, Y(i,7) € [[17”]]27 A(z,5) == (en;» ln,i),
B e C"*™ est telle que, ¥(i,7) € [L,m]*, B(i,7) = (€m;, lumi)-

2.2.4.2 Matrices de prolongement et de restriction

La mise en ceuvre des schémas de raffinement (2.64), (2.65) et (2.66) fait intervenir
les matrices suivantes :

C € Crxm o telle que, \V/(L,]) c [[Ln]] X [[17?’)”1,]], C(E,]) = <€m,j ; gn,i>7
D € C™*" telle que, \V/(L,]) c [[Lm]] X [[1,71]], D(L,]) = <€n7j 5 €m72>

La détermination de leurs coefficients est simplifiée sous certaines hypotheses sur les
familles de fonctions (e, ;)% et (em ;)7 et les familles de fonctionnelles linéaires-
conjuguées (£, ;)7_; et ({,,;)7,. Supposons qu’il existe deux matrices P € C™*" et
R e C**™ telles que

(2.98) €nj > P(k,j)emy, pour tout j € [1,n],
k=1
(2.99) lni = Y_R(i,k)lr, pour tout s € [1,n].

x~
Il
—

Les matrices P et R sont appelées respectivement «matrice de prolongement» et «matrice
de restriction». Alors, pour tout (z,7) € [I,m]x[L,n],

D(i, ) = 3 B(i, K)P(k, J).

k=1
et ainsi
D = BP.
De méme, pour tout (¢,7) € [1,n]x[1,m], C(i,7) = in: R(i, k)B(k, 7), et ainsi
k=1

C =RB.

Nous allons maintenant détailler la construction des matrices de prolongement et
de restriction dans le cas des approximations par projection et dans le cas des ap-
proximations par intégration produit appliquées dans chacun des espaces C°([0,7,])
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et L'([0,7.]). Nous verrons que les hypotheses (2.98) et (2.99) sont satisfaites si on
considere des grilles emboitées.

Cas des approximations par projection

Soient m, et m,, deux projections de rang fini définies par

(2.100) Tt = Y (z,&n)en;, € X,
7=1
(2.101) Tt = Y (x, € Emis T E€X,

s,
Il
—

oli (€ ;)7 est une base ordonnée de I'image de m, et (,;)7_, une base adjointe. De
méme, (e, ;)7 est une base ordonnée de I'image de m,, et (e}, ;)7., une base adjointe.
On désigne par X, et Y, (resp. X, et Y,,) 'espace image et le noyau de 7, (resp.
Tm). Supposons que T, et T, soient construits a ’aide de ces projections de la maniere
suivante :

(2.102) T, =m,T et T, =7m,T.

Alors on identifie

(2.103)
\V/] € [[1,71]], En,j = T*fn,j et Vk € [[1 m]] E k= T* *

Supposons que X, C X,, et que Y,, CY,,. Alors, pour tout 7 € [1,n],

(2.104) €ni = Tm€ni = E<€m, €;,k>€m,k7
k=1
(2105) fn,i = Z emk; fnz mk

En effet | soit u € X, alors il existe un unique couple (2,,,yn) € X, x Y, tel que
U = Ty + Y. Alors, pour tout ¢ € [1,n],

<u7 5n72> = <$m ) fn,2> + <ym ) 5n,z>
=0

m
= Eu emk emk7§n2>
k=1
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Aussi, pour tout 7 € [1,n], {,; = in: (€mk s Eni)lm i, €t (2.104) est évidente. Enfin,
k=1

(2.106) V(k,j) € [L,m] x [1,n],  P(k,j) = (en;, €nr)s

(2.107) ViR e[l x[ml,  RGE) = (e €us).

Cas ou X = C°([0,7])

On considere deux grilles (7, ;)%_; et (7., ;)7 du type (2.13), les fonctions (e, ;)7_,
et (en,;)i=, définies par (2.16) ainsi que les fonctionnelles (&, ;)7-; et (§n;)7L, défi-
nies par (2.15) correspondantes. On note m, et m,, les projections correspondantes.
Supposons que ces grilles soient uniformes et telles que

(2.108) ro 1=

soit un entier naturel non nul. Alors X,, C X, et Y,, C Y,,. En fait, pour tout j € [1,n],

m
e’l’b,j = ﬂ-mend = E €n7](7—m7k)em7k'
k=1

Matrice de prolongement
D’apres (2.106), pour tout k dans [1,m] et tout 5 dans [1,n],
(2.109) P(k,5) = (ni s €, ) = €n(Tmpk)-
Matrice de restriction
D’apres (2.107), pour tout ¢ dans [1,n] et tout k& dans [1,m],
R(i, k) = (emk s &ni) = €mp(Tnsi)-
C’est-a-dire, d’apres (2.108), pour tout ¢ dans [1,n] et tout & dans [1,m],

(2.110) R(i,k):{ (1) sik=(—1)ro+1,

sinon.
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Cas ou X = L'([0,7])

On considere deux grilles (7, ;)7_y et (Tm,;)7=o du type (2.22), les fonctions (e, ;)7_,
et (en,;)7, définies par (2.25) ainsi que les fonctionnelles (&, ;)7-; et (§n ;)7 défi-
nies par (2.24) correspondantes. On note m, et m, les projections correspondantes.
Supposons que ces grilles soient uniformes et telles que

(2.111) ry = —

soit un entier naturel non nul. Alors X,, C X, et Y,, CY,,. En fait, pour tout j € [[1,n],
Jri
(2.112) €nj = Tm€nj = Z €m k-
k:(j—l)r1+1

Matrice de prolongement

D’apres (2.106), pour tout k dans [[1,m ] et tout 5 dans [I,n],

. . 1 frme
P(ky) = (en s ) = | ns(o) do

m,k—1

C’est-a-dire, d’apres (2.112), pour tout k dans [1,m ] et tout 7 dans [1,n],

0 sinon.

(2.113) P(k, j) = { oo ke[(i—Dr+1,ml,

Matrice de restriction

D’apres (2.107), pour tout ¢ dans [1,n] et tout & dans [1,m],

. 1 Tn,i
R(Z7k) = <em,k7 5n,z> = emJg(O') do.

B hn,z Tn,i—1
Ainsi, d’apres (2.112), pour tout ¢ dans [I,n ] et tout & dans [1,m],

(2.114) Rmmz{hmﬁmgziiwaVVHJmm

La procédure décrite dans ce paragraphe peut étre généralisée a des grilles emboitées
quelconques, comme nous allons le voir dans le cas des approximations par intégration
produit.
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Cas des approximations par intégration produit

On considere deux grilles (7, ;)7_o et (7,,;)72q du type (2.32) ainsi que deux grilles
intermédiaires (7, ;)%_y et (Tyn,i)72, satisfaisant (2.33). On suppose que

(2.115) {mn; 1 J€[0,n]} C{rmn; : J€[0,m]}
et que
(2.116) {Tn; tJ€l,n]} C{7n,; : J€[l,m]}.

Ainsi, il existe deux injections

(2.117) v:[0,n] = [0,m]

et

(2.118) n:[Ln] = [1,m],
telles que

(2.119) Vielon]  7j = Twah)
(2.120) Viellin]  7j = Tmn()-

Cas ou X = C°([0,7])

Soient (e,;)%—; et (en,;)7=; les fonctions définies par (2.44), (&n,;)7=1 et (&m.j)72; les

fonctionnelles définies par (2.45) correspondantes aux grilles précédentes. On désigne
par T, et T, les opérateur approchés définis par (2.42) correspondants.

Matrice de prolongement

Si (2.119) est vérifiée, alors, pour tout j € [1,n] et tout 7 € [0, 7],

T v(4) Tk v(4)
s(m) = [ glr=alydo= >, [ gllr—oldr= 3 ennlr).
Tt k=ry(j—1)+1 7 A=l k= (j—1)+1

Alinsi, pour tout k, dans [1,m], et 7, dans [1,n],

(2‘121) P(k,]) — { 1 si ke [[7(] - 1) + 1770)]]7

0 sinon.
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Matrice de restriction
Si (2.120) est vérifiée, alors, pour tout 7 € [1,n] et tout € C°([0, 7.]),

(@, bni) = 2(Tni) = 2(Tmniiy) = (25 lrnn(i))-
Alinsi, pour tout ¢, dans [1,n], et k, dans [1,m],

(2.122) R(i,k) = by

Cas ou X = L'([0,7])

Soient (e, ;)7_; et (em ;)7 les fonctions définies par (2.57), (&n,7)7—; et (&m.;)72; les

fonctionnelles définies par (2.58) correspondantes aux grilles précédentes. On désigne
par T, et T, les opérateur approchés définis par (2.56) correspondants.

Matrice de prolongement
Si (2.120) est vérifiée, alors, pour tout j € [1,n],

I, j
h

€mn() P-p.sur [0,7.].
mn(j)

€nj = g —Tnjl) =

Ainsi, pour tout k, dans [1,m] et tout 7, dans [[1,n],

b j

(2.123) P(k,j) =
hmm(j)

51@?7(]')'

Matrice de restriction

Si (2.119) est vérifiée, alors, pour tout 7 € [1,n] et tout € L*([0, 7.]),

1 Tn,i ,Y(Z) 1 Tm,k ’V(]) h k
(x, lni) = ; z(o)do = E ; z(o)do = Z hm’ (x, l k).
n,g Y Tni—1 k:w(i—l)-l—l n,t Y Tm,k—1 k:’)/(]'—l)+1 n,t

Ainsi, pour tout ¢, dans [1,n] et tout k, dans [1,m],

(2.124) R(i, k) = { b /hni  sikée [y(i—1)+1,~()],

0 sinon.
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2.2.4.3 Schéma d’Atkinson

Ce schéma correspond a (2.63) avec G,(z) := R,(z). D’apres le Théoreme 14,
lorsque 7' est remplacé par T),, il s’écrit de la maniere suivante :

x(O) = ( )fa
(2.125) fEY = (T, = T,)2®, k>0
e = 2O L R () D k>0,

Posons f(®© := f. On définit, pour tout k > 0,
(2.126) v® = R, (2) P,
Construction de z(*)

On construit z®) en terme de x(¥) et x(¥)
Construction de z(®

Soit v la solution du systéeme linéaire (A — z1)v(%) = b{®). Alors

(2.127) = lli O (pen, — f].

Construction de z(**+1)

Pour tout £ > 0,
(2.128) FHD Z P)eny — 2 XV (@)emq.
: q:l

Donc, pour tout & > 0 et tout ¢ € [1,n],

p=1 9=1

et

(2.129) bF+1) = Ax(®) — Cx(B)
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Pour tout £ > 0,

S+ L anv (1) (p)e,., — f+1)
z =
1 i n
(2130) = - Z (k+1) k enp + ZX em,q] )
z =
ot v*+1) est la solution du systeme (A — zl)y(*+1) = plE+1),

(k+1)

D’apres la définition de v , on obtient, pour tout k > 0,

(2.131) 2B+ — .(0) + oD
Construction de x( ) et x( )

e Pour tout 7 € [1,n],

D’ou
(2.132) x(0 =y,
e Pour tout 7 € [1,m],

X)) = (@ )

1 n
= 7 ZXnO)(p)<enp7 mz> <f £m2>
z 25
Donc
(2.133) x(9 = Dx(" —p,,.

e Pour tout £ > 1 et tout ¢ € [1,n],

K0(0) =

D’ou

(2.134) x(F) = (O 1y,



58 CHAPITRE 2. SOLUTIONS APPROCHEES

Pour tout k > 1, et tout 7 € [1,m],
V(i) = (e, )
= <.’17(0) 3 Em,z> + <U(k) 3 Em,z>

I m
= xO(0) + = | lenn L) —xE) ) + D (ema s b XE (g)
z |5 =
Donc
1
(2.135) ngf) = X'Er?) 4+ = {D(Vflk) _ X7(1k—1)) 4 Bng_l)} .
z
Algorithme

> Construire A, B, C, D, b, b,,

> x(%) ¢« solution de (A — z1)x(®) = b(®

n n

n

o 200 é [Z Xq(zo)(p)emp - f]

p=1

> résidu relatif «

b Xy ¢ x(0)

> X, — x{9
Tant que (résidu relatif > tolérance)

> v, < solution de (A — zl)v,, = Ax, — Cx,,

1|& <
oz — 20 + ; Z(Vn - xn)(p)en,p + me(Q)emq
g=1

p=1

v
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B X, — x;? + E[D(vn —X,) + me}

z

qi::l X (q)€m,g — 2 — fH
/]

> résidu relatif «

> X, — x4,
Fin (tant que).

2.2.4.4 Schéma de Brakhage

Ce schéma correspond au schéma (2.63) avec G,(z) := R,(z), ou

R,(z):= l(Rn(,z)T - 1I).

z

D’apres le Théoreme 15, lorsque T' est remplacé par T, , il s’écrit de la maniere suivante :

:E(O) = En(z)f7
(2.136) FED = (T, = T Tpa®, k>0,
k) = (0 ¢ an(Z)f(k-l-l)7 k> 0.
z

On pose f(o) =T, f, et pour tout & > 0, on définit
(2.137) o) = R () 0.
Construction de z(*)

On construit z(®) en fonction de ng).

Construction de z(©

m

(2.138) f(o) = Tmf = Z(f m,q em )9 Z b em 4
g=1
Pour tout ¢ € [1,n],

bO() = (T f s = S + L) (Em » o).

9=1
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et ainsi
(2.139) b{®) = Cb,,.
Donc
11& “
(2.140) v =~ 13 v (Peny = o bum(@)em|
p=1 q=1

ot V(%) est la solution du systeme linéaire (A — zl)v(®) = b(®), Enfin,
: © _ 1,0
(2.141) v = —(v"™ = f).

z

Construction de z(**+1)

Pour tout p € [I,n] et g € [1,m],

(T ®  £,) = S2&® b Y ems s bug) = (CXB)(p),

7=1
(T Ly = S (W L) emy s lmg) = (BXP)(q),
7=1
et ainsi
(2.142) FED = S (phen, — S (BxE) (q)em.y.
p=1 q=1
Pour tout ¢« € [1,n],
bgﬂ'l)(i) = <f (k+1) Z k enp ) Ly z Z BX k em’q ’ gn’i%
p=1 9=1
donc
(2.143) b{F+1) — (AC — CB)xW.

Soit v{F+1) ]a solution du systeme linéaire (A — zl)v{E+1) = b(k+1) - Alors

1 m
(2140) o) = LIS ) (p)eny + 3B ()|

p=1 q=1
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et
(2.145) 20 — 0 4 Loy
z
Construction de ng)
e Pour tout 7 € [1,m],
xO(@) = (@, L)
1
z <<U ) m72> <f7 mz>)
RS 0) 12
= - _Zvn (p)<enp7£m2>__me(q)<€mq7 m2> <f £m2>
z|z:3 z o
donc
1 1
: (0 _ — (0 _ 4
(2.146) X = [Dv( — Bb,,| b

(W) = ,zm»
lri) !

= (@, i) + (0¥, )
= A0+ E ) Cx£5—1>><p><en,p,zm,i>+gsx;’s-”<q><em,q,zm,»
Ainsi
(2.147) WB) = () 4 i - [Dvl 4 (B2 — DO)xE1]
Algorithme

> Construire A, B, C, D, b b,,

> v, < solution de (A — zl)v,, = Cb,,

.x(o)%l[l(zn: P)enpy — Zb em7q)—f]

Lz Nz

»(©)

61



62 CHAPITRE 2. SOLUTIONS APPROCHEES

> Xy e x9)

> résidu relatif «

171l

Tant que (résidu relatif > tolérance)

> v,, ¢ solution de (A — zl)v,, = (AC — CB)x,,

1 n m
o v+ 29+ = Z(vn — Cx)(p)eny + Z me(q)emﬁq}
p=1 q=1
1
—v
z

1
> X = X0 + Dv,, + (B2 — DC)x,]

qi::l Xm(q)€m,qg — 22 — fH
I/

> résidu relatif <

Fin (tant que).
2.2.4.5 Schéma (C)

~ ~ 1
Ce schéma correspond a (2.63) avec G, (z) 1= R.(2), R.(2) := —(TR,.(z) — I).
z

D’apres le Théoreme 16, lorsque 7' est remplacé par 7,,, il s’écrit de la maniere suivante :

.f(o) = En(z)fa
(2.148) JED = (L= Ta)a®, k20,
20 = 2O 4 ST R, (2) FRTY, k>0,
z

On pose f(© := f et, pour tout k& > 0, on définit
(2.149) v® = R,(2)f.
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Donc

(2.150)

Construction de z(*

A
\_/

On construit z(*) en fonction de x( ) et x

Construction de z(©

(2.151)

1\2|>—‘

(zi:vo enp f)7

ot v{%) est la solution du systeme linéaire (A — z)v(®) = b(®) Ainsi

2 = L1000 )
L (LS~ 50
= Z ;Z: Z_:Vn enpagmq> <f7€m7q> em,q—f )
(2.152) 2@ = é( i q)em,q—f)-

Construction de z(*+1)

Pour tout £ > 0,
(2.153) g E P)ens — 2 X (@)em .
: q:l

Donc, pour tout & > 0 et tout 7 € [1,n],

n m
k+1 k) k)
ng enp7 nz ngn emq7£n2>7

p=1 9=1

et ainsi

(2.154) b+ = Ax(M) — Cx(B),
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Pour tout £ > 0,
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1 [ n
ey L (+4+1) (k+1)
v . z:: —f
1 i n
(2.155) = - Z ) X8 (p)ep + Zx em,q] ,
ot v#+1) est la solution systeme linéaire (A — zl)v*+1) = b+ - Ainsi
1 m n m
Tl = _Z (Z () k (]) €njs bm,q) + ZX ) )(€m,; » gm,q>) Em,g
o g=1 \y=1 7=1
1 m
- = (k+1) _ (k) (k)
= - qZ::l (D(vn X, ) + Bx, ) (q)€m,q-
Donc
1 m
(2.156) 2+ = 0 +5 Z v —x®)) 1+ BxE)) (q)em g
Construction de x( ) et x( )
e Pour tout ¢ € [1,n],
xXP(i) = (@, L)

et ainsi

(2.157)

e Pour tout £ > 0 et tout ¢ € [1,m],

X (1)

ainsi

(2.158)

0 =L <—C(Dv£f)) —b,) b;O)) .
z 4
<$(0)7 £n2>
1 m
(@ ) + 5 30 (DO = x) + Bx(D) (@){emg s ),
g=1
(h+1) — x(0) 4 (CD( (1) — x() 4+ CBxY) .
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e Pour tout 7 € [1,n],

1 {1
= ; (; Z(DV&O) - bm)(Q)<em7q ’ €m72> B <f’ €m72>) ’
g=1
et ainsi
1/1
z \z

() = (2O, )
= O )+ 5 2 (OO ) 4B ) )
ainsi
(2.160) x(FHD) = (O 4 % (BD(VSC-H) — x4 82x£f)) :
Algorithme

> Construire A, B, C, D, b®, b,,

> v, < solution de (A — zl)v,, = b(®)

n

o o0 o (3 (D~ b)) - f)

g=1

171
> x(©)  — <—C(Dvn —bn,) — bﬁf”)

n
Z \Z

1
Dx;gm—(
zZ

0| =

B(Dv, —b,,) — bm)

b X, — xO: x,, — x©)

n

65
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5wy - 220 1]
q=1
[l

Tant que (résidu relatif > tolérance)

> résidu relatif «

> v, < solution de (A — zl)v, = Ax, — Cx,,

1
(0) . last
> X, ¢ xXW) 4+ — (CD(vn Xn) + CBx,2 )

q§:1 Xm(q)€m,qg — 22 — fH
Il

> résidu relatif <

Fin (tant que).

2.2.4.6 Exposition et calcul du résidu relatif

Exposition des solutions

On remarque que les trois schémas donnent des solutions approchées de la forme

(2.161) lznj u® (p)en, + Zw Q)em,g — f] ,

o uP € C*' et wiF) € C™. D’apres les hypotheses (2.98) et (2.99) faites sur les
famllles de fonctions (en ])” L et (enm, ])m , et sur les familles de fonctionnelles linéaires-
conjuguées (£, ;)7_, et (ﬁmd )7L,, Pexpression précédente devient

(2.162) z®) :é {f: (Pul® + w)(q)em,, — f} .

9=1
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Dans le cas de 'espace C°([0, 7,]), 1’égalité précédente désigne simplement ’égalité
entre deux fonctions de cet espace. Dans le cas de I'espace L'([0,7,]), elle représente
I’appartenance de deux fonctions a la méme classe d’équivalence : cette égalité est donc,
dans ce cas, une égalité presque partout sur [0, 7,]. L’exposition d’un itéré z(¥) donné
peut étre effectuée sur une grille (7,;)7_;, qui n’est pas nécessairement I'une des grilles
(Tni)iey ou (7m,i)7, ayant servi a définir les opérateurs approchés T, et T,,. Dans le
cas de I'espace C°(]0, 7]), nous pouvons exhiber la valeur de z(¥) en chaque nceud de la
grille d’exposition (7,;)%_,. Dans le cas de ’espace L'([0, 7.]), I'itéré que nous voulons
exposer peut ne pas étre défini en certains noeuds de cette grille. On préfere, dans ce

! /Tyyzgc(k)(a) do.

vt Y Toi—1

cas, exhiber les moyennes locales
Calcul du résidu relatif

A chaque itération on doit calculer le résidu relatif

5 (4 22 ]
g=1

(2.163) PP =
Il
5 = wlh = Puh) (),
(2.164) = =

[hal
Cas de ’espace C°([0,7,])

Dans ce cas on calcule en pratique

(2.165)
(%) —wi — PuM)(q)em,q(705)

9=1

1
k) . m
pl’y(x) = aXx
[ {

1<y <v } ;
qui donne une approximation du résidu relatif calculé avec la norme infinie.

Cas de ’espace L'([0,7,])

Dans le cas de I'espace L', nous devons calculer le résidu en utilisant la norme L!

dans (2.164):

2.166 I
(2.166) A =Tk

(1) = W) = Pul)(g)er, ()] do

9=1
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On note 5,,, le support de la fonction e, . Si (qu);”:l est une famille d’ouverts

deux-a-deux disjoints et si TLrlem,q = [0, 7], ce qui est le cas dans notre application des
q:

approximations par projection présentées précédemment, alors
1T = 22 — ], = ZI 0 = wld) P [ Jera(0)] do

Remarque 12 Lorsque lexpression (2.166) est difficile a calculer, on peut étre tenté
d’évaluer le résidu suivant

1B — 2D)x3 — byl
qui représente le résidu de x%) associé au systéme linéaire
(B — zl)x = b,y

On remarque alors que pour tout 1 € [1,m],

(B = ))()) b)) = S0 ey boni) — 2 ) = (F s )
= (me(k) — ) folmi),

et donc que si la norme matricielle utilisée est la norme 1,

1B — 2Dx) = bull, = EIT@" V= za® — f ).

Or, la convergence de la suite (f: (Ta® — z2®) — f €m2>|) n'implique pas celle
=1 k>1

de la suite (Hme(k) — zz®) — || )

Vk>1'

2.2.5 Réduction du cout de calcul

L’implémentation des algorithmes de raffinement itératif nécessite, a chaque itéra-
tion, la résolution du systeme linéaire

(A, — 21,)%, = by,

ou A, est une matrice pleine, fixée au début de 1’algorithme. Sous certaines hypotheses
sur le noyau &, un grand nombre de coefficients de la matrice A, sont de l'ordre de
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zéro lorsque 7, est grand. Nous allons étudier I'effet de 'annulation de ces coefficients
dans le cas des approximations par projection dans I'espace L'([0, 7.]), ceci pouvant se
généraliser aux autres méthodes d’approximation de rang fini présentées ici.

Soit (€,)n>0 une suite de réels positifs. On définit

[n,i,j = [Tn,i—177—n,i] X [Tn7]‘_1,7'n7]'], (L,]) € [[1,71]]2,
e o= fidemal o s wo< )
(t)€n hin,i
Soit , la fonction définie pour tout (7,0) € [0, 7]? tel que 7 # o, par
(2.167)
0 si 3(i,7) tel que (7,0) € I, et sup  k(t,s) < n ,
(t,s)€ln i ; hny]
Kn(T,0) =

k(7,0) sinon.

Soit K, 'opérateur intégral induit par le noyau o, :
(Ka2)(7) = [ Kalr,o)a(0)do, @ € LN([0,7.]),

0

et considérons I"approximation de rang fini
T, :=7m,K,.

On désigne par A, la matrice du systeme linéaire (2.5) correspondant a I’approximation

T,.. Alors

An(L,]) = h; //I on(T,0)drdo, (i,7) € [1,n]>

7,47

Théoréme 26 Pour tout (i,7) € [1,n]’,

&@ﬁ:{o si (i) € &,

A,(i,7) sinon,
ou A, est la matrice définie par (2.29).

Preuve : Evidente. |

Théoreme 27 Supposons que la suite (€,)n>0 est telle que lim “n 0. Alors (Tn) o

n——+oo ;un

est convergente en norme vers T'.
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Preuve : Soit z € L'([0,7]). Alors,

(0= Kel, < 23 [ 16(r.0) — rur.0)lfa(o)ldr do

b i [
€n m/n] |x(0)|d0§ T*éonHl-
(i,7)€En hog I Hn

IN

Ainsi, si lim o 0, lim ||7T'— K,||, = 0. De plus,

n—+o00 Un n—+o00
T = Tall, < T = Kall, + (7 = ma) Kol
< T = Kally + 100 = m) Tl A 1 = m) (K = T

et on en déduit la convergence en norme de T,, vers T'. 1

Commentaires bibliographiques

L’implémentation des algorithmes de raffinement itératif (A), (B) et (C) nécessite,
a chaque itération, I’évaluation de plusieurs produits matrice-vecteur. Afin de limiter le
cout de calcul di a ces produits, on pourra s’inspirer des travaux de Beylkin, Coifman
et Rokhlin dans [20], ou ils décrivent une technique utilisant les propriétés algébriques
de la matrice mise en jeu. D’autres techniques ont été développées dans le méme sens

dans [43], [41] et [68].
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Chapitre 3

Application a la théorie du transfert

3.1 La théorie du transfert

La théorie du transfert traite de la propagation d’un champ de rayonnement dans un
milieu présentant des hétérogénéités capables d’absorber, d’émettre ou de diffuser de la
lumiere. Elle s’applique a des milieux discrets dilués, c’est-a-dire constitués de particules
de taille beaucoup plus petite que leur distance moyenne. Ces particules peuvent étre
les constituants d’un gaz ou d’un plasma (électrons, ions, atomes, molécules) ou des
particules macroscopiques (macromolécules, gouttelettes, grains, etc ...).

On trouve des applications de cette théorie dans divers domaines, notamment en
Géophysique Externe (météorologie, optique des océans ... ), en Physique Nucléaire,
en Chimie Physique, en Biologie et Médecine, et enfin, en Astrophysique. Notre étude
a été motivée par une application a la théorie des atmospheres stellaires, c’est pourquoi
nous présenterons dans ce chapitre des exemples numériques consacrés a ce probleme.
Notons que les atmospheres stellaires ne sont pas le seul domaine d’application de
cette théorie en Astrophysique puisque les problemes des atmospheres planétaires et
cométaires, des milieux circumstellaires (étoiles en formation, étoiles a forte perte de
masse) des milieux interstellaires (rayonnement galactique diffus, nuages interstellaires)
et enfin des noyaux et disques galactiques, font appel a la théorie du transfert, c’est-a-
dire, in fine, a la résolution de ’équation de transfert que nous allons présenter dans
la section suivante.

3.2 L’équation de transfert

La théorie du transfert décrit un champ de rayonnement par ses propriétés en
direction et en fréquence en chaque point r et a chaque instant, c’est-a-dire par les
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propriétés de radiations de direction 7i et de fréquence v qui atteignent ou quittent ce
point a cet instant. Par exemple, I'intensité spécifique, notée I dans la suite, mesure la
quantité d’énergie transportée par le champ a travers un élément de surface, dans un
cone (élémentaire) de directions et dans un intervalle élémentaire de fréquence. Cette
grandeur fondamentale de la théorie du transfert est donc une fonction de la position et
de la direction, ainsi que de la fréquence et du temps. Elle vérifie I’équation de transfert,
qui consiste en un probleme pseudo-intégro-différentiel que nous allons formuler.

3.2.1 Formulation

Nous supposons que le milieu irradié satisfait aux hypotheses «géométriques» sui-
vantes :

(G1) le milieu est a symétrie plan-parallele;

(Gz) il est statique et stationnaire en moyenne;

(G3) les effets d’anisotropie de la redistribution des photons sont négligés;
(G4) les conditions aux limites sont a symétrie axiale.

La premiere hypothese implique que ’on peut considérer que le milieu est stratifié
en couches planes, paralleles, sur lesquelles il est homogene. Les propriétés d’un milieu
présentant la symétrie plan-parallele ne dépendent que de la coordonnée z le long de
la normale au plan de stratification, de vecteur unité k dirigé vers 'extérieur. Cette
coordonnée varie dans un intervalle borné [0, z,] si le milieu est limité par deux plans
frontieres distants de z, €]0, 4+00[, ce que nous supposerons. Le champ radiatif a égale-
ment une dépendance spatiale en z € [0, z,| car nous supposons que les conditions aux
limites sont homogenes sur chaque plan frontiere. La deuxieme hypothese exclue, entre
autres, tout mouvement macroscopique de matiere a grande échelle dans le milieu. La
troisieme hypothese signifie que la diffusion des photons sur chaque centre diffuseur
est isotrope, ce qui veut dire que toutes les directions diffusées sont équiprobables.
La quatrieme hypothese implique que les conditions aux limites ne font intervenir que
I’angle d’inclinaison des rayons par rapport a la normale k aux plans frontiere, I’angle
d’azimut n’intervenant pas. En tenant compte des autres symétries, le champ radiatif
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possede la méme propriété a tous les niveaux z.

Vide

Intérieur

Ces quatre premieres hypotheses entrainent que l'intensité spécifique I du champ
de rayonnement ne dépend que de trois variables: la hauteur z € [0, z,], le cosinus
p € [—1,1] de I'angle d’inclinaison 6 des rayons par rapport a la normale k dirigée
vers l'extérieur du milieu, et la fréquence v. Elle vérifie I’équation de transfert qui
décrit la propagation de ’énergie portée par une radiation dans une direction et une
a fréquence donnée. Sous les hypotheses précédentes, cette équation prend la forme
simplifiée suivante : pour tout z €]0, z,[, v €]0, +oo[ et p € [—1,1],

(3.1) ,u%(z,,u, v)=x(z,v)I(z,p,v) — E(z,v) — /()+OOJ(2,1/’,I/)J(Z, v'yd'.

L’équation de transfert exprime que la variation locale d’énergie transportée par une
radiation provient du rayonnement créé par les sources situées au voisinage du point
considéré: E est le coefficient d’émission (ou émissivité), o le coefficient différentiel
de diffusion et x le coefficient volumique d’extinction (grandeur strictement positive
encore appelée opacité). Ces trois coefficients décrivent la physique des interactions
rayonnement-matiere. En particulier, o décrit le phénomene de diffusion des photons
sur la couche z; cette diffusion est censée changer la fréquence du photon incident, qui
passe de v a v'. J est l'intensité moyenne définie pour tout z € [0, 2] et v €]0, 400]
par

(3.2) J(z,v) = %/_11[(2,/1,1/) du.

Les conditions aux limites sont les suivantes:

(3.3) I(0,u,v) = I (p,v), donnée pour — 1 < <0 et v €]0,+oo],

(3.4) I(z,p,v) = It (u,v), donnée pour 0 < u < 1 et v €]0,+oc],

ou I et I~ désignent I'intensité spécifique du rayonnement incident sur les deux plans
frontiere.
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Pour tout z € [0,z,], v > 0 et / > 0, on définit le coefficient de diffusion intégré
sur la fréquence du photon diffusé par

(3.5) o(z,v) = /O+OOU(Z, v,/ dv,

et I'indicatrice de diffusion normalisée p par

(3.6) p(z,v )= 7U(Z’V/’V)

o(z,V)

On remarque que pour tout z € [0, z,] et v > 0,

+oco
(3.7) / p(z, v v)dv = 1.
0

L’opacité y étant une grandeur strictement positive, nous pouvons la factoriser dans (3.1);
ainsi pour tout z €]0, z,[, v €]0, +oo[ et p € [—1,1],

(3.8)

ol
/,La—(Z,/,L,I/) = X(Z7V)
z

— E(z,v) - o(z,v) +'OOZ Vo) (z, ) dY
o) =0y ™ Sy P

Pour tout z € [0, z,] et v > 0, on définit de plus la fonction source primaire

. E(z,v)

3.9 *\%, V)= )
(3.9 Fleww) = 222

ainsi que 'albédo

. o(z,v)

3.10 w(z,v) =

(3.10) (2 = T2

Lorsque la diffusion est supposée monochromatique (pas de redistribution en fréquence
des photons), le coefficient p se réduit a la distribution de Dirac

(3.11) p(z, v v):=6( —v), z€0,z], v>0, v >0,
et ’équation (3.8) devient
(3.12)

M%(z,u) = x(2)(I(z,p) = ful2) —w(2)J(2)), z€]0,z], pe[-1,1].
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En effet, la fréquence n’étant plus transformée, elle n’a plus besoin d’apparaitre ex-
plicitement dans les grandeurs intervenant dans 1’équation de transfert. Dans la suite
nous adoptons ce modele tres simple de diffusion car il contient en substance toute
les difficultés posées par la résolution de I’équation de transfert. Nous nous intéressons
donc exclusivement a la variante (3.12) de I’équation de transfert initiale (3.1).

Nous allons maintenant effectuer un changement de variable dans cette équation.
On associe a l'opacité y 1’échelle de profondeur optique

(3.13) O(z) := /OZX(()d(, 2 €0,z

On suppose que l'opacité est une fonction continue de la variable z ce qui provient de
I’hypothese (Gz). Alors © est dérivable sur [0, z] et pour tout z € [0, z,]

doe
z) = x(z) > 0.

(3.14) ()

Ainsi, © est une bijection continue strictement croissante de l'intervalle [0, z,] sur son
image [0, 7], ou

(3.15) Ty 1= /OZ*X(O d¢

désigne 1’épaisseur optique de 'atmosphere. Ainsi 7, est finie car z, I’est et que 'opacité
X est une fonction continue sur [0, 7,]. Comme l'intensité spécifique est une fonction
dérivable en tout point z de |0, z,[ et pour tout p # 0, la fonction

I:[0,7]x[-1,1], — R
(7, 1) = 1(O7H(7), )

est une fonction dérivable par rapport a sa premiere variable pour tout 7 €]0, 7.[ et p
non nul. De plus, pour tout 7 €]0, 7i[ et x € [—1, 1] non nul,

(3.16)

(3.17) ) = g 5O ()

Enfin, d’apres I’équation (3.12),

ol

(r, 1) = I(r,p) = (fe = wJ) 0 O7!(r).

Afin d’alléger les écritures, toute fonction / de la variable z désignera ho®~1. De méme,
nous continuerons a désigner [ par I. Ces fonctions deviennent alors des fonctions de
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la variable 7. En prenant en compte cet abus d’écriture, I’équation de transfert s’écrit,
en terme de la variable 7, de la maniere suivante :

(3.19)
B () = 1(70) = Su() — =(2)(7), 7 €l0.m], me (L]

dont les conditions aux limites sont

(3.20) I(0,u) = I (p), donnée pour —1 < pu <0,
(3.21) I(r,p) = IT(u), donnée pour 0 < pu < 1.

3.2.2 Formulation intégrale

On définit la fonction source ¢ du champ radiatif pour tout = € [0, ] par

(3.22) o(7) = fu(r) + w(7)J(7).

D’apres (3.19) - (3.21), [ est donnée en fonction de ¢ par la formule suivante:

(3.23)
1 r7 —
I=(p)exp (Z) - —/ (o) exp (T U) do sip <0,
w)  wlo o
I(r, 1) = q (1) sip =0,
— Ty 1 77 _ .
I*(p) exp (T T ) —|——/ o(o)exp (T J) do sip >0,
o pl /~L

valable pour tout 7 € [0, 7,]. On obtient, par intégration par rapport a g sur [—1,+1]
une expression de J en fonction de ¢

1 pm
(3.24) J(r)=Je(7)+ E/o Ei(lr —o|)p(o)do, 7€ 0,7,
ou, pour tout 7 € [0, 7],

(3.25)
= [ esp(rimyda 5 [ 1) expl-(r — 1)/ p) dy
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E; est la premiere fonction exponentielle intégrale; elle est définie pour tout 7 stricte-
ment positif par

(3.26) B (1) := /Olw du.

Nous présentons dans la section 3.4.1 des propriétés élémentaires de cette fonction
faiblement singuliere en zéro. Enfin, apres substitution de (3.24) dans (3.22), on obtient
I’équation intégrale suivante :

w(7)

3.2
(3.27) .

| Bl = olip(0)do — o) = f(r), T eo0,7,
ou le terme libre f est défini pour tout 7 € [0, 7], par

(3.28) f(7) = =fr) = =(7)J<(7).

Puisque 7, est fini, ’équation (3.27) est une équation de Fredholm de second espece a
noyau de convolution faiblement singulier.

3.3 Application a la théorie des atmospheres
stellaires

Le rayonnement qui quitte les étoiles provient des couches superficielles qui consti-
tuent par définition leur atmosphere. Ces dernieres assurent le lien entre les intérieurs
(non directement observés) et le milieu interstellaire. Ainsi les modeles d’atmospheres
stellaires sont capitaux pour la compréhension de la structure interne des étoiles et de
leur évolution. Ces modeles reposent sur une bonne description du transfert radiatif
de I’énergie, car celui-ci joue un role crucial dans 1’établissement des divers équilibres
présents. Si la description de tels phénomenes est relativement facile dans les couches
profondes de 1’étoile (dans ces milieux le libre parcours moyen des photons est petit
devant les distances sur lesquelles varient les principales grandeurs thermodynamiques)
ceci n’est plus du tout le cas lorsqu’on s’approche des couches superficielles de ’étoile.
Dans ces régions tres diluées, I’équation de transfert doit étre résolue conjointement
aux diverses équations d’équilibre du milieu, le probleme global peut alors comprendre
jusqu’a 100 millions d’équations !

Un modele d’atmosphere stellaire est défini par la donnée d’un intervalle de fré-
quence contenant les fréquences dans lesquelles I’étoile rayonne, et d’un intervalle de
profondeur optique [0, 7] correspondant aux couches superficielles d’ou sort le rayon-
nement.
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La théorie classique des atmospheres stellaires repose sur les quatre hypotheses
« géométriques » (Gy), (Gz2), (Gs), (G4) du paragraphe 3.2.1. La premiere hypothese
est valable quand on néglige les effets de courbures (ce qui n’est pas permis dans le
cas des étoiles géantes et supergéantes par exemple). On peut alors considérer qu’une
atmosphere est stratifiée en couches planes, paralleles entre elles, d’étendue infinie, sur
lesquelles elles sont homogenes. La deuxieme hypothese est justifiée pour les étoiles non
variables, dont les couches externes sont stables et la luminosité sensiblement constante
dans le temps (en moyenne seulement). Elle exclue notamment tout mouvement ma-
croscopique de matiere a grande échelle dans I’atmosphere. La troisieme hypothese est
couramment faite en théorie des atmospheres stellaires car les centres diffuseurs sont
des électrons libres, des ions ou des atomes, qui ont des tailles bien plus faibles que
la longueur d’onde des photons dans l'intervalle de fréquence ou 1’étoile rayonne. La
quatrieme hypothese est également vérifiée dans les atmospheres stellaires.

Afin d’appréhender ’'ampleur et la difficulté du probleme des atmospheres stellaires,
nous allons énumérer les différentes équations (couplées ... ) intervenant dans cette
modélisation. Regroupons tout d’abord les fonctions inconnues en trois catégories :

(a) Vintensité spécifique du champ radiatif /;

(B) les densités numériques n; des particules lourdes (ions, atomes, molécules dans
les atmospheres les plus froides) et celle des électrons libres n., c’est-a-dire leur
nombre moyen par unité de volume;

(v) la température électronique 7.

Les équations des atmospheres stellaires forment un systeme de N + 3 équations a
N + 6 inconnues, N désignant le nombre de type de particules lourdes présentes. Ces
équations sont :

L’équation de transfert
Sous les hypotheses précédentes, elle s’écrit sous la forme simplifiée (3.12) de la
section 3.2.1.

Equations de 1’équilibre statistique
La densité de chaque type ¢ de particule lourde intervient dans les N équations
suivantes :

(3.29) nz‘(Z);sz(Z) = ;nj(Z)Pji(Z)a (t#e€), z€]0,z,

ou les coefficients F;; sont les taux de transition moyens du type : au type j. Ces
équations forment un systeme de rang N — 1 et traduisent le fait que ces particules ne
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sont créées nulle part en moyenne dans un milieu stationnaire et statique (également
en moyenne).

L’équation de la neutralité électrique

Les atmospheres sont électriquement neutres en moyenne, car tres conductrices:
toute accumulation de charge en un point engendre des courants électriques qui les
dispersent. D’ou la condition de neutralité électrique:

(3.30) > nigi =0,

ou ¢; désigne la charge de la particule de type .

L’équation de I’équilibre hydrostatique
Les forces de pression sont équilibrées par les forces gravitationnelles (connues), de
sorte que "atmosphere est en équilibre hydrostatique:

(3.31) (31—]: = —p(2)g(z), =z €0,z

P désigne la pression totale du gaz et g ’accélération gravitationnelle sur une couche
z fixée. La masse volumique p est donnée par la relation suivante

(3.32) p(z) = mez(z), z €0,z

ou m; désigne la masse de la particule de type 7. La pression totale comprend la pression
cinétique P, et la pression de radiation P, :

(3.33) P(z):= P.2)+ P.(2), z€]0,z],

la pression de radiation se déduisant de I'intensité spécifique par la relation
27 +oo p+1

(3.34) P.(z) = ﬂr/ / I(z, p,v)p? dpdv,
cJo Ja

ou c est la vitesse de la lumiere.

L’équation d’état

La pression cinétique P. peut étre calculée a 1’aide de la loi des gaz parfaits, car
les atmospheres sont des milieux tres dilués assimilables a des plasmas cinétiques clas-
siques :

(3.35) P.(z) =n(2)kT.(z), z€]0,z],
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ou k est la constante de Bolzmann et

(3.36) n(z) = an(z), z € [0, z],

est la densité totale des particules lourdes.

L’équation d’énergie
[.’équation suivante traduit la conservation de 1’énergie dans une atmosphere stel-
laire :

(3.37)/0

€:.(z) désigne la quantité d’énergie non radiative échangée par unité de volume et de

+co +oo

E(z,v)dv = / (x(z,v) —o(z,v)J(z,v)dv + €.(2), =z € [0,z

0

temps au point z, énergie transportée essentiellement par convection.

Ces équations appartiennent a trois grands groupes d’équations, chacun d’eux four-
nissant une des quantités (), () et (y) introduites a la section 3.2.1:

premier groupe: il comprend I"équation de transfert (3.1) et la relation (3.2). Elles
permettent de calculer («) en fonction de (3) et (v);

deuxieme groupe: il comprend les équations (3.29) a (3.36), dites «structurelles».
Elles permettent de déterminer () connaissant (o) et (7);

troisieme groupe: l’équation d’énergie (3.37). Elle permet de déterminer () connais-

sant () et ().
Ces équations fortement couplées forment un systeme globalement non linéaire :

— le champ radiatif dépend linéairement des coefficients volumique d’extinction et
d’émission du milieu via I’équation de transfert;

— ces coefficients dépendent linéairement des densités particulaires et de la tempé-
rature;

— les densités et la température dépendent de facon non linéaire du champ radiatif.

Pour résoudre ce systeme de maniere itérative, on se donne une distribution simple
de température et de population pour résoudre une premiere fois I’équation de transfert.
Les itérations suivantes sont facilitées par un regroupement de ces équations dans les
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trois catégories décrites plus haut. On commence d’abord par résoudre les équations
contenues dans chaque groupe, ce qui permet de déterminer I'une des quantités (a),
(8) ou (v) connaissant les deux autres. On s’intéresse ensuite a la résolution simultanée
des équations de deux des trois groupes, ce qui revient a calculer deux des quantités
(), (B) et (v) connaissant la troisieme :

— Calcul de [ et T, pour des densités n. et n; données, en résolvant I’équation de
transfert et 1’équation d’énergie couplées:

— Calcul de [ et des des densités n. et n; pour une température 7. donnée, en résol-
vant I’équation de transfert conjointement aux équations de 1’équilibre statistique,
de I’équilibre hydrostatique et de neutralité électrique. Ce deuxieme probleme se
résout en deux étapes:

— On se donne la densité particulaire totale n, et on résout les équations de
transfert, de I’équilibre statistique et de neutralité électrique couplées. Ce
probleme est appelé «probleme restreint» en théorie des atmospheres stel-
laires;

— On calcule n a I’aide de I’équation de 1’équilibre hydrostatique et on itere.

— Calcul des densités n. et n; ainsi que de la température T, pour un champ radiatif
connu.

L’équation de transfert doit donc étre résolue a chaque fréquence pour la déter-
mination des grandeurs thermodynamiques de I'atmosphere (température, pression).
Cela implique un nombre tres élevé de résolutions, jusqu’a plusieurs centaines de mil-
lions! Heureusement, des méthodes statistiques (voir [25]) permettent de réduire le
nombre d’équations de transfert a résoudre, ce dernier restant néanmoins de 'ordre
de 10000 ... Cela motive la construction de méthodes rapides pour la résolution de
I’équation de transfert.

Commentaires bibliographiques

La théorie du transfert a été développée au début du XX€siecle par des astro-
physiciens soucieux de comprendre la physique des atmospheres stellaires. On peut
considérer qu’elle est née de deux articles de K. Schwarzschild datant de 1906 et 1914,
immédiatement suivis des travaux d’Eddington, Jeans, Milne, ... portant sur les at-
mospheres et les intérieurs stellaires en équilibre radiatif ([55]). Milne et Hopf publient,
dans les années trente, les premiers travaux de synthese du point de vue physique ([58])
et mathématique ([44]) respectivement. A la méme époque, on découvre le neutron et la
possibilité que d’autres particules que les photons subissent des diffusions multiples. La
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théorie du transport des neutrons progresse rapidement pendant la seconde guerre mon-
diale, du fait du projet Manhattan, aux tragiques retombées militaires. Un deuxieme
élan lui est donné a la fin des années cinquante, avec le développement puis la com-
mercialisation des réacteurs nucléaires. En fait, les physiciens du transfert et ceux du
transport ont élaboré une méme théorie, dite du transport des particules, pour I’étude
de la diffusion multiple d’un ensemble dilué de particules sur un autre ensemble de
particules. Cette théorie s’intéresse aussi bien a la propagation de la lumiere dans une
atmosphere qu’a la pénétration des neutrons dans la matiere, ou a la diffusion d’un
gaz sous l'influence d’un champ de force extérieur. Ces deux points font la spécificité
de la théorie du transport au sein de la beaucoup plus vaste théorie cinétique des
gaz. A la fin des années cinquante, les ouvrages de Chandrasekhar, Kourganoff ([46]),
Sobolev, Busbridge (sur les aspects mathématiques dans [23]) pour 'astrophysique,
Case, Hoffmann et Placzek, Davidson, pour la neutronique, constituent les références
de base d’une bibliographie qui s’enrichie rapidement des contributions de disciplines
diverses et de nombreux ouvrages généraux ([66], [62], [80], [31], [29] pour les aspects
mathématiques, [76] et [56] sur la théorie des atmospheres stellaires).

3.4 Résolution Numérique

3.4.1 Propriétés des fonctions exponentielles intégrales

La fonction F; est la premiere fonction exponentielle intégrale de la suite de fonc-
tions (F),),>1 définie par

1 _ +o0 _

(3.35) B (r) = / [ / XTI g s

0 pner 1 g
pour tout 7 € ]0, 7] si v = 1, et pour tout 7 € [0, 7] si v > 2. Elle est la seule présentant
une singularité en 7 = 0. En fait, dans un voisinage de 0, F; a un comportement
logarithmique:

+co
i | exp(—ru) du
(3.39) lim 1(7) = lim = T = lim 77 = 1.
=0+t —InT 70+ = 0+
Soit Ei la fonction définie pour tout # > 0 par
(3.40) Ei(r) := / xp) 4,
—00 ILL

La fonction Ei est prolongée sur | — oo, 0 en utilisant la fonction F; grace a la relation
suivante :

(3.41) Ei(—7) = —FEi(7), 7>0.
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Les fonctions suivantes nous serons utiles par la suite:
(3.42) F(r,a):= /Texp(oza)El,(U) do, 720, a€eR.

0

Pour tout 7 > 0,

(3.43)
1
—lexplar)Fi (1) — Ei(t —ar) —In(1l —a)], sia<leta#0,
a
1_E2(T)7 st a =0,

Fi(r,a) =

exp(7)Ey(7) + In(z) + 7, sia=1,
1 . .
—lexp(ar)FEi(7) + Ei(ar — 7) — In(a — 1)], si a > 1,
o

ou v := 0.5772156649 ... est la constante d’Euler (on trouvera dans [81] une valeur

de la constante d’Euler avec 328 chiffres significatifs). On définit les fonctions F, pour
v > 2 par la relation de récurrence suivante:

(3.44)
1
aF,1(r,a) =explar)E 41 (7) — —+ F(r,a), 720, a€R.
v

Nous rappelons quelques propriétés des fonctions exponentielles intégrales (voir [1] et [78]) :

(3.45) B, = —E, v>l,

(3.46) E,(0) = ;}? s,

(347) tE, (1) = e —vE, (7)), >0, v>1,

(3.48) E 41(7) = eV_’T Vz_:l[u —(k+ D)(=7)" + (_l/iT’)yEl(T), >0, v>1.

k=0

Soient a et b deux réels tels que a < b et 7 € R. Alors,

(3.49)
2
b ——Eyi(r—a)— E,pi(b—7) siT€la,b],
/EMT—ﬂMa: v

|Evi(|7 = al) = Eyaa(|r —bJ)]  sinon.
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Soient a et b deux réels tels que a < b. Alors, quel que soit 7 € R,

/(br —o)E, (|t —o|)do = eIt gmlrmal 4 V[E,42(]7 — a|) — E42(]7 — b])].

a

On définit pour tout j > 0 et tout 7 € [0, 7],

2 rtoo .
(3.50) Eyi(r) = ,_'/ Ey(0)o’ do.
J-J7
On peut montrer ([1]) que
1Z2 Tk
(3.51) Evi(r) = 5 2. 7 Eiva-s(7):
k=0 """
On remarque que pour tout 5 > 0,
11
3.52 Ei;(0)=-——
( ) 17]( ) 2]_|_17

d’apres (3.46). Soit (H,), -, la suite de fonctions définies pour tout b > 0, a € R et
7 € R par: -

(3.53) H,(b,a, 1) := /Obexp(on)El,(h —o|)do.

Alors pour tout 6> 0, a € R et 7 > 0,

(3.54)
exp(ar)[F,(r,—a) 4+ F,(b—1,a)] si7T <b,
H,(b,a,7) =
exp(ar)[F,(r,—a) — F,(t —b,—a)] siT>b.

Le calcul des coefficients des différentes matrices et vecteurs impliqués dans la résolution
numérique de ce probleme nécessite ’évaluation de ces fonctions. Nous nous servirons
des relations suivantes pour obtenir une approximation de ces évaluations. La fonction
E, est un cas particulier de la fonction gamma incomplete :

1 2 1
E,(r)=¢T Y v+ e l, T>0.
T+v 7+v+2— 714+r4+4-—

Cette fraction continue ne converge assez rapidement, pour des besoins pratiques, que
si 7 > 1. Pour des valeurs de 7 plus petites que 1, on utilise la représentation en série
suivante :
(3.55)

(—rpt = (o

E,(r)= (v—1)! (=In7+¥()) - me{%;—l} (m—v+1)m!’

T<1,
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ou VU est la fonction digamma, définie pour tout entier v > 1 par

) \I;(l) = =7 1
(3.56) U(v) = —’y—l—yz —, v>1.

m=1 1N
En pratique, on évalue (3.55) dans l'ordre des puissances ascendantes de 7 :

1 r 72 (—7) ]

B, - _ _ R S
(7) 1 2= 23— LY

-t Y o
-I-ﬁ(—lnr +U(v)) — ( 1/!) + 2((V -I)- ] + .. ] )
L’expression contenue dans le premier crochet n’est pas prise en compte lorsque v = 1.
On obtient une approximation de F,(7), pour 7 < 1 en tronquant la série précédente
lorsque le dernier terme calculé est plus petit que la précision désirée. Un autre critere
d’arrét est décrit dans [10] et [9]. On utilise les expressions suivantes pour calculer une
bonne approximation de Ei:
Pour 7 > 0 tel que 7 < |In¢|, ou € est la précision désirée,

k

kxkl

(3.57) Ei(r) = v +In(7) + i

k=1

Pour 7 > |In¢l, on utilise I'expansion asymptotique suivante :

. . exp(7) < k!
(3.58) Ei(7) ~ Z —
T k=0 T
ot nous utilisons les conventions de notation 0! := 1 et 7° := 1, pour 7 > 0. On trouvera

dans [1] et [78] de plus amples informations sur ce type de fonctions.

3.4.2 Problémes choisis

Nous allons appliquer les méthodes numériques décrites dans le chapitre précédent
a la résolution de I’équation de transfert sous sa forme intégrale (3.27) que nous rap-
pelons :
w(r) [
| Bl = ol)e(0)do = o(r) = f(r), e [0,m)
Le noyau k intervenant dans cette équation intégrale, est défini pour tout 7 et o
dans [0, 7], tels que 7 # o par

w(7)

(3.59) k(T,0) = 5 Ei(|7 = o).
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La fonction E; satisfait les hypotheses (1.8)- (1.11) (voir la section 3.4.1 précédente)
et, d’apres 'hypothese (Gy) de la section 3.2.1, 'albédo est une fonction continue. On
peut alors identifier les fonctions 1 et g des chapitres précédents a

(3.60) n(r,o) = wéT)’
(3.61) g(t) = FEi(r), 7 >0,

et appliquer les méthodes décrites dans le chapitre 2 pour résoudre numériquement
ce probleme des que le second membre f est une fonction continue sur [0, 7] ou une
représentante de la classe des fonctions intégrables, au sens de Lebesgue, sur [0, 7,].

Dans un milieu réaliste ou 1’albédo varie, il n’y a pas de loi simple pour exprimer la
variation spatiale de ce dernier. A chaque fréquence correspond une loi de variation, des
lois associées a deux fréquences différentes pouvant étre tres différentes. Néanmoins, le
comportement général de 1’albédo est tel qu’il tend vers 1 au voisinage de la surface et
vers une valeur finie, parfois tres proche de zéro, loin des couches superficielles (pour
des valeurs de 7 élevées). Une loi simple décrivant ce type de comportement est une
exponentielle négative, systématiquement prise en compte par les travaux de théorie
du transfert qui considerent un albédo variable ([36]). Nous définissons donc w, pour
tout 7 € [0, 7], par:

(3.62) w(T) := wyexplar),
ou a <0 et w, € ]0,1[. Ainsi, pour tout 7 € [0, 7],
(3.63) 0 <w(r) <w, < L.

Nous considérerons les cas particuliers ot o = 0 (albédo constant) et o = —1.

Nous allons étudier cing exemples de terme libres : si les trois derniers ont une signi-
fication physique particuliere, les deux premiers ne présentent qu’un intérét numérique
(validation des méthodes). Soit f; le terme libre défini, pour tout 7 dans [0, 7], par

@(7)

(3.64) filt) =w(r)—1— 5

(E2(7) + Ea(m — 7).
Alors la solution ¢, de I'équation (3.27) correspondante vérifie, pour tout 7 € [0, 7],
(3.65) p1(7) = L.

Soit fy le terme libre défini, pour tout 7 dans [0, 7], par

366) 1) = exp(3n) [ B 8) + B - 8) - 1],
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ou Fy est définie par (3.42). Alors la solution ¢y de ’équation (3.27) correspondante
vérifie pour tout 7 € [0, 7],

(3.67) ©a(7) := exp(O7).

On s’intéresse particulierement au cas ou , varie rapidement avec 7 afin de simuler
le comportement de la fonction source ¢ dans la région de transition atmosphere-
couronne: on prendra 3 = 5. Dans le cas d’une atmosphere isotherme (température
constante), le second membre de 1’équation (3.27) est défini par

(3.68) fa(r) i=w(r) — L.

La solution exacte correspondante sera appelée @3. Le terme libre suivant correspond
a un saut brusque de la température sur une couche donnée 7 = 6, ou 8 € 10, 7,] (qui
peut correspondre a la zone de transition chromosphere-couronne dans une étoile) :

. Jwme—1 st T€]0,0],

(3.69) falr) = { 0 si 7e€l0,7]

Nous étudions dans la suite le comportement de la solution ¢4 correspondante lorsque
le parametre 6 tend vers zéro. Lorsque sur une couche 7 = 6, ou 6 € ]0, 7], il existe une
distribution uniforme de sources isotropes (sources internes), le terme libre est défini,
pour tout 7 € [0, 7] tel que 7 # 6, par

(3.70) fo(7) = = Ea(l ).

Ce terme libre intervient lors de la modélisation de nébuleuses plan-paralleles éclairées
par une étoile ponctuelle placée sur la couche 7 = . Nous étudierons le cas ou § = 7, /2.
La solution exacte correspondante sera notée 5.

Le tableau suivant donne les espaces fonctionnels correspondants aux termes libres
considérés:

Terme libre  Espace
fi C°([0, 7
fa CO([O, T,
fs (]

fa L]0, 7,

fs L]0, 7,
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Enfin, nous considérerons les valeurs suivantes pour les couples (w,, 74):

Wi Tk
0.7 102
0.999 10°

Le premier couple est typique d'un probleme posé a une fréquence appartenant a une
partie continue du spectre de 1’étoile (c’est-a-dire dans une région ou les différentes
grandeurs physiques varient peu avec la fréquence donc en dehors des raies spectrales).
Le dernier est typique d’un probleme de transfert posé dans une raie spectrale (corres-
pondant a un profil de raie rectangulaire). On peut se référer a [36] et [28] pour plus
de détails sur les domaines de variation de w, et T,.

Les coefficients des matrices et seconds membres des systemes linéaires correspon-
dants a ces termes libres et pour ce choix de w sont donnés, pour chaque méthode, en
annexe.

3.4.3 Approximations de rang fini

Les sept premieres figures montrent 'erreur commise sur ¢1(7) = 1, 7 € [0, 74, par
la méthode de projection décrite en 2.1.1.1 et par la méthode d’intégration produit
décrite en 2.1.2.1 pour différentes valeurs de 7., @ et a.

La figure 3.1 montre 'erreur relative associée a 1’approximation construite par la
méthode de projection lorsque 7, = 100 et que 1’albédo est constamment égal a 0.7.

La figure 3.2 montre I'erreur relative associée a I’approximation construite par la mé-
thode de projection lorsque 7, = 100 et que I’albédo est variable: w(7) = 0.7 exp(—7).
On remarque que dans ce cas l'erreur reste a son niveau le plus bas au voisinage de
Ty, et décroit plus vite au voisinage de zéro que dans le cas ou ’albédo est constant,
comme le montre la figure 3.3, tout en conservant le méme ordre de grandeur. Ces
approximations ont été construites a partir d’une grille quasi-uniforme définie de la
maniere suivante :

sous intervalles nombre de points pas

[0, 10] 251 0.04

[10,90] 551 0.16

[90, 100] 251 0.04
taille de la matrice 1000

Grille 1.
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0.0E+00 . . . . . : . : . .
0 20 40 60 80 100

FiG. 3.1 — Erreur relative associée a lapprozimation de py. Projection. Grille 1.

7, = 100. w(7) = 0.7.
7.0E-04 ~
6.0E-04 -
5.0E-04 +
4.0E-04 -
3.0E-04
2.0E-04

1.0E-04 +

0.0E+00 . . . . . : . : . .
0 20 40 60 80 100

FiG. 3.2 — Erreur relative associée a l'approzimation de py. Projection. Grille 1.

7, = 100. w(7) = 0.7exp(—7).

89
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7.0E-04 -
6.0E-04
5.0E-04 -
4.0E-04
3.0E-04 -
2.0E-04 - l\'x‘\

1.0E-04 4

0.0E+00

0 2 4 6 8 10

F1G. 3.3 — Zoom des erreurs relatives associées aux approximations de ¢y. w(7) = 0.7
(continue), w(T) = 0.7exp(—7) (pointillés). Projection. Grille 1. 7, = 100.

La figure 3.4 montre I'erreur relative associée a 1’approximation construite par la
méthode d’intégration produit lorsque 7, = 100 et que I’albédo est constamment égal
a 0.7. La figure 3.5 montre ’erreur relative associée a I'approximation construite par
la méthode d’intégration produit lorsque 7, = 100 et que I’albédo est variable: w(7) =
0.7exp(—7). Ces approximations ont été construites a partir d’une grille uniforme de
501 points.
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2.0E-15
1.5E-15

1.0E-15

5.0E-16

0.0E+00 -t M T

T T T 1
o 20 40 60 80 100

FiG. 3.4 — Erreur relative associée a l'approzimation de ¢y. Intégration produit. Grille

uniforme (n = 500). 7, = 100. w(7) = 0.7.

8e-16 —
6e-16 —|
4e-16

2e-16 -
o A,Am A
[0}

FiG. 3.5 — Erreur relative associée a l'approrimation de @y. Intégration produit. Grille

uniforme (n = 500). 7, = 100. w(7) = 0.7exp(—7).

T T T T 1
20 40 60 80 100
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La figure 3.5 montre un zoom de ’erreur relative associée a I’approximation construite
par la méthode de projection lorsque 7, = 1000 et que ’albédo est constamment égal a
0.999. Cette approximation a été construite a partir de la grille quasi-uniforme définie
par

sous intervalles nombre de points pas
[0, 100] 501 0.2
[10,90] 501 1.6
[90, 100] 501 0.2
taille de la matrice 1500
Grille 2.

FiG. 3.6 — Zoom de Uerreur relative associée a l'approzimation de ¢1. Projection. Grille

2. 7, = 1000. w(7) = 0.999.
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8.0E-14
6.0E-14
4.0E-14

2.0E-14

0.0E+00

T T T T A
[o] 200 400 600 800 1000

FiG. 3.7 = Zoom de Uerreur relative associée a l'approzimation de ¢i. Intégration pro-

duit. Grille uniforme (n = 1000). 7, = 1000. w(7) = 0.999.

Les deux figures suivantes montrent les erreurs relatives associées aux approxima-
tions de g : 7 € [0 : 100] — exp(57) constuites a partir de la grille suivante :

sous intervalles nombre de points pas
[0,90] 501 0.18
[90, 100] 501 0.02
taille de la matrice 1000
Grille 3.

La figure 3.8 montre une comparaison des erreurs commises par les méthodes de
projection et d’intégration produit lorsque ’albédo est constamment égal a @, = 0.7.
Le choix de la grille 3 a été motivé pour privilégier le voisinage de 7, = 100.

La figure 3.9 montre un zoom de 'erreur relative associée a 'approximation par
intégration produit lorsque 'albédo est variable: w(7) = 0.7 exp(—7).
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5.0E-04 -
4.0E-04 -
3.0E-04 -

2.0E-04 -

1.0E-04

0.0E+00 T T T
90 92 94 96

FiG. 3.8 — Zoom des erreurs relatives associées auzx approximations de p,. Projection
(continue) et intégration produit (pointillés). Grille 3. 7, = 100. w(7) = 0.7. 8 = 5.

1.6E-01 q
1.4E-01 -
1.2E-01 -
1.0E-01 +
8.0E-02 -
6.0E-02 -
4.0E-02 +

2.0E-02 4

0.0E+00 T T T T 1
95 96 97 98 99 100

FiG. 3.9 — Zoom des erreurs relatives associées auzx approximations de p,. Projection
(continue) et intégration produit (pointillés). Grille 3. 7, = 100. w(7) = 0.7exp(—7).
B =5.
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Les six figures suivantes sont consacrées a I’étude des approximations de la solution
exacte 3 correspondant au terme libre f;. C’est l’exemple que l'on retrouve dans la
plupart des ouvrages portant sur la résolution numérique de 1’équation de transfert.
Nous avons voulu exhiber ces approximations au voisinage de zéro. C’est pourquoi nous
avons utilisé la grille d’approximation suivante pour les construire:

sous intervalles nombre de points  pas
(0,107 101 10~*
[1072,107] 91 1073
(1071, 1] 91 1072
[1,10] 91 0.1
[10,90] 501 0.16
[90, 100] 301 1/30
taille de la matrice 1170
Grille 4.

La figure 3.10 montre les solutions approchées construites avec la méthode de projection
et d’intégration produit. Les parametres utilisés sont les suivants : 7, = 100, w(7) = 0.7.
On remarquera que les deux courbes sont tres proches l'une de 'autre.

1 -
0.9
0.8 A
0.7

0.6

0.5 T
0.001 0.01 0.1 1 10

F1G. 3.10 — Zoom des approximations de @s3. Projection (continue) et intégration produit
(pointillés). Grille 4. T, = 100. w(7) = 0.7. Abscisses en échelle logarithmique.
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La figure 3.11 montre le résidu relatif associé a ’approximation de @3 construite a
partir de la méthode de projection exhibée sur la figure précédente.

5.0E-12
4.0E-12
3.0E-12
2.0E-12
1.0E-12 o

0.0E+00 -

-1.0E-12 T T T 1
1.0E-03 1.0E-02 1.0E-01 1.0E+00 1.0E+01

FiG. 3.11 — Résidu relatif associ€é a Uapprozimation de la solution approchée de 3.
Projection. Grille 4. 7, = 100. w(7) = 0.7. Abscisses en échelle logarithmique.

La figure 3.12 montre 'approximation de @3 construite avec la méthode de pro-
jection et la méthode d’intégration produit lorsque 'albédo est variable: w(r) =
0.7exp(—7). La figure 3.13 montre le résidu relatif associé.

1 -

0.95

0.9 A

0.85 -

0.8

0.75 -

0.7

0.65 -

0.6

0.55 T T T T 1
0.001 0.01 0.1 1 10 100

F1G. 3.12 — Approzimations 3. Projection (continue) et intégration produit (pointillés).
Grille 4. 7, = 100. w(7) = 0.7exp(—7). Abscisses en échelle logarithmique.
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1.6E-02 1
1.4E-02 ;
1.2E-02 ;
1.0E-02 ;
8.0E-03 ;
6.0E-03 ;

4.0E-03 1

2.0E-03 1

0.0E+00 -
-2.0E-03

-4.0E-03

6EB3t+——r—
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FiG. 3.13 — Résidu relatif associ€é a Uapproximation de la solution approchée de 3.
Projection. Grille 4. 7, = 100. w(7) = 0.7exp(—7). Abscisses en échelle logarithmique.

Les deux dernieres figures montrent les approximations de 3 et un résidu relatif
correspondant construits par la méthode de projection et d’intégration produit pour
des valeur plus élevées de 7, et de w,. Ces approximations ont étés construites a l'aide
de la grille suivante :

sous intervalles nombre de points  pas
[0,1] 101 1072
[1,100] 901 0.11
(100, 900] 201 4
[900, 1000] 1001 1072
taille de la matrice 2200

Grille 5.
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1.0E+00 -~
9.0E-01 +
8.0E-01
7.0E-01 +
6.0E-01 -
5.0E-01 -
4.0E-01 +
3.0E-01 4
2.0E-01 4

1.0E-01 4

0.0E+00 T T T T 1
1.0E-03 1.0E-02 1.0E-01 1.0E+00 1.0E+01 1.0E+02

FiG. 3.14 — Approzimation de @3. Projection (continue) et intégration produit (poin-
tillés). Grille 5. 7, = 1000. w(7) = 0.999. Abscisses en échelle logarithmique.

3.0E-10
2.5E-10 1
2.0E-10 1
1.5E-10 +
1.0E-10
5.0E-11 1

0.0E+00 -

-5.0E-11 N —
1.0E-03 1.0E-02 1.0E-01 1.0E+00 1.0E+01 1.0E+02

FiG. 3.15 — Résidu relatif associ€é a Uapprorimation de la solution approchée de 3.
Projection. Grille 5. 7, = 1000. ww(7) = 0.999. Abscisses en échelle logarithmique.
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Toutes les approximations précédentes sont des approximations de fonctions conti-
nues sur [0, 7,]. Les figures suivantes sont consacrées a des approximations de solutions
appartenant a l'espace L'([0, 7,]). Ces figures montrent donc les moyennes locales des
solutions approchées obtenues. Les sept premieres figures traitent de ’approximation
de la solution 4, dont le terme libre f; correspond a un saut de température dans une
couche interne de 'atmosphere. Les deux premieres figures 3.16 et 3.17 montrent les
moyennes locales de la solution approchée obtenue par la méthode de projection décrite
en 2.1.1.2 lorsque le saut de température se produit sur la couche § = 50; ’albédo est
constamment égal a 0.7 et 7, = 100. La grille d’approximation utilisée est définie de la
maniere suivante :

sous intervalles nombre de points  pas

[0,1077] 101 10—

[1072,1071] 91 1073

(1071, 1] 91 1072

[1,15] 101 0.05

[15,40] 101 0.25

[40, 60] 270 2/27

(60, 100] 51 0.8
taille de la matrice 800

Grille 6.

FiG. 3.16 — Moyennes locales de "approzimation de p4. Projection. Grille 6. 7, = 100.
w(r) =0.7. § = 50.
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0.95
0.85 -

0.75

0.55 —

0.5 T T T 1
0.001 0.01 0.1 1 10

FiG. 3.17 = Zoom des moyennes locales de Uapprozimation de p4. Projection. Grille 6.
7, = 100. w(7) = 0.7. § = 50. Abscisses en échelle logarithmique.

Les figures 3.18 et 3.19 montrent les moyennes locales de la solution approchée
obtenue par la méthode de projection décrite en 2.1.1.2 lorsque le saut de température se
produit sur la couche § = 0.1, c’est a dire proche de la surface ; I’albédo est constamment

égal a 0.7 et 7, = 100. La grille d’approximation utilisée est définie de la maniere
suivante :
sous intervalles nombre de points  pas
[0,107?] 101 10~
[1072,107] 91 1072
107, 1] 91 1072
[1,100] 501 0.198
taille de la matrice 690

Grille 7.
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0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1

0.05

o+
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

FiG. 3.18 — Zoom des moyennes locales de Uapprozimation de p4. Projection. Grille 7.
7, = 100. w(7) =0.7. § = 0.1.

0.4 ~
0.35
0.3
0.25 -
0.2
0.15 -
0.1
0.05 -

\

0 . ——— . ——— . —————
0.001 0.01 0.1 1

FiG. 3.19 — Zoom des moyennes locales de "approzimation de p4. Projection. Grille 7.
7, = 100. w(7) = 0.7. § = 0.1. Abscisses en échelle logarithmique.
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Les figures 3.20 et 3.21 montrent les moyennes locales de la solution approchée
obtenue par la méthode d’intégration produit décrite en 2.1.2.2 lorsque le saut de
température se produit sur la couche # = 50, c’est a dire au centre de "atmosphere,
et lorsque 'albédo est variable: w(7) = 0.7exp(—7), et pour 7, = 100. La grille
d’approximation utilisée est la grille 5. La figure 3.22 montre le méme type de solution
approchée lorsque 6 = 0.1. La grille d’approximation est la grille 6.

1.4E+00 ~
1.2E+00 -
1.0E+00 -
8.0E-01 -
6.0E-01 -

4.0E-01

2.0E-01 -

00E¥O0 +———r - — — .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FiG. 3.20 — Moyennes locales de l'approximation de . Intégration Produit. Grille 6.
7, = 100. w(7) = 0.7exp(—7). § = 50.
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1.4

1.2 H

0.8 1
0.6

0.4 1

0.2 —— ——y ———y —————
0.001 0.01 0.1 1 10

FiG. 3.21 — Zoom des moyennes locales de l'approzimation de 4. Intégration Produait.
Grille 6. 7, = 100. w(7) = 0.7exp(—7). 8 = 50. Abscisses en échelle logarithmiques.

0.6 -
0.5
0.4

0.3

0.2

o] T T 1
0.001 0.01 0.1 1 10

FiG. 3.22 — Zoom des moyennes locales de l'approzimation de 4. Intégration Produait.
Grille 7. 7, = 100. w(7) = 0.7exp(—7). 0 = 0.1. Abscisses en échelle logarithmiques.
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La figure 3.23 montre les moyennes locales des approximations de @5 construites
par la méthode d’intégration produit dans L'. Une comparaison est faite entre un cas
ou l’albédo est constant et un cas ou celui-ci est variable. Nous avons choisi 7, = 100,
la grille d’approximation utilisée étant définie de la maniere suivante:

sous intervalles nombre de points pas
[0, 40] 201 0.2
[40, 60] 401 0.05
(60, 100] 201 0.2
taille de la matrice 800
Grille 8.

2.0E+00 -

1.8E+00 -

1.6E+00 —+

1.4E+00 +

1.2E+00 o

1.0E+00 +

8.0E-01 -

6.0E-01 -

4.0E-01

2.0E-01 A

0.0E+00
45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55

F1G. 3.23 — Zoom des moyennes locales des approximations de 5. w(7) = 0.7 (conti-
nue) et w(r) = 0.Texp(—7) (pointillés). Intégration Produit. Grille 8. T, = 100.
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La figure 3.24 montre les moyennes locales de 1’ approximation de @5 construite
par la méthode d’intégration produit dans L'. Nous avons choisi 7, = 1000 et =@
constamment égal a 0.999. La grille d’approximation utilisée est définie de la maniere
suivante :

sous intervalles nombre de points  pas
[0,400] 401 1
[400, 600] 801 0.25
(600, 1000] 401 1
taille de la matrice 1600
Grille 9.
30 q
25 -
20
15 +
10
5
0 T T T T T T T T T T T 1
350 400 450 500 550 600 650

FiG. 3.24 — Zoom des moyennes locales des approzimations de ps. Intégration Produait.

Grille 9. T, = 1000. w(7) = 0.999.
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3.4.4 Raffinement itératif

Nous présentons dans cette section des figures montrant le comportement des itérés
successifs construits par les trois schémas de raffinement itératif (A), (B) et (C), décrits
en 2.2.1, ainsi que le comportement des résidus relatifs associés.

Nous rappelons que ces schémas convergent non pas vers la solution exacte du pro-
bleme considéré mais vers une solution approchée correspondante a une discrétisation
fine de celui-ci. Afin d’alléger les écritures, ces solutions approchées seront notées @,,
1 < < 5, suivant le second membre considéré.

Nous définissons le dernier itéré d’un schéma comme étant le premier itéré a ad-
mettre un résidu relatif inférieur ou égal & 10717,

Pour des raison de «sécurité», les algorithmes correspondants sont mis en ceuvre de
facon a respecter un nombre maximum d’itérations.

3.4.4.1 Un exemple dans C°([0, 7,])

La figure 3.25 montre les itérés successifs construits par le schéma d’Atkinson
(schéma (A)), basé sur la méthode de projection et approchant la solution @s. Vingt-
six itérations ont étés nécessaires pour obtenir un premier résidu relatif inférieur ou
égal a 107'°. Dans cette exemple, I’albédo est constamment égal a 0.7 et 7, = 100. Les
grilles d’approximation grossiere et d’approximation fine sont uniformes, comportant
respectivement 51 et 1001 points. Les tailles des matrices d’approximation grossiere et
fine sont donc respectivement 50 et 1000, soit d’un rapport de 20. La grille d’exposition
est définie de la maniere suivante, afin d’exhiber ces itérés au voisinage de 1’origine :

sous intervalles nombre de points pas

[0, 10] 501 0.02

[10,90] 501 0.16

(90, 100] 501 0.02
taille de la matrice 1500

Grille 10.
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0.95
0.9
0.85 -
0.8

0.75 -

0.65 -
0.6

0.55

0.5 T T 1
0.01 0.1 1 10

FiG. 3.25 — Zoom des 26 premiéres approximations de p3 du schéma d’Atkinson. Pro-
Jection. Grille d’approxzimation grossiére et fine uniformes (n =51, m = 1001). Grille
d’exposition 10. 7, = 100. w(7) = 0.7. Abscisses en échelles logarithmiques.

Les cinq figures suivantes montrent la fonction résidu relatif correspondant a chaque
itération. On remarque un phénomene de super-convergence: le résidu relatif est a
son niveau le plus faible aux noeuds de la grille grossiere. C’est pourquoi il est utile
de choisir une grille d’exposition différente des grilles d’approximation pour pouvoir
évaluer le résidu relatif entre leurs noeuds, afin de ne pas stopper le schéma trop tot.
(Voir [53] pour plus de détails sur ce phénomene).
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0.25 -
0.2 -
0.15 -

0.1

1.0E-03

8.0E-04

6.0E-04

4.0E-04

2.0E-04 -

-2.0E-04 -

-4.0E-04 T T T

FiG. 3.26 — Zoom des résidus relatifs associ€és aux onze premiéres approximations de ©3
du schéma d’Atkinson. Projection. Grille d’approzimation grossiére et fine uniformes

(n =51, m =1001). Grille d’exposition 10. 7, = 100. w(7) = 0.7.
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1.2E-05 A
1.0E-05
8.0E-06
6.0E-06
4.0E-06

2.0E-06

0.0E+00

-2.0E-06

-4.0E-06

-6.0E-06

-8.0E-06

1.5E-07

1.0E-07

5.0E-08

0.0E+00

-5.0E-08

-1.0E-07

-1.5E-07 T T T T T T T 1

FiG. 3.27 — Zoom des résidus relatifs des approximations 11 a 20 de @3 du schéma
d’Atkinson. Projection. Grille d’approzimation grossiére et fine uniformes (n = 51,

m = 1001). Grille d’exposition 10. T, = 100. w(7) = 0.7.
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2.0E-09 A~
1.5E-09 -
1.0E-09 -

5.0E-10 A

-5.0E-10 +
-1.0E-09 1

-1.5E-09 +

-2.0E-09 T T T T T T T 1

FiG. 3.28 — Zoom des résidus relatifs associés auzx cing derniéres approximations de p3
du schéma d’Atkinson. Projection. Grille d’approzimation grossiére et fine uniformes

(n =51, m =1001). Grille d’exposition 10. 7, = 100. w(7) = 0.7.

La figure 3.29 montre les itérés successifs construits par le schéma de Brakhage
(schéma (B)) appliqué a la méthode de projection, approchant @3. Quatorze itérations
ont étés nécessaires pour obtenir un premier résidu relatif inférieur ou égal & 10710,
Les figures 3.30 et 3.31 montrent le premier et le dernier résidu relatif calculés par ce
schéma. Les grilles d’approximation grossiere et d’approximation fine sont uniformes,
comportant respectivement 51 et 1001 points. Les tailles des matrices d’approximation
ont donc un rapport de 20.

La figure 3.32 montrent les itérés successifs construits par le troisieme schéma
(schéma (C)) appliqué a la méthode d’intégration produit, approchant la solution @s.
Douze itérations ont étés nécessaires pour obtenir un premier résidu relatif inférieur
ou égal a 1071%, Les figures 3.33 et 3.34 montrent les fonctions résidus relatifs asso-
ciées aux premiers et derniers itérés construits par ce schéma. Les grilles d’approxima-
tion grossiere et d’approximation fine sont uniformes, comportant respectivement 60
et 900 points afin d’assurer I’emboitement des grilles d’approximations intermédaires.
Les tailles des matrices d’approximation grossiere et fine ont donc un rapport de 15.

On remarque que les schémas (B) et (C) convergent plus rapidement que le schéma
(A), les deuxiemes itérés correspondants étant beaucoup plus proches de I'itéré final.
Les schémas (A) et (B) convergent par valeurs supérieures contrairement au schéma
(C). Enfin le phénomene de super-convergence sur les résidus relatifs est encore observé
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chez ces deux derniers schémas. Dans ces exemples, 1’albédo est constamment égal a
0.7 et 7. = 100. La grille d’exposition est la grille 9.

1 -
0.95 +
0.9
0.85 +
0.8
0.75 +
0.7 A
0.65 4
0.6

0.55 +

0.5 T T 1
0.01 0.1 1 10

FiG. 3.29 — Zoom des quatorze premiéeres approzimations de p3 du schéma de Brakhage.
Projection. Grille d’approzimation grossiére et fine uniformes (n = 51, m = 1001).
Grille d’exposition 10. 7, = 100. w(7) = 0.7. Abscisses en échelles logarithmiques.

1.6E-01
1.4E-01 +
1.2E-01 4
1.0E-01 +
8.0E-02 +
6.0E-02 4
4.0E-02

20802 4 7

0.0E+00 o+

-2.0E-02

FiG. 3.30 — Zoom des résidus relatifs associ€s aux quatre premieres approximations
de p3 du schéma de Brakhage. Projection. Grille d’approximation grossiere et fine
uniformes (n = 51, m = 1001). Grille d’exposition 10. 7, = 100. w(7) = 0.7.
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2e-09 4
1.5e-09 -
1le-09 +

Se-10

-5e-10 +

-1e-09 o

-1.5e-09

-2e-09

T T T T T T T T T 1
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FiG. 3.31 — Zoom des résidus relatifs associ€s auzx trots derniéres approximations de p3
du schéma de Brakhage. Projection. Grille d’approzimation grossiére et fine uniformes

(n =51, m =1001). Grille d’exposition 10. 7, = 100. w(7) = 0.7.

0.5 T T 1
0.01 0.1 1 10

F1G. 3.32 — Zoom des douze premiéres approzimations de @3 du schéma (C). Intégration
produit. Grille d’approzimation grossiére et fine uniformes (n = 60, m = 900). Grille
d’exposition 10. 7, = 100. w(7) = 0.7. Abscisses en échelles logarithmiques.
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FiG. 3.33 — Zoom des résidus relatifs associés auz trois premiéres approzimations de @3
du schéma (C). Intégration produit. Grille d’approximation grossiére et fine uniformes

(n = 60, m =900). Grille d’exposition 10. 7, = 100. w(7) = 0.7.

le-10 -

FiG. 3.34 — Zoom des résidus relatifs associeés auzx trots derniéres approximations de @3
du schéma (C). Intégration produit. Grille d’approximation grossiére et fine uniformes

(n = 60, m =900). Grille d’exposition 10. 7, = 100. w(7) = 0.7.
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Le tableau suivant montre que la convergence des schémas de raffinement dépend
tres peu du type d’approximation de rang fini utilisée pour leur mise en ceuvre. Les
expériences correspondantes ont été réalisées avec des grilles uniformes: nous avons
fixé la taille de la matrice d’approximation grossiere a 200, celle de la matrice d’ap-
proximation fine a 1000, et les valeurs 7, = 100 et @ = 0.7. La grille d’exposition est
une grille uniforme de 2001 points. La solution visée est @s.

méthode (A) (B) (C)
projection 11 6 6

intégration produit 10 5

TAB. 3.1 — Nombre d’itérations

Le tableau suivant montre la corrélation entre la vitesse de convergence des diffé-
rents schémas et le rapport de taille des matrices d’approximations fine et grossiere. Les
expériences correspondantes ont été réalisées avec des grilles uniformes : nous avons fixé
la taille de la matrice d’approximation fine a 1000 et nous notons n la taille de la ma-
trice d’approximation grossiere. Les parametres sont fixés ainsi: 7, = 100 et @ = 0.7.
La grille d’exposition est une grille uniforme de 2001 points. Les itérées sont construits
par la méthode de projection pour approcher la solution exacte du probleme discrétisé
avec la grille fine 3.

n (A) _(B) (C)
20 43 22 22
50 25 13 13
100 16 13 13
200 11 6 6

TAB. 3.2 — Nombre d’itérations

Enfin, le tableau suivant montre le comportement de chaque schéma par rapport a
la valeur de w, lorsque ’albédo est constant. Les expériences correspondantes ont été
réalisées avec des grilles uniformes: nous avons fixé la taille de la matrice d’approxima-
tion fine & 1000 et celle de la matrice d’approximation grossiere a 200 (soit un rapport
de 5) avec 7, = 100. La grille d’exposition est une grille uniforme de 2001 points. Les
itérées sont construits par la méthode de projection pour approcher la solution exacte
du probleme discrétisé avec la grille fine 3.
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= (A) (B) (O
0.7 11 6 6
0.9 14 8 8
0.99 16 9 9

0999 16 11 11
0.999999 17 12 11

TAB. 3.3 — Nombre d’itérations

3.4.4.2 Exemples dans L'([0,7,])

La figure 3.35 montre un zoom des moyennes locales du premier et du dernier
itérés construits par le schéma d’Atkinson basée sur la méthode de projection pour
approcher la solution exacte du probleme discrétisé avec la grille fine ¢4 lorsque 1’albédo
est variable. Les grilles d’approximation grossiere et fine sont uniformes et comportent
respectivement 201 et 1001 points sur [0, 100]. Six itérations ont été nécéssaires pour
obtenir un premier résidu relatif inférieur ou égal a 107'° sur une grille d’exposition
uniforme de 2001 points.

0.5

0.45 +

0.4

0.35

0.3

0.25 4

0.2 T T 1
0.01 0.1 1 10

F1G. 3.35 — Zoom de la premiére et de la 6¢ (derniére) approximations de @4 du schéma
d’Atkinson. Projection. Grilles d’approximations et d’exposition uniformes (n = 200,

m = 1000, v = 2000). 7, = 100, @(7) = 0.7. 0 = 50.
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La figure 3.36 montre un zoom des moyennes locales des deux premiers et du dernier
itérés construits par le schéma (C) basé sur la méthode d’intégration produit pour
approcher la solution exacte du probleme discrétisé avec la grille fine @5 lorsque 1’albédo
est constamment égal a 0.7. Les grilles d’approximation grossiere et fine sont uniformes
et comportent respectivement 31 et 1051 points sur [0, 100]. Dix-neuf itérations ont été
nécéssaires pour obtenir un premier résidu relatif inférieur ou égal a 1079 sur une grille
d’exposition uniforme de 2001 points.

FiG. 3.36 — Zoom de la premiére, deuxieme et 19€ (derniére) approzimations de @s
du schéma (C). Intégration produit. Grilles d’approzimations et d’exposition uniformes

(n =30, m = 1050, v = 2000). 7, = 100, =(r) = 0.7. 6 = 50.
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Le tableau suivant montre la corrélation entre la vitesse de convergence des diffé-
rents schémas et le rapport de taille des matrices d’approximations fine et grossiere.
Les expériences correspondantes ont été réalisées avec des grilles uniformes : nous avons
fixé la taille de la matrice d’approximation fine a 1050 et nous notons par n la taille
de la matrice d’approximation grossiere. Les parametres sont fixés ainsi: 7, = 100
et w = 0.7. La grille d’exposition est une grille quasi-uniforme raffinée au voisinage
de la singularité. Les itérés sont construits par la méthode d’intégration produit pour
approcher la solution exacte du probleme discrétisé avec la grille fine 5.

n (&) (B) (O
10 58 29 29
30 39 19 19
150 14
210 11
350 9 5 5

TAB. 3.4 — Nombre d’itérations

Le tableau suivant montre le comportement de chaque schéma par rapport a la va-
leur de w,, lorsque 'albédo est constant, pour approcher la solution exacte du probleme
discrétisé avec la grille fine @5. Ces schémas sont basés sur la méthode d’intégration
produit. Les expériences correspondantes ont été réalisées avec des grilles uniformes:
nous avons fixé la taille de la matrice d’approximation fine a 1050 et celle de la ma-
trice d’approximation grossiere a 210 (soit un rapport de 5) avec 7, = 100. La grille
d’exposition est une grille quasi-uniforme raffinée au voisinage de la singularité.

@ (A) (B) (C
07 11 6
099 13 8
0999 15 9
0.999999  (*) (¥)

(*) ne converge pas.

)
6
8
9
)

(*

TAB. 3.5 — Nombre d’itérations
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3.4.5 Cas d’une grande épaisseur optique

Si les méthodes de raffinement itératif permettent, pour une épaisseur optique fixée,
d’obtenir une précision adéquate sur la solution en réduisant considérablement la taille
du systeme linéaire a résoudre, elles ne permettent pas toujours la prise en compte
de valeurs importantes de 7, : elles sont limitées par le stockage de la matrice d’ap-
proximation fine, dont la taille augmente avec la précision. Dans [6], nous avons eu
recours a la parallélisation des méthodes de raffinement lorsque peu d’hypotheses sont
faites sur la régularité des données, c’est-a-dire sur le terme libre f et sur ’albédo w. 1l
s’est d’ailleurs avéré que la parallélisation ne devient rentable que pour des valeurs tres
grandes de 7, : en effet, ce type d’'implémentation est réellement efficace que lorsque le
temps de communication entre les différents processeurs mis en jeu dans la résolution
est bien inférieur au temps impartit au calcul lui-méme.

La prise en compte d’hypotheses plus fortes sur la régularité de f et w permet,
en outre, d’appliquer des méthodes asymptotiques que nous allons brievement décrire
dans la suite. Leur philosophie est de distinguer, dans la solution approchée, une par-
tie réguliere qui sera construite analytiquement. Lorsque ces méthodes sont couplées
avec une méthode de décomposisiton asymptotique du domaine ([63]), les parties non
régulieres sont approchées par les solutions d’équations intégrales posées sur un inter-
valle beaucoup plus petit que Uintervalle initial [0, 7,]. Nous décrivons dans la suite les
résultats de Amosov et Panasenko développés dans [11].

3.4.5.1 Développement asymptotique

Soient a et b deux réels tels que a < b et x dans C%[a,b]). On définit la norme de
z dans cet espace par

(3.71) €]l := sup |z(o)];

o€la,b
et la dérivée de x d’ordre j au point 7 de [0, 7], lorsqu’elle existe, par

(3.72) x(j)(r) = %(7).

Afin d’appliquer une méthode de développement asymptotique, nous allons faire
quelques hypotheses sur f et w. Rappelons brievement I’équation de transfert (3.27):
w(7)

) [ Eu(fr = ol)p(a)do — olr) = fr). 7€ 0.7

On suppose que le terme libre f se décompose en trois fonctions de la maniere suivante

sur [0, 7] :

(3.73) f=—wfi+(w-1)fo —wfr,
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et qu’il existe un entier m > 0 tel que:
(374) w e CQm([OvT*])v fé;fr’ S CO([O7T*]) et fO € 02m+2([077-*])‘

On suppose de plus que f; et f, sont deux fonctions a décroissance exponentielle,
c’est-a-dire qu’il existe une constante positive M telle que pour tout 7 € [0, 7],

(3.75) [fe(r)] < Mexp(—7),
(3.76) [f-(T)] < Mexp(—(r. — 7).
Soit v la fonction définie par

@(7)

(3.77) y(7) = 1—:j25(;57 € [0, 7).

On suppose de plus que les fonctions fy et v sont a variation lente, c’est-a-dire qu’il
existe une constante positive N et 6 € |0, 1] tels que

(3.78) 15y < Mo, 0<j<2m+2,

: N
(3.79) Wy <

1 —w,

&7

. 0<j<2m+1.

On suppose enfin que

N§?2
(3.80) €= <1.

1 —w,

Soient deux réels a et b. On définit I'opérateur A, par

(3.81) (Aapip)(T t/EMT—ﬂ Jp(o) do
L’équation (3.27) s’écrit alors
(3.82) @(7)(Aomp)(7) = (1) = f(7), 7 €[0,7n]

Le but de la méthode de développement asymptotique est de construire une solution
approchée @™ de I’équation (3.27) ayant la forme suivante :

gl = bl 4 i 4 gl

ou QOLZ;] est une partie réguliere de la solution approchée, @Em] et 3™ étant les solutions

respectives de deux équations intégrales auxiliaires posées sur I'intervalle [0, 7 ]. L’idée

est de chercher @E?g] sous la forme suivante:

(383) S‘oreg Z Sﬁk reg-
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Soient o et 7 dans [0, 7,]. Grace a un développement de Taylor, nous pouvons écrire

2m—2k+1 | ) '
(3.84) Prreg(0) = ) ﬁ%@zf,mg(ﬂ(a —7) +rilo,7),
J=0 )
ou le reste 1y est tel que
lokres
385 < )reg [0,7%] - 2m—2k-|—2.
Alinsi,
(3.86) Pld(o) = (o, 7) + (o, ),
ou

m 2m—2k+1 1

(3.87) o) = 3 0 ()Y,
k=0 j=0 J°

(3.88) T[Tm](O',T) = Y re(o, 7).

k=0
D’apres (3.50) et (3.52),

W(T) m 2m—2k+1 1

o [ B = oo nde = @)Y Y smelle(n) [ Eille = tl)o - ) do
0 k=0 j=0 “J 0

m 2m—2k+1 () 1 +oo ]
= =Y Y g Eulls)s ds
k=0 7=0 J: /=00
m 2m—2k+1 ) ()
—w(7) D D (FL B (r)ere(T)
k=0 7=0
m 2m—2k+1 ()
—W(T) Z Z Elyj(T* - T)S‘Qk],reg(T)
k=0 7=0
S S [m] [m]
= W(T),;)azo 20[—|—1S0kreg( )_RZ (T)_Rr‘ (T)7
ol
m 2m—2k+1 ] )
(3.89) R(r) = @)Y X ()7 E(r)ee(),
k=0 7=0
m 2m—2k+1

(3.90) R(r) = w(r)Y) 3 Buij(n—r)ell,(r).

k=0 7=0
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On remarque de plus que

m

135 ) = (el + () 3

k=1«

Spgc{ao)z,reg(T) .

M»

20

Il
—

Pour tout 7 € [0, 7], on définit

w(7)

(3.91) Al /T*El(h — o), 7) do.
0

[m]

Soient @)™ et @™ les solutions respectives des équations intégrales suivantes, posées
sur [0, 7] :

(3.92) (Aon ™) - " = —wfi+ R,
(3.93) (Ao pl™) — M = —wf, + R

Soit @™l 1a fonction définie par
(3.94) Pl =l 4 g 4 gl

Alors, pour tout 7 dans [0, 7],

() (Rom @) (1) = w(r)eld(r) + =(r) 3

+AF () + G () + () — @) fulr) — w(7) fo (7).

Si on définit récursivement @y yeg par

( ) { ¥0,reg f07 1
3.95 k (20)
reg 1= , 1<k <m,
Pk,reg v ozz::I 2a n 1S‘Qk—a,reg — >m

alors
k

m k m
WZZZ areg = 2_3722 kareg

= (1-w)eled — (1~ )

Or, si ¢ est la solution de I’équation (3.27), alors, pour tout 7 € [0, 7],

(3.96) (1) (Aol = &) (1) = (¢ = @) (r) = —AF(7).




122 CHAPITRE 3. APPLICATION A LA THEORIE DU TRANSFERT

Donc

1
(397) HS‘Q S‘o H[o %] — 1 HA H[Oy"'*]'

Le lemme suivant va nous permettre d’obtenir une majoration de HA[m]H[O T*].

Lemme 12 Soit (@gree)ig la famille de fonctions définie par (3.95). Alors, pour tout
kEel0,m], et € [1,2m — 2k + 2], il existe une constante C,,  telle que

NEM

G) <o M soky
Hg‘ok,regH[OvT*] - m7k(1 - w*)k ‘

Preuve : ce lemme se démontre par induction sur k£, en prenant en compte les hypo-

theses (3.78) et (3.79). Pour les détails voir [12]. |
Une premiere conséquence de ce lemme est qu’il existe une constante C,, telle que:

1
1 —

(3.98) 1Ay < Crdaem ™,

Nous avons enfin la majoration
(3.99) le = 3",y < O™t

A ce stade, la difficulté induite par la valeur importante de 7, n’est pas surmontée.
En effet, ¢} et @7 satisfont respectivement deux équations intégrales posées sur l'inter-
valle [0, 7]. Les hypotheses précédentes vont néanmoins réduire de maniere conséquente
I'intervalle d’intégration.

3.4.5.2 Meéthode de décomposition du domaine

La méthode de décomposition asymptotique du domaine a pour but de réduire
I'intervalle d’intégration dans les deux équations auxiliaires (3.92) et (3.93). Elle repose
sur une estimation de la solution de 1’équation de Milne

(3.100)
w, [t
= [ Bl = olblo, ) do — (7, m) = ~wexp(—ar), 7€ [0, +ocl.

Dans [23], il est démontré que cette équation admet une unique solution ¥ de classe
C°([0, +oc]) N L>(]0, +oc]) et dans [12] il est démontré qu’il existe une constante ¢,
indépendante de w,, telle que

(3.101) U(r,w,) < cexp(—k(w,)7), 7€ [0,+0o0],
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ou k(w,) est I'unique solution dans |0, 1| de I’équation, dite caractéristique,
(3.102) - Z o0,

Lemme 13 Soit ¢ la solution de l’équation

@(7)

(@Aapp)(7) = @(7) = h(7), 7 €la,b],
ou h € L>(]0,00[) N C°([0,00]). Soit 7 la solution de ’équation

w(7)

—5 (@ AoP)(7) = B(7) = h(r), T € [0, Fo0],
ou |h| < h. Alors |p| < B.
Preuve : on écrit ¢ et @ sous la forme de leur représentation en serie de Neumann :

p= - (@A)t T == (o)
k:O :
et on remarque que, pour tout 7 € [a, b,

el < Y (@ahas) ] < D (@ehow) B = B,

ce qui termine la preuve. 1

Lemme 14 Soient d € |0, 7] et ¢ la solution de ’équation
o(7)(More) (1) —¢(7) = h(7), 7€ [07],
ou h est continue sur [0,7,]. Soient ¢ la solution de l’équation
@(7)(Aoawf) (1) =i (r) = h(r), T €0,d],
prolongée par zéro sur |d, ], et ¢ la solution de I’équation
D7) (Aretnt?) (7) = @H(T) = B(7), 7 € [ — o7,
prolongée par zéro sur [0, 7, — d[. Alors

(3.103) le = ¢llo,na
(3.104) le = @llo,ma

cllllig -

cllllio rya-
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Preuve : soit 7 € [0,d]. Alors

d w

o(r)  ot(r) = T [ = o) — b)) do + D [ B~ ol)p(o) do
Or,
‘M

Wy @,
= 7”90HM,T*1E2(T —d) < — ¢l exp(=(T — d)),

[ Er = ol)elo) do

et donc, d’apres le Lemme 13,

1
p(m) =i < Slella, U(m = @), Te0d.
De plus, pour tout 7 €|d, 7],

lo(7) = @i (D] = le(T)] < el

On trouve l'inégalité (3.103) en appliquant (3.101). L’inégalité (3.104) est obtenue
d’une maniere similaire. 1

Supposons que

(3.105) d:=

Soit @Em] la solution de I’équation intégrale
(3.106)
@(1)(Noa?)(r) = 9" (7) = —= (1) fu(r) + BT, 7 €[0,d],

prolongée par zéro sur |d, 7]. Soit c,o%m] la solution de I’équation intégrale

(3.107)
w(r)(AT*_dJ*Lme])(T) — gog,m](r) =—w(7)f(7) + RLm](T), T € 1 — d, 7.

prolongée par zéro sur [0, 7, — d[. Soit ™ la fonction définie sur [0, 7,] par
(3.108) Pl o= ol o 4l
Alors, d’apres le Lemme 14,

(3.109)
1

1l —w@,

lo = @™l g < 1A+ el B N + N
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Lemme 15 Sotent cﬁ%m] et 3™ les solutions respectives de (3.93) et (3.92), et d défini
par (3.105). Alors

1 g + 185 g < O M e

Preuve : on montre que le terme libre de I’équation (3.93) est majoré de la maniere
suivante :

[ (r)f™(7) + BI(7)] < CnM (i exp(=7) + 87F2),
grace, notamment, a ’estimation du Lemme 12. On trouve une estimation similaire

pour le second membre de 1’équation (3.92). L’inégalité est obtenue en appliquant le
2m+2

Lemme 13 et en utilisant le fait que < ™. Pour les détails voir [12]. 1

Nous avons enfin le théoreme suivant qui justifie la méthode de décomposition
asymptotique du domaine.

Théoréme 28 Soient ¢ la solution de Uéquation (3.82) et o™ définie par (3.108).
Alors, sous les hypothéses (3.74) - (3.80),

N(SQ m+1
- _ lml
(3.110) lp = @™ gy < CuM (1 _w*) :
Preuve : ce lemme est une conséquence directe des Lemmes 12, 13, 14 et 15. 1

Remarque 13 Les solutions goA[gm] et o™ des «petites» équations (3.106) et (3.107)

sont arbitrairement annulées sur [d, 7] et [0,7, — d] respectivement, ce qui provoque
une discontinuité de saut en d et 7, — d dans la solution globale, dont Uamplitude ne
dépasse pas c,o%m](d) et oU(7, — d) respectivement.

r

3.4.5.3 Meéthodes hybrides

La mise en ceuvre de la méthode de développement asymptotique couplée avec
celle de la décomposition asymptotique du domaine nécessite la résolution des équa-
tions intégrales (3.106) et (3.107) qui sont posées sur les couches limites de longueur
d. Généralement, nous ne pouvons pas trouver de solutions exactes a ces équations,
et nous nous contentons de construire des solutions approchées a 1’aide des méthodes
d’approximation de rang fini décrites dans le chapitre précédent. Nous donnons sim-
plement quelques pistes de réflexion sur 1’analyse théorique de I'erreur globale associée
a la solution numérique «hybride» obtenue.
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Soient gom] et "] les solutions approchées de (3.106) et (3.107) construites & I'aide

d’une méthode d’approximation de rang fini (projection ou intégration produit dans
C°([0,d]) et CO([r« — d, 74]) respectivement). La solution approchée «globale» obtenue
est donc

(3.111) = bl 4 o] 4 b,
On obtient alors I'estimation suivante pour 'erreur «globale» :
(3.112)
Il = @1y < O™ 1™ = bl + 168 = B

m+1

Ainsi, si nous voulons conserver 'ordre d’erreur ¢ acquise sur l'approximation

(3.108), il est nécessaire de choisir les grilles d’approximation utilisées pour construire
la solutions hybride de telle sorte que les erreurs absolues ||go£m] - L,QEZ]H[M] et ||l —

[m] . A~
il g, soient du méme ordre.

3.4.5.4 Exemple numérique

Nous allons étudier ici I'approximation hybride ¢l de 3 construite a partir d’une
approximation de rang fini par projection lorsque ’albédo est constamment égal a w,.
Le terme libre f3 est défini dans ce cas par

fa(r) =@, — 1.

Ainsi, fs, f. et fo sont définies par

fr(m), folr)=1 fi(lr)=0, 7€][0,7].

Les hypotheses de régularité (3.74), (3.75) (3.76) sont donc satisfaites pour tout m > 0
et M = 1. fy et w étant constants, les hypotheses (3.78) et (3.79) sont satisfaites pour
N =1 et tout § > 0. C’est pourquoi nous choisirons ce dernier parametre en fonction
de la précision désirée ¢ :

d:=1/(1 —wm,)e.

Lorsque m = 0, gogo] et @l vérifient les équations intégrales

(3113)  =((hoart)(r) = ol (r) = TtEu(r), T e[0.d),
(3.114)  @(r)(Areim ) (7) =) = ZEEy(ro—7), 7TE[n—d7l.
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Le tableau suivant donne des valeurs approchées de la couche limite d en fonction
de w, pour ¢ = 0.1 et m = 0. Lorsque 7, est tres grand, on remarque que la longueur
des intervalles sur lesquels sont posées les équations précédentes peut effectivement étre
tres réduite par rapport a 'intervalle global [0, 7,].

W

0.7 3
0.9 3
0.99 14
0.999 43

0.999999 1330

TAB. 3.6 — Couche limite théorique

La figure 3.37 montre un zoom des solutions approchées hybrides obtenues lorsque
différentes valeurs de ¢ sont choisies. Les solutions des petites équations intégrales
sont approchées par la méthode de projection, les grilles utilisées étant du type de
la grille 4 (raffinées au voisinage de zéro). Nous avons choisis 7, = 100 et w, = 0.7
afin de limiter la source d’erreur provenant de ’approximation des couches limites.
Ce zoom met clairement en évidence la discontinuité de saut que présente la solution
hybride obtenue. On remarque de plus que ’'amplitude du saut ne dépasse jamais
I’ordre de la précision ¢ désirée. Les figures 3.38, 3.39 et 3.40 montrent les résidus
sur I’équation exacte associés a trois approximations hybrides dont les solutions sur
les couches limites sont approchées par une méthode de projection avec ¢ = 1071,
e = 107% et ¢ = 1073 respectivement. On remarque que les sauts observés dans les
approximations correspondantes se traduisent par des sauts des résidus d’un ordre
inférieur & la précision désirée.
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FiG. 3.37 — Zoom des approximations hybrides construites par les méthodes asymp-
totiques basées sur une méthode de projection pour ¢ = 107" (pointillés) , ¢ = 1072
(tirets) et ¢ = 1072 (continue). 7, = 100, w(r) = 0.7.
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FiG. 3.38 — Zoom du résidu sur l’équation exacte associé a l'approximation hybride
lorsque e = 107 (d~3). 7, = 100, @, = 0.7. Projection. Grille d’approzimation 4.
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Fi1G. 3.39 — Zoom du résidu sur associé a l'approximation hybride lorsque ¢ = 1072
(d~5). 71, =100, w, =0.7. Projection. Grille d’approxzimation 4.
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F1G. 3.40 — Zoom du résidu sur associ€ a l'approximation hybride lorsque ¢ = 1073
(d~8.5). 7, =100, w, = 0.7. Projection. Grille d’approzimation 4.
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Conclusion et perspectives

Cette étude, motivée par des applications physiques, nous a amené a analyser des
méthodes d’approximations de rang fini pour la résolution des équations de Fredholm de
second espece faiblement singulieres, posées dans C°([0, 7,]) ou L*([0,7.]). Nous avons
d’ailleurs formulé de maniere précise et plus générale la notion de noyau faiblement
singulier.

Si I'application de ces méthodes a I’espace C°([0, 74]) est largement évoquée dans la
plupart des ouvrages traitant de ce sujet, il n’en est pas de méme de ’espace L'([0, 7]).
Nous avons aussi mis en évidence le role de la régularité du maillage et de la singularité
du noyau dans ’estimation des bornes d’erreurs relatives des solutions approchées.

La particularité du probleme physique considéré nous a conduit a revisiter les sché-
mas de raffinement itératif de solutions approchées comme celui d’Atkinson et de Bra-
khage et d’en proposer un autre: le schéma (C). Apres avoir appliqué nos estimations
d’erreur a ces schémas, un effort particulier a été porté sur la mise en ceuvre effective de
ces derniers, notamment sur le choix du critere d’arrét et sur 'exposition des solutions
cohérente avec l’espace fonctionnel pris en compte. Nous avons proposé une variante
permettant de modifier la structure du systeme linéaire a résoudre a chaque itération
(passage d’une matrice pleine a une matrice «creuse» voire «bande»), ce qui peut étre
utile lors de la parallélisation de ces méthodes.

Enfin, nous n’avons pas voulu négliger la description du probleme physique global
sous-jacent dont la résolution de I’équation de transfert fait partie. Nous avons ainsi pris
en compte dans les applications numériques des exemples se rapprochant au mieux de
problemes posés dans les atmospheres stellaires. Ce point de vue nous a d’ailleurs poussé
a étudier et mettre en ceuvre des méthodes asymptotiques efficaces pour essayer de
surmonter la difficulté majeure de ce probleme qui réside en I’amplitude tres importante
de l'intervalle d’intégration.

Dans I"avenir des efforts particuliers devrons étre portés sur la comparaison des mé-
thodes décrites dans ce travail avec des méthodes déja existantes pour la résolution du
probleme de transfert (Lambda-itération, méthode ALI) et sur la description mathé-
matique précise de ces dernieres. Cela passe notamment par une étude plus approfondie
des espaces fonctionnels de référence éventuellement plus vastes que L'([0, 7,]). Nous ne
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devrons d’ailleurs pas négliger I’adaptation des méthodes décrites ici a des noyaux plus
généraux que l’exponentielle intégrale, ce qui nous conduira sans doute a en proposer
de nouvelles. Ce travail nous permettra de plus de revisiter la formulation de 1’équa-
tion de transfert sous sa forme «pseudo-intégro-différentielle» initiale, ce qui semblerait
impliquer 'utilisation de méthodes numériques pour la résolution d’équations de Syl-
vester.

Les méthodes de développement asymptotique de décomposition du domaine, dont
I’efficacité est séduisante, devront étre étudiées plus en détail afin de pouvoir affaiblir
les hypotheses faites sur la régularité des données.

Enfin, indépendamment des applications astrophysiques, une étude complémentaire
sur les problemes spectraux naturellement associés aux équations de seconde espece
reste a faire.
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Annexe A

Coeflicients des matrices et vecteurs

On trouvera dans cette annexe les expressions des coefficients des matrices d’ap-
proximation et des seconds membres intervenant dans le systeme (2.5) dans le cas des
approximations par projection et intégration produit. La dépendance des formules au
choix du noyau k et de I'albédo w sera précisée le cas échéant. Les termes libres fi, fs,

fs, fa et fs sont définis respectivement par (3.64), (3.66), (3.68), (3.69) et (3.70).

Coefficients des matrices

Approximations par projection
Application & C°([0,7.])

Lorsque x est définie par (3.59), les coefficients de la matrice A, du systeme li-
néaire (2.5) définis par (2.19) sont donnés pour tout ¢ et j dans [1,n ] par

w(

.. Tni T
A 3) = (Ten )7 = 20 [ (7 — i) do

Définissons pour tout (i,7) € [1, n]]2
dn,i,j = |Tn,i - Tn,j|-

Les coefficients de A,, peuvent alors étre écrits en terme de ces distances et des fonctions
F; et E5 grace a la relation (3.49), de la maniere suivante:

A.(1,1) = @ (1 + h; [ES(hn,2) - %D

A(n,n) = w(;*) (1 4 hl [Eg(hn,n) _ %D |
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Pour tout ¢ dans [2,n],

M) = 0 (i) 4 (Bl - Bx(dni)])

n,2

Pour tout ¢ dans [[1,n — 1],

M) = 2 (i) + o Bl — Bxldus)]).

Pour tout ¢ dans [[1,n] et tout j dans [2,n — 1] tels que ¢ # j,
1

fp i1

@ (Tn,i)

2

A.(i,5) = (L [Es(dnij—1) — Es(d,, ;)] + [E3(dniji1) — ES(dn,z}j)]) :

fn,j

Enfin, pour tout j dans [2,n — 1],

= 20 (o L e = 4 B - 2]
M) = 5 (2 1 Bty ]+ 5 [Bathnse) — 3] )

Application & L'([0,7.])

Lorsque & est définie par (3.59) et w par (3.62), les coefficients de la matrice A,, du
systeme linéaire (2.5) définis par (2.29) sont donnés pour tout (7,5) € [1,n]* par

1 Tn,i Tn,j
w(r)/ Ei(|r — o) do dr.

th,’t Tn,i—1 n,7—1

A.(i,j) =
On définit, pour tout ¢ et 5 dans [0,n],
dn,i,j = |Tn,i - Tn,j|-

Les coefficients de A,, peuvent alors étre écrits en terme de ces distances et de la fonc-
tion F4 de la maniere suivante:

Pour tout ¢ et 7 dans [1,n], tels que j > 1,

An(%]) =

Wi

5 lexp(ama;)(Fy(dnij, —a) = Fo(dni4, —a))

+ eXp(aTn,j—l)(FQ(dnJ—Lj—h —Oé) - FQ(dn7i7j—1a _a))] :

Pour tout 7 dans [1,n],

w 2

. * 2
A9 = 5= [exp(07s) (2 = Falhngs—a)) = explary) (= + Fallng,a) )]
]
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Pour tout ¢z et 7 dans [1,n], tels que 7 < 1,

Wi

T lexp(ar,j—1)(Fa(dnj-1,-1, —) — F3(dnjo1,, —))
+ exp(aTy ;) (Fodn ji, —a) = Fo(dnjio1, —a))].

An(%]) =

Lorsque 1’albédo est une fonction constamment égale a w,, ces coefficients sont
donnés pour tout 7 et j dans [1,n] par

Wi .. .
o [Es(dn,i—l,j) — Es(dpi—1,j-1) + Es(dnij—1) — ES(dn,i,j)} si1# 7,
A(i,f) = ’
1 1
n7]

De plus, si le maillage est uniforme, cette matrice a une structure Toeplitz, ce qui
permet d’utiliser des algorithmes rapides pour la résolution du systeme linéaire corres-

pondant (voir [37] et [77]).

Approximations par intégration produit
Application a I’espace C°([0,7,])
Lorsque & est définie par (3.59), les coefficients de la matrice A,, du systéme linéaire

(2.5) définis par (2.39) sont donnés pour tout ¢ et j dans [1,n] par

3 | BaImns = Fil) = Ballrujmr = 7udl)| sii# 5,

An(%]) =

Application a I’espace L'([0,7,])

Lorsque & est définie par (3.59) et @ par (3.62), les coeflicients de la matrice A,, du
systeme linéaire (2.5) définis par (2.53) sont donnés pour tout i et j dans [1,n] par

L hn - Tn,i
A.(i,j) ="

hn,i Tn,i—1

w(T)Ei(|T — 7o) dr.

Pour tout 7 et 7 dans [1,n], on pose

dnvim?' = Tn72 - Tn7] °
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Alors pour tout 7 et j dans [1,n],

w*hn 1 o~ T T .o .

oh _’] exp(at, ;) (Fi(d;j, o) — Fi(dni—1,@)), sij<i,

7 3) = Oy R ~ ~ .. .

A, (1, 7) — exP(aTu;)(Fi(dnj, @) + Fi(dnjr, ), sij=1i,
exp(a, ) (Fy(diey j, —a) — Fi(d,;, —a)), si j > 1.

Coefficients des seconds membres

Second membre correspondant au terme libre f;
Approximations par intégration produit

Les coefficients du vecteur second membre du systeme linéaire (2.5) définis par
(2.40) sont donnés dans ce cas pour tout ¢ dans [1,n] par

bni: Ani —1-
b w(T7) 2

(BT i) + Ea(7x = Tni)-

Second membre correspondant au terme libre f
Approximations par intégration produit

Les coefficients du vecteur second membre du systeme linéaire (2.5) définis par
(2.40) sont donnés dans ce cas pour tout ¢ dans [1,n] par

w(Tni)x

ba(i) = exp(37,.4)) : (Fi(Tni, —B) + Fi(e — Ty, 8)) — 1.

Second membre correspondant au terme libre f;
Approximations par projection

Soit k définie par (3.59) et w par (3.62). Alors le terme libre f; défini par (3.68)
est continu car @ € C°([0, 7,]). Les coefficients du vecteur second membre du systeme
linéaire (2.5) définis par (2.20) sont donnés dans ce cas pour tout ¢ dans [1,n ] par

. w, explaT,;
bu(i) = %[EQ(@—TM)+E2(W)—2

+w, eXp(OzTn7i)(F1(7'n,z’, _Oé) + F (7'* — Tns a))]
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Approximations par intégration produit

Les coefficients du vecteur second membre du systeme linéaire (2.5) définis par
(2.40) sont donnés dans ce cas pour tout ¢ dans [1,n ] par

b,(7) := w(7ni) — 1.

Second membre correspondant au terme libre f;
Approximations par projection

Soit k définie par (3.59) et w par (3.62). Alors les coefficients du vecteur second
membre du systeme linéaire (2.5) définis par (2.30) sont définis dans ce cas pour tout
i dans [1,n] de la maniere suivante :

Sl 9 S Tn,i—l;

ba(i) = @%%}memwg@w—wg—gmfrwﬂ»

+Fy(Tnio1, @) — Fo(7s, 0‘)}-
Sl 9 € ]Tn7i—17Tn,i[7

. w,(o, — 1 2
b.(1) = %{FQ(TM_I, a) — Fy(rn, a) + a(exp(a@) —exp(aTni-1))

+exp(al)(Fa(Tn, — 0,0) — Fo(0 — 7 i1, —oz))}.
Sl Tnﬂ' Z (9,

. w,(w, — 1 2
b.(i) = Z4Z D (5, 0) — Byl a) + (explam) - explar i)

+exp(al)(Fa(0 — 15, —a) — F2(0 — 70 i1, —oz))}.

Si w est une fonction constamment égale a w,, ces coefficients sont définis pour tout 2
dans [1,n] par

bmyziﬁ%Lﬁp—EmwaM@—mﬂ.



148 ANNEXE A. COEFFICIENTS DES MATRICES ET VECTEURS

Approximations par intégration produit

Les coefficients du vecteur second membre du systeme linéaire (2.5) définis par
(2.54) sont définis dans ce cas pour tout ¢ dans [1,n ] par

0 si 0 S Tnyi—1,
1 )
b, (1) = hm(w* — )0 — Tnie1) Sl Thio1 <0< T,
w, — 1 s1 0 > 7,

Second membre correspondant au terme libre f;
Approximations par intégration produit

Soit k définie par (3.59). Alors les coefficients du vecteur second membre du systeme
linéaire (2.5) définis par (2.54) sont donnés dans ce cas pour tout ¢ dans [1,n] par

Wy

2hy,;

(2 — EQ(Tnﬂ' — 0) — EQ(& — Tn,i—l)) sl 0 € [Tn,i—ly Tnﬂ'],
by (i) =

Wy

2hy,,;

|Ey(|Tni — 0]) — E2(]0 — 7i-1])]  sinon.
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Annexe B
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