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Introduction

Depuis plus de trente ans, I'informatique a un impact socio-économique de plus en plus im-
portant sur notre société. Le développement récent et sans précédent de nouvelles technologies
et des télécommunications a banalisé son utilisation dans notre vie courante. Dans le domaine
des télécommunications, la transmission & haut débit et le traitement rapide de I’information
permettent la gestion des réseaux téléphoniques complexes qui englobent de nombreux services
critiques proposés aux utilisateurs, que ce soit pour effectuer des transactions bancaires & domi-
cile ou pour acheter aux encheres par Internet.

Afin de garantir le bon fonctionnement d’un réseau téléphonique, tout nouveau service ou
protocole de communication doit étre certifié avant d’étre mis en pratique. Il est essentiel pour
Iopérateur de justifier que les produits qu’il offre aux consommateurs n’affectent pas sa sécurité
ou la qualité du service (QoS) fournie par le réseau. La raison en est que tout dysfonctionnement
peut avoir des conséquences économiques importantes. Nous pouvons ainsi citer en exemple la
fermeture temporaire en février 2000 du fournisseur d’acces a Internet AOL (America OnLine),
comptant 23 millions d’abonnés, a cause des attaques de pirates informatiques.

Le processus de certification de logiciels est, dans la plupart des cas, une tache laborieuse
et couteuse qui nécessite des outils automatiques et des méthodes mathématiques adéquates
a la vérification d’un nombre (potentiellement infini) de cas a tester. Dans cette direction, les
méthodes formelles sont un support théorique idéal aussi bien pour spécifier la description du
comportement attendu du logiciel que pour prouver certaines de ses propriétés.

Contrairement aux méthodes de spécifications informelles, comme le cahier des charges écrit
en langage naturel, les méthodes formelles fournissent des modeles mathématiques qui per-
mettent de s’exprimer sans ambiguité et de facon structurée. Les propriétés a tester sont vérifiées
par 'application de suites d’opérations logiques sur un univers du discours défini rigoureusement.
Il existe deux approches répandues a la preuve de logiciels. Celle qui est basée sur le « model
checking » [Vardi et Wolper, 1986; Burch et al., 1990] vérifie de maniere complétement automa-
tique et efficace des systémes d’états finis souvent grace au calcul booléen par des diagrammes
de décision binaires. Les inconvénients majeurs de la méthode classique de model checking sont
sa limitation a certaines classes de systémes et 'apparition fréquente de problemes d’explosion
combinatoire. La deuxiéme approche vise la résolution des problemes plus difficiles, concernant
la vérification des systemes d’états infinis, par des démonstrateurs fondés sur des logiques ex-
pressives, comme COQ [Barras et al., 1997], HOL [Gordon et Melham, 1993] ou PVS [Owre et
al., 1992]. Généralement, ils nécessitent une grande interaction avec l'utilisateur afin de guider
la construction des preuves. L’utilisateur doit étre a la fois un bon connaisseur du probleme
traité et aussi un expert de l'outil, capable de comprendre son fonctionnement et sa logique

t offerte par les réseaux de télécommunications de type ATM (Asynchronous Transfer Mode) ou par les futurs
réseaux de téléphonie mobile basés sur la norme de transmission sans fil UMTS (Universal Mobile Telecommuni-
cations System).



Introduction

sous-jacente. La logique du premier ordre est souvent utilisée puisqu’elle est suffisamment ex-
pressive comme langage de spécification et permet de minimiser ’interaction de I'utilisateur avec
I’environnement de preuve.

Parmi les techniques de validation formelle, les spécifications algébriques [Wirsing, 1990] mo-
délisent la spécification informelle de départ en termes d’objets et d’opérations agissant sur ces
objets, a 'aide des types abstraits de données [Guttag, 1975]. Selon la sémantique utilisée pour
interpréter une spécification algébrique, il y a deux notions de validité tres répandues: i) dé-
ductive, lorsque les propriétés sont prouvées uniquement par des successions de remplacements
d’égaux par égaux, et ii) initiale, lorsque la vérification se fait dans un modele particulier, le
modele initial, bien adapté aux spécifications contenant des constructions récursives.

Pour prouver des propriétés liées a une spécification particuliere, nous avons besoin d’un mo-
déle de calcul pour les inférer, caractérisé par des techniques de preuve adéquates. Par exemple,
une certaine classe de spécifications algébriques, représentée par les spécifications conditionnelles,
utilise la réécriture comme modele de calcul. L’ensemble de régles de réécriture conditionnelle,
définissant une relation de réécriture pour une spécification conditionnelle donnée, se construit
a partir des axiomes représentant des équations conditionnelles, c¢’est-a-dire des équations (ap-
pelées des conclusions) ayant un ensemble d’autres équations comme conditions. Pour cela, on
oriente chaque conclusion, en principe de gauche a droite. La sémantique opérationnelle associée
a chaque regle de réécriture conditionnelle spécifie qu’on peut toujours remplacer pendant une
preuve, par exemple, le membre gauche de la conclusion par le membre droit lorsque les condi-
tions sont satisfaites.

Techniques de récurrence

Parmi les techniques de preuve actuelles, la récurrence s’avere étre une méthode puissante
pour raisonner sur des structures récursives, adéquate en particulier pour les preuves de logiciels
comportant des structures de données infinies (entiers, listes, ...), avec controle infini (buffer
non-borné), ou qui doivent opérer sur des topologies arbitraires (graphe de communication).
Elle demande que les éléments du domaine de raisonnement soient ordonnés par des ordres bien
fondés, c’est-a~dire qui n’admettent pas de suites décroissantes infinies d’éléments. Inventée par
les anciens grecs et redécouverte par Pascal (1623-1662) en 1654, le principe de récurrence est
utilisé, dans sa forme la plus connue , pour montrer qu’une propriété P est vraie sur les naturels :

P(0) si P est vraie pour le naturel 0, et

Ve >0, P(x) = P(x+1) si P est vraie pour un x arbitraire
P est aussi vraie pour x + 1,

Va, P(x) alors P est vraie pour tout naturel.

Plusieurs démonstrateurs de théoremes, comme NQTHM [Boyer et Moore, 1979], CLAM
[Bundy et al., 1989], RRL [Kapur et Zhang, 1989] ou PVS, utilisent la récurrence structurelle
[Boyer et Moore, 1979; Aubin, 1979; Walther, 1993] dont les schémas de récurrence se fondent sur
des ordres construits a partir de la structure syntaxique des éléments du domaine de raisonne-
ment. La récurrence est explicite puisque les prémisses et les conclusions peuvent étre distinguées
pendant la preuve. La correction des schémas de récurrence est assurée par l’existence des fonc-
tions de terminaison représentant des ordres bien fondés.

T nommé aussi le principe de récurrence de Peano.



D’autres démonstrateurs utilisent un cadre plus général de la récurrence explicite, a savoir la
récurrence noethérienne [Padawitz, 1992]. Supposant I’existence d’un ordre bien fondé <p sur
(les éléments d’un domaine) D, le principe de récurrence noethérienne se définit comme dans le
schéma suivant :

1.¥m € D, (Vk € D, (k <p m) = P(k)) = P(m)
2.Vn € D, P(n)

Supposons que pour tout élément m de D, si P(k) est vraie pour tout élément k inférieur a
m alors P(m) est vraie. Alors P est vraie pour tout élément de D.

Une autre forme de récurrence a été redécouverte par Fermat (1601-1665) en 1659 [Wirth,
2000], qui ’a baptisée descente infinie ou indéfinie. Elle apparait en déduction automatique dans
le cadre des techniques de récurrence implicite. Sa formalisation peut s’obtenir a partir du schéma
de récurrence noethérienne, en utilisant la démonstration par ’absurde et la contraposition: i) on
considere comme hypothese la négation de la conclusion (ou conjecture) 2. du schéma, ii) on
contrapose I'hypothese 1. et iii) on déduit une contradiction qui dérive généralement de I’emploi
d’ordres bien fondés:

1.Vm e D, -P(m) = (3k € D, (k <p m) A ~P(k))
2. dn € D, =P(n)
Contradiction

La méthode est applicable lorsqu’on peut prouver que, pour tout contre-exemple de la conjec-
ture, il existe un autre contre-exemple inférieur a lui, par rapport a un ordre bien fondé. Par
exemple, cette méthode nous permet de prouver que /p est irrationnel, pour tout nombre pre-
mier p. Autrement dit, il faut démontrer la conjecture suivante: pour tout m, n € N* on a
VP # m/n. Pour appliquer le schéma de la récurrence implicite, on suppose son contraire: il
existe m, n € N* tels que \/p = m/n, ou bien m? = pxn?. Ceci implique qu’il existe un nombre
my € N* (inférieur & m) tel que m = p * my. Par conséquent, on obtient p x* m% = n?. Pour
qu’elle soit satisfaite, cette relation demande l’existence d’un nombre n; € N* (inférieur a n)
tel que n = p x n1. Comme la conjecture est aussi infirmée par my et ni, on peut appliquer le
méme raisonnement sur m; et ny. On déduit qu’il y a une suite infinie décroissante des valeurs
naturelles, ce qui est une contradiction.

Les méthodes de preuve par récurrence implicite dérivent de 'approche de preuve par cohé-
rence, décrite pour la premiere fois par Musser [Musser, 1980] et raffinée ensuite dans [Huet et
Hullot, 1982; Jouannaud et Kounalis, 1989; Fribourg, 1989; Bachmair, 1988; Kiichlin, 1989]. Ba-
sée sur la réécriture et sur des procédures de déduction comme la complétion de Knuth-Bendix,
[Knuth et Bendix, 1970], elle vérifie automatiquement la cohérence d’une conjecture par rapport
a une spécification équationnelle. La récurrence est justifiée par un ordre bien fondé implicite
induit par les regles de réécriture. Pendant le processus de complétion, on ne mentionne pas les
prémisses et les conclusions ' et il n’y a pas de hiérarchie dans la construction des lemmes. Un des
avantages de la méthode est d’effectuer naturellement la récurrence mutuelle, autrement dit, un
théoreme peut contribuer directement a prouver un lemme et vice-versa. Pourtant, les scénarios
de preuves sont difficilement compréhensibles [Garland et Guttag, 1988] et, en cas d’échec de la
preuve, 'utilisateur n’est pas en mesure de savoir si les conjectures initiales ont été réfutées ou
pas.

1 C’est la raison pour laquelle ce type de récurrence s’appelle implicite.
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La récurrence par ensembles couvrants conserve les avantages de la récurrence explicite et
de la preuve par cohérence; (i) 'ordre global bien fondé sur des formules générales est construit
explicitement et peut contenir des ordres arbitraires bien fondés, et (ii) elle permet la récurrence
mutuelle. Les simplifications de conjectures sont guidées par l'ordre global comme dans l'ap-
proche des preuves par cohérence. La correction du processus de déduction est assurée lorsqu’une
conjecture est simplifiée par des instances plus petites de prémisses et d’autres conjectures. Une
grande souplesse est permise dans le calcul des schémas de récurrence explicite, nommés en-
sembles couvrants. Des démonstrateurs de théoremes basés sur la récurrence avec ensembles
couvrants, comme SPIKE [Bouhoula et Rusinowitch, 1995b], Focus [Bronsard et Reddy, 1991],
RRL ou QuopLIBET [Kiihler, 1999] ont montré 'intérét de la récurrence implicite pour mi-
nimiser l'interaction de l'utilisateur avec le démonstrateur [Bouhoula et Rusinowitch, 1995a;
Bronsard et al., 1996]. Plusieurs définitions d’ensembles couvrants et différentes méthodes de
récurrence implicite ont été présentées dans [Kounalis et Rusinowitch, 1990; Reddy, 1990; Bou-
houla et Rusinowitch, 1995a; Naidich, 1996; Bronsard et al., 1996; Wirth, 1997].

Contributions
I. Preuves par récurrence avec ensembles couvrants contextuels

Ensembles couvrants contextuels Dans ce travail, nous introduisons le concept d’ensemble
couvrant contertuel comme une généralisation de celui d’ensemble couvrant engendré dans un
contexte constitué par des instances de conjectures et de prémisses (par rapport a la récur-
rence) caractérisant une étape de preuve particuliere. Les ensembles couvrants usuels sont, dans
notre approche, des ensembles couvrants contextuels ayant un contexte vide. Il y a deux rai-
sons pour manipuler des ensembles couvrants contextuels ayant un contexte maximal. D’une
part, le nombre de choix pour ’élimination/simplification d’une conjecture peut augmenter et,
par conséquent, le nombre de conjectures prouvable également. D’autre part, les éléments du
contexte peuvent contribuer a la construction des ensembles couvrants. De ce point de vue, un
contexte maximal serait équivalent a un ensemble maximal d’ensembles couvrants disponibles a
cette étape de preuve. Or, le choix de ’ensemble couvrant est crucial pour le succes global de la
preuve: si le contexte n’est pas maximal, il est alors possible que le bon ensemble couvrant soit
indisponible, ce qui peut entrainer un échec global de la preuve.

Regles d’inférence abstraites Un objectif majeur de la démonstration automatique est de
proposer des méthodologies et des cadres de travail pour construire des outils de preuve. La
similarité de la plupart des procédures de preuves basées sur la récurrence implicite suggere
I’existence d’un cadre unificateur qui sépare la composante logique de I'implantation, permettant
ainsi leur comparaison et leurs extensions modulaires, ou des généralisations et des modifications
faciles. Les différents systemes d’inférence, proposés dans [Bronsard et al., 1996; Naidich, 1996;
Bouhoula, 1997; Wirth, 1997], sont constitués par des regles d’inférence génériques et déclara-
tives, qui montrent quelle information peut étre utilisée correctement pendant le processus de
raisonnement. Dans ce cadre, les régles d’inférence des procédures de preuve existantes illustrent
comment les régles abstraites sont mises en ceuvre. Nous proposons un systeme d’inférence abs-
trait dont les regles d’inférence sont formulées uniformément en termes d’ensembles couvrants
contextuels, et qui établit leurs contextes maximaux. De plus, les regles peuvent étre congues
de maniere modulaire grace a la possibilité de composer les ensembles couvrants contextuels. Le
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principe de la récurrence implicite s’applique puisque i) le traitement de toute conjecture conte-
nant un contre-exemple par une regle d’inférence garantit ’existence d’une autre conjecture
ayant un contre-exemple inférieur et ii) 'ordre sur les conjectures est bien fondé.

Nous montrons que notre systeme d’inférence ne peut pas prouver des conjectures fausses
(correction) et que toute réfutation d’une conjecture & une étape intermédiaire d’une preuve
permet de réfuter 'ensemble de conjectures initiales (correction réfutationnelle). De plus, on a
établi des conditions suffisantes pour que toute conjecture fausse soit réfutée (complétude réfu-
tationnelle).

Généralement, pour obtenir un outil de preuve efficace et performant, il est crucial de décom-
poser les problemes et de localiser les preuves qui peuvent étre traitées séparément. En fonction
de la spécificité d’un sous-probleme, il faut faire appel a des algorithmes de décision adaptés,
par exemple, des procédures de décision sur des domaines particuliers, comme 'arithmétique li-
néaire, les listes, les vecteurs de bits ou les tableaux. Mais, I'intégration de différents modules de
raisonnement dans un démonstrateur s’avere difficile. Boyer et Moore [Boyer et Moore, 1985] ont
montré, suite a de longues expérimentations, que 1'utilisation des procédures de décision comme
des «boites noires» est insuffisante, et des résultats plus intéressants peuvent étre obtenus par
une interopérabilité étroite. Pourtant, celle-ci est difficile & comprendre et pose de délicats pro-
blemes de communication. Il existe plusieurs schémas d’interopérabilité, que ce soit pour faire
coopérer des procédures de décision, ou pour intégrer dans un démonstrateur des classes parti-
culieres de systeémes de raisonnement comme les OMRS (Open Mechanized Reasoning Systems)
[Giunchiglia et al., 1994].

Coopération de procédures de décision Selon [Shostak, 1984; Nelson et Oppen, 1979], on
peut induire des techniques de raisonnement puissantes par la coopération entre différentes pro-
cédures de décision, comme celles pour 'arithmétique linéaire et pour la théorie de 'égalité
(cloture par congruence). Nous concevons un schéma formalisant leur coopération dans le cadre
des preuves par ensembles couvrants contextuels. L’échange d’informations entre les procédures
de décision est décrit par des regles d’inférence spécifiques. Grace a elles, nous montrons que le
schéma est correct et que cette combinaison définit une procédure de décision.

Schéma d’intégration des modules de raisonnement Dans notre cadre de travail, les en-
sembles couvrants contextuels élémentaires sont engendrés par des modules de raisonmement
mettant en ceuvre des techniques de raisonnement utilisées par le démonstrateur, comme le rai-
sonnement par cas, la subsomption, des techniques de réécriture ou des procédures de décision.
Selon la technique de raisonnement, il y a des cas ou la génération d’un ensemble couvrant
contextuel est dépendante des conditions vérifiées par raisonnement inductif. Dans ce cadre, on
dit qu’un module de raisonnement, mettant en ceuvre une telle technique, est intégré dans le
systeme d’inférence si ses conditions sont vérifiées par un appel récursif au démonstrateur. Par
conséquent, ceci crée une dépendance mutuelle et forte entre le démonstrateur et le module de
raisonnement. D’autre part, pendant la preuve des conditions, nous montrons que ce schéma
d’intégration présente l'avantage d’utiliser des éléments du contexte courant en tant que pré-
misses.

Cadre formel pour la représentation et la conception des systemes d’inférence ba-
sés sur la récurrence implicite Le systeme d’inférence abstrait intégrant des modules de
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raisonnement est suffisamment général pour instancier les systemes d’inférence de la plupart des
démonstrateurs actuels, basés sur la récurrence implicite. La méthodologie d’instanciation est
relativement simple: 1) on détecte dans un premier temps les techniques de raisonnement em-
ployées par le démonstrateur ; 2) on vérifie si elles sont suffisamment puissantes pour engendrer
des ensembles couvrants contextuels élémentaires. Leurs propriétés de composition permettent
de construire des ensembles couvrants contextuels plus complexes; 3) sur cette base, on définit
finalement les regles d’inférence concretes comme des instances de celles du systéme abstrait.

Certains avantages, pouvant étre facilement obtenus grace a ce résultat d’instanciation, sont :
i) la conclusion immédiate que le démonstrateur est correct, réfutationnellement correct et ré-
futationnellement complet, ii) ’expansion automatique de certains contextes vers les contextes
maximaux permis par le systéme abstrait, iii) des extensions modulaires et incrémentales du
systeme d’inférence par ’addition des modules de raisonnement mettant en ceuvre de nouvelles
techniques de raisonnement, et iv) la conception de nouvelles régles d’inférence basées sur des
ensembles couvrants contextuels obtenus par la composition des ensembles déja existants ou
engendrés avec de nouveaux modules de raisonnement.

Comme étude de cas, nous représentons le systéme d’inférence de SPIKE en termes d’en-
sembles couvrants contextuels, en tant qu’instance du systeme abstrait d’inférence proposé.

Nouvelles techniques de raisonnement Différentes procédures de preuve basées sur la ré-
currence implicite [Gramlich, 1989; Bevers et Lewi, 1990; Bouhoula et Rusinowitch, 1995a;
Naidich, 1996] utilisent intensivement (des variantes de) la technique de subsomption afin d’éli-
miner des informations redondantes rencontrées pendant les preuves et d’éviter ainsi leur di-
vergence. Nous définissons une nouvelle technique de subsomption, adaptée au raisonnement
inductif. Le systeme d’inférence de SPIKE étendu avec des regles d’inférence basées sur cette
technique et sur une procédure de décision pour ’arithmétique linéaire, a été utilisé pour montrer
la correction de 'algorithme MJRTY [Boyer et Moore, 1991] par une combinaison de raisonne-
ment inductif et arithmétique.

Schéma de parallélisation Une amélioration importante apportée a une preuve est la réduc-
tion de son temps d’exécution par l'identification de ses parties indépendantes qui peuvent ainsi
s’exécuter en méme temps. Nous proposons une interface parallele pour le systeme d’inférence
de SPIKE. Elle met en ccuvre un schéma de parallélisation au niveau des conjectures qui prin-
cipalement distribue les conjectures courantes aux processeurs, crée un processus SPIKE pour
traiter chacune d’entre elles, analyse leurs traces de preuves et interprete leurs résultats.

II. Applications a la vérification de logiciels de télécommunications

Notre méthode de preuve par récurrence avec des ensembles couvrants contextuels a été
utilisé, de maniere indirecte et par I'intermédiaire du démonstrateur SPIKE, & la vérification
de quelques études de cas proposées dans le cadre d’un contrat avec le CNET, France-Télécom
[groupe PROTHEO, 1996 a 1998].

Méthodologie de détection/résolution des interactions de services téléphoniques
Nous proposons une méthodologie qui permet de détecter et de résoudre off-line des inter-
actions de services téléphoniques du point de vue de 'utilisateur avec des techniques basées sur
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la réécriture conditionnelle et la récurrence implicite. Elle repose sur une vue fonctionnelle et
globale du réseau téléphonique qui se modifie constamment par des séquences de commandes.
Les interactions sont détectées aussi bien au niveau du comportement des services, qu’au niveau
de leurs propriétés.

Vérification automatisée d’un algorithme de conformité du protocole ABRT Le pro-
tocole ABR est utilisé pour régler les débits optimaux de transfert d’information dans les réseaux
de haut débit, comme les réseaux ATM. Il garantit un débit minimal aux utilisateurs et peut
augmenter de maniere dynamique selon les ressources disponibles dans le réseau. Afin qu’ABR
acquiert une grande flexibilité, ’opérateur doit maitriser le débit courant en temps-réel pour évi-
ter la congestion du réseau et pour assurer qu’elle est consistante avec le débit minimal admis,
ce qu’on appelle la vérification (ou le contréle) de la conformité. De plus, il doit justifier que les
algorithmes employés, mettant en ceuvre le controle de la conformité, n’affectent pas la qualité
du service fournie par les réseaux.

Nous avons dérivé la premiere preuve automatisée d’un algorithme incrémental et idéal qui
vérifie la conformité du protocole ABR. Une preuve « & la main » assez complexe a été décrite au-
paravant dans [Rabadan et Klay, 1997]. Pourtant, ce type de preuves manuelles n’est pas convain-
cant en général car des cas limites ou des arguments apparemment triviaux sont souvent omis,
ceci constituant des sources permanentes d’erreurs. Dans cette direction, notre preuve automa-
tisée présente plus de confiance dans la correction de 'algorithme car chaque étape a été vérifiée
par 'outil de preuve PVS. Méme s’il est un démonstrateur interactif qui travaille sous le controle
direct de l'utilisateur, il est capable de faire de grandes étapes de déduction de manieére autonome
par I’appel aux procédures de décision pour I'arithmétique, a la réécriture et a la récurrence expli-
cite. L’avantage de 'utilisation de techniques de preuve par induction implicite par rapport aux
celles employées par PVS, est qu’elles permettent un degré supérieur d’automatisation. Ainsi,
nous arrivons a démontrer de maniere compléetement automatique la majorité des lemmes de cette
preuve.

Plan de la these

Le mémoire s’organise en deux parties et comprend deux annexes. Les six chapitres consti-
tuant la premiere partie présentent les fondements théoriques et résultats liés aux preuves par
récurrence avec ensembles couvrants contextuels. Voici une présentation rapide des points d’in-
térét de chacun des chapitres:

— Dans le chapitre (1), nous survolons les notions de base concernant les systemes de déduc-
tion, les ordres de récurrence, les spécifications conditionnelles, les systemes de réécriture
conditionnelle et les procédures de décision.

— Le chapitre (2) introduit le concept-clé d’ensemble couvrant contextuel et ses proprié-
tés. Puis, nous développons différentes méthodes pour composer des ensembles couvrants
contextuels.

— Le chapitre (3) présente dans un premier temps la description du systéme d’inférence
abstrait défini en termes d’ensembles couvrants contextuels et fait une étude comparative

1 en anglais, Available Bit Rate
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avec plusieurs procédures abstraites similaires, basées sur des ensembles couvrants [Stratu-
lat, 1999; Stratulat, 2000]. Nous montrons successivement ses propriétés de correction, de
correction réfutationnelle et les conditions nécessaires pour garantir sa complétude réfuta-
tionnelle. Puis, nous introduisons le concept de module de raisonnement et nous montrons
que le schéma d’intégration d’un ensemble de modules de raisonnement arbitraires dans le
systeme abstrait d’inférence préserve ses propriétés de correction et de complétude.

— Dans le chapitre (4), nous décrivons le systéme d’inférence de SPIKE en termes de mo-
dules de raisonnement, comme une instance du systeme abstrait d’inférence intégrant des
modules de raisonnement basés sur des techniques de réécriture spécifiques aux théories
conditionnelles.

— De nouvelles extensions et améliorations du systeme d’inférence de SPIKE sont présentées
dans le chapitre (5). Dans un premier temps, nous introduisons la technique de subsomp-
tion sémantique inductive [Stratulat, 1998a]. Puis, nous montrons comment le systeme
d’inférence de SPIKE, étendu avec des regles d’inférence basées sur cette technique et
sur des procédures de décision pour 'arithmétique linéaire, a été utilisé pour montrer la
correction de l'algorithme MJRTY. Une autre optimisation proposée est la réduction du
temps d’exécution des preuves de SPIKE par parallélisation, grace a son interface parallele
SPIKEPAR [Stratulat, 1998b].

— Le dernier chapitre de cette partie est consacré a la proposition d’un schéma de coopéra-
tion entre des procédures de décision pour 'arithmétique linéaire et pour la cléture par
congruence. Il est a la base d’une nouvelle technique de raisonnement utilisée par SPIKE.

La derniere partie, divisée en deux chapitres, présente quelques applications de la méthode de
preuve par récurrence avec des ensembles couvrants contextuels dans le domaine de la vérification
de logiciels de télécommunications.

— Le chapitre (7) est consacré a I’étude des interactions des services téléphoniques en pro-
posant une méthodologie pour les détecter et les résoudre par des techniques de réécriture
[Klay et al., 1999]. I contient aussi une étude de cas concernant l'interopérabilité des
services de renvoi inconditionnel et de filtrage des appels a 'arrivée, obtenue avec notre
méthodologie.

— Dans le chapitre (8), nous montrons la conformité de I’algorithme incrémental qui calcule
les débits admis par le protocole ABR dans les réseaux ATM [Rusinowitch et al., 2000].
En premier lieu, nous présentons le squelette de la preuve, déduite a partir d’'une preuve
automatisée faite a ’aide du démonstrateur interactif PVS. Puis, nous présentons des
lemmes simples qui, contrairement & PVS, sont prouvés completement automatiquement
par SPIKE, en utilisant une combinaison de raisonnements inductif et arithmétique.

L’annexe A contient la spécification SPIKE obtenue avec la méthodologie présentée dans le
chapitre (7).

Les spécifications PVS et SPIKE des algorithmes ABR présentés dans le chapitre (8) sont
données dans ’annexe B.



Premiere partie

Preuves par récurrence avec
ensembles couvrants contextuels






Notions fondamentales

Sommaire

1.1 Formules, termes et substitutions . ... .. ............ 11
1.2 Interprétations et modeéles . ... ... ... ... ... ..., 15
1.3 Systemesdedéduction . . . . .. .. ... 0 00000 17
1.4 Ordresderécurrence . . . . . . . v v v v v v v v v vt o e 20

1.5 Spécifications conditionnelles et systémes de réécriture condi-
tionnelle . . . ... ... e e 24
1.5.1 Spécifications conditionnelles . . . . . . . .. ... ... ... 24
1.5.2  Systémes de réécriture conditionnelle . . . . . . .. .. ... .. .. 26
1.6 Procéduresdedécision . . . . . . .. ... oo 29
1.6.1 Procédures de (semi-)décision pour l'arithmétique linéaire . . . . . 30

Dans ce chapitre, nous allons introduire des notions de base et des notations qui vont nous
servir tout au long de cette these.

Le lecteur intéressé peut trouver plus de détails dans [Ehrig et Mahr, 1985; Padawitz, 1988;
Wirsing, 1990; Fitting, 1990].

1.1 Formules, termes et substitutions
Dans la suite, on va supposer que V est un vocabulaire dénombrable contenant

1. V, un ensemble dénombrable de variables,
2. F, un ensemble fini de symboles de fonctions munis d’un profil, et

3. P, un ensemble fini de symboles de prédicats munis d’un profil.

Le langage L est un ensemble récursif sur le vocabulaire V dont les éléments sont des formules.
On va supposer qu’'une étiquette unique, appelée symbole de sorte, est associée a chaque élément
du vocabulaire. S représente l’ensemble (supposé fini) des symboles de sorte qui contient au
moins le symbole bool qu’on associe a tous les symboles de prédicats.

Les symboles de fonctions sont caractérisés par des signatures.
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Chapitre 1. Notions fondamentales

Définition 1.1.1 (signature, constante) Une signature ¥ = (S, F) est représentée par l’en-
semble de symboles de sortes S et de fonctions F. Tout symbole de fonction f € F est de profil

f:S1 %+ xS, = Sp1

oun est l'arité de f et S; € S, pour tout i € [1.n + 1].

Un symbole de fonction d’arité 0 est une constante.

Etant donnés une signature (S, F) et un ensemble de variables V, I'ensemble 7 (F, V) est
I’ensemble de termes construit a partir de F et V. Un symbole de sorte unique est associé a
chaque terme. 7 (F, V) peut étre partitionné en sous-ensembles disjoints suivant les éléments de
S.

T(F,V)= |4 T(F, V)s
Ses

Définition 1.1.2 (terme) Soit (S, F) une signature et V un ensemble de variables. L’ensemble
T(F, V) est le plus petit ensemble tel que :

— toute variable v a laquelle est associé le symbole de sorte S € S est un terme appartenant
a7T(F,V)s.

— pour tout symbole de fonction f de F de profil f : S1 x...x S, — S et pour tout n-uplet de
termes (t1,...,tn) € T(F,V)g, X - xT(F, V)g,, f(t1,..., tn) est un terme de T (F, V)g.

L’ensemble 7 (F, V)g est aussi nommé le sorte S. Chaque sorte est ensuite supposée admettre
au moins un élément. Par exemple, la sorte bool est constituée par les constantes logiques
{True, False}. Une sorte S est finitaire si le nombre de termes de sorte S est fini, sinon elle est
infinitaire. Par =, on note la relation d’égalité syntaxique entre deux termes.

Un terme a la structure d’un arbre. Les chemins d’acces dans I'arborescence d’un terme sont
indiqués par des positions.

Définition 1.1.3 (positions) FEtant donnés un termet et ['opération de concaténation de deux
chaines ., l'ensemble de positions de t, noté pos(t), est constitué par des chaines finies de naturels
strictement positifs définies récursivement comme suit :

— la chaine vide € € pos(t), désignant la position de la racine de l’arbre ;
— sip € pos(t;), alors i.p € pos(f(..., ti,...)), ot f est d’arité n et i € [1..n].

Si t est un terme et p une position, on note t(p) le symbole de ¢ a la position p. Les positions
correspondant a des chemins qui menent a des variables, s’appellent des positions de variables.
Elles constituent ’ensemble vpos(t) = {p € pos(t) | t(p) € V}. On note par spos(t) 'ensemble
pos(t)\vpos(t) des positions strictes.

Une des caractéristiques d’un terme est sa profondeur. Sachant que la profondeur d’une
position p dans un terme t est la longueur de la chaine p, dénotée par |p|, alors la profondeur
maximale de toutes les positions d’un terme ¢ définit la profondeur du terme ¢. De la méme
fagon, on définit la profondeur stricte d’un terme, qui est la profondeur maximale de toutes les
positions strictes du terme.

Les sous-termes d’un terme sont désignés par des positions. Soient ¢ un terme et p une de
ses positions. La notation ¢[t'], indique que le terme ¢’ est le sous-terme de ¢ & la position p,
noté lui-méme par t/p tel que t'(p') = t(p.p’) pour tout p’ € pos(t’). Un sous-terme strict de t
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est un sous-terme de t a la position p telle que p # €. Afin de spécifier simplement que s est un
sous-terme de ¢, on écrit t[s].

Exemple 1.1.1 Soit la signature ({nat, bool}, {True, False, 0, s, min, <}) avec les symboles
de fonction de profil

True —  bool
False —  bool
0 — nat
S nat — nat
min : nat X nat — nat
< nat X nat — bool

Les termes s(0), min(s(x), 0) et 0 sont des termes de sorte nat, s(s(y)) < z est un terme
de sorte bool, si x, y et z sont des variables de sorte nat.

Etant donné le terme min(s(x), 0), le symbole min se trouve a la position €, le sym-
bole s, a la position 1, le symbole x a la position 1.1, le symbole 0 a la position 2. De plus,
pos(min(s(x), 0)) = {e, 1, 2, 1.1}, spos(min(s(z), 0)) = {e, 1, 2} et vpos(min(s(z), 0)) = {1.1}.
Le sous-terme de min(s(x), 0) a la position 1 est s(x).

L’ensemble de variables d’un terme ¢ est noté Var(t). S’il est vide, on dit que ¢ est un terme
clos. On notera par 7 (F) le plus petit ensemble de termes clos.

Les substitutions permettent de remplacer les variables d’un terme par d’autres termes.

Définition 1.1.4 (substitution, substitution close) Une substitution est un ensemble fini
d’applications de V dans T (F, V). L’application d’une substitution o = {x1 > t1,..., Tp — t,}
a un terme, telle que pour tout i € [l..n] les termes x; et t; ont la méme sorte, est définie
récursivement :

— s’il existe i € [1..n], tel que t est la variable z; alors o(t) =t; ;
— si t est une variable x # x;, pour tout i € [1..n], alors o(t) =t;
— sit est un terme f(s1,..., Sn) avec s1,..., s, € T(F, V) et f € F, alors

o(t) = f(o(s1)y..., o(sn))-

Pour tout i € [1..n], sit; € T(F), alors on dit que o est une substitution close.

L’application d’une substitution o & un terme ¢ est notée to. Comme toute fonction, les
substitutions peuvent étre composées; si 6 et 7 sont deux substitutions, on appelle 07 la com-
position des substitutions 6 et T telle que, pour chaque variable  du domaine de 6, la relation
x(07) = (z0)71 est satisfaite.

Définition 1.1.5 (instance, filtre, unificateur) Etant donnés deux termes s et t, on dit que
t est une instance de s s’il existe une substitution o telle que soc = t. Dans ce cas, o est un
filtre de s vers t et on dit que s filtre t. On dit qu’une substitution o est un unificateur de deux
termes s et t, ou que s s’unifie avec t, si so = to.

Exemple 1.1.2 Reprenons l'exemple 1.1.1, on considére le terme t = min(z, y) et les deux
substitutions o1 = {x +— 0, y — z} et 02 = {z > s(0)}. Alors linstance toy de t correspond
au terme min(0, z), tandis que toioa correspond a (to1)oa = min(0, s(0)). Le terme t filtre
min(s(0), s(0)) avec la substitution {x — s(0), y — s(0)}.
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Les formules les plus élémentaires sont des atomes, appelés aussi des formules atomiques.

Définition 1.1.6 (formule atomique) Une formule atomique de L est une expression de la
forme

p(tl, ceey tn),

ot p € P est un symbole de prédicat d’arité n et de profil S1 X --- x S, — bool, tel que pour
tout i € [1..n], t; est un terme de sorte S;.

L’application d’une substitution o & une formule atomique p(t1,..., t,) est la formule ato-
mique p(ti0o, ..., t,o). L’ensemble de formules atomiques est noté A(P, F, V).

Une formule plus compliquée est la clause, qui peut étre constituée d’une ou plusieurs formules
atomiques. Avant de la définir, on va préciser qu'un multiensemble est un ensemble dont les
éléments peuvent apparaitre plusieurs fois. Les opérations \\, U et M vont dénoter respectivement
la différence, I'union et l'intersection définies sur les multiensembles.

Définition 1.1.7 (clause) Une clause a1 A...Na, = a| V... Val, (notée aussi —~a1V...V—a,V
ayVv...va,,, oubien P = C, o P est la conjonction a1 A...Nay, et C est la disjonction a} V...V
a,,) est une formule représentée par la paire de multiensembles ({a1,..., an}, {a},..., al,}),

ol ay,..., an et ay,..., a,, sont des formules atomiques et n, m > 0. Sin =m = 0, alors on
dit que la clause est vide et qu’elle représente la valeur logique False. Les formules atomiques

ai, ..., an (resp. dl,..., al,) s’appellent les antécédents (resp. conséquents) de la clause.

La notion de position dans un terme peut s’étendre aux clauses par la spécification du
multiensemble dans la paire, de la formule atomique dans le multiensemble, * du terme dans la
formule atomique et de la position dans le terme.

On peut exprimer des formules plus complexes, représentant des ensembles de clauses, par
exemple des formules dans la logique des prédicats du premier ordre sans quantificateur. Dans
un premier temps, on va définir la syntaxe du langage Lpp contenant ces formules.

Le vocabulaire V po est constitué par

— Vpo, ensemble dénombrable de variables,

— Fpo, un ensemble fini de symboles de fonctions munis d’un profil,
— Ppo, un ensemble fini de symboles de prédicats munis d’un profil,
— les connecteurs = = V A <<, et

des signes de ponctuation [ ] (, ).

Ces ensembles sont supposés disjoints.

Définition 1.1.8 (formule de Lpp) Lpo est le plus petit ensemble de formules tel que

— toute formule atomique construite de la méme facon qu’une formule atomique de L dans
la définition 1.1.6 en utilisant Vpo, Fpo et Ppo est une formule de Lpo,

— si ¢ est une formule de Lpo, alors —¢ l'est aussi, et
— 81 ¢ et sont deux formules de Lpo, alors ¢ = 1, ¢V, @ AN et ¢ < ) le sont aussi.

* On suppose que les multiensembles sont mis en ceuvre par des listes.
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1.2. Interprétations et modéles

Toute formule de Lpp peut étre normalisée comme une conjonction finie de clauses repré-
sentant une de ses formes normales conjonctives (ou formes clausales). Par [¢]°®f
une forme clausale de ¢.

, on va noter

Exemple 1.1.3 Soit deux clauses ¢c1 = (a1 V ag) et ca. Alors une forme clausale de la formule
¢ = (c1 = ca) est [¢]™ = (ma1 V c2) A (mag V c2).

Par Var(¢), on spécifie les variables d’une formule ou d’un terme ¢. Une variable est linéaire
dans ¢ si elle n’apparait qu’une seule fois dans ¢. Si toutes les variables de ¢ sont linéaires, alors
¢ est linéaire. Généralisant pour des formules la notion de substitution appliquée aux termes,
I’application d’une substitution ¢ sur une formule ¢, notée ¢o, est la formule qu’on obtient apres
le remplacement dans ¢ de chaque variable x (du domaine de o et appartenant a Var(¢)) par
le terme de son image. Dans ce cas, on dit que ¢o est une instance de ¢. Si la relation ¢po = ¢
est satisfaite, on dit que o est une substitution identité par rapport a ¢ et on va la noter par {}.

On va étendre la notion d’instance d’une formule pour des ensembles de formules. Si ®
est un ensemble de formules et ¢ une substitution, on va noter par ®o ’ensemble d’instances

{¢o | ¢ € @}.

1.2 Interprétations et modeles

Les formules du langage £ peuvent étre interprétées dans un autre langage A défini sur un
vocabulaire contenant I’ensemble des variables V 4, des symboles de fonctions F 4, de prédicats
P4 et de sortes Sy a l'aide i) d’une fonction d’interprétation I de chaque élément de S dans Sy,
de F dans F4 et de P dans Py, ii) d'un domaine d’interprétation Df‘, contenu par 7 (F4, Va),
et iii) d’une fonction d’assignation v des variables de V dans Df‘.

Définition 1.2.1 (interprétation, domaine d’interprétation) Une fonction d’interpréta-
tion I, nommée plus simplement une interprétation, est caractérisée par la famille d’applications
(Is, Ig, Ip) (Is: S — S, I[g: F — Fy4, Ip : P — Py) telle que

— Is(bool) = bool, et
— pour tout symbole de fonction f € F de profil f : Sy x--- xS, — Sn+1, il existe un symbole
de fonction Ig(f) déclaré

HF(f) : HS(Sl) X X HS(Sn) - HS(Sn-i-l)v et

— pour tout symbole de prédicats p € P de profilp : S1 X --- xS, — bool, il existe un symbole
de prédicats Ip(p) déclaré

Ip(p) : Is(S1) x -+ x Is(Sp) — bool
Le domaine d’interprétation Df[4 est contenu par l'union disjointe Wges, T(Fa, Va)s.

Deux interprétations peuvent étre comparées par des applications récursives sur la structure
des termes de leur domaine d’interprétation, appelées (homo)morphismes.

Définition 1.2.2 (morphisme, isomorphisme) FEtant données deuz interprétations I' =
(IE, It, I}) et I? = (1%, 12, I3) définies respectivement pour les langages A' et A%, on appelle
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morphisme une application ¢ de T (F g1, V 41) vers T (F g2, V 42) étendue aux formules atomiques,
telle que pour tout n-uplet (ay,..., ap) € (T (F 1, VAI)H%(Sl) X« X T(F 1, VAI)]I%(Sn)), et

— pour chaque symbole de fonction f € F de profil f : 51 x--- xS, = Snpt1, on a

S(Ie(f)(ar, ..., an)) = TE(F)(¢(ar),. .., $lan)), et

— pour chaque symbole de prédicats p € P de profil p: S1 x --- x .S, — bool, on a

S(Ip(p)(ar, .-, an)) = I3 (p)(d(a1),. .., ¢(an))

Un morphisme bijectif est un isomorphisme.

Définition 1.2.3 (assignation) Soit A un langage. Une assignation v : V — Df‘ de l’inter-
prétation 1 est une famille d’applications disjointes

v

jE€[l..n]

qu’on étend a un morphisme de T (F, V) vers A(P, F, V) de la facon suivante :
v(f(t,.., ta)) = (e(f)(w(t1), ..., v(tn))
P ( ( N 4

= t
v(p(ts, -, ta)) = (Ip(p)) (v(f1) (tn))

ou vj: Vs, — T(Fa, Va)igs,) (1<j<n)

La définition 1.2.3 suffit a interpréter des formules atomiques, mais pas toutes les formules de
Lpo. Dans la suite, on suppose simplement que les formules générales du £ sont interprétables
afin d’introduire quelques notions liées a la théorie des modeles. Puis, on va donner comme
exemple le cas ou les formules sont des clauses et des formules de Lpo.

Définition 1.2.4 (satisfaisabilité, modele) Un ensemble de formules ® de L est satisfai-
sable (ou cohérent) s’il existe une interprétation I telle que, pour toute formule ¢ € ® et toute
assignation v de I, on a v(¢) = True. Dans ce cas, on dit aussi que I est un modele de ®.

Le domaine d’interprétation caractérise le type de modele d’un ensemble de formules. Par
exemple, si on considere 'ensemble 7 (F 4, V4) (resp. 7 (F4)), on dit que les modeles sont déduc-
tifs (resp. inductifs). Dans les notations suivantes, on va utiliser le parametre A qui va s’instancier
avec des étiquettes nous précisant le domaine d’interprétation choisi. Ainsi, A = ded (resp. ind)
si le type du modele est déductif (resp. inductif). Dans la suite, on suppose que le domaine
d’interprétation Df est fixé et que A est I'étiquette nous indiquant le type de modele associé a
lui.

Notation 1.2.1 () Soit ® un ensemble de formules et ¢ une formule. On écrit ® =y ¢ si ¢
est satisfaisable dans tous les modeles de ® de type indiqué par .

Définition 1.2.5 (théorie, validité d’une formule, relation de conséquence) La théo-
rie d’un ensemble de formules ® est formée par toutes les formules ¢ telles que ® =y ¢. Si
O =) ¢ on dit que ¢ est valide dans la théorie de @, ou bien que ¢ est une conséquence de P.
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1.3. Systémes de déduction

La classe de modeles qui nous intéresse dans cette these est celle dont le domaine d’interpré-
tation est (un sous-ensemble de) I’ensemble de termes clos 7 (F). Le domaine d’interprétation
T (F) est aussi appelé domaine de Herbrand. Les interprétations (modeles) dans ce domaine
s’appellent des interprétations (modéles) de Herbrand. 1l faut satisfaire une contrainte pour les
fonctions de F : tout appel de fonction qui prend comme argument des termes clos, doit retourner
aussi un terme clos.

Définition 1.2.6 (interprétation de Herbrand) Une interprétation de Herbrand est une
interprétation dont le domaine est T(F) telle que pour toute fonction f € F de profil f :
S1 X -+ X Sy — Sha1 et pour tout n-uplet de termes

(tl,..., tn) € (T(F)51 X oo X T(F)Sn)
ona f(ty,..., tn) € T(F)g

i1 Pour les symboles de prédicats, il n’y a aucune condition supplé-
mentaire.

Certains modeles sont intéressants a étudier, en particulier le modele initial qui évite tout
risque d’ambiguité au moment de 'interprétation. Il est défini de la maniere suivante:

Définition 1.2.7 (modéle initiale) Un modéle M! est initial si, pour tout modéle M, il existe
un unique morphisme ¢ : M! — M.

La notion de relation de conséquence d’une clause se définit a partir de celle d’'une formule
atomique. Si C' est la clause a3 A ... Aa, = a} V...V al,, alors ® =, C ssi pour tout modele
M de @ de type indiqué par A,

si Vi € [1..n] M est un modele de a; de type A, alors 35 € [1..m] tel que M 'est aussi pour a.

Toute formule ¢ de Lpo peut étre vue comme une formule de £ sous 'hypothese que Vpo C
V, Fpo C F, Ppo C P. Alors, si [¢]°* = C; A ... A C,, on va représenter ¢ comme ’ensemble
{C1,..., Cn}. De plus, ® =5 ¢ ssi on a ® =) C;, pour tout ¢ € [1..n]. A partir de maintenant,
on va considérer cette hypothese vraie.

Les opérations de conjonction (resp. disjonction) des éléments d’un ensemble de formules se-
ront notées \ ® (resp. \/ @). Si ¥ est Pensemble vide, alors A 0 (\/ () désignent la valeur logique
True (False).

1.3 Systemes de déduction

Dans cette section, nous allons présenter un cadre théorique pour vérifier mécaniquement
différentes relations de conséquence entre deux ensembles de formules, appelés des axiomes et
des conjectures. Le concept-clé ici est celui de systéeme de déduction. Nous allons définir ce
concept du point de vue des preuves par récurrence implicite, ou les objets manipulés sont des
ensembles de conjectures et de prémisses dont certaines instances jouent le role d’hypotheses de
récurrence.

Définition 1.3.1 (systéme de déduction) Un systeme de déduction est un quadruple
(V, L, Az, J), ou

-V est un ensemble dénombrable contenant des variables, des symboles de fonctions et de
prédicats,
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— L est le langage défini sur le vocabulaire V,
— Az est un ensemble d’axiomes qui est un sous-ensemble décidable’ de L,

— J est un systéme d’inférence contenant un ensemble fini de regles d’inférence représentant
des relations binaires entre des paires d’ensembles de formules.

Une regle d’inférence appartenant a un systeme d’inférence J est représentée sous la forme:
NOM: (E, H) (E', H') [si Conditions]

o NOM est le nom de la regle, E, E' (resp. H, H') sont deux ensembles de conjectures (resp.
prémisses). L’ensemble Conditions est optionnel et contient des conditions concernant des pro-
priétés sur E, E', H ou H'. Elles doivent étre satisfaites pour que la regle NOM soit appliquée.
L’application de la régle correspond a la transition de la paire (E, H) & la paire (E’, H').

Une J-dérivation linéaire (E°, H®) ) ... F (E™, H™)... d’'un ensemble de conjectures
E° partant d’un ensemble de prémisses H?, est une suite de transitions commencant avec la
paire (E°, HY). L’état de la dérivation aprés i transitions est la paire (B, H') et I'étape i de la
dérivation correspond A la transition (B, H') =7 (E*+l H*1). Une dérivation linéaire est finie
si son nombre d’étapes est fini.

Définition 1.3.2 (dérivation finie avec succes, théoréme, preuve) Une dérivation li-
néaire d’un ensemble de conjectures E° finit avec succes si elle termine dans un état ayant
un ensemble vide de conjectures, de la forme (E°, HO) ... H (0, H™). Si la dérivation com-
mence avec un ensemble vide de prémisses HO, les éléments de E° sont des théoremes. Dans ce
cas, on écrit Az by E°. Toute dérivation finie d’un ensemble de théorémes est une preuve.

Exemple 1.3.1 (systéme de déduction équationnelle) Dans un systéme de déduction équa-
tionnelle, il n’y a pas de symbole de prédicats et toute formule est une paire (s, t), avec s ett deux
termes de méme sorte, €crite normalement comme une équation s = t. La théorie équationnelle
d’un ensemble d’axiomes équationnelles Ax est formée par toutes les équations déduites de Ax
en utilisant les axiomes de 1’égalité :

1. (réflexivité) Ax |=g4eq ¢ si ¢ est une tautologie, c’est-a-dire une équation de la forme
t=t,

2. (symétrie) si s =t est une équation et Ax =geq s =t alors Ax Egeq t = s,

3. (transitivité) si Ax Fgeq s =1 et Ax Fgeq t = u, alors Az Fgeq s = u, pour tous les
termes s, t et u,

4. (instanciation) si s =1 est une équation telle que Ax |=4eq s =t et o une substitution,
alors Ax Egeq S0 = to

5. (congruence) si Ar |=geq UM{s; = t;} alors Az Fgeq f(S1,.-., $n) = f(t1,..., tn),
pour tous les termes t;, s; € T(F, V)g, (i € [1..n]) et toute fonction f € F de profil
f:Sl X XSn—>Sn_|_1.

Un systeme d’inférence pour le systéme de déduction équationnelle, dénoté par E, est présenté
dans la figure 1.1. Les deux premieres regles d’inférence éliminent respectivement des instances
des axiomes et des identités de ’ensemble courant de conjectures. Les autres régles qui suivent,
SYMMETRY, EXPANSION, GENERALIZATION et DECOMPOSITION correspondent auz axiomes Sy-
métrie, transitivité, instanciation et congruence, lues dans le sens inverse. Par exemple,

1 On dit qu'un ensemble X est décidable si on peut répondre par OUI ou NON a la question «Est-ce que x
appartient & X 7 », pour tout élément x.
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DELETE AXIOM : (EU{soc =to}, H) FE (B, H)

si o est une substitution et s =t € Az
DELETE IDENTITY: (EU{t=1t}, H) FE (B, H)
SYMMETRY : (EU{s=t}, H) FE (BEu{t=s}, H)
EXPANSION : (EU{s=u}, H) FE (BEu{s=t,t=u},H)
GENERALIZATION: (E U {soc =to}, H) FE (BEu{s=t}, H)

si o est une substitution

DECOMPOSITION:  (EU{f(s%,..., s") = f(t',...,t"), H) FE (Buu, {s' =t}, H)
si f € F an arguments et
f(st, .., s™), f(t', ..., t") sont deux termes

Fi1Gc. 1.1 — Le systéme d’inférence E pour les systémes de déduction équationnelle

en partant d’un ensemble d’axiomes {g(x,x) = x} et d’une conjecture initiale a = g(a,g(a,a)),
la preuve

({a = g(a.g(a,0))}, 0) & ({g(a.g ( a,a)) = a}, 0) F* ({g(a,9(a,0)) = g(a.a), g(a,a) = a}, 0) FF
({g(a,g(a,0)) = g(a.a)}, 0) FE ({a=a, g(a,a) = a}, 0) 5 ({g(a.a) = a}, 0) -5 (0, 0)

est obtenue par des applications successives des régles SYMMETRY, EXPANSION, DELETE AXIOM,
DECOMPOSITION, DELETE IDENTITY et DELETE AXIOM sur les équations soulignées.

On peut montrer que Ax g s =t ssi s <% t, 0l <> a5 est une relation définie par t[ab], < ay
t[b0),, telle que p est une position dans t, 0 une substitution et a = b € Ax, c’est-a-dire qu’on
peut obtenir s a partir de t par des successions de remplacements d’égaur par égauz. La relation
— 4, est une relation d’équivalence, c’est-a-dire réflerive, symétrique et transitive. En général,
par R* on désigne la cloture transitive et réflexive de la relation R.

Voici quelques propriétés importantes d’un systéeme de déduction :

Définition 1.3.3 (correction, complétude, correction réfutationnelle) On dit qu’un sys-
téme de déduction J est

— correct si tout théoréeme dérivé a partir d’un ensemble d’axziomes est leur conséquence.
Formellement, si (E, 0) F ... F (0, H) alors Az |=) E.

— complet s%l peut déduire toutes les conséquences des axiomes. Formellement, si Az =) E
alors il existe une J-preuve (E, 0) F ... (0, H).

— réfutationnellement correct si la réfutation d’une conjecture dans une étape de déduction
implique la réfutation des conjectures initiales. On suppose qu’il y a un prédicat d’échec,
Fail1(E), pour réfuter un ensemble de conjectures E, tel que si Fatl(E) est vrai, alors
Az £\ E. Formellement, si (E, 0) ... F (E', H) et Fail(E') est vrai, alors Ax [y E.

Vérifions les propriétés mentionnées dans la définition 1.3.3 par rapport au systéme E.
Proposition 1.3.1 Le systéme de déduction E

1. est correct,
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2. est complet et

3. n’est pas réfutationnellement correct.

Preuve Les arguments de la preuve de correction et de complétude du systeme E sont simi-
laires & ceux de [Birkhoff, 1935].

On va montrer que E n’est pas réfutationnellement correct lorsque Az = (). On définit le
prédicat Fail(F) ssi s = ¢ est une équation de F qui n’est pas une tautologie. Maintenant,
on considere la E-dérivation suivante ({t = t}, 0) FE ({s = ¢, t = s}, ) telle que s n’est
pas syntaxiquement égal a t, qui a été obtenue par l'application de la regle EXPANSION sur la
tautologie t = t. On a Fail({s = ¢, t = s}) vrai car s = t n’est pas une tautologie. Pourtant,
Az [Egea t = t parce qu'il existe la preuve ({t = t}, 0) FE (0, 0) en appliquant la régle DELETE
IDENTITY.

Fin de preuve

1.4 Ordres de récurrence

Toute preuve par récurrence demande 'existence d’un ordre sur les formules. La correction
des schémas de récurrence dépend de certaines propriétés des ordres employés. Cette section
introduit quelques ordres a utiliser dans les preuves par récurrence, puis détaille un exemple de
construction d’ordre sur des formules particulieres comme les clauses équationnelles, c’est-a-dire
des clauses dont les formules atomiques sont des équations.

Définition 1.4.1 (pré-ordre, pré-ordre total, ordre) On appelle pré-ordre sur un ensemble
A, noté <, une relation binaire transitive et réflexive sur A. Le pré-ordre < est total si on a soit
s <t, soitt < s, pour tous les éléments s, t de A. Toute relation binaire transitive et irréflexive
est un ordre.

On rappelle qu'une relation d’équivalence est une relation symétrique, transitive et réflexive.
Un pré-ordre peut étre décomposé en deux: la partie équivalence et la partie stricte.

Définition 1.4.2 (la partie équivalence et la partie stricte d’un pré-ordre) Soit A un
ensemble. La partie équivalence d’un pré-ordre < sur A est notée ~ telle que pour tous s, t € A
on a

s~tssts<tett<s

La partie stricte d’un pré-ordre sur A, notée <, est un ordre tel que pour tous s, t € A on a

s<tssis<tettLs

Un ordre de récurrence bien fondé peut étre utilisé comme argument de la correction des
schémas de récurrence.

Définition 1.4.3 ((pré-)ordre bien fondé) Un (pré-)ordre < (<) sur un ensemble A est
bien fondé s’il n’existe pas de suite infinie décroissante s > sg > .. ..
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On dit que deux ordres bien fondés, <i et <s, définis sur un méme ensemble A, sont compa-
tibles, si I'ordre <1 U <9 est inclus dans un ordre bien fondé.

Comme les formules sont souvent instanciées pendant une preuve par récurrence, on aimerait
que les relations d’ordre soient invariantes (ou stables) par substitution.

Définition 1.4.4 (stabilité et stabilité forte par substitution) Un pré-ordre < surun en-
semble A est stable par substitution si

pour tous x, y € A et toute substitution o, si x <y alors xo < yo

Un pré-ordre < sur un ensemble A est fortement stable par substitution si

— pour tous s, t € A et toute substitution o, si s <t alors so < to, et
— pour tous s, t € A et toute substitution o, si s ~t alors so ~ to

Si un pré-ordre < est fortement stable par substitution, alors il est stable par substitution.
Notons que 'inverse n’est pas toujours vrai.

Les ordres sur les formules se construisent normalement & partir des ordres définis sur des
termes et des formules atomiques, qu’on appelle génériquement des ordres sur les termes. Ici,
on distingue deux classes d’ordres sur les termes qui sont les plus utilisés par les démonstrateurs
de théoremes basés sur la réécriture (voir dans la section 1.5):

— ordres de réduction auxquels appartiennent tous les ordres bien fondés et stables par
substitution <; qui sont définis sur 7 (F, V) et A(P, F, V) et qui vérifient la propriété de
monotonie (ou stabilité par contexte) :

sis<gtalors f(...,s,...)<¢f(...,t,...)etp(e..,s,...) <¢p(ooyty..n),

pour tout s, t € 7(F, V), f € Fet p € P,

— ordres décroissants <; qui sont des ordres de réduction vérifiant en outre la propriété de
sous-terme strict: pour tout terme ¢t € 7(F, V), on at <; s (resp. t <; p) si t est un
sous-terme strict du terme s (resp. de la formule atomique p € A(P, F, V)).

La plupart des ordres sur les termes qu’on connait actuellement se construisent récursivement
a partir d’un pré-ordre sur les symboles de fonctions, par exemple 'ordre récursif sur des chemins
(ou RPO) [Dershowitz, 1982, ou des variantes de celui-ci, comme PSO [Plaisted, 1978], RDO
[Jouannaud et al., 1982] ou MPO [Dershowitz et Jouannaud, 1990; Bronsard et al., 1996].

Dans la suite, on va détailler ’ordre MPO. D’abord, on va introduire la notion de congruence
sur des termes et celle d’extension multiensemble d’un pré-ordre [Dershowitz et Manna, 1979).

Définition 1.4.5 (relation de congruence sur des termes ~) FEtant donnée une précé-
dence <g sur les symboles de fonctions, la relation =~ est récursivement définie comme

f(s1,..0y 8n) = g(tr,..., tn) lorsque f ~f g et s; = t;, pour tout i € [1..n].
Dans le cas de base, s =t si s =t, pour tous les termes s et t.

Définition 1.4.6 (extension multiensemble d’un pré-ordre) Soient < un pré-ordre sur
un ensemble A, ~ une relation d’équivalence entre les éléments de A, et Ay, Ay deuxr mul-
tiensembles contenant des éléments de A. On définit \~. comme la relation de différence sur les
multiensembles pour laquelle on remplace le test d’égalité par un test d’équivalence :

- X\.Y = X, s%l n’existe pas d’élément a € X tel que a ~ b, pour tout élément b €Y, et
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— (X U{aP)\~(Y U{b}) = X\Y sia~D.
Al dénote A1\ A et Ay le multiensemble A\ A1. Alors on écrit

1. Ay < Ay si, pour tout a € Al il existe un élément b € Al tel que a < b, et
2. AleQSiAlleé:@,et
3. A < Ay si Al € Ay ou Ay = As.

On dit que < est [’extension multiensemble de <.

Pour tout pré-ordre <, son extension multiensemble < est aussi un pré-ordre. De plus, si <
est stable (fortement stable) par substitution, < 'est aussi.

Définition 1.4.7 (pré-ordre multiensemble sur les chemins MPO) Soit <g un pré-ordre
sur les symboles de fonctions. Le pré-ordre multiensemble sur les chemins <prpo induit sur
T(F, V), est

t=g(t1,..., tn) <mpro f(S1,..., Sm) =8

si au moins une des variantes suivantes est satisfaite :

1. gr~g fet{tr,..., th} <mpro {S1,---, Sm}, ou
2. g<g f ett; <mypo s, pour tout i € [1..n], ou
3. t <umpo si, pour un indice i € [1..m], ou

4. t = s;, pour un indice i € [1..m)].

De la méme fagon, on peut définir <prpo sur A(P, F, V).

<wmpo est un ordre décroissant [Bronsard et al., 1996]. Il est aussi incrémental par rapport &
la précédence sur les symboles des fonctions <g. Ainsi, I’extension de ordre <g avec de nouveaux
symboles induit un nouvel ordre MPO sur les termes qui est compatible avec <jspo.

Le lemme suivant garantit I'existence des relations de comparaison entre les symboles de
fonctions de deux termes comparable par <jspo.

Lemme 1.4.1 Soient s ett deux termes de T (F, V) tels que t <prpo s. Alors pour tout symbole
de fonction f; de t il existe un symbole de fonction fs de s satisfaisant f; <g fs.

Preuve On va raisonner par récurrence sur la structure des termes t et s, en utilisant la
définition 1.4.7.

— t est une constante.

— s est aussi une constante. La seule variante possible de la définition est 2, pour laquelle
t<ps;

— sestdelaforme s = f(sq,..., $n). On suppose, par hypothese de récurrence, que tous
les termes s’ de profondeur inférieure & s, satisfaisant ¢ <);po s’, ont un symbole de
fonction fy tel que t <g fy. On peut appliquer soit la variante 2, soit 3, soit 4. Dans le
premier cas, on a t <g f. Dans le deuxiéme cas, on applique I’hypothese de récurrence
car il existe ¢ € [1..m] tel que t <prpo s; et la profondeur de s; est inférieure a s.
Donc il existe un symbole f/, de s;, contenu aussi par s, tel que ¢ <g f.,. Le dernier
cas est trivial.

22



1.4. Ordres de récurrence

— t est de la forme g(¢1, ..., t,). On va raisonner par récurrence sur la structure de ¢. On va
supposer par récurrence que pour tous les symboles de fonction fy d’un terme arbitraire
t' de profondeur inférieure a t, si t’ <prpo s, alors il existe un symbole de fonction fs dans
s satisfaisant fy <p fs. On va analyser par cas chaque variante.

— variante 1. s doit étre de la forme f(s1,..., S;m). Alors g ~¢ f. En plus, pour chaque ¢;,
avec i € [1..n], il existe un j € [1..m] tel que t; <prpo s;. Comme t; a une profondeur
inférieure a ¢, on peut appliquer ’hypothese de récurrence: pour chaque symbole de
fonction de ;, il existe un symbole de fonction de s; supérieur ou équivalent a lui.

— variante 2. On a g <g f et pour tout ¢;, avec i € [1..n], t; <arpo s. Puis, on applique
I’hypothese de récurrence.

— variante 4. Triviale.

— variante 3. Il existe i € [1..m] tel que t <prpo s;. Alors on peut appliquer une des
variantes 1, 2 ou 4, ou récursivement la variante 3 sur un sous-terme de s;. Dans le
cas de base de la récursivité, ce sous-terme est une constante. On applique alors la
variante 2.

Fin de preuve

Les ordres sur les clauses équationnelles peuvent se construire a partir des ordres sur les
termes. On rappelle qu'une clause se représente comme une paire de multiensembles de formules
atomiques. Donc, il est naturel de considérer les ordres sur les clauses comme des extensions
multiensemble d’ordres sur les termes. Par exemple, le pré-ordre suivant, défini sur des clauses
équationnelles, est obtenu & partir d’ordres sur les équations [Reddy, 1990].

Définition 1.4.8 ((pré-)ordre sur des clauses équationnelles) Soient <; un pré-ordre sur
les termes et <y son extension multiensemble. La complexité d’une équation e de la forme s = t,
dénotée par Comp(e), est définie comme le multiensemble {s, t}. On suppose que max(A) re-
présente le multiensemble d’éléments mazximauzx (par rapport a <) d’un multiensemble A et que
C est la clause V" (—el) V \/é‘?zle?. La complexité de la clause C, notée Rep(C'), est

maz(Ui2,Comp(e]) U @?ZlComp(epj))
L’ordre sur les clauses, <., est défini par
Cy <. Oy ssi Rep(C1) <4 Rep(Cs)
Le pré-ordre sur les clauses, <., est défini par

C1 = Oy ssi Rep(C1) <y Rep(C2)

Si la partie stricte de <; est un ordre de réduction, alors <. est un pré-ordre bien fondé
fortement stable [Naidich, 1996).

Exemple 1.4.1 (comparaison de deux clauses) Soient F = {s, True, ¢, minusl, eqe, +,
<, ml, me, count}, <g un pré-ordre sur les éléments de F tel que

s <g True < ¢ < minusl <f eqc < + <g<<g ml <g count et mc ~g ml
et deux clauses

eqc(c(j), me(p, 1)) = True V (minusl(ml(p, i)) + count(p, i, c(j))) < s(s(i + minusl(mli(p, 7)))) = True (C1)
eqc(c(j), me(p, 1)) = True V (ml(p, i) + count(p, i, c(j))) < s(i + mli(p, 1)) = True (C2)
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On a True <prpo eqe(ce(j), me(p, 7)) <arpo (ml(p, i)+count(p, i, c(3))) < s(i+ml(p, i)) <mpro
(minusl(ml(p, i))+ count(p, i, ¢(j))) < s(s(i+minusl(ml(p, i)))). Donc on obtient successive-
ment que max(Comp(Cy)) = {(minusl(ml(p, i))+count(p, i, c(j))) < s(s(i+minusl(ml(p,i))))}
et max(Comp(C2)) = {(ml(p, i) + count(p, i, c(j))) < s(i+ml(p, 7))}, puis maz(comp(Cs)) <
maz(comp(C1)). Donc, Cy <. C1.

1.5 Spécifications conditionnelles et systemes de réécriture condi-
tionnelle

Les équations conditionnelles sont largement utilisées dans la définition des types abstraits
algébriques [Ehrig et Mahr, 1985] grace & leur grande expressivité et leur caractére opérationnel.
Dans cette section, on va étudier la sémantique dénotationnelle et opérationnelle des spécifica-
tions conditionnelles. Pour plus d’informations, le lecteur est invité & consulter [Dershowitz et
Jouannaud, 1990; Padawitz, 1988; Ehrig et Mahr, 1985; Baader et Nipkow, 1998].

1.5.1 Spécifications conditionnelles

Une clause de Horn est une clause particuliere de la forme a; A ... A a, = a), ou bien
aj A...Aap =, ou bien a}, ot les formules atomiques a1, ..., a, s’appellent les conditions de la
clause et la formule atomique a) sa conclusion.

On rappelle qu'une équation est une paire (s, t), avec s et t deux termes de méme sorte,
écrite s = t. Une équation conditionnelle est une clause de Horn dont les formules atomiques sont
des équations. Formellement, une spécification conditionnelle multi-sortée, ou plus simplement
spécification conditionnelle, est formée d’une signature et d’un ensemble d’équations condition-
nelles, nommées les aziomes de la spécification. Elles servent & définir des symboles de fonctions
de la signature.

Exemple 1.5.1 Reprenons la signature de l'exemple 1.1.1. Une spécification conditionnelle est
obtenue en ajoutant les équations conditionnelles suivantes :

0<z = True (1.1)

s(r) <0 = False (1.2)

s(x) <s(y) = z<y (1.3)

r <y="True = min(z,y) = =z (1.4)
r <y =False = min(z,y) = vy (1.5)

La fonction min est censée calculer le minimum entre deux naturels, tandis que < représente
Uopération de «plus petit ou égal>» sur des naturels.

Interprétation et initialité dans les spécifications conditionnelles

Dans le cas des langages dont les formules sont des équations conditionnelles, ’ensemble P
ne contient que les symboles de prédicats d’égalité associés a chaque sorte. Par conséquent, toute
fonction d’interprétation I va contenir uniquement la composante sur les symboles de sortes Ig
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et celle sur les symboles de fonctions I, car la composante Ip sur les symboles de prédicats peut
étre engendrée par Is. On va appeler ces interprétations particulieres des algébres.

La relation d’égalité induite par I’ensemble d’axiomes F d’une spécification conditionnelle
établit une relation de congruence entre les éléments de 7 (F). Un cas particulier d’algebre, appelé
algebre initiale ou algébre quotient des termes, peut étre récursivement construit a partir des
interprétations définies sur le domaine d’interprétation 7 (F) partagé en classes de congruences.

Définition 1.5.1 (algébre quotient des termes) Soit ~p une congruence sur T (F); len-
semble T (F)/ ~g des classes de congruence [t|~, de T (F) constitue le domaine d’interprétation.
L’algébre quotient des termes, notée par I(F, E), est l’algébre telle que

fT(F)/zE([tl]%fw T [tn]%E) = [f(tlv SRR tn)]R’Ev

pour tous f:S1 X -+ xSy, — S appartenant a F, t1 a T(F)g,,..., tn a T(F)s

n

La relation ~p est la plus petite congruence engendrée par E sur T (F) qui se construit par
récurrence de la facon suivante :

— soit =g la plus petite relation de congruence qui contient la relation ¢y définie par: uggv
si et seulement si il existe une équation s =t dans E et une substitution o : V. — T (F)
telles que so = u et to = v.

— so0it =41 la plus petite congruence qui contient la relation ¢;y1 sur T (F) définie par ug;yiv
st et seulement st u =; v ou s’il existe une équation conditionnelle /\?:1%‘ =vj=>s=t
dans E, une substitution o : V. — T (F) et une position p € pos(u) telles que so = u/p,
ultol, = v et pour tout j dans [1..n], ujo ~; vjo.

Alors =g est définie comme U;>o{~;}.

L’algebre quotient des termes clos par la congruence ~pg est un modele de FE, si E est
cohérente. De plus, elle est initiale dans tous les modeles satisfaisant les équations conditionnelles
de E et est unique & un isomorphisme pres [Griitzer, 1979]. Dans la suite, on va instancier A de
la notation =) avec ini afin d’exprimer la relation de conséquence initiale.

Définition 1.5.2 (conséquence initiale) Une clause équationnelle C est une conséquence
initiale (ou initialement valide) dans la théorie de E, notée E |=in; C, si C est valide dans

I(F, E).

On donne ensuite un théoreme de caractérisation opérationnelle des conséquences initiales,
dérivé de la Proposition 3.1 de [Bouhoula, 1997] T :

Théoréme 1.5.1 (caractérisation opérationnelle des conséquences initiales) Etant don-

née une clause équationnelle C, on a E |=iy; C ssi, pour toute substitution close o, on a

+ Le lecteur peut aussi consulter la preuve du théoréme 1.28 du [Bouhoula, 1994].
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1.5.2 Systémes de réécriture conditionnelle

Les systemes d’inférence pour la déduction équationnelle ne sont pas efficaces pour dériver
des conséquences initiales d’un ensemble d’équations. Par exemple, avec le systeme E de la
figure 1.1, on peut avoir des dérivations infinies a cause des régles SYMMETRY ou EXPANSION.

Exemple 1.5.2 Soit ({a = b}, () l’état initial d’une E-dérivation. La dérivation ({a = b}, ) FE
({b=a}, ) FE ({a = b}, 0) ... est une dérivation infinie obtenue par application successive de
la régle SYMMETRY.

Ces dernieres décennies, de nombreux efforts ont été consacrés a trouver des restrictions a ces
systemes qui préservent cependant les propriétés de complétude et correction. Une solution est
d’orienter des équations de la forme s = ¢ et de les transformer en regles de réécriture de la forme
s — t avec la signification opérationnelle que toute occurrence d’une instance so de s peut étre
remplacée par to (mais non l'inverse). L’ensemble des régles de réécriture obtenues a partir d’'un
ensemble d’axiomes Az forment un systéme de réécriture. Pour plus de détails sur les systemes
de réécriture, le lecteur peut consulter les références suivantes [Dershowitz et Jouannaud, 1990;
Klop, 1992; Plaisted, 1993].

Dans la suite, on s’intéresse a I’étude des propriétés des clauses équationnelles dans le modele
initial avec des systemes de réécriture obtenus a partir d’un ensemble d’équations conditionnelles.
Une régle conditionnelle N_;l; = r; = s — t est dérivée d’'une équation conditionnelle A}*;l; =
r; = s = t dont la conclusion s = t est orientée de la gauche vers la droite. Le terme s (resp.
t) s’appelle membre gauche (resp. droit) de la regle. L’application de cette régle conditionnelle
sur un terme u[so| avec la substitution o consiste a remplacer dans u l'instance so par to si
I'instance des préconditions de la regle Al ,l;0 = r;0 est valide. On dit qu'on a appliqué sur u
une opération de réécriture. Un systéme de réécriture conditionnelle est un ensemble de regles
de réécriture conditionnelles. Un systeme de réécriture est linéaire gauche si toutes ses regles de
réécriture ont le membre gauche linéaire.

Une caractéristique importante d’un systéme de réécriture R est sa profondeur, notée depth(R),
qui est la profondeur maximale des membres gauches de toutes les régles conditionnelles de R.
De la méme facon, on note par sdepth(R) la profondeur stricte de R, qui représente la profondeur
stricte maximale des membres gauches de toutes les regles conditionnelles de R.

Un systeme de réécriture conditionnelle R introduit la relation binaire —p sur les termes,
définie ci-dessous.

Définition 1.5.3 (relation de réécriture conditionnelle, joignabilité) Soient R un sys-
téeme de réécriture conditionnelle, u un terme, p une position dans u, A}_l; = r; = s — t une
regle conditionnelle et o une substitution. On écrit

u[so] — g ulto]

si les termes l;o et r;o sont joignables, pour tout i € [1..n], c’est-a-dire qu’il existe un terme c
tel que l;o0 —7} ¢ et rio —7 c.

Une dérivation d’un systéme de réécriture conditionnelle est une suite d’opérations de ré-
écriture. Il se peut que la propriété de terminaison ne soit pas satisfaite en raison des dérivations
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infinies horizontales, comme on a déja vu dans 'exemple 1.5.2, ou verticales lors de 1’évaluation
récursive des conditions.

Exemple 1.5.3 (dérivations infinies horizontales et verticales) Si on considére la régle
de réécriture v <y — s(x) < s(y) de R, alors on peut avoir une dérivation infinie horizontale
obtenue par l'application successive des opérations de réécriture sur le terme x < y en utilisant
des instances de cette régle: x <y —p s(z) < s(y) —gr s(s(z)) < s(s(y)) =g ...

D’autre part, si on veut appliquer la régle s(z) < s(y) = True = =z < y — True de R
pour réécrire la conjecture x < y = True sur le terme x < y, alors la condition a €valuer est
s(z) < s(y) = True qui demande a son tour I’évaluation de la condition s(s(x)) < s(s(y)) = True
de linstance s(s(x)) < s(s(y)) = True = s(x) < s(y) — True de la régle, etc. ...

Dans un systeme de déduction basé sur la réécriture, la propriété de terminaison de toute
dérivation est essentielle pour ’application automatique de la méthode. La définition suivante
d’une regle de réécriture conditionnelle, similaire & [Kaplan, 1984; Kaplan, 1987], est suffisante
pour assurer la terminaison de —p:

Définition 1.5.4 (régle de réécriture conditionnelle) Etant donné un ordre <; sur les
termes qui est bien fondé et stable par substitution, alors Ni_,l; = r; = s — t est une regle de
réécriture conditionnelle si Var(l;) UVar(r;) C Var(s), Var(r;) C Var(l;), pour tout i € [1..n],
et

- t< s
- Uis il mi} <o {s}

pour éviter respectivement des dérivations infinies horizontales et verticales.

Définition 1.5.5 (forme normale) Soit R un systéeme de réécriture. On dit qu’un termet est
en forme normale pour R, s’il n’existe pas de terme t' tel que t —pg t'. On dit aussi que t est
R-irréductible.

On distingue deux notions d’irréductibilité des termes ou des clauses équationnelles, lorsqu’il
s’agit de systémes de réécriture conditionnelle: faible et forte.

Définition 1.5.6 (terme et clause équationnelle faiblement irréductibles) Soient R un
systeme de réécriture conditionnelle. Un terme t est faiblement R-irréductible si pour tout sous-
terme s de t tel qu’il existe une régle \j_il; = r; = g — d dans R et une substitution o avec
s = go et pour toute substitution close T, on a Ax fEin; (N'_1l; = r;)oT.

La clause équationnelle uy = v1 V ...V u, = v, est faiblement irréductible si u; Z v; et
l’élément mazimal (resp. les éléments mazimaux) de {u;, v;} par rapport a <; est (resp. sont)
faiblement R-irréductible(s), pour tout i.

Définition 1.5.7 (terme et clause équationnelle fortement irréductibles) Soient R un
systeme de réécriture conditionnelle et t un terme. Si, pour tout sous-terme s de t, il n’y a pas
de régle de R dont le membre gauche filtre s, on dit que t est fortement R-irréductible.

Une clause équationnelle w1 = v1 V ...V u, = v, est fortement R-irréductible si tous les
termes u; et v; sont fortement R-irréductibles, pour tout i € [1..n].
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Si la relation — g est un ordre décroissant, alors R peut étre utilisé pour décider si un terme
est en forme normale ou si deux termes sont joignables [Dershowitz et al., 1988].

La relation — g est non-déterministe car un terme peut se réduire en plusieurs positions. La
propriété de confluence d’un systeme de réécriture assure que ’ordre d’application des opérations
de réécriture n’a pas d’importance pour déterminer la forme normale d’un terme.

Définition 1.5.8 (confluence, confluence sur les termes clos) Etant donné un systéeme de
réécriture conditionnelle R, la relation — g est dite confluente (confluente sur les termes clos)
si, pour tous termes (clos) t1 et ty tels que t —7, t1 et t —7, to, il existe t' (clos) tel que t; —7, t/
et ty —% t.

Une relation de réécriture bien fondée et confluente sur les termes clos est convergente sur
les termes clos. Cette propriété assure ’existence, par la propriété de terminaison, et I'unicité,
par la propriété de confluence, de la forme normale de tout terme. Alors R peut étre utilisée
pour décider I’égalité de deux termes: deux termes sont égaux s’ils ont la méme forme normale.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour vérifier la propriété de confluence sur les termes
clos d’un systeme de réécriture, parmi lesquelles les techniques de saturation de [Rusinowitch,
1989; Kounalis et Rusinowitch, 1990; Kounalis et Rusinowitch, 1991] qui, par rapport & [Rémy,
1982; Kaplan, 1987, fonctionnent méme si les équations ne sont pas orientables ou si 1’ordre
induit par les régles n'est pas décroissant. D’autres travaux plus récents sont [Becker, 1996;
Bouhoula, 1999].

Complétude suffisante des spécifications conditionnelles

Généralement, le probleme de complétude des fonctions récursives [Guttag, 1975] d’une spé-
cification algébrique [Ehrig et Mahr, 1985] (dont les spécifications conditionnelles sont des cas
particuliers) consiste a savoir si les axiomes de la spécification suffisent a décrire (ou spécifier)
de maniere complete le systeme. Méme pour le cas des spécifications conditionnelles, le probleme
est indécidable, mais il existe des criteres syntaxiques pour prouver cette propriété en posant
des restrictions sur les spécifications. Dans la suite, on analyse ce probleme lorsque 1’ensemble
de symboles de fonctions F est partitionné en des symboles de fonctions constructeures™ CT et
des symboles de fonctions définies D & 1’aide des constructeurs. Formellement, on a F = CT [ D.
S’il n’y a pas de regle de réécriture dont le membre gauche a comme racine un symbole de
constructeur ¢, on dit que ¢ est un symbole de constructeur libre.

Tout au long de ce mémoire, nous supposons que les systemes de réécriture dérivés a partir
des spécifications conditionnelles basées sur des constructeurs sont structurés.

Définition 1.5.9 (systéme de réécriture structuré) Soit <p un pré-ordre sur les éléments
de F et R un systeme de réécriture. Alors R est structuré si

— pour toute régle de réécriture \}_l; = r; = s — t de R, si s € T(CT, V), alors t €
T(CT, V), et

— pour tout symbole de fonction définie fp il n’existe pas de symbole de constructeur fct tel
que fp <r fcT-

1 appelés plus simplement des constructeurs
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Définition 1.5.10 (terme constructeur, complétude suffisante) Tout terme appartenant
a T(CT, V) est un terme constructeur.

Soient E une spécification conditionnelle et R le systéme de réécriture associé. Alors, un
symbole de fonction f € D est suffisamment complet ssi, pour tout terme clos f(t1,..., t,) avec
t1,..., tn € T(CT), il existe un terme constructeur clos t € T(CT) tel que f(ti1,..., tn) =5 t.
On dit que R est suffisamment complete si tout f € D est suffisamment complet.

Pour tester la complétude des spécifications conditionnelles, quelques critéres ont été pro-
posés, notamment dans [Bousdira, 1990; Bousdira et Rémy, 1990] et [Bouhoula et al., 1995, en
se basant sur les travaux de Kounalis [Kounalis, 1985b; Kounalis, 1985a]. A partir de la notion
de couverture d’une disjonction de préconditions, Bousdira et Rémy ont mis au point une mé-
thode de test de complétude suffisante lorsque les axiomes sont a préconditions booléennes et
définissent un systeme de réécriture décroissant. Bouhoula, Kounalis et Rusinowitch ont étendu
leurs résultats aux équations conditionnelles, pas nécessairement a préconditions booléennes.
L’approche reste valide méme lorsqu’il y a des relations entre les constructeurs. Leur procédure,
implantée dans le systeme SPIKE [Bouhoula et Rusinowitch, 1995b], apporte en outre une aide
a la construction des définitions completes lorsque les spécifications sont a préconditions boo-
léennes. Un exemple de cette procédure sera présenté dans la section 7.6.3 du chapitre 7. Cette
méthode est améliorée dans [Bouhoula, 1999] et permet de tester simultanément les propriétés
de complétude et de confluence sur les termes clos.

1.6 Procédures de décision

Les démonstrateurs de théoremes et les outils de raisonnement automatique sont souvent dif-
ficiles & utiliser ; la raison principale est que I'utilisateur doit accéder a des bases de connaissances
de grande taille, écrites par des experts, afin d’aboutir a la preuve avec succes. Ceci demande
de l'interaction de I'utilisateur avec ’outil, ce qui implique une connaissance approfondie de ses
mécanismes de raisonnement. C’est pour cela qu'une condition sine qua non a satisfaire par les
démonstrateurs automatiques est de pouvoir exécuter automatiquement les taches routinieres
ou de larges étapes d’inférences sur certains domaines d’application. Une solution a ce probleme
est l'utilisation des procédures de (semi-)décision dans des cadres logiques permettant leur com-
binaison et leur intégration dans les prouveurs. Dans cette section, on va détailler seulement ce
qu’on comprend par une procédure de (semi-)décision. On va développer un schéma d’intégration
dans le chapitre 3, ainsi qu’un schéma de coopération dans le chapitre 6.

Intuitivement, une procédure de décision prend comme entrée une propriété (ou formule)
a vérifier sur un certain domaine d’application et «répond» en temps fini si la propriété est
satisfaite ou pas. On peut rencontrer des procédures de décision pour ’égalité, les nombres
(entiers, naturels, rationnels), les booléens, les vecteurs de bits, les ensembles finis ou les listes
finies. Si la procédure peut échouer sur une des deux alternatives, alors il s’agit d’une procédure
de semi-décision.

Le raisonnement sur les nombres est tres utilisé en vérification [Boyer et Moore, 1985], en
particulier si les spécifications contiennent des structures de données linéaires comme les listes
ou les tableaux, ot on manipule des indices naturels ou entiers. Dans la suite, on va présenter des
procédures de (semi-)décision pour une sous-théorie de 1’arithmétique de Presburger [Enderton,
1977], connue aussi sous le nom d’arithmétique linéaire [Boyer et Moore, 1985].
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Définition 1.6.1 (arithmétique linéaire, ses termes et ses formules atomiques)
L’arithmétique linéaire représente la théorie des nombres (entiers, naturels ou rationnels) sans
quantificateurs, constituée par des variables numériques, des symboles de relations arithmétiques
(=, >, <, <, =, #), les opérateurs d’addition et de soustraction. Dans sa version pure’,
elle ne contient que ces symboles, mais nous considérons aussi les symboles de fonctions
non-interprétés, qui ne sont pas contraints a avoir de propriétés.

Un terme de arithmétique linéaire est soit un nombre, soit une variable, soit un terme de
la forme f(ti,..., tn), ot f est un symbole d’une opération arithmétique, et chaque t; est un
terme général (pas forcément de ’arithmétique linéaire). Une formule atomique de I'arithmétique
linéaire est de la forme p(ti,..., t,), ot p est un symbole d’une relation arithmétique.

Sin est un naturel et t un terme de larithmétique linéaire, par les notations nxt et (—nx*t),
on comprend respectivement t +t+---+t et —t —t —--- —t.

n fois n fois

L’algorithme de Fourier-Motzkin, décrit en détail dans [Lassez et Maher, 1992, représente
une procédure de décision pour les rationnels et il peut étre utilisé pour vérifier I'incohérence
d’un ensemble (vu comme un systeme) d’inégalités linéaires sur les entiers ou les naturels. Ceci
est da au fait que tout systeme d’inégalités qui n’a pas de solutions sur les rationnels, n’a pas
non plus de solutions sur les entiers ou les naturels. Par les transformations équivalentes affichées
dans le tableau 1.1:

formule s>t s>t s<t s=t s#t
transformation |t <s |t4+1<s|s4+1<t|s<tANt<s|s+1<tVt+1<s

TAB. 1.1 — Transformations de formules atomiques de I’arithmétique linéaire

ou s et t sont des termes naturels (resp. entiers), toute formule atomique de arithmétique
linéaire sur les naturels (resp. entiers) peut se transformer dans i) des formules ne contenant que
des formules atomiques de larithmétique linéaire de la forme s < ¢, ou bien ii) des conjonctions
ou disjonctions de ce type de formules atomiques.

1.6.1 Procédures de (semi-)décision pour arithmétique linéaire

On va montrer un exemple de procédure de (semi-)décision pour l'arithmétique linéaire basée
sur 'algorithme de Fourier-Motzkin. Cet algorithme prend en entrée un ensemble d’inégalités
linéaires de la forme

(E?Zlaj * tj) —b S 0

ou b, ai,..., a, sont des entiers et tq,..., t, des termes de 'arithmétique linéaire, appelés des
monoémes. Notons que toute formule atomique de 'arithmétique linéaire de la forme s < ¢ peut
se transformer dans l'inégalité s —t < 0.

Définition 1.6.2 (inégalité linéaire impossible) On dit qu’une inégalité linéaire (X7_,a; *
tj) —b <0 est impossible si b < 0 et aj =0, pour tout 1 < j <n.

1 Presburger a montré en 1929 que la théorie quantifiée du premier ordre sur les nombres, ne contenant que ces
symboles, est décidable.
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1.6. Procédures de décision

Pour simplifier, on va nommer les inégalités lindaires des inégalités. Soient P et P’ deux
ensembles d’inégalités. On écrit P <4 P U P’ si toute inégalité de P’ est une combinaison
linéaire non-négative des inégalités de P, obtenues par des opérations de « multiplication croisée
et addition». Ces opérations permettent d’éliminer successivement des monomes des inégalités.
Par exemple, si on a les inégalités

2%y —i <0 (1.6)
—y+i <0 (1.7)

on peut dériver l'inégalité i < 0 par la multiplication par 2 de l'inégalité (1.7) et puis par
I'addition de l'inégalité (1.6).

Plus formellement, si I est 'inégalité (E;-L:laj xtj) —b < 0 et a est un naturel, par al on
dénote l'inégalité (X7_;(a x a;) *tj) — axb < 0, obtenue par la multiplication de I par a. La
somme I + I3 des inégalités I ((E?:la;- *t;) -V <0)et Iy ((2?21%' xt;) —b < 0) est I'inégalité
(E7_q(a) 1) + aj xt;)) — (V) +b) < 0. Une combinaison linéaire non-négative des inégalités
Ii,..., I est 'inégalité X7_,a;1;, avec o naturel, pour tout j € [1..n].

Par une opération de « multiplication croisée et addition» entre deux inégalités, on élimine
un monome commun aux deux. Si I; est une inégalité avec un coefficient ¢; du monoéme ¢ et I;
une inégalité avec un coefficient ¢; de x telles que ¢; x ¢; < 0, alors |¢;j|1; 4 |¢;|I; est une inégalité
qui ne contiendra pas x, ou |c| est 'opération « module» sur les entiers. Toute solution de I;
et I; est une solution de |c;|I; 4 |c;|I; et toute solution de |c;j|1; + |¢;|1; peut étre étendue pour
obtenir une solution de I; et ;. Sit est un monoéme d’une inégalité I d’un ensemble d’inégalités
P et il n’y a pas d’autres inégalités contenant des coeflicients de ¢ de signe opposé, alors on
peut éliminer de P toutes les inégalités qui contiennent ¢ parce qu’on peut toujours trouver une
valeur adéquate de ¢ qui les satisfait. L’ordre d’élimination des variables dans une opération de
«multiplication croisée et addition» est dicté par un ordre sur les monomes ; dans une inégalité,
on élimine d’abord les monomes les plus grands par rapport a cet ordre. Un pré-ordre total sur
les monomes sera présenté dans la section 6.3.

Si I’algorithme termine sans trouver une inégalité impossible, la procédure échoue pour les
naturels ou les entiers sans pouvoir déterminer si I’ensemble initial d’inégalités est cohérent ou
pas. Par exemple, I'inégalité (qui n’est pas impossible) 3xx < 2 a une solution sur les rationnels,
mais pas sur les naturels. Sinon, I’existence d’une inégalité impossible garantit I’incohérence de
I’ensemble initial d’inégalités sur les rationnels, entiers et naturels. Ceci est di au fait que toute
inégalité de ’ensemble final d’inégalités est une combinaison linéaire non-négative des inégalités
initiales. Formellement, on écrit j£; 4 P si P contient des inégalités impossibles ou il existe P’ tel
que P <% P’ et P’ contient une inégalité impossible. Pour que le test d’incohérence fonctionne
aussi pour les naturels, il faut ajouter a I’ensemble initial d’inégalités P des inégalités de la forme
—x < 0, pour toute variable x de P.

L’algorithme peut étre utilisé pour dériver aussi des équations implicites a partir de I'en-
semble initial d’inégalités, selon les théoremes suivants de Lassez et Maher [Lassez et Maher,
1992] et Kiufl [Kéufl, 1988], aussi présentés dans [Kapur et Nie, 1994]. Formellement, si I est
une inégalité (X7_ja;*t;) —b <0, par I~ on note I'équation (X7_;a; xt;) —b =0, ot a;, b sont
des entiers et t; des termes de larithmétique linéaire, pour tout j € [1..n].

Définition 1.6.3 (équation implicite) Soit P est un ensemble d’inégalités. Alors I= est une
équation implicite, dérivée de P pour un domaine donné, si I est une inégalité de P telle que

P =pa IT dans ce domaine, ou le domaine peut étre les rationnels, les entiers ou les naturels.
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Théoréme 1.6.1 ([K#ufl, 1988]) Si P implique une égalité e, alors il existe un sous-ensemble
fini{I,..., I} de P tel que P =pae ssi{l{,..., I, } ELa €.

Théoréme 1.6.2 ([Lassez et Maher, 1992]) Si (7 ay = I) = (0 < 0) tel que pour tout
k € [1.m] on a I, € P et oy, est un naturel, alors toute inégalité I, avec j € [1..m], est une
équation implicite.

Théoréme 1.6.3 ([Lassez et Maher, 1992]) Une inégalité I, dans un ensemble cohérent
d’inégalités P est une équation implicite pour les rationnels ssi, par l’algorithme de Fourier-
Motzkin, on dérive Uinégalité 0 < 0 en utilisant I,.

Il existe plusieurs algorithmes permettant de décider des propriétés dans 'arithmétique de
Presburger, comme celui de Cooper [Cooper, 1972], introduit au début des années 70. Cing ans
plus tard, Shostak [Shostak, 1977] présente une nouvelle méthode en utilisant une procédure ba-
sée sur la méthode sup-inf de Bledsoe [Bledsoe, 1975; Bledsoe et Shostak, 1979] pour résoudre des
inégalités linéaires sur des rationnels. Un autre algorithme, basé sur la programmation linéaire en-
tiere, a été proposé par Shostak [Shostak, 1979] pour manipuler des formules de I’arithmétique li-
néaire avec des symboles de fonctions non-interprétés. De méme, Nelson et Oppen [Nelson et Op-
pen, 1979] ont présenté un algorithme basé sur la méthode simplexe pour résoudre des inégalités
linéaires sur les rationnels.

Les semi-procédures de décision de I'arithmétique linéaire basées sur la méthode de Fourier-
Motzkin pour les entiers et les naturels peuvent étre utilisées pour montrer par réfutation la
validité inductive des clauses, car =paCl=;nq (les termes clos du domaine d’interprétation sont
soit des naturels, soit des entiers).

Soit Az un ensemble d’axiomes d’une spécification conditionnelle qui est compatible avec la
théorie de I’arithmétique linéaire telle que toute clause dont la validité est montrée par réfutation,
par la procédure de décision, est une conséquence inductive des axiomes. En particulier, dans
la spécification on ne définit pas les symboles d’addition et de soustraction ou les relations
arithmétiques >, >, <, <. On suppose qu’il existe une fonction de traduction, 7R, qui extrait
d’une clause une disjonction de conjonctions d’inégalités linéaires telle que, pour toute clause C,
il résulte Az =4 C lorsque TR(—C) = \/;_ P; et [£ra P;, pour tout i € [1..n].

Exemple 1.6.1 Soit C la clause 2x (x+y) > (i+x+1) =True V 2x(x—1+y) < (14+i+x) =
True. On suppose que la fonction de traduction TR transforme —C dans le systéme d’inégalités
linéaires
r+2xy—1 <0 (1.8)
—r—2xy+i+3 <0
Le processus de « multiplication croisée et addition » consiste dans ce cas en l’addition des inéga-

lités (1.8) et (1.9), afin d’obtenir l'inégalité linéaire impossible 3 < 0. Alors C' est inductivement
valide.

1 Des propriétés sur ces symboles seront considérées comme des lemmes.
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Ensembles couvrants contextuels
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2.1 Introduction

Comme on a déja vu dans le chapitre 1, le domaine d’interprétation caractérise le type de
relation de conséquence entre les axiomes et les conjectures. En fait, son choix dépend de la
nature des spécifications. Dans le cas de spécifications algébriques, les domaines qui présentent
intérét son souvent des sous-ensembles du domaine de Herbrand. Par exemple, si les spécifications
sont équationnelles, le domaine d’interprétation adéquate est formé par les représentants des
classes de congruence sur le domaine de Herbrand, induites par les axiomes (voir la notion de
conséquence initiale de la section 1.5.1).

Dans ce chapitre, nous sommes intéressés premierement a étudier les relations de consé-
quence qui satisfont la propriété suivante: une conjecture est une conséquence des axiomes si
et seulement si toutes ses instances closes le sont. Puis, nous présentons le concept d’ensemble
couvrant contextuel comme une caractérisation de I’ensemble de ces instances closes. Enfin, nous
introduisons quelques propriétés de composition des ensembles couvrants contextuels.

2.2 Conséquences inductives raffinées

Soit Az un ensemble d’axiomes. On définit une classe de relations de conséquences, appelées
des conséquences inductives raffinées, d’'une maniére opérationnelle comme suit :

Définition 2.2.1 (conséquence inductive raffinée) La formule (conjecture) ¢ du langage L
est une conséquence inductive raffinée de Az, dénoté par Ax =ing+ ¢, ssi pour toute substitution

close 7y, on a Ax =g ¢y.
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Chapitre 2. Ensembles couvrants contexrtuels

A part les conséquences inductives, il existe d’autres relations de conséquence qui font partie
de cette classe. Les relations suivantes sont définies lorsque les conjectures sont des clauses
équationnelles :

1. relation de conséquence initiale. Elle est utilisée dans le cadre des spécifications équation-
nelles ou conditionnelles. Le théoreme 1.5.1, qui donne une caractérisation opérationnelle
des conséquences initiales, est une instance de la définition 2.2.1.

2. relation de conséquence observable. Elle peut étre utilisée lorsqu’il existe des différences
entre les propriétés énoncées par une spécification et son implémentation [Bernot et al.,
1994]. L’implémentation peut étre considérée correcte si ces différences ne sont pas ob-
servables, dans le sens que son comportement externe satisfait les propriétés de la spéci-
fication. Dans [Berregeb et al., 1998], on définit une relation de conséquence observable
adéquate aux spécifications conditionnelles. Son théoreme de caractérisation opération-
nelle, représenté par le théoreme 1 du [Berregeb et al., 1998], montre que cette relation est
une conséquence inductive raffinée.

3. relation de conséquence dans les spécifications paramétrées. Ce type de spécifications al-
gébriques multi-sortées [Navarro et Orejas, 1987; Kirchner, 1991] admet des sortes pa-
ramétrées. La relation de conséquence est définie sur un domaine d’interprétation formé
seulement par des termes clos de sorte non-paramétrée. Pour des spécifications condition-
nelles paramétrées, on définit dans [Bouhoula, 1996] une relation de conséquence qui, suite
au lemme 3.4 de cet article, appartient a la classe des conséquences inductives raffinées.

4. relation de conséquence dans les spécifications conditionnelles de type positif/négatif. Ces
spécifications contiennent des formes générales d’équations conditionnelles, qui acceptent
des diséquations dans les conditions. Une relation de conséquence adéquate a elles, construite
de maniere similaire & celle initiale, a été définie dans [Avenhaus et Madlener, 1997]. Suite
a son corollaire 3.12, elle appartient aussi a la classe des conséquences inductives raffinées.

Notons que la relation de conséquence déductive n’est pas une conséquence inductive raffinée.

Dans la suite, on va fixer une relation de conséquence inductive raffinée arbitraire autour
de laquelle on va développer notre cadre de travail. Par abus de notation, elle est représentée
par Fi,qg+ pour montrer qu’elle appartient & la classe des conséquences inductives raffinées. T
Lorsqu’il faut (surtout dans les exemples), on va lidentifier avec une relation de conséquence
concrete.

Par la notation Ax [£;,q+ ¢, on présente ¢ comme une formule qui n’est pas une conséquence
de Az. Si ¢ est close, alors ¢ est un contre-exemple. La notion de conséquence peut s’étendre
aux ensembles de formules. Soit ® un ensemble de formules. Alors, i) Az =4« © ssi Az g ¢
pour toute ¢ € @, et ii) Az Eipq- P ssi il existe ¢ € D tel que Az g ¢.

Toute relation de conséquence arbitraire =) satisfait les propriétés suivantes:

Proposition 2.2.1 Les propriétés suivantes (P1), (P2) et (P3) sont satisfaites.

(P1). si¢p € ® alors ® =) {¢};
(P2). si® = T et ® C W alors U =) T';
(P3). si® E=\T et ®UT =517 alors @ =) 17,

pour toute formule ¢ et ensembles de formules ®, ¥, T" et I".

1 On va appeler une conséquence inductive raffinée tout simplement conséquence lorsqu’il n’y a pas de risques
d’ambiguites.
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Preuve Soit ® un ensemble de formules et ¢ une formule. On va vérifier les propriétés (P1),
(P2) et (P3) une apres 'autre:

— (P1). Si ¢ € ® alors tout modele de ® est aussi un modele de ¢. Donc, on a ® =y {¢}.

— (P2). Si @ C U, alors tout modele de ¥ est aussi un modele de ®. Donc, si @ =, I" alors
U=y T

— (P3). La relation =) est transitive: si tout modele de ® est un modele de ¥ (® =) U) et
tout modele de ¥ est un modele de I' (¥ =) T'), alors tout modele de ® est un modele de
L' (®E\D).
Par (P1), on peut déduire que ® =) ®. De plus, si ® ) T, alors @ |\ P UT. Avec
I'hypothese ® UT =) I et la propriété de transitivité de =y, on conclut que ® ) IV,

Fin de preuve

Ces propriétés sont aussi satisfaites par |,q+. A partir d’elles, on peut déduire d’autres
propriétés utiles. Par exemple, étant donnée une formule ¢, s’il existe une formule 1 telle que
1 est un contre-exemple et que 1 est une conséquence de {¢} U Az, alors ¢ est aussi un contre-
exemple. Cette propriété est généralisée pour des ensembles de formules par la proposition 2.2.2.

Proposition 2.2.2 Soient ®, T' et IV trois ensembles de formules tels que ® g T et @ U
T Einar 7. Alors @ fipg T

Preuve Il suffit de contraposer ® =4« I et ® =+ [ dans la propriété (P3).

Fin de preuve

2.3 Le concept d’ensemble couvrant contextuel

Dans la définition 2.2.1, on doit vérifier un nombre, potentiellement infini, d’instances closes
d’une formule ¢ pour établir la relation de conséquence entre les axiomes et la formule. Pour cette
raison, une solution est de manipuler des descriptions finies de ’ensemble de toutes ces instances
closes. Plus précisément, on va considérer des ensembles finis de formules qui les couvrent, appelés
des ensembles couvrants de ¢.

Dans I’exemple suivant, on montre une fagon de construire dans le modele initial des en-
sembles couvrants pour des clauses équationnelles.

Exemple 2.3.1 (ensemble couvrant d’une clause) Soit <, un ordre décroissant sur les
termes, Ax un ensemble d’axiomes, R un systéme de réécriture conditionnelle obtenu par l’orien-
tation des axiomes de Ax et —p la relation de réécriture induite qui est supposée compatible
avec <j.

On dit qu’une substitution est R-irréductible si les termes de son codomaine sont des termes
R-irréductibles. Un terme t est inductivement R-irréductible (resp. inductivement R-réductible)
si pour toute substitution close R-irréductible v, t~y est R-irréductible (resp. R-réductible).

La décidabilité de la relation de réductibilité inductive pour un ensemble fini de régles incon-
ditionnelles est décidable [Plaisted, 1985: Comon, 1989; Comon et Jacquemard, 1997], tandis
que pour des systémes de réécriture conditionnelle elle est seulement semi-décidable [Kaplan et
Choquer, 1986].

Un ensemble couvrant pour le systéme de réécriture conditionnelle R, dénoté par CS(R),
est un ensemble fini de termes R-irréductibles tels que, pour tout terme clos R-irréductible s, il
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existe un terme t € CS(R) et une substitution close o telle que Az |=geq to = s. Notons que
dans le modéle initial, tout terme clos R-irréductible t est considéré comme le représentant de
la classe de congruence sur T (F) contenant les termes clos dont t est leur forme normale.

A partir d’un ensemble couvrant pour un systéme de réécriture conditionnelle, on peut
construire un ensemble couvrant pour des clauses. Un ensemble couvrant pour la clause C est
l’ensemble d’instances de C obtenu par l'instanciation d’un sous-ensemble particulier de variables
de Var(C) par des termes de CS(R) dont les variables sont renommées par de nouvelles va-
riables. On va dénoter par CSE(C) 'ensemble de toutes les substitutions possibles pour la clause
C' ainsi construites, appelées des substitution couvrantes. Alors, I’ensemble {Co | 0 € CSE(C)}
est un ensemble couvrant pour la clause C'.

Des définitions générales d’ensembles couvrants se trouvent dans [Bronsard et al., 1996;
Naidich, 1996]. Par exemple, celle de [Bronsard et al., 1996] est une généralisation de [Reddy,
1990]. Des variantes sont rencontrées dans les méthodes de récurrence basées sur la complétion
[Bachmair, 1988; Zhang et al., 1988; Kounalis et Rusinowitch, 1990; Kapur et al., 1991]. Dans
la suite, nous proposons une définition d’ensemble couvrant plus générale, basée sur la notion
de contexte. Le contexte est un ensemble de formules, autres que les axiomes, qui peuvent étre
utilisées pendant le processus de déduction sans affecter sa correction. Introduisons les notations
suivantes :

Notation 2.3.1 (®y, Py, P<y) Soient < un pré-ordre sur les formules, ® un ensemble de
formules et v une formule, on définit les notations suivantes :

Py = {¢7 | T est une substitution et ¢ € ® tels que pTH},

ot # est un des symboles de {<, ~, <}.

Lemme 2.3.1 Soient < un pré-ordre fortement stable par substitution, ¢ une formule close et
® un ensemble de formules. Alors pour toute formule 1) € ®uy et toute substitution close T, on
a Y17#HO, ot # est un des symboles de {<, ~, <}.

Preuve On observe que la relation # est stable par substitution. Soit ¢ une formule arbitraire
de ®44. Alors 1#¢ par la notation 2.3.1. On suppose que 7 est une substitution close. Par la
propriété de stabilité de #, on a Y7#¢T. D’autre part, ¢ = ¢, car ¢ est une formule close.

Donc y1#¢.

Fin de preuve

Notons que si ® est 'ensemble vide, alors ®4 l'est aussi, pour toute formule ¢ et symbole
# dans {<, ~, <}

Maintenant, on introduit le concepte clé d’ensemble couvrant contexrtuel.

Définition 2.3.1 (contexte et ensemble couvrant contextuel) Le contexte C est une paire
d’ensembles de formules (C1, C2).

Soit Ax un ensemble d’axiomes, < un pré-ordre bien fondé sur les formules et ®, U deux
ensembles de formules. On dit que ¥ couvre contextuellement ® dans le contexte C et on écrit
i) Eéz W ss1 Az U Clgm U C2<¢T UV <y [Eings @7, pour toute formule ¢ € ® et toute substitution
close 7. St ® = {¢}, on appelle ¥ un ensemble couvrant contextuel de ¢.
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Voici quelques cas particuliers d’ensembles couvrants contextuels obtenus a partir de la dé-
finition 2.3.1:

— Iensemble couvrant, si C! = C? =),
— I'ensemble couvrant contextuel strict si W<y, est remplacé par ¥4, et
— Densemble couvrant contextuel vide si ¥ = ().

Ces définitions ne s’excluent pas mutuellement. Par exemple, tout ensemble couvrant contextuel
vide est aussi strict.

Exemple 2.3.2 (suite de ’exemple 2.3.1) On va montrer que l’ensemble couvrant ¥ = {Co |
o€ CSY(C)} de la clause C' est une instance de l’ensemble couvrant considéré comme cas par-
ticulier de ’ensemble couvrant contextuel de la définition 2.3.1.

Pour cela, on prend une substitution close arbitraire T = {x; — t; | z; € Var(C) et t; un terme
clos}. On va montrer par construction qu’il existe une instance Co € U de C' et une substitution
close 7' telles que Ax =i CT = CoT'.

Soit t; un terme clos qui représente la R-forme normale de t;. Notons que Ax i t; = t;
car Ax Egeq ti = ti, puisque t; est obtenu de t; par une succession de remplacements d’égaux
par égauz. Comme t; est un terme R-irréductible, il existe un terme s; € CS(R) (dont les
variables sont fraiches) et une substitution close 0; tels que Ax i t; = si0;. Donc, on a aussi
Az Eini t; = si6;. Alors, on construit o = Ui{z; — s;} et 7/ = U;6;.

Finalement, il résulte que pour toute substitution close T il existe une clause C' € ¥ et une
substitution close 7' telles que Ax =, CT = C'7'. Par conséquent, Ax U{C'T'}<.cr Fini CT.

Comme les ensembles couvrants, les ensembles couvrants contextuels servent a engendrer des
schémas de récurrence noethérienne, c’est-a-dire des schémas de récurrence basés sur un ordre
bien fondé, utilisés par les prouveurs basés sur la récurrence explicite [Padawitz, 1992].

Proposition 2.3.1 (récurrence noethérienne avec ensembles couvrants contextuels)
Etant donnés un pré-ordre < bien fondé sur des formules qui est fortement stable par substitu-
tion et un contexte C = (Ct, C?) qui satisfait Az =g CP U C2, on a Az =g ¢ 8'il existe un
ensemble de formules U;{1;} tel que

1. {¢} c&" U}, et
2. pour chaque formule 1;, on a Ax U {¢}<y, Eind- Vi-

Preuve La preuve est faite par réfutation. On suppose que ¢o est un contre-exemple. Comme
< est bien fondé, il existe une instance close minimale ¢6 qui est un contre-exemple.

A partir de la premiere hypothese, on déduit que Ax U ClS or Y C2< or U (Ui{i})<gr Eina- o7,
pour toute substitution close 7 et, en particulier, pour . Comme Ax ;g Ctu C?, par la
proposition 2.2.2 on déduit que Az [Eing- (Ui{1i})<gp, cest-a-dire qu’il existe j et une substi-
tution close 7 telle que ;1 qui est un contre-exemple inférieur ou équivalent a ¢f. A partir de
la deuxieme hypothese et la proposition 2.2.2, on a Az g« {¢}<y,;. Par conséquent, il existe
un contre-exemple ¢’ € {¢} <y, tel que ¢/ < 1b;. D’autre part, on a ¢' < 1b;n grace a ¢' < 9j,
¢'n = ¢ et a la propriété de stabilité de <. En utilisant la transitivité de <, il résulte que ce
contre-exemple est plus petit que ¢f. Ceci contredit la minimalité de ¢0.

Fin de preuve

Soient C; = (Cl, C2) et Co = (C}, C2) deux contextes associés & un ensemble couvrant
contextuel d’une formule ¢. On dit que C; est plus petit que Co si (C%§¢UC%<¢) C (C%S¢UC%<¢).
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Chapitre 2. Ensembles couvrants contexrtuels

2.3.1 Propriétés des ensembles couvrants contextuels

Dans la suite, on présente quelques propriétés compositionnelles des ensembles couvrants
contextuels qui sont utiles en particulier a la construction de nouveaux ensembles couvrants
contextuels.

Dans un premier temps, on va montrer que la relation de «couverture contextuelle» entre
deux ensembles de formules est préservée par 'augmentation du contexte.

Proposition 2.3.2 Soient ® et ¥ deux ensembles arbitraires de formules et C; = (C}, C3) et
Cy = (C, C3) deux contextes pour ® et W, respectivement. Si C C CL, C2 C C3 et ® Eélz v
alors ® Eéf .

Preuve Par la définition 2.3.1 et les hypotheses, Ax U quﬂ U C%<¢T UW<yr Fings ¢T, pour
toute substitution close 7 et toute formule ¢ € ®. Comme C} C Cl et C? C C3, on obtient
C%Saﬁr - C%SM et C%<¢T - C%<¢T. Par la propriété (P2) de la section 2.2, il résulte que @ [éf .

Fin de preuve

La relation de « couverture contextuelle » pour un contexte arbitraire C est aussi un pré-ordre
parce que

— (réflexivité) ® CA” @, pour tout ensemble de formules @, et

— (transitivité) pour tous ensembles de formules ®, U et T, si & Eéx Vet Eéz I', alors
®CfeT.

On suppose que C = (C!, C?). Conformément & la définition de I’ensemble couvrant contex-
tuel, la propriété de réflexivité peut se reformuler comme Ax U ClS or Y C2< or Y P<or Eingx 0T,
pour toute substitution close 7 et formule ¢ € ®. Comme ¢7 € $<y., la propriété de réflexivité
est satisfaite, par la propriété (P1).

La propriété de transitivité peut se généraliser a des relations de « couverture contextuelle »
définies pour des contextes différents.

Proposition 2.3.3 On suppose que < est un pré-ordre bien fondé et fortement stable et C; =
(Cl, C?), Cy = (CL, C2) deuz conteates arbitraires. Pour tout ensemble de formules ®, ¥, T, si
O CE” WtV Cgr T, alors ® £ T, ou C=(ClUC, CGUC)).

Preuve Conformément & la définition 2.3.1, les hypotheses sont respectivement Az U Cl_ or U
C%<¢T U¥<yr FEing~ ¢T et AzU C%Swa U C%«pa UTl<yo Fina+ Yo, pour toutes substitutions closes
7, o et formules ¢ € @, ¢ € V.

On suppose que ¢ est une formule de ® et 1 est une substitution close arbitraire. Il faut
prouver la conjecture Az U qg(ﬁﬁ U C%<¢>n U Céédm U C%<¢77 UTl<gy Fina ¢n. Par la premiere

hypothese, Az U qéqbn U C%<¢n UVesy Eings ¢n. Si Az U C%Sqﬁn U C%<¢n Find« ¢n, alors la

conjecture est satisfaite.

Sinon, on déduit que V<4 Fing« ¢1. On suppose que ¢ est une formule arbitraire de W<y,
pour laquelle ¢ < ¢n. Alors, par la seconde hypothese, on a Aa:UC%SWUC%<w#UFSw“ Eind YU,
pour toute substitution close u. Les formules de I'<y,, se trouvent aussi dans I'<y4, parce que
Y < ¢n (grace a v < ¢n, & pnu = ¢n et a la propriété de stabilité forte de <). Pour des raisons
similaires, les formules de C3 <yp €t C3 <yy SONt incluses dans c <¢y €t C3. n» Tespectivement.
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2.3. Le concept d’ensemble couvrant contextuel

En utilisant la propriété (P2), on peut déduire que Az U C%<¢>n U C%<¢n UT <4y Fing= <4y Par
conséquent, ¢n est aussi leur conséquence.

Fin de preuve

Par la propriété de transitivité de la relation «couverture contextuelle», pour tous les en-
sembles de formules ®; et ®; d’une chaine arbitraire ®; E‘éf ... E‘é:_l P, 1 [é: ®,,, il existe
un contexte C tel que P; Eéx ®, sii < j. La proposition suivante montre quels sont les rapports
de «couverture contextuelle» entre différents ensembles de formules d’une chaine de relations
de «couverture contextuelle » lorsqu’une de ces relations devient stricte.

Proposition 2.3.4 On suppose lexistence d’une chaine de relations de «couwverture contex-
tuelle » ®q E’élx Eé:_l P, 1 Eéf ®,, entre les ensembles de formules ®1...®P,. Sl existe
i € [1.n—1] tel que P11 couvre contextuellement et strictement ®;, alors tout ®; couvre contex-
tuellement et strictement ®y, ou j € [i+ 1..n] et k € [1..4].

Preuve Par la propriété de transitivité de < et de < et par la proposition 2.3.3.
Fin de preuve

Des ensembles de formules qui couvrent contextuellement un ensemble donné de formules ®
peuvent étre construits a partir d’autres ensembles couvrants contextuels de ®. Par exemple,
I'union de deux ensembles couvrants contextuels de chaque formule de ® couvre contextuel-
lement @, selon la proposition 2.3.5. Un cas particulier a considérer est lorsque les ensembles
couvrants contextuels non-vides de chaque formule de ® sont stricts. Dans ce cas, leur union
couvre contextuellement et strictement ®.

Proposition 2.3.5 Soient C un contexte, ® = {¢1,..., ¢n} un ensemble de formules et W; un
ensemble couvrant contextuel (stricte) de ¢; dans C, pour chaque i € [1..n]. Alors U;¥; couvre
contextuellement (et strictement) ® dans C.

Preuve La preuve se construit a partir de 'observation que U;¥; est un ensemble couvrant
contextuel (stricte) de ¢; dans le contexte C, pour toute ¢; € ®.

Fin de preuve

De nouveaux ensembles couvrants contextuels peuvent étre engendrés par 'application des
propositions 2.3.3 et 2.3.5.

Exemple 2.3.3 Soit une spécification conditionnelle contenant les symboles de fonction 0, s,
True, False et aussi un ensemble d’équations conditionnelles Ax qui définissent les symboles de
fonction P : nat X nat — bool et <: nat X nat — bool:

0<z = True (2.1)

s(z) <0 = False (2.2)

s() <sly) = z<y (2.3)

P(0, x) = True (2.4)

s(z) <y = True => P(s(z),y) = False (2.5)

Soit R le systéeme de réécriture conditionnelle obtenu par l'orientation des équations condi-
tionnelles de Ax de gauche vers la droite. En outre, on suppose qu’un ensemble couvrant de R
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P(0, y') = True —W . True = True

€q. . .

E— X Sy

P(2', y') = True .

; csy
eq. (2.5) T .
P(s(2), y') = True T = - False = True .

v
cSsyucCsy

Fi1c. 2.1 — Des ensembles couvrants conteztuels de P(x', y') = True

est {0, s(z), True, False}, comme dans l'exemple 2.3.1. Le pré-ordre sur les termes <; est le
pré-ordre MPO sur la suivante précédence ascendante sur les symboles de fonction : True, False,
0, s, <, P. Enfin, on suppose que <. est un pré-ordre sur les termes dérivé de <;, comme dans
l’exemple 1.4.8.

Soit C une clause P(z', y') = True. Si on considére CSE(C) = {{z' — 0}, {2/ — s(2)}}
Uensemble de substitutions couvrantes, alors ¥ = {P(0, y') = True, P(s(z), y') = True} est
un ensemble couvrant de C. On peut construire un ensemble couvrant contextuel strict pour
tout élément de V. Premiérement, CS] = {True = True} est un ensemble couvrant strict de
P(0, /) = True car (True = True) <. (P(0, y') = True) et Az U {True = True} E;,; P(0, v') =
True, en utilisant [’équation (2.4). De facon similaire, C'S5 = {False = True} est un ensemble
couvrant contextuel strict de P(s(z), y') = True dans le contexte (0, {s(z) < y' = True}) car
(False = True) <. (P(s(z), ') = True), (s(z) < ¢y = True) <. (P(s(z), ¢') = True) et
Az U {s(z) <y = True} U {False = True} i P(s(2), ¥') = True, par l’équation (2.5).

Tout ensemble couvrant strict est aussi un ensemble couvrant contextuel strict, dans tous les
contextes. Par conséquent, C'ST peut étre considéré comme un ensemble couvrant contextuel strict
de P(0, y') = True dans le contexte (0, {s(z) <y’ = True}). Par la proposition 2.3.5, CS7UCS}
est un ensemble couvrant contextuel strict de U dans le contexte (0, {s(z) < y' = True}).
Conformément a la proposition 2.5.4, CST U CSy est aussi un ensemble couvrant contextuel
strict de C. Les ensembles couvrants contextuels rencontrés dans cet exemple sont représentés
dans la figure 2.1 par des rectangles. Un rectangle en pointillé signifie un ensemble couvrant
contextuel strict.

2.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons proposé une généralisation de la notion d’ensemble couvrant
utilisé dans les preuves par récurrence, nommeée ensemble couvrant contextuel. Nous avons établi
ses propriétés de compositionalité qui permettent de construire de nouveaux ensembles couvrant
contextuels. Les exemples présentés portent sur le cas ou les formules sont des clauses et les
axiomes des équations conditionnelles.
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3.1 Introduction

La similarité de la plupart des procédures de preuves basées sur la récurrence implicite suggere
I’existence d’un cadre unificateur permettant leur comparaison et leurs extensions modulaires,
généralisations et modifications faciles. Quelques systemes d’inférence ont été proposés, comme |
[Bouhoula, 1997], I(Az, >) [Naidich, 1996, la procédure de récurrence implicite de [Bronsard et
al., 1996], dénotée dans la suite par B, ou le systeme d’inférence & cadre « commuté» T [Wirth,
1997]. Par exemple, B généralise la procédure de récurrence hiérarchique de [Reddy, 1990] et
les procédures inductives pour des équations conditionnelles de [Kounalis et Rusinowitch, 1990;
Bronsard et Reddy, 1991; Bouhoula et Rusinowitch, 1993].

Dans ce chapitre, nous proposons premierement un nouveau systeme d’inférence, qui est spé-
cifié uniformément en terme d’ensembles couvrants contextuels. Puis, nous montrons successive-
ment ses propriétés de correction, de correction réfutationnelle et les conditions nécessaires pour
garantir sa complétude réfutationnelle. Ensuite, nous faisons une étude comparative avec les pro-
cédures abstraites similaires mentionnées ci-dessus. Finalement, nous introduisons le concept de

T en anglais, «switched » frame inference system
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Chapitre 3. Systémes abstraits de déduction basés sur la récurrence implicite

ADDPREMISE: (EU {¢}, H)FA (EU® 1 U...Ud,, HU {4}
N————

P

si

(a) on a un ensemble couvrant contextuel ¥ de ¢ dans le contexte (H, E U ®) et

(b) soit W est vide. Alors ® est vide

(b’) soit W = U7_,{1);} et ®; est un ensemble couvrant contextuel strict de ¢; dans
le contexte (H, EU{¢} U (®\®;)), pour chaque j € [1..p]

SiMPLIFY : (EU{¢}, H) FA (EU®U...U®,, H)
—_————

P

si
(a) on a un ensemble couvrant contextuel ¥ de ¢ dans le contexte (EU H U ®, () et
(b) soit W est vide. Alors ® est vide
(b’) soit ¥ = U§:1{¢j} et ®; est un ensemble couvrant contextuel de v; dans
le contexte (EUH U (®\®;), {¢}), pour chaque j € [1..p]

Fi1a. 3.1 — Le systéme abstrait d’inférence A

module de raisonnement, censé de construire les ensembles couvrants contextuels élémentaires,
qui ne sont pas obtenus par les opérations de composition présentées dans le chapitre 2. Nous
montrons que le schéma d’intégration d’un ensemble de modules de raisonnement arbitraires
dans notre systeme préserve ses propriétés de correction et de complétude.

3.2 Le systeme abstrait d’inférence A

Soit < un pré-ordre sur les formules qui est bien fondé et fortement stable par substitution.
Notre systeme d’inférence abstrait A, présenté dans la figure 3.1, consiste en deux regles d’in-
férence: ADDPREMISE et SIMPLIFY. On suppose qu’'une de ces regles a été appliquée sur une
conjecture ¢ de I’état de dérivation (E U {¢}, H)T. Une conséquence de I'application de cette
regle est le remplacement de ¢ par un ensemble couvrant contextuel (potentiellement vide) ® de
ce dernier, qui se construit de la méme maniere pour les deux regles. Premiérement, on engendre
un ensemble couvrant contextuel ¥ de ¢ a I'étape (a). S’il est vide, alors ® est un ensemble
couvrant contextuel vide de ¢, conformément a I’étape (b). Sinon, ® est formé de I'union des
ensembles couvrants contextuels construits pour chaque élément de ¥, comme & ’étape (b’). Si
la regle est ADDPREMISE, ces ensembles couvrants contextuels sont stricts. Par conséquent, ®
couvre contextuellement et strictement W, selon la proposition 2.3.5. Conformément a la pro-
position 2.3.2 et 2.3.4, ® est donc un ensemble couvrant contextuel strict de ¢. On procede
de manieére similaire pour la régle SIMPLIFY pour montrer que ® est un ensemble couvrant
contextuel de ¢.

La distinction principale entre les deux regles d’inférence est ’addition de la conjecture traitée
a ’ensemble des prémisses lorsqu’on applique ADDPREMISE. Notons que ceci laisse la possibilité
a ¢ de participer a des étapes d’inférence ultérieures de la dérivation. En contrepartie, SIMPLIFY

1 L’ensemble courant de conjectures est supposé non-vide, sinon la dérivation finit avec succes.
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a des conditions d’application moins contraignantes que ADDPREMISE: si ¢7 est une instance
close de ¢, alors i) a I’étape (a) de ADDPREMISE, le contexte ne doit pas inclure des instances
de E et ® équivalentes & ¢, et ii) a I’étape (b’), 'ensemble couvrant contextuel ®; construit
pour tout élément ; de W doit étre strict et les instances de @\ ®; et £ du contexte doivent
étre inférieures a ¢r.

3.3 Propriétés de A

3.3.1 Correction et correction réfutationnelle

Dans la suite, nous montrons quelques propriétés importantes du systeme d’inférence A,
comme la correction. Nous montrons aussi que A est réfutationnellement correct si certaines
conditions sont satisfaites.

Définition 3.3.1 (théoréme de A, A-preuve) L’ensemble de propositions E° sont des théo-
réemes par rapport & l'ensemble d’axiomes Ax, dénoté par Ax I—?nd* E°, s%l existe une A-
dérivation finie D = (E°, () FA --- FA (), H™), avec n > 1. La dérivation D est une A-preuve
de E°.

Définition 3.3.2 (correction de A, correction réfutationnelle de A) Voici quelques pro-
priétés importantes du systeme d’inférence A :

— correction. Le systéme d’inférence A est correct si tout ensemble E de A-théorémes
par rapport a un ensemble d’axiomes Ax est leur conséquence inductive. Formellement, si
Ax I—iAnd* E alors Ax =jpg E.

— correction réfutationnelle. Le systeme d’inférence A est réfutationnellement correct
si la réfutation d’une conjecture dans une étape d’inférence implique la réfutation des
conjectures initiales. Formellement, si (E, 0) F* ... FA (E', H) et E' contient un contre-
exemple, alors Az g E.

Par la proposition suivante, on introduit une propriété essentielle pour établir la correction

de A.

Proposition 3.3.1 Soit E un ensemble de conjectures, H° un ensemble de prémisses et Ax
un ensemble d’ariomes tels qu’il existe une A-dérivation commencant par létat (E°, HO) et
finissant avec succés. Alors pour toute conjecture ¢ € EY et pour toute substitution close T,
Az U ng Find* OT.

Preuve On va raisonner par contradiction. D’une part, on suppose qu’il y a une formule
¢o € EV, telle qu'’il existe une substitution close ¢ pour laquelle Az U H 2 boo Fingx ¢oo. D’autre

part, on suppose qu’il existe une A-dérivation finie (E?, HO) FA ... FA (), H™), avec m > 1.
On définit I'ensemble de contre-exemples de Az U HY boo inférieurs ou équivalents a ¢go,
contenus par toutes les conjectures rencontrées pendant la dérivation :

m—1
CE={y0 |y e U E'. 0 est une substitution close et Az U H%dmo Finax 10 tel que Y0 < ¢go}
i=0
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Chapitre 3. Systémes abstraits de déduction basés sur la récurrence implicite

L’ensemble C'E n’est pas vide; il contient au moins ¢go. Il y a aussi un élément minimal de
CFE car < est bien fondé. Comme la dérivation se termine par un ensemble vide de conjectures,
il existe une derniére étape i € [0..m — 1] quand la conjecture ¢, dont les instances closes
contiennent un élément minimal de C'E, est traitée. On suppose que 1’étape i de la preuve est
caractérisée par E' = EU {¢} et H' = H.

On va montrer qu’aucune regle d’inférence ne peut s’appliquer a ¢. Dans ce cas, ¢ est

persistante dans la dérivation, en contredisant I’hypothese selon laquelle la dérivation se termine
par un ensemble vide de conjectures. Soit ¢7 cet élément minimal de CE. On va faire une analyse
par cas, conformément a la regle qu’on va appliquer a ¢.

1. On suppose premierement que ADDPREMISE a été appliquée a ¢ et qu’un nouvel ensemble
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de conjectures ® est engendré. Alors, il existe un ensemble couvrant contextuel ¥ de ¢ dans
le contexte (H, E' U ®), conformément & I’étape (a). Puis, on a le choix entre i) I’étape (b)
telle que ¥ et ® soient vides, ou ii) I’étape (b’) telle que ¥ = Uj;zl{wj} et ®; est un ensemble
couvrant contextuel de 1; dans le contexte (H, EU {¢} U (2\®;)), pour tout j € [1..p], et
avec ¢ = U§:1®j. L’état de la preuve & 1'étape i + 1 sera caractérisé par H't! = H U {¢} et
EHrl =FEU®.

Comme a I'étape (a) ¥ est un ensemble couvrant contextuel de ¢ dans le contexte (H, EU®),
pour toute substitution close 7, on a AzU(H<yr U(EU®P) <) UV <47 Fing= ¢7. On va montrer
que Ax U H%(boa Finds (H<gpr U(EU®)cpr) U Ve,

~ AzUHY, | Fina- (EU®U(H\H)) 4 parce que (EUDU(H\H)) € Uy E' et ¢7

est un élément minimal de CE.

Az U H%W Find~ chﬁf car ¢1 < ¢go, résultant ng C Hg%a,

On va prouver par contradiction que Az U H % oo Eindg (H\H")~s;. On suppose que
Az U H%%a Feindgs (H\H®)~sr. Alors, il existe une prémisse hf, € (H*\H) dont les
instances closes contiennent au moins un élément de C'F, et celui-ci est équivalent a ¢,
d’apres le lemme 2.3.1.

On va montrer qu’il y a une contradiction si on applique ADDPREMISE dans une certaine
étape précédente de la dérivation. Notons que, pendant la dérivation, les prémisses sont
accumulées une apres autre & ’ensemble HC. Soit I’étape i’ 'étape de la dérivation ou la
premiére prémisse, n’appartenant pas a H° et contenant un élément de CE équivalent &
¢T, a été accumulée. Cette prémisse est dénotée par h. Une telle étape existe et elle a lieu
antérieurement ou & 1'étape correspondant & 1’addition de h?, & 'ensemble de prémisses.
Soit hd I’élément de C'E équivalent & ¢7. L’étape i’ de la dérivation est :

(E'u{n}, H)F* (E'U®u...U®,, H U{h})
N———
q)l

On va raisonner de maniere similaire comme on a fait pour I’étape i de la dérivation. Il
existe un ensemble couvrant contextuel ¥/ = U?lzl{wg-} de h dans le contexte (H', E'U®’)
et, soit i) W' est vide, soit ii) pour chaque j € [L..p], ®} est un ensemble couvrant
contextuel strict de ¢} dans le contexte (H', £’ U {h} U (®"\¥})). Dans le premier cas,
on déduit que Az U H%%U FE ind nghé U (E'U®)cps & partir de Az U ngﬁoa ind-
ho et Az UHL,; U(E"U®)cps5 Fing= hd. D’autre part, pour les mémes raisons que
précédemment, on a Az U Hg%o Fing (H UE U®) s U thé. En outre, H'\\ H® ne
contient que des prémisses accumulées pendant les étapes qui précédent ’étape i, donc
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Az U H%%J Eings (H'\H%).ps. 11 résulte que Az U Hg%g Eind* nghé U(E'"U D) ps,
donc contradiction.

Dans le deuxi¢me cas, on déduit que Az U H% o0 e ind (U§;1{1/19})§h5 a partir de
Ar UHY, | Winge ho, Az U HLys U (E'U®)cps U (UL {85 )<ns Finae ho et Az U
H%dmo Finas H 5 U (E"U ®')ps. Alors, il existe j° € [1..p'] et une substitution close
B tels que @b;,ﬁ est un élément de CE, satisfaisant w;,ﬂ < hé. Comme <I>;., est un
ensemble couvrant contextuel strict de ¢7, dans le contexte (H', E'U{h}U(®"\®/,)), on
a Az U( /§¢;/ﬂ U(E'U{h}tu (@’\\@;/))<¢;/5) U ((I);'/)«p;,ﬁ Find+ 13 De plus, on déduit
Az U Hg%o - ind (Hlﬁw",ﬁ U(E'U{h}U (I)I)<w;/ﬁ> a partir de Az U H%%U e ind w;,ﬂ et
Az U (H,Sd);,ﬁ U(E'"U {hj} U <I>’)<¢;,ﬁ) Finas 3. D’autre part, on peut montrer comme

précédemment que Az U H2¢OU Finas (E'U® U (H\H®) U {h})y gU ng 5 et que
< ’ </,

Az UH % 00 Eings (H'\H O)ngl 3 car %D;-/ 8 < hd et, par conséquent, toute instance close

des formules de H' oy est inférieure ou équivalente a hd, selon le lemme 2.3.1. Donc,

Az UHL, | Find (Hlézb;.,ﬁ U(E'U{h}u <I>’)<¢;_/5). Contradiction.

Dans la suite, on va procéder comme pendant le traitement précédent de I'instance héd. Sup-
posons que 1'étape (b) est franchie, alors ¥ est vide, donc ® l'est aussi. Alors, Az U (H<g, U
E¢r) Fing= ¢ et il résulte que Az U HQ%U Veind (H<¢r U E<47). D’autre part, on obtient
comme précédemment que Az U HS o0 Fina* (H<gr U E<g;). Ceci est une contradiction.
Finalement, on considere 1’étape (b’). Soit ¥ ’ensemble U?Zl{z/)j}. On déduit que Ax U
H% boc Find* Y<gr. Par conséquent, il faut exister un indice j € [1..p] et une substitution
close v tels que ;v est un élément de C'E, satisfaisant ¢;y < ¢7. Selon les hypotheses, ®;
est un ensemble couvrant contextuel strict de ¢; dans le contexte (H, E U {¢} U (®\P;)).
Donc, Ax U (Hey,r U (EU{o} U (P\P;))<y;n) U (Pj)<y;y Finas ¥jy- D'une part, on peut
déduire que Az U H%%J Finds (H<ypn U(EU{p}UP)y. ). D’autre part, AzU H%%J Finar
(EU(H\H°)U®U{¢})cy,y U H%wﬂ et Az U H%%U Findgs (H\H®)~y,y car ¢y < ¢7:
i) soit les instances closes de formules de (H\ H")..,, , sont inférieures & ¢, soit ii) elles sont
équivalentes a ¢T, ce qui n’est pas tout a fait possible parce qu’on arrive a une contradiction,
comme précédemment. Il résulte que Az U H2¢OU Find* (H<y,y U (EU{d}U®P)<y,), done
contradiction.

. On suppose que la régle SIMPLIFY a été appliquée a ¢ et que le nouvel ensemble de conjectures
d a été engendré. Alors, il existe un ensemble couvrant contextuel ¥ de ¢ dans le contexte
(EUHU®, () et i) soit ¥ et ® sont vides, soit ii) ¥ = U?zl{%} tel que ®; est un ensemble
couvrant contextuel de 1; dans le contexte (E U H U (®\®;), {¢}), pour tout j € [1..p], et
® = U_, ®;. La preuve a 'étape i+1 est caractérisée par Hi*! = H et B = EU®. Comme
U est un ensemble couvrant contextuel de ¢ dans le contexte (EU H U®, ), pour toutes les
substitutions closes 7, on a AzU(EUHU®) <4, UV <4, Eing- ¢7. Comme dans le cas précédent
qui analyse ADDPREMISE, on peut prouver que AxUH%(WT FEind* (EU(H\\HO)UCD)<¢TUH%¢T
et AxU H%%U Find* (H\\HO)N¢T. On a aussi Az U Hgboa Finas (EU®).4r car on a supposé
que ¢ est la derniere conjecture de la dérivation contenant un élément minimal de CE.
Dans le premier cas, si ¥ est vide alors ® I'est aussi et, par conséquent, Az U(EUH )<gr Find-
¢7. A partir de Az U H%%U Find+ ¢T, on conclut que Az U H%%U Feina» (E'U H)<gr, donc
contradiction.

Siv = U?Zl{wj}, on obtient AzUHY o0 Feina» Y<gr. Par conséquent, il faut exister un indice
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J € [1..p] et une substitution v tels que 1;y est un élément de C'E, satisfaisant 1;y < ¢7.
Conformément aux hypotheses, ®; est un ensemble couvrant contextuel de 1»; dans le contexte
(EUHU(®\ @), {¢}). Donc, Az U(EUHU®)<y. U{@}<y,y Fina+ V7, en déduisant Az U
H%qboo FEinds (EUHU®) <y U{¢} <y, D’autre part, on peut prouver comme précédemment,
que AzU H%(;sog Finds (BEU(H\H®)U®U {¢})<wﬂ U H%u;ﬂv Az U H%%U Find* (H\\HO)WW
et Az U Hg%a Find (E'U®) <y, Ceci est une contradiction.

Fin de preuve

Théoréme 3.3.1 (correction de A) Soit E° un ensemble de conjectures et Ax un ensemble
d’aziomes tels que Az 2 . E°. Alors Az =g E°.

ind*

Preuve Dans la proposition 3.3.1, on consideére I'ensemble H? vide.
Fin de preuve

D’un autre point de vue, a chaque preuve, on construit des ensembles couvrants contextuels
vides aux conjectures initiales.

Lemme 3.3.1 Si Ax I_ﬁzd* E°, alors il existe un ensemble couvrant contextuel vide qui couvre
contextuellement E°.

Preuve Par les propriétés de composition d’ensembles couvrants contextuels 2.3.3 et 2.3.5,
chaque A-régle d’inférence construit un ensemble couvrant contextuel de la conjecture traitée.
Ainsi, ’ensemble des conjectures de 1’état final couvre contextuellement E. De plus, cet ensemble
est vide car Ax I—?nd* E°.

Fin de preuve

Maintenant, on va analyser la propriété de correction réfutationnelle du systeme A. Le sys-
teme d’inférence A est réfutationnellement correct si toute application de ses regles d’inférence
préserve la validité des prémisses et des conclusions.

Théoréme 3.3.2 (correction réfutationnelle de A) Le systeme A est réfutationnellement
correct si on a Azx =g BTN U H lorsque Ax |=ipg EY U HY, pour toute étape i de toute
A-dérivation (E°, 0) FA (EY, HY) FA ..

Preuve Par la propriété de transitivité de la relation |=;,4+ dans une A-dérivation arbitraire
(E°, 0) FA (B, H') FA ..., il ésulte que si Az =g+ E°, alors Az =g« E' U HY, pour toute
étape i > 0. En supposant qu’il existe une étape j telle que Az ;4 E7, on déduit Az g E°.

Fin de preuve

Afin de certifier la propriété de correction réfutationnelle de A, il est suffisant de vérifier qu’il
n’y a pas d’étape d’inférence ot on ajoute de nouveaux contre-exemples aux conjectures. On
appelle cette condition le critére de la plus petite couverture.

Définition 3.3.3 (le critére de la plus petite couverture) On suppose qu’une A-régle de
la figure 3.1 a été appliquée a la conjecture ¢ d’un état arbitraire (EU{¢}, H) d’une A-dérivation
telle que l’ensemble de nouvelles conjectures ® est non-vide. Alors le critére de la plus petite
couverture est satisfait par cette regle si, pour chaque conjecture ¥ € ® et chaque substitution
close T, il existe une substitution close 0 telle que Az U E'U H U{¢p0} Eing+ Y7.
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DELETE: (EU {6}, H) F* (E, H)

si

(a) il existe un ensemble couvrant contextuel ¥ de ¢ dans le contexte (E'U H, (}) et

(b) soit U est vide

(b’) soit ¥ = U?Zl{d)j} et ®; est un ensemble couvrant contextuel vide de v; dans
le contexte (E U H, {¢}), pour tout j € [1..p]

Fi1Gc. 3.2 — La regle d’inférence DELETE

Théoréme 3.3.3 (correction réfutationnelle de A) Le systéme d’inférence A est réfutation-
nellement correct si le critére de la plus petite couverture est satisfait par ses régles d’inférence.

Preuve On suppose donnés une A-dérivation arbitraire et un état (E?, H') d'une étape ar-
bitraire i tels que Az g E* U H'. Soit ¢ la conjecture traitée de E' et ® les nouvelles
conjectures obtenues apres 'application d’une A-régle d’inférence satisfaisant le critere de la
plus petite couverture. L’état & 'étape i + 1 est (E*FL, HT1) tel que B! = (E"\{¢}) U @ et
Hi*! est H' auquel on ajoute {¢} si la régle appliquée est ADDPREMISE. Si ® est vide, alors on
peut facilement observer, par I'analyse de la définition de chaque A-regle de la figure 3.1, que
(B U HHY) C (B U HY). Par conséquent, Az =g B U HL

Sinon, on suppose qu'il existe une formule ¢ € E*T1 U H**! qui contient un contre-exemple
1. Comme Az =49+ E'UH?, on a1 € ®. Parce qu’on a supposé que le critere de la plus petite
couverture est satisfait, on déduit qu'il y a une substitution close @ telle que Az U (E"\{¢}) U
HiU {¢0} Eina+ ¥7. Par la proposition 2.2.2, on a Az g ¢f. D’autre part, Az Fiuq« ¢ car
¢ € E'. Contradiction.

Fin de preuve

Le systeme d’inférence A est non-déterministe. Par exemple, ses regles sont applicables si les
conditions associées aux étapes (a) et (b) de ADDPREMISE sont satisfaites. Le non-déterministe
peut étre éliminé par la fixation d’une précédence globale sur les regles. Comme les dérivations
finies avec succes se terminent par un ensemble fini de conjectures, une stratégie raisonnable d’ap-
plication de ces regles sera d’essayer premierement 'instance de la régle SIMPLIFY qui produit
un ensemble couvrant contextuel vide de la conjecture traitée. Cette instance, appelée DELETE,
est représentée dans la figure 3.2.

3.3.2 Discussions sur la complétude et la complétude réfutationnelle

Les méthodes de preuves par récurrence sont incompletes. Cette conclusion est une consé-
quence du célebre (premier) théoreme d’incomplétude de Godel, selon lequel pour tout systéme
de preuve cohérente de larithmétique, il existe une affirmation arithmétique valide qui n’est
pas prouvable par le systeme.

Dans la suite de cette section, on va étudier la propriété de complétude réfutationnelle du
systeme A. Pour cela, on suppose qu’il y a un prédicat d’échec, Fail(F), pour réfuter un ensemble
de conjectures E, tel que si Fail(F), alors Az [~inq+ E.

1 donnée sous la forme d’une formule de premier ordre
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Définition 3.3.4 (complétude réfutationnelle de A) On dit qu’un systéme d’inférence est
réfutationnellement complet si tout ensemble de conjectures qui n’est pas une conséquence induc-
tive des axiomes est réfuté. Rapporté au systéme A, si Ax [Eing+ E, alors pour toute dérivation
il existe un état (E', H') tel que la dérivation a la forme (E, 0) FA ... FA (E', H) et Fail(E')
est vraz.

Intuitivement, le systeme A est réfutationnellement complet si les conditions suivantes sont
satisfaites: i) 'existence d’une conjecture contenant un contre-exemple minimal de la dérivation
implique 'existence d’une conjecture contenant un contre-exemple minimal auquelle aucune des
regles de A n’est pas applicable. ii) les A-dérivations sont équitables.

Définition 3.3.5 (A-dérivation équitable) Une A-dérivation (E°, §) FA (EY, HY) FA ... est
équitable si soit
— la dérivation est finie et elle termine dans Uétat (E™, H") tel que Fail(E™) ou E™ = 0,
soit
— la dérivation est infinie et [’ensemble de conjectures persistantes Ui20 ﬂjgi E7 est vide.

Un systeme d’inférence est équitable s’il construit uniquement des dérivations équitables.

Théoréme 3.3.4 (complétude réfutationnelle de A) On suppose que A est équitable et que
lexistence d’une conjecture contenant un contre-exemple minimal de la dérivation équitable
(E°, ) FA (EY, HYY FA ... implique i) Uezistence d'un dernier état i dans la dérivation, et
ii) Uexistence d’une conjecture de E*, contenant un contre-exemple minimal telle que Fail(E")
est vrai. Alors

1. si Az g E°, pour toute A-dérivation équitable (E°, 0) FA (EY, HY) FA ... il existe une
étape n > 0 pour laquelle Fail(E™) est vrai, et

2. A est réfutationnellement complet.

Preuve Soient (E°, §)) FA (E', H') FA ... une A-dérivation équitable telle que Az fing- E°.
Donc, il existe une conjecture ¢y € E° et une instance close ¢go de celle-ci. On construit
I’ensemble C'E de tous les contre-exemples inférieurs ou équivalents a ¢go rencontrés pendant la
dérivation, comme dans la preuve de la proposition 3.3.1 pour laquelle H? = (). L’ensemble CE
n’est pas vide; il contient au moins ¢go. De plus, il existe aussi un élément minimal de C'E, noté
par 1, car < est bien fondé. Comme la dérivation est équitable, il existe une étape 7 lorsqu’une
conjecture ¢ contenant une instance close ¢1 équivalent a i est traitée. Par hypothese, ceci
implique 'existence d’un dernier état j de la dérivation qui contient une conjecture contenant
un contre-exemple minimal telle que Fail(FE7) est vrai.

On conclut que A est réfutationnellement complet.

Fin de preuve

3.4 Comparaison de A avec d’autres systemes d’inférence

Dans cette section, nous comparons quelques systémes d’inférence abstraits (dérivés de B
[Bronsard et al., 1996], le systéme & cadre « commuté» [Wirth, 1997, I(Az, >) [Naidich, 1996]
et | [Bouhoula, 1997], tous présentés dans la figure 3.3) par rapport au systéme A dans le cas
ol on a un méme domaine d’interprétation et le pré-ordre utilisé, <, est bien fondé et fortement
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stable par substitution. On va supposer que le domaine de raisonnement est constitué par des
termes clos.

Dans la figure 3.3(a), on présente le systéeme d’inférence B. La figure 3.3(b) illustre une
variante du systéme a cadre « commuté» noté avec S. Sa version originale a été congue pour
manipuler des instances de formules (a la place de formules) afin de permettre des ordres de
récurrence plus flexibles. Dans cette approche, une instance close d’une formule ¢ est une paire
(¢, 7v), ol v est une substitution close, et une instance close (¢, ) représente la formule close
¢7y. Par conséquent, une formule close peut avoir plusieurs représentations comme instance de
formule. Comme les ordres utilisés sur de telles paires sont aussi fortement stables par substitu-
tion, des systemes d’inférence abstraits basés sur des instances de formules peuvent étre déduits
facilement a partir des systemes présentés dans la figure 3.3, par le remplacement des ordres sur
des formules par des ordres sur des instances de formules.

Une variante du [(Az, >), adaptée au raisonnement sur des formules et dénoté par I'( Az, >),
est présenté dans la figure 3.3(c). Concernant le systeme |, il peut se reconstruire a partir du
systéme d’inférence I', défini dans la figure 3.3(d), en considérant les formules comme étant des
clauses et < comme le pré-ordre <. sur des clauses de la définition 1.4.8. On suppose aussi que
le critere de la plus petite couverture est satisfait par chaque I'-regle.

Dans les tableaux 3.1 et 3.2, on a représenté les régles d’inférence des systémes de la fi-
gure 3.37 comme des instances respectivement de ADDPREMISE et SIMPLIFY. Chaque tableau
a quatre colonnes. Les deux premieres colonnes donnent le nom de la regle et de la procédure
abstraite auquelle elle appartient. La colonne suivante indique ’ensemble couvrant contextuel et
son contexte maximal admis a I’étape (a) par rapport a la conjecture traitée ¢. Dans la derniére
colonne, on présente le contexte maximal admis & I’étape (b’) par rapport a la formule ;. Les
endroits ol les ensembles couvrants contextuels doivent étre stricts sont marqués par « (strict) ».
Par exemple, pour chaque regle du tableau 3.1, I’ensemble couvrant contextuel construit a ’étape
(b’) est strict.

Etape (a) Etape (b’)
regle systéme U;’:li/)j | contexte contexte

EXPAND B {o} 0, 0) (0, ) (strict)

M.S.T. S {¢} 0, 0) (H, EU(®\®;)) (strict)
GENERATE | I'(Az, >) | UT_ ¢y (@, 0) 0, EU HU (®\®;) U {¢}) (strict)
GENERATE I’ Ul_1¢, (@, 0) (0, EUH U (®\®;) U{o}) (strict)

| ADDPREMISE | A | U_¢; | (H,EU®) | (H, EU(®\®;)U{g}) (strict) |

TAB. 3.1 — Des régles qui instancient ADDPREMISE de A

Une simple analyse des ensembles couvrants contextuels et de ses contextes maximaux admis
pour chaque reégle aboutit a la conclusion que les A-regles, représentées dans la derniére ligne
de chaque tableau, sont les plus générales. En comparant ADDPREMISE aux autres regles du
tableau 3.1, on observe qu’elle permet, a 1’étape (a), des contextes non-vides pour engendrer
Uj_1¢;j. A I'étape (b’), ADDPREMISE admet i) par rapport aux regles GENERATE, un contexte
incluant des instances de H équivalentes a v;, et ii) par rapport a la regle M.S.T., un contexte
incluant des instances de {¢} inférieures a ;.

En analysant le tableau 3.2, si on restreint la A-régle SIMPLIFY telle que i) a l’étape (a),
UJ_19; est remplacé par {¢} et le contexte est vide, et ii) a 'étape (b’), le contexte ne contient

1 sauf la regle LEMMA du systeme B
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ExPaND: (EU {¢}, H) FB (EU®, HU {¢})
si ® est un ensemble couvrant strict de ¢

SIMPLIFY : (EU{¢}, H)FB (EU®, H)
si pour toute substitution close T,

Az U(EUHU®)<4r FEinar ¢T

LemMA: (E, H)FB (EU®, H)

(a) Le systeme B

MEMORIZING SWITCHED TRANSFORMATION (M.S.T.): (EU{¢}, H) F> (EU®, H U {¢})
si pour toute substitution close T,
Az U (E U (I))<¢T U H§¢T lzind* T

SIMPLE SWITCHED TRANSFORMATION (S.S.T.): (EU{¢}, H)F° (EU®, H)
si pour toute substitution close T,
AzU(EUHU (I))S¢T Eindgx ¢T

(b) Le systeme S

GENERATE: (E U {¢}, H) F'4% 2) (EU®, H U {¢})
si il existe un ensemble couvrant ¥ de ¢ tel que, pour toute substitution close 7 et toute ¢ € W,
Az U(EUHU{¢}U®)yr Eings T

SIMPLIFY : (E U {¢}, H) F'A% 2) (EU ®, H)
si pour toute substitution close T,
Az U (E UHU ‘I’)§¢T ):md* oT

(c) Le systeme I'(Az, >)

GENERATE: (EU {¢}, H)F' (EU®, HU {¢})
si il existe un ensemble couvrant ¥ de ¢ tel que pour toute substitution close 7 et toute v € ¥,
Az U(EUH U{¢} U®)cyr Eing- T

SIMPLIFY : (EU{¢}, H)F' (EU®, H)
si pour toute substitution close T,
Az U(EU®) gy U Heyr Finar &7

(d) Le systeme I’

F1a. 3.3 — Quelques systemes d’inférence abstraits
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3.5. Schéma générique pour lintégration des modules de raisonnement dans A

Etape (a) Etape (b?)
regle systéeme U?:ﬂ/’j | contexte contexte
SIMPLIFY B {¢} 0, 0) (EUHU(®\®,), 0)
S.S.T. S {¢} @, 0) (EUHU(®\2,), 0)
SIMPLIFY | I'(Az, >) {¢} (0, 0) (EUHU(®\®,), 0)
SIMPLIFY I {$} 0, 0) (H, EU(®\®,)) (strict)
| SIMPLIFY | A | U_¢; | (EUHU®,0) [ (EUHU(®\9)), {¢}) |

TAB. 3.2 — Des régles qui instancient SIMPLIFY de A

pas des instances de ¢ plus petites que v, on obtient les définitions des autres regles SIMPLIFY
et de S.S.T.. La régle I'-SIMPLIFY constitue une exception, dans la mesure ou & 1’étape (b’) on
n’utilise pas des instances de H équivalentes & ¢ et I’ensemble couvrant contextuel est strict.

On conclut dans un premier temps que A est une généralisation du S, I'(Az, >) et I'. Le
systeme B instancie aussi A si A est étendu avec la regle LEMMA contenue par B:

LEMMA: (E, H)F (EUE', H)

Il ressort clairement que la version étendue de A reste correcte, car LEMMA ne traite pas de for-
mules de ’ensemble courant de conjectures et, par conséquent, il ne peut pas éliminer la derniere
formule de la dérivation qui contient un élément minimal de C'E (voir la preuve de correction
de A et de la proposition 3.3.1). Malheureusement, la propriété de correction réfutationnelle est
perdue si les instances de E’ contiennent de nouveaux contre-exemples tels que le critere de la
plus petite couverture n’est plus satisfait.

Dans [Bouhoula, 1997], le systeme | est formé par trois régles: GENERATE, SIMPLIFY et
DELETE, ou DELETE est une instance de SIMPLIFY. Donc, A est une généralisation de I.

3.5 Schéma générique pour l’'intégration des modules de raison-
nement dans A

Les regles d’inférence du systeme d’inférence abstrait A, présenté dans la section 3.2, sont
essentiellement descriptives et spécifient, par le biais des contextes associés aux ensembles cou-
vrants contextuels, quelle information peut étre utilisée afin d’obtenir des preuves correctes.
Dans cette section, on va détailler comment les ensembles couvrants contextuels sont mis en
ceuvre a 'aide de modules de raisonnement.

3.5.1 Modules de raisonnement

Habituellement, un module de raisonnement est supposé implémenter une technique de rai-
sonnement particuliere qu’on veut rendre accessible au prouveur. Dans notre cadre, il représente
I’entité qui permet de créer des ensembles couvrants contextuels élémentaires. Selon la technique
de raisonnement, il est possible que la génération des ensembles couvrants contextuels dépende
de conditions qui se vérifient par récurrence.

Définition 3.5.1 (modules de raisonnement conditionnels et inconditionnels) Soient
Az un ensemble d’aziomes, Cxt = (C', C?) une paire d’ensembles de formules et ¢ une formule.
On suppose que P(S) est l'ensemble des parties d’un ensemble S.
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Un module de raisonnement conditionnel M est caractérisé par deux fonctions partielles
em, gu 2 £ X (P(L) « P(L)) — P(L) nommées respectivement la fonction de condition et la
fonction de génération. Elles prennent a l’entrée une formule et un contexte et retournent un
ensemble de formules. On dit que M est applicable a ¢ dans le contexte Cxt si pour toute
substitution close T, Ax U C<¢T U C<¢T Ugnm (¢, Cat)<pr Eina- ¢T est satisfaite sous I’hypothése

que Az U C§¢T U C<¢T Einds ca (@, Cat)T.

Un module de raisonnement inconditionnel M’ n’est caractérisé que par la fonction de gé-
nération. Dans ce cas, M’ est applicable a ¢ dans le contexte Cxt ssi {¢} ECa:t gm (¢, Cxt).

Lors de I'application d’'un module de raisonnement conditionnel M, on note qu’il suffit de
montrer que pour toute substitution close 7 on a Ax U C<¢T U C<¢T Einds ey (¢, Cxt)T pour

obtenir {¢p} CAZ, gu (¢, Cat).

Dans la suite, on va présenter quelques exemples de modules de raisonnement. Dans le
premier, on définit un module de raisonnement conditionnel basé sur une opération d’analyse
par cas sur des clauses équationnelles, dans le modele initial.

Exemple 3.5.1 Soient Cy, ..., Cy, des clauses équationnelles, Cxt = (C, C2) un contexte, <,
Uextension multiensemble de l'ordre <. sur les clauses de la définition 1.4.8, et C une clause
équationnelle tels que C; <. C, pour tout i € [1..n]. Les deux fonctions caractérisant le module de
raisonnement conditionnel C A, sont cca(C, Cat) = {\/;—, Ci } et gca(C, Cat) = U {C'VC;}.
On va montrer que CA est applicable a C' pour obtenir {C} Ecm gca(C, Cxt).

A partir de la définition de <., on peut observer que pour tout i € [l..n], on obtient les
faits suivants i) C; vV C <. C, et i) {\/]_, Ci} <. {C}, puisque C; <. C. Pour toute instance
close CT, il résulte Cym vV Ct <. CT, par le premier fait et la propriété de stabilité forte par
substitution de =e¢. Selon la définition 8.5.1, on suppose que pour toute substitution close T,
AxUC<CT 2 or Eini {V2, Ci }T Donc, il existe j € [1..n] tel que Aa:UC<CTUC<CT Fini CjT.
Par conséquent, Ax U C<CT C2o, U{CV Cj}<.cr FEini C1, car (CV Cj)T <. Ct. Donc,
Az U C<CT U C<CT Ugca(C, Cat)<.cr Fini CT.

Dans ’exemple suivant, on va montrer comment des modules de raisonnement inconditionnels
basés sur des techniques de réécriture sont construits pour raisonner sur des clauses équation-
nelles dans le modele initial.

Exemple 3.5.2 Soient Ax un ensemble d’équations conditionnelles, R un systéme de réécriture
conditionnelle obtenu a partir de Ax et <. le pré-ordre sur les clauses de la définition 1.4.8.
La relation de réécriture conditionnelle —pr de la définition 1.5.3 peut étre étendue sur des
clauses comme suit. Une clause C'[s|a], = t], contenant une équation s[al, = t, est réécrite
conditionnellement ¢ la position u de s et marqué par C'[s|a), = t] LR C'[s[d'], = t], si
a—pra'. Notons que la relation C'[s[a'], = t] <. C'[s[a], = t] est satisfaite, par la définition de
=¢, et que LR est stable par substitution.

Soient Cxt = (C', C?) une paire d’ensembles de clauses équationnelles, et Cy, Cy deuz clauses

équationnelles telles que Cy LRucl Le2 Cs. On définit la fonction de génération gor du
=cCq <cCq

module de raisonnement inconditionnel C R comme gog(Cy, Cat) = {Ca}. Puisque Cy <. C1, =,
est fortement stable par substitution et L)R est stable par substitution, pour toute substitution
close T, on a Az UCL, UCE,  U{Ca}<.0yr Fini C17. Donc, {Ca} est un ensemble couvrant

contertuel de Cy dans le contexte Cxt.
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En raison de I'incomplétude inhérente des méthodes de preuve par récurrence, pendant une
preuve il est parfois nécessaire d’utiliser d’autres techniques de raisonnement sur des domaines
de raisonnement particuliers. Un dernier exemple illustre I'utilisation des techniques basées sur
I’arithmétique linéaire dans le raisonnement sur des clauses équationnelles.

Exemple 3.5.3 (module de raisonnement basé sur ’arithmétique linéaire) On va dé-
finir le module de raisonnement inconditionnel PA pour Uarithmétique linéaire, présentée dans
lUexemple 1.6.1.

Soient C' une clause équationnelle, Cxt = (C', C?) une paire d’ensembles de clauses équa-
tionnelles et <. le pré-ordre sur les clauses de la définition 1.4.8. Alors gpa(C, Cuat) est un
ensemble couvrant contextuel vide si [ =pa TR(—-C)UTR(Az U C1<CC U Cicc).

3.5.2 Intégration des modules de raisonnement dans A. Le systéeme A(RM).

Le systeme d’inférence A(RM) est une instanciation de A qu’on définit en termes d'un
ensemble de modules de raisonnement RM. A partir de maintenant, on va supposer que RM
contient au moins un module de raisonnement inconditionnel. En outre, on va supposer que
le test de conséquence des conditions de tout module de raisonnement conditionnel de RM
est fait récursivement en appelant A(RM). Dans ce cas, on dit que A(RM) est un systéeme
d’inférence récursif et que les modules de raisonnement sont intégrés dans le systeme d’inférence
A: d’une part, ’ensemble couvrant contextuel employé au moment de ’application d’une regle
d’inférence est engendré par des modules de raisonnement et, d’autre part, le systeme A(RM) est
employé pour vérifier les conditions des modules de raisonnement conditionnels. Par conséquent,
le systeme d’inférence A(RM) et les modules de raisonnement conditionnels sont mutuellement
dépendants.

Définition 3.5.2 (schéma d’intégration des modules de raisonnement conditionnels)
Soient Ax un ensemble d’aziomes, Caxt = (C1, C?) un contexte et M € RM un module de
raisonnement conditionnel. Alors M est applicable a la formule ¢ dans le contexte Cxt si
{0} CA2, grm(o, Cat) et cpr(¢, Cat) est prouvée par un appel récursif @ A(RM). M est aussi
applicable a ¢ dans Cxt si

— cp(o, Cat) < {o} et la A(RM)-dérivation (cpr(¢, Cat), C1) FARM)  finit avec succés,

ou
— eyr(b, Cat) < {p} et la A(RM)-dérivation (cpr(¢p, Cat), CL U C?) FARM)  finit avec

succes.

Notons que si les conditions d’application du module M sont inférieures ou équivalentes a
la conjecture courante, on peut utiliser des éléments du contexte en tant que prémisses lors de
leur vérification avec A(RM).

L’exemple suivant montre la dérivation d’une preuve avec le systéme A(RM).

Exemple 3.5.4 Soit RM un ensemble contenant les modules de raisonnement {C A, CR, PA},
définis respectivement dans les exemples 3.5.1, 3.5.2 et 3.5.3. Reprenons la spécification condi-
tionnelle de l’exemple 1.5.1 d’ou on peut dériver les deux régles de réécriture

z <y=True= min(z, y) —x 3.1)
x <y = False = min(x, y) —y
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. ADDPREMISE z<y=True=>z—y<0="True, DELETE 2
({min(z,y) — y < 0 = True},0) { zgvzimezn T n ST baen ©.{C})
CA+ CR PA
C
appel récursif & A(RM) ({z <y = True vz <y = False},0) DELETE 4 9)
PA(C’,0)

Fic. 3.4 — Une A(RM)-preuve de min(x, y) —y < 0= True

qui définissent la fonction min et qui sont obtenues par l’orientation des équations condition-
nelles correspondantes en utilisant I’'ordre MPO de la définition 1.4.7 avec la priorité suivante
sur les symboles de fonctions

True < False <g 0 <f s <p<<f min

Une A(RM)-preuve de la conjecture C, représentant ’équation min(z, y) —y < 0 = True, est
illustrée dans la figure 3.4.

La A(RM)-dérivation commence par Uapplication ¢ C de la régle ADDPREMISE dont les
ensembles couvrants contextuels sont mis en ceuvre par les modules de raisonnement CA et CR.
Dans un premier temps, CA construit I’ensemble couvrant C = {x < y = True = min(x, y) —
y < 0=True, z <y = False = min(z, y) —y < 0 = True} avec la condition que v < y =
TrueV x <y = False. Ceci correspond a l’étape (a) de la définition de ADDPREMISE, montrée
dans la figure 3.1. A létape (b’), pour chaque élément de C, CR construit un ensemble couvrant
strict en réécrivant le terme <;-maximal min(z, y) —y < 0 de C' a son sous-terme min(z, y)
avec les régles de réécriture conditionnelles (3.1) et (3.2).

La condition x < y = TrueV z < y = False est testée par A(RM). Dans la figure 3.4, la
A(RM)-preuve due a l'appel récursive a A(RM) est indiquée en pointillé. La dérivation consiste
dans une seule étape d’inférence correspondant a l’application de la regle DELETE. Les ensembles
couvrants contextuels sont implémentés avec le module de raisonnement PA qui transforme la
négation de la clause x <y =TrueVz <y = False dans la conjonction des inégalités linéaires
—x4+y+1<0etx—y <0. Par leur addition, l’inégalité impossible 1 < 0 est obtenue. Ceci
nous permet de conclure que la clause est une conséquence initiale des axiomes.

Apres Uapplication de ADDPREMISE, (E' = {z <y = True =  —y < 0 = True, <
y = False = y —y < 0 = True}, H' = {C}) est le nouwveau état de la dérivation. Pendant
les derniéres deux étapes, les conjectures de E' sont éliminées successivement par Uapplication
de la régle DELETE comme précédemment. A chaque étape, l'inégalité impossible 1 < 0 a été
engendrée. Enfin, la dérivation finit par un ensemble vide de conjectures.

Définition 3.5.3 (dérivation linéaire et arborescente) Une A(RM)-dérivation qui ne
contient pas d’appels récursifs a A(RM) est linéaire, sinon elle est arborescente et est formée
d’une ensemble de A(RM)-dérivations linéaires stratifiées.

Par exemple, la dérivation arborescente de ’exemple 3.5.4 est constituée par deux dérivations
linéaires.

La dimension verticale d’'une A(RM)-dérivation arborescente est introduite par les appels
récursifs & A(RM). A chaque appel récursif, une nouvelle A(RM)-dérivation est ajoutée comme
«fils» de la dérivation linéaire courante a l’arbre de la preuve globale. Ainsi, la «racine» de la
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preuve globale est une dérivation linéaire qu’on va considérer comme principale parmi les autres
dérivations linéaires, considérées comme secondaires.

Une mesure de la dimension verticale d'une A(RM)-dérivation arborescente est sa profon-
deur.

Définition 3.5.4 (profondeurs de M-étapes, A(RM)-étapes et A(RM)-dérivations)
On suppose que les conditions d’un module de raisonnement conditionnel M € RM sont
vérifiées pendant une M-étape. La profondeur d’une M -étape, d’une A(RM)-étape et d’une
A(RM)-dérivation sont définies récursivement comme suit.

Si ¢ est une formule pour laquelle le module de raisonnement M; engendre un ensemble

couvrant contextuel dans le contexte Cxt pendant une étape S d’une dérivation linéaire D, alors
la profondeur de la M;-étape est depth™(M;, S, D) =

0 st M; est un module de raisonnement inconditionnel
1+ depthd(DcMi(d,’ Cat))  Simon

ot Dy, (4, cat) €8t la A(RM)-preuve de cpr, (¢, Cat).

La profondeur de I’étape d’inférence S d’une dérivation linéaire D est
depth®(S, D) = max({depth™ (M;) | i € [1..p]}),

ot {Mi,..., M} € RM est un ensemble de modules de raisonnement qui participent a la
génération des ensembles couvrants contextuels impliqués a l’étape S. Enfin, la profondeur de la
dérivation D est

depth®(D) = maz({depth®(S;) | S; est une étape de la dérivation linéaire principale de D})

Exemple 3.5.5 Dans la figure 3.4, la profondeur de la A(RM)-preuve est 1.
Définition 3.5.5 (A(RM)-preuve, I—;.ATL(;EM)) FEtant donnés un ensemble d’axiomes Ax et un
ensemble de conjectures E, une A(RM)-dérivation stratifiée est une A(RM)-preuve de E, dé-
ARM) g

notée par Ax =, .

— elle est de profondeur finie,
— chacune de ses A(RM)-dérivations secondaires sont finies et terminent avec succés, et

— la A(RM)-dérivation principale est une preuve.

Selon la définition 3.5.2, on peut noter que les modules de raisonnement conditionnels impli-
qués dans la dérivation arborescente ne sont applicables qu’aprés ses conditions soient prouvées.
Sous cette hypothese, la définition 3.5.4 est bien fondée. De plus, on peut conclure que les en-
sembles couvrants contextuels contenus par les dérivations les plus profondes sont engendrés
seulement par des modules de raisonnement inconditionnels.

La certitude qu’un ensemble de formules, calculé avec la fonction de génération d’un module
de raisonnement conditionnel, est un ensemble couvrant contextuel dépend non seulement de
la correction des techniques de raisonnement, mais aussi de la correction de la preuve de ses
conditions.

Dans la section suivante, on va montrer les propriétés de correction et de correction réfuta-

tionnelle de A(RM).
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3.5.3 Propriétés de A(RM)

Le théoreme suivant établit la correction du A(RM). Pour cela, il suffit de montrer que
le schéma d’intégration des modules de raisonnement conditionnels de RM dans le systeme
d’inférence A permet a ces modules d’engendrer des ensembles couvrants contextuels.

Théoréme 3.5.1 (correction de A(RM)) Soient E un ensemble de formules et Az un en-
semble d’axiomes tels que Ax I—An(;EM) E. Alors Az Eina+ E.

]

Preuve Par récurrence sur la profondeur d’'une A(RM)-preuve arbitraire, on va montrer la
propriété P suivante: pour chacune de ses dérivations arborescentes dont la dérivation principale
est de la forme (E°, HY) FARM) .. ARM) (0, H™), on a Az U ng Findx ¢T, pour toute
formule ¢ € E° et substitution close 7.

1. le cas de base. On suppose que la profondeur de la A(RM)-preuve est 0. A partir de la
définition 3.5.4, il résulte que la preuve est linéaire, que H® est vide et que des modules de
raisonnement inconditionnels ont été utilisés pendant la dérivation. Par la définition 3.5.1, tout
module de raisonnement employé construit un ensemble couvrant contextuel. Conformément
au théoreme 3.3.1, on a Ax =4+ E.

2. le pas de récurrence. Par hypothese de récurrence, on suppose que toute A(RM)-dérivation
arborescente d'une profondeur inférieure ou égale a une valeur naturelle arbitraire n (n >
1) satisfait la propriété P. On va montrer que toute A(RM)-dérivation arborescente D de
profondeur n + 1 satisfait la propriété P pour conclure qu’elle est vraie pour toute A(RM)-
dérivation arborescente de la A(RM)-preuve.

Par la définition 3.5.4, on peut déduire que toute dérivation secondaire de D est d’une pro-
fondeur inférieure ou égale a n. Elles satisfont la propriété P, par hypothese de récurrence.
On suppose que M est un module de raisonnement conditionnel arbitraire de la dérivation
principale de D, censé de produire un ensemble couvrant contextuel dans le contexte Cxt =
(Ct, C?) pour une formule ¢. On va analyser les conditions d’applicabilité de M, selon la
définition 3.5.2.

~ Si Ag FARM) em (¢, Cat) alors Az =g+ car(¢, Cat). Done, pour toute substitution

ind*

close 7 et formule ¥ € cpr(¢p, Cxt), on a Az U C1§¢T U C2<¢T Eings UT.

— Si epr(¢, Cat) < {¢} et la A(RM)-dérivation secondaire (cpr(¢, Cat), C) FARM)
finit avec succes, alors pour toute formule ¥ € cpr(¢p, Cxt) et toute substitution close 7,
on a Ax U Clgw Findg« 7. Par ailleurs, ¢¥7 < ¢, donc CISW C C1§¢T C (C1§¢T U C2<¢T).
Par conséquent, Az U C1§¢T U C2<¢T Einar ¥T.

— Siep(¢, Cat) < {¢} et la A(RM)-dérivation secondaire (cpr (¢, Cat), CtUC?) FARM)
... finit avec succes, alors pour toute formule ¢ € cpr(¢, Cxt) et toute substitution close
7,on a Az U (C' U C?)<yr Fina 7. D’autre part, ¢7 < ¢7, donc (Clgw U CQSW) -
Clgqu U C2<¢T. Par conséquent, Az U C1§¢T U C2<¢T Einds ¥T.

Dans tous les cas, la relation Ax U C1S¢T U C2<¢T Finax car (@, Cat)T est satisfaite pour toute

substitution close 7. Selon la définition 3.5.1, M calcule un ensemble couvrant contextuel de
@.

Par la proposition 3.3.1, il résulte que D satisfait la propriété P, pour laquelle H? est vide.

Fin de preuve
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Par exemple, la conjecture C' de l'exemple 3.5.4 a été prouvée avec A(RM), ou RM =
{CA, CR, PA}. Donc, elle est une conséquence initiale des axiomes (3.1) et (3.2), par le théo-
reme 3.5.1.

Théoréme 3.5.2 (correction et complétude réfutationnelle de A(RM)) Le systéeme d’in-
férence A(RM) est réfutationnellement correct si le critére de la plus petite couverture est sa-
tisfait.

Le systéeme d’inférence A(RM) est réfutationnellement complet si A(RM) est équitable et
lexistence d’une conjecture contenant un contre-exemple minimal de la dérivation équitable
(E° 0) FA (BEY, HY) FA ... implique i) Uevistence d’un dernier état i dans la dérivation,
et i) lexistence d’une conjecture de cet état, contenant un contre-exemple minimal telle que
Fail(E") est vrai.

Preuve Tout module de raisonnement appelé dans une A(R.M)-dérivation linéaire principale
retourne un ensemble couvrant contextuel, comme cela a déja été démontré dans la preuve du
théoreme 3.5.1. Par le théoreme 3.3.3, le systeme d’inférence A(RM) est réfutationnellement
correct. Par le théoreme 3.3.4, A(RM) est réfutationnellement complet.

Fin de preuve

3.6 Conclusions

Les ensembles couvrants contextuels sont utilisés pour définir uniformément un systeme
abstrait d’inférence, basé sur la récurrence implicite. Celui-ci permet d’établir le contenu du
contexte maximal des ensembles couvrants contextuels employés. Nous avons montré qu’il est
plus général que d’autres procédures similaires.

Les ensembles couvrants contextuels sont mis en ceuvre par des modules de raisonnement
conditionnels et inconditionnels. La vérification des conditions d’un module de raisonnement
conditionnel peut se faire par des appels récursifs au systeme abstrait d’inférence selon un
schéma d’intégration qui ne perturbe pas les propriétés de correction, correction réfutation-
nelle et complétude réfutationnelle du systeme abstrait. Quelques avantages de cette approche
sont i) la simplicité du schéma d’intégration des modules de raisonnement conditionnel dans
le systeme abstrait, et ii) I'utilisation des éléments du contexte de I’ensemble couvrant contex-
tuel implémenté par le module de raisonnement comme prémisses initiales dans la preuve des
conditions.
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4

Une instance de A(RM): le

démonstrateur automatique SPIKE
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4.1 Introduction

Les implantations du systeme d’inférence A(RM), décrit dans le chapitre 3, correspondent
a des procédures exécutables qui peuvent s’obtenir en spécifiant

le domaine de raisonnement,
la classe de formules du langage £ et 'ensemble d’axiomes,
le pré-ordre global (bien fondé et fortement stable par substitution) < sur les formules,

I’ensemble de techniques de raisonnement a mettre en ceuvre et les modules de raisonne-
ment élémentaires associés,

les regles d’inférence définies en termes d’ensembles couvrants contextuels, et

la stratégie d’application des regles pendant les dérivations.

Dans ce chapitre, on se focalise sur I'analyse d’une instance du systeme d’inférence J, pré-
sentée dans [Bouhoula, 1997] comme une généralisation des procédures antérieurement définies

dans

[Bouhoula et Rusinowitch, 1995a] qui décrivent le systeme d’inférence du démonstrateur

automatique SPIKE [Bouhoula et Rusinowitch, 1995b], ainsi qu’une de ses variantes adaptée
aux spécifications paramétrées [Bouhoula, 1996].
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Chapitre 4. Une instance de A(RM) : le démonstrateur automatique SPIKE

SPIKE est capable de vérifier des relations de conséquences dans le modele initial des spé-
cifications algébriques multi-sortées dont les axiomes sont des équations conditionnelles et les
conjectures (formules) sont des clauses équationnelles. Le pré-ordre global sur les clauses équa-
tionnelles est <. de la définition 1.4.8T et Pordre sur les termes est <arpo de la définition 1.4.7.

Dans la suite, on va introduire les techniques de raisonnement utilisées par SPIKE et on va
montrer qu’elles permettent de construire des modules de raisonnement. Puis, on va présenter
chacune des régles d’inférence de SPIKE en tant qu’instance des regles du systéme abstrait
A(RM) dont les ensembles couvrants sont des (compositions d’) ensembles couvrants contextuels
engendrés par ces modules de raisonnement. A part la validation des propriétés de correction
et de complétude de SPIKE, ce résultat d’instanciation apporte des améliorations qu’on va
illustrer a la fin du chapitre.

4.2 Un systeme d’inférence récursif de SPIKE

4.2.1 Techniques de raisonnement

Les principales techniques de raisonnement utilisées par SPIKE sont la réécriture inductive,
lanalyse par cas et I'élimination des tautologies et des clauses subsumées. Comme d’habitude,
Az va dénoter I'ensemble d’axiomes et R le systeme de réécriture conditionnelle obtenu par
lorientation des axiomes de Azx.

Définition 4.2.1 (réécriture inductive [Bouhoula, 1997]) Soient H un ensemble d’équa-
tions conditionnelles et C[lo] une clause équationnelle. Alors on écrit lo L>R<H> ro sl existe
une équation conditionnelle e € RUH de la forme A}_ja; = b; = | = r telle que
1. sie € H, alors eo <. C et (U {a;o, bio}) <t {lo}, et

* C *

2. pour tout i € [1..n], il existe un terme ¢; tel que a;o LR<H> ¢ et bjo 7 R(H)

La relation de réécriture inductive — gy est définie comme suil. Une clause Cla],, est in-

ductivement réécrite ¢ la position u ssi a > a et Cld'ly, <. Claly. Alors on écrit

R(H)
Clalu = reny Cla'lu.

Observons que la relation C[a’], <. Cla], est satisfaite si a est un sous-terme d’un terme
<;-maximal de C.

La technique de raisonnement suivante combine les opérations d’analyse par cas et de réécri-
ture conditionnelle, définies respectivement dans les exemples 3.5.1 et 3.5.2, afin de simplifier
une clause avec des regles de réécriture conditionnelles.

Définition 4.2.2 (analyse par cas) Soient C[s] une clause équationnelle et U ({P; = l; —
ri} un ensemble de régles de réécriture conditionnelles de R tels que pour chaque i € [1..n], il
existe une position u; et une substitution o; pour laquelle s/u; = l;o;. Alors CaseAnalysis(C|s])
retourne l'ensemble C = {Pioy = Cls1],..., Pyon = C[sn]} si Az =i Vi, Pioi]*™, od
S; = S[Tia—i]ui-

Définition 4.2.3 (tautologie) Une tautologie est une clause équationnelle contenant dans le
conséquent une équation de la forme t = t.

1 qui est moins restrictif que ’ordre décroissant utilisé dans [Bouhoula, 1997]
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GENERATE: (EU{C}, H) F' (EU(U,E,), HU{C})
si pour toute substitution couvrante o € CSX(C),
— soit Co est une tautologie et F, = 0,
— soit Co —pirupuicy) C' et B, = {C'}
— sinon, E, = RecursiveCaseAnalysis' (Co)
CASE SIMPLIFY: (EU{C}, H)F/ (EUE', H)
si E' = RecursiveCaseAnalysis(C')
SwpLiFy : (EU{C}, H) F/ (EU{C'}, H)
si C —grirup) C'
SussuME: (EU{C}, H) -/ (E, H)
si C' est subsumée par une autre clause de RUH U E
TauToroGy: (EU{C}, H) "' (E, H)
si C' est une tautologie

Fi1G. 4.1 — Le systeme d’inférence J’

Afin d’introduire la notion de subsomption, on précise qu’'une clause C7 = a1 A ... A
an = b1 V...V by, est une sous-clause de la clause Cy = o) A ... ANa. = by V...V, ssi

{ar, ..., ax\{d}, ..., a\} =0 et {by,..., b }\{t],..., b} =0.

Définition 4.2.4 (subsomption clausale syntaxique) Soient C; et Cy deux clauses. On dit
que C1 subsume Cy si Cio est une sous-clause de Co pour une substitution o.

Dans cette définition, notons que Cio <. Cs.

4.2.2 Le systeme d’inférence J’

Dans la définition 4.2.2, on peut observer qu’on n’a pas spécifié la maniere dont le test de
conséquence initiale de \/;_; Pio; est fait. Soit la fonction RecursiveCaseAnalysis une variante
d’implantation de CaseAnalysis pour laquelle la vérification se fait par un appel récursif au
systeme d’inférence, comme décrit dans la section 3.5.2.

Dans la suite, on analyse une implantation récursive de .J, notée par J' et présentée dans
la figure 4.1. Elle dérive de J en remplagant CaseAnalysis par RecursiveCaseAnalysis. De plus,
si dans la définition 4.2.2 on limite s d’étre un sous-terme d’un terme =<;-maximal de C, on
obtient la regle RecursiveCaseAnalysis’. Cette restriction garantit que toute clause de C est
plus petite que C. Notons que celle-ci est implicite dans la définition de la fonction CaseAnalysis
de [Bouhoula, 1997] parce que l'ordre décroissant permet de dériver Cla], <. C[d’], lorsque
a <; a/, pour toute clause C, position p et tous les termes a et a’.

La régle GENERATE construit d’abord un ensemble couvrant pour la conjecture traitée
par son instanciation successive avec des substitutions couvrantes de C'S¥(C), comme dans
I’exemple 2.3.1. Puis, chaque instance est soit éliminée, si elle est une tautologie, soit simplifiée
par une réécriture inductive ou bien par une opération d’analyse par cas. La conjecture traitée
est remplacée dans un premier temps dans I’ensemble courant de conjectures par I’ensemble de
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nouvelles conjectures qui représentent le résultat des opérations de simplification. Puis elle est
ajoutée a ’ensemble de prémisses. La regle CASE SIMPLIFY (respectivement SIMPLIFY) permet
la simplification de la conjecture traitée par une opération d’analyse par cas (respectivement, de
réécriture inductive). Les régles SUBSUME et TAUTOLOGY éliminent respectivement des clauses
redondantes triviales comme les clauses subsumées et les tautologies.

Modules de raisonnement

Maintenant, on va définir un ensemble de modules de raisonnement a partir des techniques
de raisonnement décrites dans la section 4.2.1.

Le module de raisonnement IR On dénote par IR un module de raisonnement incon-
ditionnel basé sur la réécriture inductive qu’on va spécifier dans la suite. Pour cela, on suppose
que H est un ensemble d’équations conditionnelles et C', C' deux clauses équationnelles telles
que C — gy C'. La fonction de génération de IR est définie comme grr(C, (0, H)) = {C"} si
C —pgny C'. Alors, {C'} est un ensemble couvrant contextuel strict de C', comme on le montre
par la proposition suivante.

Proposition 4.2.1 Soient C' et C' deuz clauses équationnelles et H un ensemble d’équations
conditionnelles tel que C' — g5() C'. Alors i) pour toute substitution close 7, Az UH< cr U
{C1} Eini C'1, et i) C" est un ensemble contextuel strict de C' dans le contexte (0, H).

Preuve On suppose que C' —p) C’. Alors, il existe un terme a de C qui se réécrit en
a’ pour produire la clause C’. Conformément & la définition 4.2.1, pendant le processus de
réécriture, on n’a utilisé que des équations conditionnelles de RUH~_¢. Donc, Az UHZ o Ein
(a = a’)T pour toute substitution close 7. Alors i) Az UH~ cr U{Clal,7} [Fini Cld/]pT, et aussi
ii) AzUH< o U{C[d'],7} Eini Cla],T. D’une part, le critere de couverture minimale est satisfait,
car Az UH< cr U{CT} [=in: C'7 en utilisant le premier fait.

D’autre part, selon la définition 4.2.1, on a C’ <. C. Puisque <. est stable par substitution,
on a C'f <. CO pour toute substitution € et en particulier pour 7. Par conséquent, le deuxieme
fait ii) devient AxUH%gCTUC;CCT Eini C7. Il résulte que C” est un ensemble couvrant contextuel
strict de C' dans le contexte (), H).

Fin de preuve

Les modules de raisonnement RCA et RCA’ Le module de raisonnement conditionnel
RCA met en ceuvre l'opération d’analyse par cas de la définition 4.2.2 afin de construire un
ensemble couvrant contextuel strict. Etant donnés une clause C' et un contexte Cat = (Cl, C?),
la fonction de génération associée & RCA, grca(C, Cxt), retourne un ensemble de clauses
C = {Pio1 = C[s1],..., Phon = Clsy]} §'il existe une équation de C' de la forme s = t ou
t = s telle qu'il existe un ensemble de regles U {P; = [; — r;} de RU CleC U Cicc tel que
pour chaque i € [1..n] on a s/u; = ljo; et s; = s[r;jo;]y,. La fonction de condition de RC'A est
croa(C, Cat) = {\/;_, Pio;}. Le module de raisonnement RC'A’ est identique & RC' A, sauf que
s doit étre un sous-terme d’un terme <;-maximal de C'.

L’ensemble couvrant contextuel se construit en deux étapes, comme dans ’exemple 2.3.3.
D’abord, C" = {Pyoy = Cl[s01], ..., Pyon, = C[s0,]} est un ensemble couvrant contextuel de C
dans le contexte Czt, comme dans l'exemple 3.5.1. Puis, pour chaque i € [1..n], {Pjo; = C[s;]}
est un ensemble couvrant (strict pour RCA’) de Po; = C[soy] car Az U CL U C2 . f=ini

P, = s; = s et s; <; s. Par conséquent, C' est un ensemble couvrant contextuel (strict pour
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RCA’) de C dans le contexte Czt. De plus, pour chaque ¢ € C et toute substitution close 7,
Az UCL UC% U{CT} [=ini ¢7. Donc, le critére de la couverture minimale est satisfait par

toute regle d’inférence qui remplacerait C' par C.

Les modules de raisonnement CSYX, T et CS Enfin, on va définir les modules de rai-
sonnement inconditionnels C'S¥, T" et C'S dont les fonctions de génération sont, respectivement :

— goss(C, (C1, C?)), qui retourne l'ensemble C = {Co | ¢ € CSX(C)}, défini dans
I'exemple 2.3.1. D’une part, C est un ensemble couvrant de C, comme il est déja mentionné
dans cet exemple. D’autre part, pour chaque C’ € C et toute substitution close 7, il existe
une substitution close 7/ telle que AzUCL UC% U{CT'} ini C'7. Si C” est I'instance
Co, ot 0 € CSY(C), il suffit de prendre 7/ = o7. Par conséquent, le critére de la plus
petite couverture est satisfait par toute regle d’inférence qui remplacerait C par C.

— gr(C, Cxt) est un ensemble couvrant contextuel vide de C pour tout contexte Cxzt. Ceci
est dit au fait que C est une tautologie et on a () |=;,; C’, pour toute tautologie C’.

— gcs(C, (CY, C?)) est un ensemble couvrant contextuel vide de C' dans le contexte (C!, C?)

sous la supposition que C est subsumée par une des clauses de Ax U Cljcc U Cicc. Par

2

conséquent, Ax U Cljccr UCs o

Fini CT, pour toute substitution close 7.

4.2.3 Correction et correction réfutationnelle de J’

Pour montrer la correction et correction réfutationnelle de J’, il suffit de justifier que J’ est
une instance de A(RM) en utilisant les modules de raisonnement IR, RCA, CSX, T et CS.

Théoréme 4.2.1 (correction et correction réfutationnelle de J') On suppose que RM
est l’ensemble de modules de raisonnement {IR, RCA, RCA', CS%, T, CS}. Alors, le sys-

téme d’inférence J' est une instance correcte et réfutationnellement correcte de A(RM).

Preuve On va analyser 'une apres l'autre les régles d’inférence de J'. D’abord, on identifie
la A-régle qui est instanciée par une J'-régle. Puis, on construit I’ensemble couvrant contextuel
approprié a chaque étape de la A-regle, en définissant le module de raisonnement qui ’engendre et
le contexte. On suppose que la J'-régle est appliquée a la clause C & I'état arbitraire (FU{C}, H)
d’une J'-dérivation.

— GENERATE est une instance de A-ADDPREMISE, définie dans la figure 3.1. L’ensemble
couvrant contextuel de C' dont on a besoin & 1'étape (a) de A-ADDPREMISE est C =
goss(C, (0, 0)). Comme il n’est pas vide, pour chaque élément Co de C, E, est soit un
ensemble couvrant contextuel strict de Co engendré a 1'étape (b’) par grea(Co, (0, 0))
ou grr(Co, (0, HU E U {C}), soit un ensemble couvrant contextuel vide de 1’étape (b’)
construit par gr(Co, (0, 0)). D'une part, & chacune des étapes, le contexte utilisé par
GENERATE est plus petit que le contexte maximal permis par A-ADDPREMISE et, d’autre
part, le critére de la plus petite couverture est satisfait au moment du passage de {C} & C
et de tout Co de C & E,. Par conséquence, le critere de la plus petite couverture est aussi
satisfait par GENERATE.

— CASE SIMPLIFY est une instance de A-SIMPLIFY. A ’étape (a), I’ensemble couvrant de C'
est {C'}. A Détape (1), Pensemble E’ est groa(C, (0, #)) qui est un ensemble couvrant
de C'. Le critere de la plus petite couverture est satisfait par CASE SIMPLIFY, pour des
raisons similaires au cas précédent.
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POSITIVE DECOMPOSITION: (E U {f(s) = f(?) vry, HYF' (BU (U {si=t; Vr}), H)

si f est un symbole de constructeur libre.

NEGATIVE DECOMPOSITION : (EU{~(f(s) = f(?)) vrl, HY ' (BEU{V —=(s; = t;) Vr}, H)
si f est un symbole de constructeur libre.

PosITIVE CLasu: (EU{f(s)=g(t)Vr)}, H)F' (EU{r}, H)

si f et g sont deux symboles de constructeurs libres distincts.

ELIMINATE TRIVIAL EQUATION: (EU {~(s=s)Vr}, H)F (EU{r}, H)

DeLETE: (EU{V] —(z; =t;) vV}, H)F (B, H)

si pour tout i : x; & Var(t;) et rp est une tautologie, ot p = {z; < t; | i € [1..n]}.
Occur CHECK: (EU{VI_, —(z; =t;) vVr}, H)F' (B, H)

s'il existe ¢ € [1..n] tel que x; est différente de ¢; et z; € Var(t;)

et t; est un terme constructeur qui est inductivement R-irréductible.

NEGATIVE CLasH: (E U {~(f(5) = g(?)) vr}, H)F/' (E, H)

si f et g sont deux symboles de constructeurs libres distincts.

F1G. 4.2 — Le systéme d’inférence J' (suite)

— SIMPLIFY est une instance de A-SIMPLIFY. L’ensemble couvrant contextuel de C' a ’étape
(a) est {C}. L’ensemble couvrant contextuel strict de C & Détape (b’) est {C'} =
gir(C, (0, HU E)), conformément & la proposition 4.2.1. De plus, le contexte (§, H U E)
est plus petit que le contexte maximal permis par A-SIMPLIFY, c’est-a-dire (HUE, ). Par
la méme proposition, on établit que la regle satisfait le critére de la plus petite couverture.

— SUBSUME est une instance de A-DELETE. L’ensemble couvrant contextuel a I’étape (a)
est {C} et 'ensemble couvrant contextuel vide & I’étape (b’) est gos(C, (EU H, 0)). Le
contexte (E'U H, () est égal au contexte maximal permis par A-DELETE & cette étape.

— TAUTOLOGY est aussi une instance de A-DELETE. L’ensemble couvrant contextuel a 1’étape
(a) est {C'} et 'ensemble couvrant contextuel vide de C a Iétape de (b’) est gr(C, (0, 0)).

Par le théoréme 3.5.1, le systeme J’ est correct et, par le théoreéme 3.5.2, il est réfutationnel-
lement correct.

Fin de preuve

4.2.4 Extension de J' par des régles d’inférence structurelles

L’application des regles d’inférence GENERATE, CASE SIMPLIFY et SIMPLIFY aide & simplifier
les conjectures d’'une dérivation. Si le systeme de réécriture conditionnelle R est suffisamment
complet, alors ces regles peuvent s’appliquer tant qu’il y a des symboles de fonctions définies
dans les conjectures. Afin de décider sur la validité de toute clause ne contenant que des termes
constructeurs, on va étendre I’ensemble des régles d’inférence de J' avec les régles d’inférence
structurelles suivantes [Bouhoula, 1997] : POSITIVE DECOMPOSITION, NEGATIVE DECOMPOSI-
TION, POSITIVE CLASH, ELIMINATE TRIVIAL EQUATIONS, DELETE, OCCUR CHECK et NEGA-
TIVE CLASH, présentées dans la figure 4.2.
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Dans la suite, on va étudier les propriétés du systeme J' ainsi étendu. La propriété de
convergence sur les termes clos de R doit étre satisfaite afin obtenir la correction et la correction
réfutationnelle de 'extension du systeme J'.

Théoréme 4.2.2 L’extension du systéme d’inférence J' est correcte et réfutationnellement cor-
recte si le systéme de réécriture R est convergent sur les termes clos.

Preuve On définit les modules de raisonnement inconditionnels PD, ND, PC, ETE, D, OC
et NC, dont les fonctions de génération sont, respectivement :

— gpp(C, Cxt) retourne 'ensemble C = U {s; =t; Vr} si C est la clause f(s) = f(?) Vr
et f est un symbole de constructeur libre. C' est un ensemble couvrant de C' si pour
toute substitution close 7 on a Ax U 65007 Fini CT. Cette relation est satisfaite car
i) par la propriété de sous-terme, pour tout i € [1..n] le terme s; (resp. t;) est plus petit
que f(’s) (resp. f(?)), ce qui conclut que (s; = t; V r)r =, (f(5) = f(?) V)T, et
i) Az i (f(5) = f(?) V r)T si, pour tout i € [1..n], Az |=in; (si =t; V r)T.

— gnp(C, Cxt) est {C' =V —(s; = t;) Vr} si C est la clause =(f(5) = f(?)) Vret fest
un symbole de constructeur libre. On va montrer que {C’} est un ensemble couvrant de
C'. Soit 7 une substitution close. D'une part, on a AzU{C'7} |=in; C7. Ceci résulte du fait
que [ini ViZ;—(si = t;)7 implique =i, ﬂ(f(g)) = f(?))’]’ puisque R est convergent sur
les termes clos et f est un symbole de constructeur libre. D’autre part, C't <. Cr. Par
conséquent, Az U {C"}<.cr FEini CT.

s

— gpc(C, Cat) = {r} si C est de la forme f(s) = g(?) Vret f, g sont deux symboles de
constructeurs libres distincts. Pour toute substitution close 7, on a d’'une part
Az U{r}=.cor i (f(5) = g(?) V1) car r <. C et d’autre part g f(5) = g(?) parce
que f et g sont deux symboles de constructeurs libres distincts. Donc, {r} est un ensemble
couvrant de C.

— gerEe(C, Cxt) retourne {r} comme ensemble couvrant de toute clause C de la forme
(s = s) V r. Pour toute substitution close 7, on a Ax U {r}=<,cr Fini (0(s =35) Vr)T.

— gp(C, Cxt) est un ensemble couvrant vide de C' si C' est une clause de la forme \/" | —(x; =
t;) V r telle que pour chaque i € [1..n], z; & Var(t;) et rp est une tautologie, ot p = {z; «
ti | i € [1..n]}. Par conséquent, Az Fini /1y ~(xi = ;) V r.

— goc(C, Cxt) est aussi un ensemble couvrant vide de C' = /i, =(z; = ;) V r s'il existe
i € [1..n] tel que x; est différente de t; et z; € Var(t;), ou t; est un terme constructeur qui
est inductivement R-irréductible. On a Az f=ini iy —(@i = t;) V.

— gne(C, Cat) est un ensemble couvrant vide de C' = —(f(s) = g(?

—

symboles de constructeurs libres distincts. Comme f (?) et g(t) ne sont pas joignables et

))Vrsi f et g sont deux

R est un systeme de réécriture convergent, on déduit que Az =i —(f (?) = g(?)) V.

On ajoute & RM les modules de raisonnement PD, ND, PC, ETE, D, OC et NC ainsi
définis. On suppose que la conjecture traitée est la clause C' de I'étape courante (F U {C}, H)
d’une J'-dérivation arbitraire. Comme précédemment, on va définir chaque nouvelle regle d’in-
férence de J' en tant qu’une instance d’une A-régle dont {C'} est 'ensemble couvrant contextuel
de C qu’on a besoin a I’étape (a). Pour chacun d’entre eux, on va seulement spécifier ’ensemble
couvrant contextuel & I’étape (b’):

— PoOSITIVE DECOMPOSITION est une instance de A-SIMPLIFY. L’ensemble couvrant contex-

—

tuel de I'étape (b) est gpp(f(s) = f(¢)Vr, (0, 0)). Pour chaque substitution close 7, on
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a Az U{(f(5) = f(?))T} Fini [((AT_s; = t;)]"™ 7 puisque R est convergent sur les termes
clos et f est un symbole de constructeur libre. Donc, le critere de la plus petite couverture
est satisfait.

— NEGATIVE DECOMPOSITION est une instance de A-SIMPLIFY. L’ensemble couvrant contex-
tuel est gyp(—(f(s) = f(t)Vr, (0, 0)). Comme pour la régle précédente, on peut montrer
que le critere de la plus petite couverture est aussi satisfait.

— PosiTIvE CLA&H est une instance de A-SIMPLIFY. L’ensemble couvrant contextuel est
gpc(f(s) =g(t)Vr, (0, 0)). Le critere de la plus petite couverture est satisfait car, pour
toute substitution close 7, on a AzU{(f(s) = g(?)\/T)T} =ini 7T puisque R est convergent
sur les termes clos et f et g sont deux symboles de constructeurs libres distincts.

— ELIMINATE TRIVIAL EQUATION est une instance de A-SIMPLIFY et ’ensemble couvrant
contextuel est gprp(—(s = s) VvV r, (0, 0)). Le critere de la plus petite couverture est aussi
satisfait.

— DELETE, OCCUR CHECK et NEGATIVE CLASH sont des instances de A-DELETE. L’en-
semble couvrant contextuel vide est respectivement gp (Vi ~(z; = t;) V. r, (0, 0)),

goo(\Viy =(zi = t;) V r, (0, 0)) et gno(~(f(5) = g(£)) v r, (0, 0)).

La correction et la correction réfutationnelle de J’ résulte du théoreme 3.5.1 et 3.5.2, respec-
tivement.

Fin de preuve

Notons que, dans le cas ot R n’est pas convergent sur les termes clos, alors le systéme J'
privé des regles NEGATIVE DECOMPOSITION et NEGATIVE CLASH reste quand méme correct,
tandis que le systeme J' sans les regles POSITIVE DECOMPOSITION et POSITIVE CLASH est
réfutationnellement correct. La propriété de convergence sur les termes clos évite d’avoir des
relations d’égalité entre les termes constructeurs qui ne peuvent pas étre déduites a partir de
leur structure syntaxique. Par exemple, étant donné un systéeme de réécriture conditionnelle R
qui ne satisfait pas cette propriété et qui est suffisasamment complet par rapport aux constructeurs,
il existe un terme clos t qui a au moins deux termes constructeurs distincts et clos, c¢; et ¢,
comme formes normales. Dans ce cas, Ax =ip; ¢1 = c2, méme si ¢; et ¢y sont syntaxiquement
différents.

Le prédicat Fail, nécessaire pour réfuter des conjectures au long d’une dérivation, va étre
introduit dans la section 4.2.5. Sa définition ajoutera de nouvelles conditions sur R.

Dans le tableau 4.2.4, on présente des régles d’inférence de .J’, figurant dans la premiere
colonne, comme des instances des A-regles de la deuxieme colonne. Pour chaque regle de J', les
deux dernieres colonnes contiennent respectivement les noms des modules de raisonnement et
les contextes utilisés aux étapes (a) et (b’).

Le lemme suivant montre que toute application d’une J'-régle qui instancie A-SIMPLIFY
réduit (par rapport & <.) la conjecture traitée.

Lemme 4.2.1 Soit C ’ensemble de nouvelles conjectures obtenues par lapplication a la conjec-
ture C' d’une J'-régle d’inférence instanciant A-SIMPLIFY. Alors C' <. C, pour toute C' € C.

Preuve On va analyser chaque J'-régle qui instancie A-SIMPLIFY

— Toute nouvelle conjecture C’ € C est obtenue par CASE SIMPLIFY en remplacant dans C
le terme auquel elle s’applique par un terme inférieur (par rapport a <;) et en ajoutant
des conditions inférieures & lui. Selon la définition 1.4.8 de <., on a C’ <, C.
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| J'-regle | A-regle ‘ grm, Cxt (étape a) | RM, Cxt (étape b’) |
RCA', (0, 0) (strict)

GENERATE ADDPREMISE CS3(C), (0, 0) IR, (0, EUH U {C}) (strict)
T, (0, 0)

CASE SIMPLIFY SIMPLIFY {C}, (0, 0) RCA, (0,0)°

SIMPLIFY SIMPLIFY {C}, (0, 0) IR, (0, EU H) (strict)

SUBSUME DELETE {C}, (0, 0) CS, (EUH, D)

TAUTOLOGY DELETE {C}, (0, 0) T, (0, 0)

POSITIVE DECOMPOSITION SIMPLIFY {C}, (0, 0) PD, (0, 0)

NEGATIVE DECOMPOSITION SIMPLIFY {C}, (0, 0) ND, (0, 0)

PosITIvE CLASH SIMPLIFY {C}, (0, 0) PC, (0, 0)

ELIMINATE TRIVIAL EQUATION SIMPLIFY {C}, (0, 0) ETE, (0, 0)

DELETE DELETE {C}, (0, 0) D, (0, 0)

Occur CHECK DELETE {C}, (0, 0) ocC, (0, 0)

NEGATIVE CLASH DELETE {C}, (0, 0) NC, (0, 0)

TAB. 4.1 — Les J'-régles d’inférence en tant qu’instances de A-régles

@ CASE SIMPLIFY calcule un ensemble couvrant contextuel strict dans [Bouhoula, 1997].

— L’application de SIMPLIFY & C engendre C’ en remplagant dans C' le terme ot elle s’ap-
plique par un terme inférieur. Pour des raisons similaires au cas précédent, C’ <. C.

— Les nouvelles clauses dérivées par I'application de POSITIVE DECOMPOSITION, NEGATIVE
DECOMPOSITION, POSITIVE CLASH et ELIMINATE TRIVIAL EQUATION sont obtenues par
le remplacement d’un littéral de C' par un ensemble (potentiellement vide) de littéraux
inférieurs a lui.

Fin de preuve

SPIKE est capable de prouver des conjectures de maniere automatique. Dans la suite, on
présente la priorité sur I’application de ses regles d’inférence selon une stratégie qui essaie d’abord
d’éliminer les clauses triviales ou redondantes, puis la normalisation des clauses et, finalement,
la génération de nouveaux lemmes:

1. des regles structurelles qui instancient A-DELETE : TAUTOLOGY, DELETE, OCCUR CHECK et
NEGATIVE CLASH;

2. les autres regles qui instancient A-DELETE : SUBSUME ;

3. des regles structurelles qui instancient A-SIMPLIFY : POSITIVE DECOMPOSITION, NEGATIVE
DEcoMPOSITION, POSITIVE CLASH et ELIMINATE TRIVIAL EQUATION

4. les autres regles qui instancient A-SIMPLIFY : SIMPLIFY et CASE SIMPLIFY ;
5. des regles qui instancient A-ADDPREMISE : GENERATE.

4.2.5 Complétude réfutationnelle de J’

Dans cette section, on va étudier les conditions d’application du théoreme 3.3.4 pour déduire
la propriété de complétude réfutationnelle de .J'.

Dans un premier temps, on va établir les conditions a satisfaire par le systéme de réécriture
tel qu’au moins une des regles GENERATE, CASE SIMPLIFY et SIMPLIFY soit applicable a toute
conjecture contenant au moins un symbole de fonction définie. Puis, si la conjecture est une
clause constructeur, c’est-a-dire qui ne contient que des termes de 7 (CT, V), on va utiliser les
regles d’inférence structurelles pour décider de son incohérence, si les constructeurs sont libres
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et le systeme de réécriture est convergent sur les termes clos. Dans ce cas, le prédicat d’échec
Fail({C}UF) sera vrais’il n’y a pas de J'-régle d’inférence qui s’applique & la clause constructeur

C.

La notion de substitution couvrante n’est pas suffisante pour simplifier chaque instance
couvrante avec des regles de réécriture lors de 'application de GENERATE.

Exemple 4.2.1 On considére la spécification conditionnelle de [’exemple 1.5.1 et soit R le
systeme de réécriture obtenu par l'orientation des équations conditionnelles de gauche a droite.
Notons que la spécification est suffisamment compléte. Soit C = x < y = True une clause
sur laquelle on veut appliquer GENERATE. A [’étape (a) on utilise ’ensemble de substitutions
couvrantes {{x — 0}, {z — s(z’)}} pour obtenir les instances 0 < y = True et s(z') <y = True
de C. Notons que la deuziéme instance est R-irréductible, donc l’étape (b’) n’est pas possible,
impliquant [’échec de GENERATE.

En général, ceci est di i) au mauvais choix des variables qu’on instancie, et/ou ii) a l'en-
semble couvrant utilisé qui n’est pas suffisamment «profonds» pour que toutes les instances de
la clauses soient filtrées par les parties gauches des regles de R. Une solution est de choisir
l’ensemble de variables {x, y} et les substitutions couvrantes {{x +— 0, y — 0},{{z — 0, y —
s(y) 1 {{zx — s(2’), y — 0}, {{z — s(a'), y — s(y')}}. Alors, les instances 0 < 0 = True et
0 < s(y') = True sont réduites par 1.1, s(z') <0 par 1.2 et s(z') < s(y') = True par 1.3.

Pour éviter ce type d’échec, il suffit d’utiliser un schéma de récurrence particulier qui instancie
(un sous-ensemble de) Var(C) de la clause C, appelées des variables de récurrence, par des
éléments d’un ensemble couvrant particulier de R, qu’on va appeler ensemble test. Dans ce cas,
les substitutions couvrantes sont des substitutions test.

L’ensemble de variables de récurrence d’une clause ou terme se définit récursivement comme
suit :

Définition 4.2.5 (variable de récurrence [Bouhoula, 1997]) Soient R un systéme de ré-
écriture et C' un terme ou une clause. L’ensemble de variables de récurrence de C, noté par
ind_var(C), est le plus petit ensemble tel que si x est une variable de sorte finitaire ou si elle
apparait dans un sous-terme non-variable t de C' a la position u (t(u) = x) et il existe une régle
Al =r; = g — d de R telle que g unifie avec t et:

1. u est une position non-variable de g, ou

2. g(u) est une variable non-linéaire de g, ou

3. g(u) € U {{ind_var(l;) Uind_var(r;)},

alors x est une variable de récurrence de C.

Exemple 4.2.2 Les variables de récurrence de la clause x < y = True de ’exemple 4.2.1 sont
x ety.

Cette définition est plus générale que celle proposée dans [Bouhoula et Rusinowitch, 1995a)
dans la mesure ou elle permet de réfuter encore plus de conjectures, en particulier lorsque la
spécification n’est pas suffisamment complete [Bouhoula, 1997].

Avant de définir la notion d’ensemble test, on doit introduire la notion de terme infinitaire.

Définition 4.2.6 (terme infinitaire) Un terme t est infinitaire si pour toute position u de t
pour laquelle t/u n’est pas clos, il existe un nombre infini d’instances closes R-irréductibles de
t dont les sous-termes a la position u sont distincts.
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Définition 4.2.7 (ensemble test) Un ensemble de termes T'S est un ensemble test d'un sys-
teme de réécriture conditionnelle R si T'S est un ensemble couvrant de R satisfaisant la propriété
sutvante : toute instance d’un terme inductivement R-réductible par une substitution test est fil-
trée par la partie gauche d’une regle de R.

La construction des ensembles test est illustrée par la proposition suivante. On introduit la
notation D(R) pour représenter la valeur depth(R) — 1 si R est linéaire gauche, sinon depth(R).

Proposition 4.2.2 ([Bouhoula, 1997]) Soit R wun systéme de réécriture conditionnelle
convergent sur les termes clos et suffisamment complet. Un ensemble test se calcule de la maniere
sutvante :

1. TS; = {t | t est un terme constructeur linéaire de profondeur < D(R) et ¥p € pos(t),
t(p) €V ssi|p| = D(R)}.

2. TSy = Uers, expand(t), ot expand(t) est obtenu a partir de t par linstanciation de ses
variables de sorte finitaire s dans tous les cas possibles par des termes constructeurs clos
de sorte s.

3. soit T'S le sous-ensemble de T'Sy qui contient les termes qui me sont pas inductivement
R-réductibles.

4. siles termes de T'S sont infinitaires, alors T'S est un ensemble test de R.

Exemple 4.2.3 L’ensemble test calculé pour le systéme de réécriture R défini dans
Vezemple 4.2.1 est {0, s(x), True, False}.

Le calcul des ensembles test pour des spécifications équationnelles est décidable [Kapur et
al., 1987; Biindgen et Kiichlin, 1989; Kounalis, 1992; Biindgen et Eckhardt, 1992; Hofbauer
et Huber, 1994; Schmid et Fettig, 1995 et indécidable dans le cas général des spécifications
conditionnelles. Pourtant, si le systeéme de réécriture associé a la spécification conditionnelle est
convergent sur les termes clos, suffisamment complet et les constructeurs ne sont spécifiés que
par des équations inconditionnelles, leur calcul reste décidable [Bouhoula, 1997].

Maintenant, on introduit une propriété associée au systeme de réécriture, suffisante pour
éviter les échecs de I’application de la regle CASE SIMPLIFY : la complétude forte.

Définition 4.2.8 (complétude forte) Soit f € F un symbole de fonction suffisamment com-
plet et R un systéme de réécriture déduit a partir des axiomes Azx. On dit que f est fortement

complet par rapport & R si, pour toutes les régles P; = f(t;) — d; dont les membres gauches
sont identiques a un renommage pres p;, on a Ax FEini Vi(Pipi). On dit aussi que R est un
systeme fortement complet si tous les symboles de fonction de F sont fortement complets.

Exemple 4.2.4 Considérons la spécification de l’exemple 1.5.1 et la clause min(z, y) = 0. La
régle CASE SIMPLIFY est applicable au terme min(x, y) tel que le résultat de son application
est l’ensemble de clauses {x < y = True = =z = 0, x < y = False = y = 0}. Maintenant, on
remplace ’équation conditionnelle 1.4 par les équations conditionnelles 4.1 et 4.2. La nouvelle
définition du symbole min devient :

min(0,y) = 0 (4.1)
s(x) <y = True = min(s(z), y) = s(z)
x <y =False = min(z,y) = y 4.3)
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Notons que la nouvelle spécification est aussi suffisamment compléte. Pourtant, il y aura un échec
sur Uapplication de la régle CASE SIMPLIFY a min(z, y) = 0, car la précondition x < y = False
n’est pas initialement valide.

Proposition 4.2.3 Soit R une spécification conditionnelle fortement compléte et convergente
sur les termes clos. Si C' est une clause qui contient un terme inductivement R-réductible, alors
au moins une des regles GENERATE, CASE SIMPLIFY ou SIMPLIFY est applicable o C.

Preuve Soit ¢ le terme inductivement R-réductible contenu par la clause. Si t est R-réductible,
alors on peut réduire t soit par SIMPLIFY si t est filtré par une regle inconditionnelle de R, soit par
CASE SIMPLIFY si elle est filtrée par une regle conditionnelle, car la spécification est fortement
complete. D’une autre part, si ¢ est R-irréductible mais inductivement R-réductible, soit o une
substitution test de C. Par la définition 4.2.7, to est une instance de la partie gauche d’une
regle de R, donc R-réductible comme dans le cas précédent. Par conséquent, on peut appliquer
GENERATE a C.

Fin de preuve

Remarquons qu’un terme est inductivement R-réductible ssi il contient au moins un symbole
de fonction définie et R est suffisamment complet.

Théoreme 4.2.3 Si R est fortement complet et convergent sur les termes clos, toute conjecture
contenant un contre-exemple minimal d’une dérivation est une clause constructeur.

Preuve Soit C une clause constructeur de ’ensemble courant de conjectures, contenant un
contre-exemple minimal C't d’une dérivation. On suppose, par absurde, que C' est une conjecture
contenant au moins un symbole de fonction définie. Selon la proposition 4.2.3, au moins une des
regles GENERATE, CASE SIMPLIFY ou SIMPLIFY est applicable a C'. On va analyser ces regles,
une par une. Notons que les éléments des contextes utilisés, qui sont inférieures (ou équivalentes)
a C'7, sont initialement valides. Ceci se montre de maniere similaire comme dans la preuve du
théoreme 3.5.1.

— Si GENERATE s’applique a C, il existe un contre-exemple inférieure & C'7 dans les nouvelles
conjectures car ’ensemble couvrant engendré a I’étape (b’) est strict. Contradiction.

— Si SIMPLIFY s’applique a C, alors on aboutit a une contradiction similaire.

Si CASE SIMPLIFY s’applique a un terme =<;-maximal ¢ de C, ’ensemble couvrant engendré
a Pétape (b’) est aussi strict. Donc, contradiction. Si ¢ n’est pas =<;-maximal, ’ensemble cou-
vrant engendré n’est pas forcément strict. Pourtant, il existe parmi les nouvelles conjectures une
conjecture qui contient un contre-exemple équivalent & C'7. Soit C’ cette conjecture. Dans ce
cas, O’ doit contenir un autre terme, cette fois-ci <;-maximal, tel que ¢ <; t'. Comme ¢ contient
un symbole de fonction définie f; et I'ordre sur les termes est <jrpo, il existe un symbole de
fonction fy satisfaisant f; <p fy, conformément au lemme 1.4.1. D’une part, R est structuré,
par la définition 1.5.9. Donc, il résulte que fi est obligatoirement un symbole de fonction dé-
finie. D’autre part, 'application a I'infini de CASE SIMPLIFY sur des termes qui ne sont pas
<¢-maximaux n’est pas possible. Ceci est dii au fait qu’a chaque application de la regle, on rem-
place dans la conjecture courante un terme par un ensemble fini de termes inférieurs a lui, qui ne
sont pas =<;-maximaux. Or, <; est bien fondé. Par conséquent, il existe une conjecture ultérieure
dans la dérivation auquelle on ne peut plus appliquer aucune des regles CASE SIMPLIFY, SIM-
PLIFY ou GENERATE, malgré 'existence d’un symbole de fonction définie. Contradiction avec la
proposition 4.2.3.

Fin de preuve
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Une procédure de décision pour la validité initiale des clauses constructeurs

Le systeme d’inférence composé par les regles structurelles de J', dénoté par J., permet de
décider sur la validité initiale d’une clause constructeur si les constructeurs sont libres.

Proposition 4.2.4 (terminaison de J.) Soit C' une clause constructeur. Si les constructeurs
sont libres, toute J.-dérivation commengant par ({C}, 0) est finie.

Preuve On va construire un ordre particulier sur les clauses constructeur comme étant une
extension multiensemble de <, ou < est la relation «inférieur » sur les naturels.

La profondeur d’une équation, |s = t|, est la profondeur maximale des termes s et t. Formelle-
ment, |s = t| = max(|s|, |t]). A partir de celle-ci, on définit la mesure d’une clause équationnelle
C=-e1V...V-e, Ve, V... Vel comme étant

O] = Uiyl WU e

Pour prouver la terminaison de toute J/-dérivation, il suffit de montrer que, par I’application

d’une J!-regle, soit

1. il n’y a pas de nouvelles clauses engendrées, soit

2. les nouvelles clauses obtenues ont une mesure obtenue en remplacant une des valeurs na-
turelles, contenues par la mesure de la clause constructeur courante, par un multiensemble
(potentiellement vide) fini de valeurs inférieures a elle. Les nouvelles clauses seront aussi
des clauses constructeurs.

On suppose que la regle appliquée a été

— une des regles DELETE, OCCUR CHECK ou NEGATIVE CLASH. Alors il n’y a pas de nou-
velles clauses engendrées ;

— POSITIVE DECOMPOSITION sur la clause C' = f(5) = f(?) V r. Soit m la valeur |f(s
) = f(t)|]. Pour tout ¢ € [1..n], la nouvelle clause engendrée s; = t; V r a la mesure

(|ICI\{m}) U {]|s; = t;|}. Celle-ci est inférieure a |C|, car |s; = t;| < m.

— NEGATIVE DECOMPOSITION sur la clause C = —(f(s) = f(?)) V r. Soit m la valeur
17(s) = f(?)| La nouvelle clause engendrée Vi, —(s; =t;) V r a la mesure (|C|\{m}) U
{|s1 =t1l,..., |sn = tn|}. Celle-ci est inférieure a |C|, car |s; = t;| < m, pour tout i € [1..n].

— PoOSITIVE CLASH sur la clause C' = f(s) = g(?) V r. Soit m la valeur |f(s) = g(?)| La
nouvelle clause engendrée, r, a la mesure |C|\{m}.

— ELIMINATE TRIVIAL EQUATION sur la clause C' = —(s = s) Vr. Soit m la valeur | (s = s)].
La nouvelle clause engendrée, r, a la mesure |C|\{m}.

Fin de preuve

Le prédicat d’échec Fail est vrai si 'ensemble de conjecture du dernier état de la J/-dérivation
n’est pas vide. Alors il en existe une clause constructeur C' sur laquelle aucune J/-régle n’est
applicable. Si Fail(C) est vrai, C' n’est pas une conséquence initiale des axiomes, selon le lemme
suivant.

Lemme 4.2.2 Soient C une clause constructeur, R un systéme de réécriture convergent sur les
termes clos, basé sur des constructeurs libres. Les affirmations suivantes sont correctes :

1. Si Fail(C) est vrai alors Ax i C ;
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2. Si Az in; C alors il existe une clause C' dans toute J'-dérivation commengant par
({C}, 0) telle que Fai1(C") est vrai.

Preuve

1. On montre dans un premier temps que Az f=ip; C si Fail(C) est vrai.

Puisque les constructeurs sont libres et il n’y a pas de J/-régle applicable sur la clause
constructeur C, C' doit étre forcement de la forme A" | z; = t; = \/;”:1 y; = s, satisfaisant
pour tout i € [1.n], x; € V, t; € T(CT, V) et x; # t;, et pour tout j € [1.m], z; € V et
sj € T(CT, V). De plus, x; € Var(t;), sinon on aurait pu appliquer OcCUR CHECK sur C.
Si on considéere la substitution o = {z; — ¢;|i € [1..n]}, alors C'o n’est pas une tautologie,
sinon la regle DELETE aurait été appliquée. Alors, on peut construire une substitution
close 7 telle que CoT n’est pas valide. Par exemple, pour chaque j € [1..n], on instancie
les variables de Var(s;) par des termes constructeurs clos arbitraires et puis la variable
y; par un terme constructeur clos différent de I'instance close de s; ainsi construite. Cette
condition est suffisante car le systéme de réécriture est convergent sur les termes clos et
les constructeurs sont libres.

Comme Co n’est pas une conséquence initiale des axiomes, C ne l’est non plus.

2. Maintenant, on va montrer que si Ax [£;,; C, alors il existe une clause C’ dans toute J'-
dérivation commengant par ({C}, 0) telle que Fail(C") est vrai. Comme sur C on applique
seulement des régles de J/, par la proposition 4.2.4 et le théoreme 4.2.1, toute J'-dérivation
commengant par ({C}, ) termine par un état ayant un ensemble non-vide de conjectures.
Par conséquent, pour toute telle J'-dérivation, il doit exister une conjecture C’ dans 1’état
final de la dérivation sur laquelle on ne peut plus appliquer aucune régle. Donc, Fail(C")
est forcement vrai.

Fin de preuve

Le théoreme suivant est une conséquence du théoréme 3.3.4.

Théoréme 4.2.4 (complétude réfutationnelle de J') Soient Ey un ensemble de clauses et
R un systéme de réécriture basé sur des constructeurs libres qui est convergent sur les termes
clos et fortement complet sur les constructeurs. Si Ax [Eimi Fo, alors pour toutes les dérivations
équitables (E, 0) = ..., il existe un état auquel le prédicat Fail est appliqué.

Preuve Comme Ax [£;,; Fo, il existe une clause Cy € Ej et une substitution close o telles
que Az = Cpo. Soit CE T'ensemble de tous les contre-exemples inférieurs ou équivalents a
Cyo rencontrés pendant la dérivation, comme dans la preuve de la proposition 3.3.1, mais en
considérant un I’ensemble initial des prémisses vide. L’ensemble C'E n’est pas vide; il contient
au moins Cyo. Il existe aussi un élément minimal de C'E/, noté par 1, car < est bien fondé. De
plus, la dérivation est équitable, donc il existe une étape ¢ lorsqu’une conjecture C' contenant
une instance close C't équivalente a 1 est traitée.

TAUTOLOGY ne peut pas s’appliquer a C car elle contient un contre-exemple. D’autre part, la
subsomption de C par des instances des prémisses, des regles de réécriture ou des conjectures plus
petites aboutira a une contradiction, comme dans la preuve de la proposition 3.3.1. Donc, C ne
peut étre subsumée que par des instances d’autres conjectures équivalentes a C'. L’élimination de
C par subsomption implique I’existence d’une autre conjecture ayant une instance équivalente
a C. Comme le nombre de conjectures contenant des instances équivalentes a C décroit par
lapplication de SUBSUME, il existe un état de la dérivation ot il y a une conjecture C’ ayant
une instance équivalente a C auquelle on ne peut plus appliquer SUBSUME.
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Soit C'7" le contre-exemple de C’ équivalente a 1. Selon la proposition 4.2.3, C’ est une
clause constructeur auquelle on peut appliquer seulement des régles de J.. La suite de J/-régles
appliquées & C’ et aux sous-conjectures dérivées a partir d’elle dans la J'-dérivation forment
une J/-dérivation commengant par état ({C'}, (). Cette dérivation va finir par Fail, selon le
lemme 4.2.2, donc la J'-dérivation va finir aussi par Fail.

Fin de preuve

4.2.6 Améliorations de J’

Quelques améliorations du systeme d’inférence J', en tant qu’instance de A, peuvent étre en-
gendrées directement. Notons que ces optimisations n’affectent pas les propriétés de complétude
et correction de .J'.

Utilisation du contexte maximal admis par les A-régles. Quelques modules de raisonnement,
comme IR et C'S, dépendent du contenu du contexte lors de la génération des ensembles cou-
vrants contextuels. Dans ces cas, le contexte peut étre étendu au contexte maximal permis a
I’étape correspondante des A-regles qu’elles instancient. Par exemple, le contexte de I’ensemble
couvrant contextuel produit par IR & 1’étape (b’) de GENERATE, & savoir (), HUFEU{C}), peut
s’étendre a (H, EU{C}), qui correspond au contexte maximal de I’étape (b’) de ADDPREMISE.

Utilisation des ensembles couvrants contextuels, qui ne sont pas nécessairement stricts, dans
des instances de A-SIMPLIFY. Par exemple, ’ensemble couvrant contextuel construit par IR a
I’étape (b’) de SIMPLIFY est strict. Comme ceci n’est pas imposé par la regle A-SIMPLIFY, la
condition C[a'],, <. Cla], de la définition 4.2.1 peut étre affaiblie & C[d/],, <. Cla], afin de
construire un ensemble couvrant contextuel plus général. Ceci enlévera la restriction de réécrire
seulement des sous-termes des termes <;-maximaux de la conjecture a traiter.

Ezxtension des contextes mazrimaux par l'augmentation de l’ensemble de prémisses. Toute
conjecture traitée par la regle SIMPLIFY peut étre ajoutée a l’ensemble de prémisses. Notons
que, dans ce cas, SIMPLIFY serait une instance de A-ADDPREMISE. Une remarque similaire pour
la régle CASE SIMPLIFY si on emploie le module de raisonnement RC'A’ & la place de RC A.

Construction des ensembles couvrants contextuels plus puissants par la composition d’en-
sembles couvrants contertuels. Grace aux propriétés de composition des ensembles couvrants
contextuels, décrites en particulier par les propositions 2.3.3 et 2.3.5, il est possible de construire
des ensembles couvrants contextuels plus complexes. Par exemple, on pourrait aussi employer
la technique de subsomption a l'intérieur de la regle GENERATE. Pour cela, il suffit d’utiliser le
module de raisonnement C'S a I'étape (b’) de GENERATE, pour engendrer des ensembles cou-
vrants contextuels de gcg(Co, (H, EU{C})). Dans ce cas, U, E, serait un ensemble couvrant
contextuel construit & ’aide des modules de raisonnement RCA’, IR, T et CS.

Ezxtension modulaire et incrémentale du systéme d’inférence par de nouvelles techniques de
raisonnement. On suppose qu’on veut incorporer de nouvelles techniques de raisonnement dans
le démonstrateur. Des modules de raisonnement élémentaires peuvent étre concus pour mettre
en ceuvre ces techniques et/ou de nouveaux modules de raisonnement peuvent étre créés par
leur composition avec ceux déja existants. Le type de l’ensemble couvrant contextuel qu’ils
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construisent et son contexte maximal admis a une étape donnée d’une reégle d’inférence doivent
étre compatibles avec ceux correspondant a la A-régle instanciée par la regle d’inférence. Des
exemples sont donnés dans la section 5.2.

Utilisation des prémisses et des conjectures de l’état courant comme des prémisses dans les
dérivations secondaires. Notons que les conditions des modules de raisonnement RC'A et RC A’
sont inférieures a la conjecture C' de ’étape courante (EU{C'}, H), selon la définition 4.2.2. Par
la définition 3.5.2, I’ensemble initial de prémisses de la dérivation secondaire, nécessaire pour
vérifier les conditions, est autorisé a contenir les deux composantes du contexte courant. Comme
le tableau 4.2.4 le montre, RC'A” et RC' A sont utilisés respectivement & ’étape (b’) de GENERATE
et CASE SIMPLIFY. Sachant que GENERATE instancie A-ADDPREMISE, et CASE SIMPLIFY la
regle A-SIMPLIFY, en analysant les contextes maximaux appropriés dans les tableaux 3.1 et 3.2,
on observe que ’ensemble initial de prémisses dans la dérivation secondaire peut étre HUEU{C'}.

4.3 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons obtenu comme résultat majeur la description d’un systeme
d’inférence de SPIKE, présentée dans [Bouhoula, 1997], en tant qu’instance du systeme abstrait
d’inférence A(RM) que nous avons proposé dans le chapitre 3.

A part une nouvelle description modulaire et uniforme de SPIKE vis-a-vis des techniques
de raisonnement employés, une utilisation d’un ordre sur les clauses plus général et une solution
proposée pour vérifier les conditions d’application de la regle CASE SIMPLIFY par des appels
récursifs au prouveur, ce résultat lui apporte les améliorations suivantes :

— utilisation du contexte maximal admis par les A-regles;

— utilisation des ensembles couvrants contextuels, qui ne sont pas nécessairement stricts,
dans des instances de A-SIMPLIFY ;

— extension des contextes maximaux par I’augmentation de I’ensemble de prémisses ;

— construction des ensembles couvrants contextuels plus puissants par la composition d’en-
sembles couvrants contextuels;

— extension modulaire et incrémentale du systéme d’inférence par de nouvelles techniques de
réécriture ;

— utilisation des prémisses et des conjectures de 1’état courant comme des prémisses dans les
dérivations secondaires.
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5.1 Introduction

Différentes procédures de preuve basées sur la récurrence implicite [Gramlich, 1989; Bevers
et Lewi, 1990; Bouhoula et Rusinowitch, 1995a; Naidich, 1996] utilisent intensivement (des va-
riantes de) la technique de subsomption clausale afin d’éliminer des conjectures redondantes.
Son utilisation est essentielle pour éviter la divergence des dérivations. Dans la section 5.2, nous
proposons dans un premier temps une nouvelle technique de subsomption, adaptée au raison-
nement inductif. Puis, on montre comment une extension de SPIKE avec de nouvelles regles
d’inférence, basées sur cette technique et sur des procédures de décision de 'arithmétique li-
néaire, est utilisée pour montrer la correction de I’algorithme MJRTY [Boyer et Moore, 1991]
par une combinaison de raisonnement inductif et arithmétique.

Une amélioration importante apportée a une preuve est la réduction de son temps d’exé-
cution par l'identification de ses parties indépendantes qui peuvent ainsi s’exécuter en méme
temps. Dans la section 5.3, nous proposons une interface parallele pour le systeme d’inférence
de SPIKE. Elle met en ceuvre un schéma de parallélisation au niveau des conjectures qui prin-
cipalement distribue les conjectures courantes aux processeurs, crée un processus SPIKE pour
traiter chacune d’entre elles, analyse leurs traces de preuves et interprete leurs résultats.
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5.2 Extension de SPIKE par la technique de subsomption sé-
mantique inductive

Il existe plusieurs définitions de la subsomption clausale. Une des plus générales est la sub-
somption clausale sémantique. On dit qu’'une clause C subsume sémantiquement une autre
clause Cy s’il existe une substitution o telle que Ax =iy Cio = Ca, ou Ax est ’ensemble
d’axiomes. Du point de vue théorique, trouver la «bonne» substitution qui satisfait I’implica-
tion logique est un probleme indécidable. En pratique, la substitution est calculée par des tech-
niques syntaxiques (décidables) comme le filtrage. Toute opération de subsomption basée sur
des criteres syntaxiques est génériquement appelée -subsomption [Loveland, 1978]. Un exemple
de f-subsomption est la subsomption clausale de la définition 4.2.4. D’autres définitions de 6-
subsomption se trouvent dans [Rusinowitch, 1989; Naidich, 1996].

Définition 5.2.1 (f-subsomption sur des clauses équationnelles [Naidich, 1996])

Une clause équationnelle C est O-subsumée par une autre clause équationnelle C' s’il existe une
substitution @ telle que i) pour toute équation a = b de C' il existe un terme t satisfaisant la
relation tlaf] = t[bl] € C, et ii) pour toute ~(a =b) € C’, on a —(ah = bf) € C.

Notons que l'instance de la clause qui subsume est toujours inférieure ou équivalente (par
rapport a <) a la clause subsumée.

Exemple 5.2.1 Considérons l’ensemble d’axiomes de l’exemple 2.3.3 et deux clauses équation-
nelles :

P(s(z), y) =True V 0<0=True (5.1)
1 <zo=True V 0<0="True

La clause (5.1) est 0-subsumée par la clause (5.2) instanciée avec la substitution {x1 «—
0, o <« 0}. Pourtant, si on utilise la définition 4.2.4 de subsomption clausale, la relation entre
les deuzx clauses, tout en appliquant la méme substitution, disparait parce que 0 < 0= True V 0 <
0 = T'rue n’est pas une sous-clause de P(s(x), y) = True V 0<0 = True.

On peut simplement imaginer des situations ol on a besoin que la clause qui subsume soit
strictement inférieure. T Naidich propose une relation de #-subsomption qui partage ’ensemble
d’instances des clauses subsumées en deux sous-ensembles, W et V', contenant respectivement
des instances inférieures ou équivalentes et strictement inférieures.

Définition 5.2.2 (6-subsomption inductive [Naidich, 1996]) Etant donnée une clause C
et deuzr ensembles de clauses V' et W, soit C' une clause de W UV telle que C est 0-subsumée

par C" avec la substitution 0. Alors, on écrit C Dwyy C'. On écrit aussi C Dy C' si soit
C'eW, soit C" eV et C'0 £, C.

Notons dans cette définition que l'instance de la clause qui subsume reste toujours inférieure
ou équivalente a la clause subsumée. Pourtant, cette condition n’est pas nécessaire si la clause
subsumée est une instance d’un axiome car il est toujours correct d’utiliser n’importe quelle

1 Par exemple, si elle est une conjecture utilisée a I’étape (b’) d’une régle A-ADDPREMISE ol la 6-subsomption
est utilisée.
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GENERATE: (EU{C}, H) -/ (EU (UsE,), HU{C})
si pour toute substitution couvrante o € CSX(C),
— soit Co est une tautologie et FE, = {),
— soit Co HR(HUEU{C}) C' et Eg = {Cl},
— soit E, = RecursiveCaseAnalysis' (Co),
— sinon, il existe C’ telle que Co D[ H]BU{C) C'et E, ={C"}

Fic. 5.1 — La nouvelle regle GENERATE

instance d’un axiome. Cette restriction peut étre levée en généralisant la #-subsomption inductive
a une variante de subsomption sémantique adaptée au raisonnement inductif.

Définition 5.2.3 (subsomption sémantique inductive) Etant donnés une clause C et trois
ensembles de clauses T, W et V.. On suppose que C' est une clause et o une substitution telles
que Az Eipg [C'o = O], Alors, on écrit

si soit i) C" € T, soit ii) C" € W et C'oc <. C. On écrit
C Dy ¢
si soit i) C" € T, soit i1) C" € W et C'o <. C, soit iii) C' € V et C'o <. C.

Théoréme 5.2.1 La notion de subsomption sémantique inductive est une généralisation de la
0-subsomption inductive.

Preuve Soient C, C’ deux clauses et V, W deux ensembles de clauses tels que C Dyuy C'.
Comme C' est #-subsumée par C’ avec la substitution 6, il résulte que C'6 <. C et Az Eing
[C'6 = C]°*f. Par conséquent, C 20wuv] .

D’autre part, on suppose que C' Dy C'. De maniére similaire, Az f=inq [C'0 = C]™ et
soit 1) C'0 <. C, si C" € W, soit ii) C'8 <. C, si C' € V, parce que les conditions C'0 . C et
C'6 <. C sont équivalentes sous les hypotheses courantes. Par conséquent, C D%[W]V c'.

Fin de preuve

L’ensemble RM de modules de raisonnement associé au systeme d’inférence J' peut s’étendre
par de nouveaux modules de raisonnement basés sur la subsomption sémantique inductive. Pour
cela, on va définir un module de raisonnement conditionnel I.55% qui met en ceuvre la relation
D%, telle que: i) sa fonction de génération retourne un ensemble couvrant contextuel vide dans
le contexte Cwt = (Ct, C?), et ii) sa fonction de condition est cggs(C, Cat) = [C'0 = C]°E,
oi1  est une substitution, et soit a) C’ € Az, soit b) €’ € C! tel que C'0 <. C, soit ¢) C' € C2
tel que C'0 <. C. Une application pratique de 155° est la génération des ensembles couvrants
contextuels vides de 1’étape (b’) de GENERATET lorsque Az |=inq crsss(Co, (H, EU{C})) a
Iétape (E U {C}, H) d’une J'-dérivation. La régle GENERATE devient (voir la figure 5.1):

De la méme fagon, on peut définir un module de raisonnement 7.55 qui implante la relation
D%:1) sa fonction de génération retourne un ensemble couvrant contextuel vide dans le contexte

1 Voir la figure 4.1.
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Caxt caractérisé par (C, C?), et ii) sa fonction de condition est c;g55(C, Cat) = [C'0 = C]*, ot
6 est une substitution, et soit a) C’ € Az, soit b) C’ € C! tel que C'§ <. C. 1l peut étre utilisé
dans de nouvelles regles d’inférence qui instancient DELETE, par exemple pour définir la regle
INDUCTIVE SEMANTIC SUBSUMPTION :

INDUCTIVE SEMANTIC SUBSUMPTION: (E U {C}, H) ' (E, H)
si ISS construit un ensemble couvrant contextuel vide dans le contexte (C, (EF'U H, 0))

La régle INDUCTIVE SEMANTIC SUBSUMPTION, en tant qu’instance de A-DELETE, a {C'}
comme ensemble couvrant contextuel demandé a 1’étape (a), et I’ensemble couvrant contextuel
vide engendré par 1SS, a I’étape (b’).

L’extension ainsi proposée du systéme d’inférence J’ est une instance correcte et réfutation-
nellement correcte du A(RM).

5.2.1 Un exemple: la preuve de correction de ’algorithme MJRTY

La version étendue du systéme d’inférence J’, présentée dans la section 5.2, a été utilisée
pour montrer la correction de Ialgorithme MJRTY [Boyer et Moore, 1991]. MJRTY calcule
d’une maniere efficace I’élément magoritaire (s'il en existe un) d’un multiensemble, c’est-a-dire
I’élément qui y apparalt un nombre de fois supérieur a la moitié de la taille du multiensemble.
L’algorithme vérifie les éléments en temps réel (c’est-a-dire qu’il n’y a pas de stockage d’éléments
afin d’exécuter des opérations ultérieures) et élimine la phase de comptage spécifique aux algo-
rithmes triviaux similaires lorsque l'existence de 1’élément majoritaire est supposée. Sinon, un
deuxieme parcours est nécessaire afin de certifier que ’élément calculé est vraiment majoritaire.
Un autre avantage de l’algorithme est sa complexité linéaire en temps par rapport a la cardina-
lité du multiensemble. Comme application typique de MJRTY, on peut citer la désignation du
candidat majoritaire parmi les candidats inscrits a des élections.

MJRTY a été inventé et prouvé correct avec le démonstrateur automatique NQTHM [Boyer
et Moore, 1979] en 1980 par Boyer et Moore, mais publié seulement onze ans plus tard dans
[Boyer et Moore, 1991]. Codé dans le langage de programmation Fortran, ’algorithme dispose
d’une preuve de correction assez difficile qui demande 1’utilisation de cinq lemmes pour vérifier les
61 conditions de preuve engendrées par un outil de génération des conditions de preuve a partir
des programmes en Fortran. A part NQTHM, plusieurs démonstrateurs de preuve interactifs
ont réussi ultérieurement & prouver sa correction, par exemple PVS [Owre et al., 1992] (selon
[Howe, 1993]), Nuprl [Jackson, 1994] dans [Howe, 1993], et STeP [Bjgrner et others, 1995] dans
[Bjgrner, 1998].

L’idée de I’algorithme est de construire des paires d’éléments et d’éliminer les paires entre
des éléments différents de maniere a ce que 1’élément retourné a la fin du processus d’élimination
soit I’élément potentiellement majoritaire. MJRTY peut étre facilement converti d’un code écrit
dans un langage impératif, comme Fortran, & une fonction récursive. Cette fonction retourne une
paire (mcv, mlv), ou mcv est le candidat majoritaire et ml son avance par rapport aux autres
candidats sachant que les votes se trouvent dans une urne p a i votes donnés comme arguments
a l'entrée (voir l'algorithme 1 qui la met en ceuvre).

La spécification de MJRTY pour SPIKE est présentée dans la figure 5.2. Elle comprend
quatre parties principales. Les sortes sont déclarées dans la premiere partie: nat représente les
naturels, bool les booléens, 1list les listes de candidats et cand les candidats. La deuxieme
partie contient la déclaration des symboles de fonction. Dans une premiere étape, on déclare les
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Algorithme 1 m(p, i): algorithme MJRTY
Entrée : une urne p de taille ¢

Sortie : le candidat majoritaire et son avance par rapport aux autres candidats
1: si¢ >0 alors
2:  (mev, mlv) <« m(p,i-1)
si p[i] = mcv alors
retourne (mcv, mlv + 1)

sinon si mlv > 0 alors

3
4
5
6: retourne (mcv, mlv - 1)
7:  sinon

8 retourne (pli], 1)

9: fin si

10: sinon

11:  (Noname, 1)

12: fin si

symboles constructeurs 0 et s pour les naturels, True et False pour les booléens, Nil et Cons
pour les listes de candidats et, enfin, ¢ et Noname pour les candidats. Noname est considéré comme
un candidat spécial qui est retourné lorsqu’il n’y a pas de candidat majoritaire. Puis, on déclare
les symboles de fonctions définies. La fonction m a été divisée en deux fonctions mutuellement
récursives, mc et ml, qui calculent respectivement le candidat majoritaire et son avance par
rapport aux autres candidats. count(p, i, a) compte le nombre de votes pour un candidat
donné a d’une urne p contenant i votes. Les autres fonctions définies sont: i) access(p, n),
qui retourne le n-ieme élément d’une liste p, ii) eqc qui est opérateur d’égalité associé a la
sorte cand, iii) la fonction conditionnelle if & quatre arguments, iv) la soustraction Peano par 1,
notée par minusi, v) Popérateur «inférieur» < sur les naturels, et vi) Popérateur d’addition +.
La troisieme partie contient les définitions axiomatiques de chaque symbole de fonction définie.
Dans la derniere partie, on établit les précédences sur les symboles de fonction qui seront utilisées
pour définir le pré-ordre <. sur les clauses, selon les définitions 1.4.7 et 1.4.8.

La conjecture principale spécifie que mc(p, ¢) retourne toujours le candidat majoritaire lors-
qu’il existe un tel candidat dans I'urne p & i votes ' :

Vp :1list, Vi:nat, Va : cand, i < 2 x count(p, i, a) = True = a = mc(p, i)

Un lemme important, qui simplifie beaucoup la preuve de la conjecture principale, est un
invariant proposé par N. Shankar (selon [Howe, 1993]):

2% (if (z1, me(za, x3), 0, ml(xe, x3)) + count(za, w3, ©1)) < s(xs + ml(xe, x3)) = True

La preuve de 'invariant n’est pas facile. Avec SPIKE, elle demande I'utilisation de la sub-
somption sémantique inductive dans 17 de ses sous-buts non-triviaux. On va analyser dans la

1 Pour une meilleure présentation, 2 * z va dénoter x + x.
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suite un de ces sous-buts. Soit C la conjecture normalisée suivante :

eqe(e(y), access(p,i)) = True V eqclaccess(p, i), me(p, 1)) = True V 0 < ml(p, i) = False V
eqe(ce(jg), me(p, 1)) = True V 2 x (minusl(ml(p, 1)) + count(p, i, c(4))) < s(s(i + minusl(mli(p, 7)))) = True

et C9 la conjecture dérivée de I'invariant par 'application de la regle CASE ANALYSIS qui élimine
le symbole if du terme if(x1, mc(za, x3), 0, ml(xg, x3)):

eqc(x1, me(xa, x3)) = TrueV 2 x (ml(x2, x3) + count(za, x3, 1)) < s(xz + ml(ze, x3)) = True

La conjecture C est un des sous-buts obtenus apres 'application de GENERATE sur Cb, par
I'instanciation des variables de récurrence en utilisant la substitution couvrante § = {z; «
c(j), x2 < p, 3 < s(i)}. On va montrer que C; est subsumée par Cy en utilisant la regle
INDUCTIVE SEMANTIC SUBSUMPTION, définie dans la section 5.2.

Soit 0 = {x1 < ¢(j), x2 < p, x5 < i}. Notons que la condition Cyo <. C est accomplie.
D’autre part, la condition d’applicabilité du module de raisonnement 1SS, & savoir Az Fjnq
[Coo = C1]°®, revient & montrer que les deux clauses suivantes, obtenues par la normalisation
de Co0 = (1 en forme normale conjonctive, sont des conséquences initiales des axiomes:

1. 2% (ml(p, i) + count(p, i, c(j))) < s(i + ml(p, i)) = True = eqc(c(j), access(p, i)) = True V
eqc(access(p, i), me(p, 1)) = True V0 < mi(p, i) = False V eqc(c(j), me(p, i) = True V 2 *
(minusl(ml(p, i) + count(p, i, c(3))) < s(s(i + minusl(mi(p, i)))) = True, et

2. eqe(ce(j), me(p, i) = True = eqce(c(j), access(p, 1)) = True V
eqc(access(p, i), me(p, 1)) = True V 0 < ml(p, i) = False V eqc(c(j), me(p, 1)) = True V
2 % (minusl(ml(p, 7)) + count(p, i, c(3))) < s(s(i + minusl(mi(p, i)))) = True,

Elles ont été vérifiées par des appels récursifs au prouveur. La deuxieme conjecture est tri-
viale car eqc(c(j), me(p, ©)) = True apparait des deux cotés de =-. La premiere conjecture est
prouvée correcte par 'utilisation du raisonnement arithmétique. On abstrait les sous-termes non-
arithmétiques suivants avec des variables: ml(p, i) avec x et count(p, i, ¢(j)) avec y, pour obtenir

2% (z+y) <s(i+x)=True =
eqe(c(f)
eqe(c(j), me(p, 7)) = True, 2 x (minusl(xz) +y) < s(s(i + minusl(x))) = True

, access(p, 1)) = True, eqc(access(p, i), me(p, 1)) = True, 0 < & = False,

Les formules atomiques soulignées sont identifiées comme arithmétiques. Une solution pour
prouver leur correction est d’appliquer une procédure de décision pour 'arithmétique linéaire.
Dans I'exemple 1.6.1, on a montré comment prouver la clause C”:

2% (z+y)<(i+tz+1)=True=2*(z—14+y) < (l+i+z)="True

par raisonnement arithmétique. Pour cela, nous introduisons la régle d’inférence suivante, de
type A-DELETE, basée sur le module de raisonnement PA défini dans I'exemple 3.5.3. Elle est
définie de maniere similaire & INDUCTIVE SEMANTIC SUBSUMPTION.
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LINEAR ARITHMETIC: (E U {C}, H)F/ (E, H)
si PA construit un ensemble couvrant contextuel vide dans le contexte (C, (E'U H, 0))

On conclut que 'opération de subsomption sémantique inductive est applicable afin de mon-
trer la validité initiale de C4.

Une autre solution est de simuler le raisonnement arithmétique par 1'utilisation des lemmes
arithmétiques. Pour 'exemple précédent, un tel lemme peut étre

2% (u+v) < s(z+u) = False, 2 x (minusl(u) + v) < s(s(z + minusl(u))) = True

Les autres sous-buts non-triviaux issus de I'invariant sont prouvés de maniere similaire.

5.2.2 Heuristiques pour le choix des substitutions

Malgré 'indécidabilité de la relation de subsomption sémantique inductive, nous avons congu
une heuristique qui propose des substitutions lorsque les clauses qui subsument sont des pré-
misses. Cette heuristique a été utilisée avec succes dans la preuve de correction de l'algorithme
MJRTY, présenté dans la section 5.2.1.

Selon la définition 5.2.3, si H est un ensemble de prémisses, C € H une prémisse et C
une conjecture de ’état courant de la dérivation (E' U {C1}, H), on a (4 ) C sioo est
une substitution telle que i) (relation d’ordre) Co <. C; et ii) (relation de conséquence initiale)
Az Eing [Co = C1]°". L’idée principale de I'heuristique est de réduire le choix des substitutions
a celles qui vérifient la contrainte introduite par la relation d’ordre. La construction de ces
substitutions se fait a partir de la trace de la preuve, en analysant les rapports d’héritage entre
C et C1. Pour cela, on va associer a chaque clause son historique, qui permettra d’identifier les
étapes importantes pendant la transformation des clauses, commencant par les clauses initiales
et jusqu’a sa génération. L’historique d’une clause C1, notée par hist(C1), est une liste de paires
de la forme (clause, substitution) qu’on calcule au moment de la création de C. On va noter par
[ et @, respectivement, la liste vide et I’opération de concaténation de deux listes. L’historique
d’une conjecture se calcule récursivement comme suit :

Définition 5.2.4 (historique d’une clause, parent direct d’une clause) On considére
(Eu{C}, H)H' (EUC, H) une étape arbitraire d’une J'-dérivation. Alors

(1] st (EU{C}, H) est l’état initial de la dérivation
et Ch € EU{C},
hist(C) si la J'-regle appliquée a cette étape n’est pas GENERATE et
hist(C’l) = Cl S 6,

hist(C)Q[(C, o)] si GENERATE a été appliquée a C et C1 € C est une clause

obtenue en simplifiant l'instance Co,

ot o est une substitution couvrante de CSX(C).

Dans le dernier cas, on appelle C' le parent direct de Cf.

Lemme 5.2.1 Dans la définition 5.2.4, les clauses qui apparaissent dans hist(Cy) font partie
de l’ensemble courant de prémisses H.
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specification : MJRTY
sorts : nat, bool, list, cand;

constructors :

0: -> nat;

s_: nat ->nat;

True : ->bool ;

False: ->bool;

Nil: ->list;

Cons__: cand list ->list;
c_:cand ->cand;

Noname : ->cand ;

defined functions :

mc__: list nat ->cand;

ml__: list nat ->nat;
count___: list nat cand ->nat;
access__: list nat ->cand;
eqc__
if____: cand cand nat nat ->nat;
minusl_: nat ->nat;

_<_: nat nat ->bool;

_+_: nat nat ->nat;

cand cand ->bool ;

axioms :

% mc calcule le candidat majoritaire d’une liste de candidats

eqc(access(p, i), mc(p, i))=True =>mc (p, s(i))=mc(p, i) ;

eqc(access(p, i), mc(p, i))=False, 0<ml(p, i)=True =>mc (p, s(i))=mc(p, i) ;
eqc(access(p, i), mc(p, i))=False, 0<ml(p, i)=False =>mc (p, s(i))=access(p, i) ;
me (p, 0)=Noname ;

% ml retourne 1’avance du candidat majoritaire par rapport aux autres candidats
eqc(access(p, i), mc(p, i))=True =>ml (p, s(i))=s(ml(p, i));

eqc(access(p, i), mc(p, i))=False, O<ml(p, i)=True =>ml(p, s(i))=minusl(ml(p, i)) ;
eqc(access(p, i), mc(p, i))=False, 0<ml(p, i)=False =>ml (p, s(i))=s(0) ;

ml (p, 0)=s(0) ;

% count calcule le nombre d’occurrences d’un élément dans une liste
eqc(a, access(p, 1))=True =>count (p, s(i), a)=s(count(p, i, a));
eqc(a, access(p, i))=False =>count (p, s(i), a)=count(p, i, a);
count (p, 0, y)= 0;

% access retourne le n-iéme élément d’une liste
access (Nil, x)=Noname ;

access (Cons(x, 1), 0)=x;

access (Cons(x, 1), s(y))=access(1l, y);

% eqc définit 1’opérateur de 1’égalité de la sorte cand
eqc (Noname, Noname)=True ;

eqc (Noname, c(x))=False;

eqc (c(x), Noname)=False ;

egc (c(x), c(y))=eqc(x, y);

% la définition de if & quatre arguments
eqc(a, b)=True =>if (a, b, x, y)=x;
eqc(a, b)=False =>if(a, b, x, y)=y;

% minusl définit la soustraction Peano par 1
minusl (s(x))=x;

minus1 (0)=0 ;

% la définition de 1’opérateur ©°¢
x<0=False ;

0<s(x)=True ;

s(x)<s(y)=x<y ;

plus petit’’sur les naturels
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% 1’addition

0+x=x ;

s(x)+y=s(x+y) ;

% la précédence sur les symboles de fonction

less :
0 s True False Noname Nil Cons c minusl eqc if + access < ml count;

equiv :
mc ml ;

F1G. 5.3 — La spécification de MJRTY (suite)

Preuve Par la construction de hist(C). Sur les clauses qui apparaissent dans hist(C}) on a
appliqué GENERATE.

Fin de preuve

On dit qu'une clause C est un parent d’une clause C; il existe une paire (Cy, o) dans
hist(C1) telle que C = Cs. Notons qu’un parent direct est aussi un parent. La notion de sub-
stitution cumulative entre C' et C représente la composition de gauche a droite de toutes les
substitutions de ’historique de C; enregistrées a partir de C.

Définition 5.2.5 (substitution cumulative entre deux clauses) Soit C et C; deux clauses
telles que C est un parent de Cy et la derniére paire enregistrée dans hist(Ch) est (Ca, o). La
substitution cumulative 0c~ ¢, entre C' et Cy est définie récursivement comme suit :

1. si C = Cy, alors Oc~c, = 0.
2. sinon, si c~c, est la substitution cumulative entre C et la clause Ca, alors Oc~cy =
(QCmCQ)O'.

Exemple 5.2.2 Si hist(C) = [(Cy, 04); (Cs, 03); (Ca, 02); (C1, 01)], alors la substitution cumu-
lative Oc,~c entre Cg et C' est la substitution composée 030907 .

Lemme 5.2.2 Sotent C et Cy deux clauses et Oc~¢, la substitution cumulative entre C et Cf.
Alors on peut construire une J'-dérivation qui ne contient pas d’applications de GENERATE et
qui simplifie COc~c, en Cj.

Preuve Par construction, & partir de la (sous-)dérivation qui transforme C' en C;. Considérons
qu’a une étape de cette dérivation on a appliqué la regle GENERATE a la clause Cy d’une paire
(Cq, o) de hist(Cq) qui n’est pas dans hist(C). A cette étape, a la place de GENERATE on
pourra forcément appliquer CASE SIMPLIFY (resp. SIMPLIFY) si l'opération de simplification
de l'instance Cy0 a été RecursiveCaseAnalysis’ (resp. la réécriture inductive). Les étapes de la
dérivation qui impliquent le traitement des instances de Cs avec d’autres substitutions couvrantes
seront ignorées.

Fin de preuve

Le parent d’une clause, instancié avec la substitution cumulative entre lui et la clause, est
supérieur ou équivalent a la clause, selon la proposition suivante.

Proposition 5.2.1 Soient C et Cy deux clauses et Oc~c, la substitution cumulative entre C' et
01. Alors Cl jc Cecmcl.
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Preuve Selon le lemme 5.2.2, on peut construire une J-dérivation qui transforme Cc~ ¢, en
(' sans utiliser GENERATE. Selon le lemme 4.2.1, chaque J'-régle qui est différente de GENERATE
et qui produit un ensemble non-vide de clauses Cs une fois appliquée sur une clause Cs, respecte
la relation C5 <. Cy, pour toute clause C3 € C3. Par la propriété de transitivité de <., on
obtient C; <. Clc~c, .

Fin de preuve

Pour appliquer la regle de subsomption sémantique inductive a une clause C; en utilisant une
prémisse C' de I'historique de (71, il faut trouver une substitution o telle que Co <. Cy. Si 0c~¢,
est la substitution cumulative entre C' et C, alors C; <. Cc~c,, selon la proposition 5.2.1.
Donc, la substitution candidat o doit aussi satisfaire la condition (nécessaire, mais pas suffisante)

Co 2. Clcrc,

A partir des substitutions cumulatives, on va construire des substitutions candidates qui vont
respecter cette condition.

Définition 5.2.6 (application de type récursif) Une application d’une variable dans un
terme, de la forme x +— t, est de type récursif si le terme non-variable t contient au moins
une variable de méme sorte que la variable x.

Exemple 5.2.3 L’application x — s(x') est de type récursif car les variables x et x’ sont de
sorte nat.

Les substitutions couvrantes peuvent contenir des applications de type récursif lorsque les
variables du domaine d’application sont de sorte infinitaire. L’image de ces substitutions est
formée par des éléments de ’ensemble couvrant C'S(R) associés au systeme de réécriture R,
souvent des termes R-irréductibles contenant des variables de méme sorte que ces derniers si la
sorte est infinitaire.

Exemple 5.2.4 L’image d’une application d’une substitution couvrante, de sorte nat, est un
terme qui peut avoir la forme s(--- (s(x))---). Notons que x est de sorte nat. De méme, pour les
termes de la forme Cons(x1, Cons(---Cons(xn, y)---)), de sorte List. Dans ce cas, la variable
y est de sorte list.

Il suffit d’éliminer au moins une application de type récursif d’une substitution cumulative
afin d’obtenir une substitution candidate.

Proposition 5.2.2 Soient 0 une substitution contenant l’application de type récursif x — tly],
C une clause telle que le domaine de 0 est inclus dans Var(C), et 0" la substitution (0\{z —
tly]}) U{x — y}. Alors CO" <. C6.

Preuve Grace a la propriété de sous-terme de <;, on a y <; t[y]. Comme <; est stable par
contexte, pour tout terme s[yl,, on a slyl, <; s[t[y]],. Par la construction de <., on obtient
co' <. Ch.

Fin de preuve

Dans I’algorithme 2, on calcule les substitutions candidates prétes a vérifier la relation d’ordre
et, en cas de succes, la relation de conséquence initiale afin de montrer que la prémisse C subsume
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la conjecture C7. Pour calculer les substitutions candidates qui serviront ultérieurement a la
vérification de la relation de conséquence initiale Az = Co = C1, on part de la substitution
cumulative o~ ¢, entre C' et C). Selon la proposition 5.2.2, une substitution candidate peut se
déduire a partir de la substitution cumulative c~ ¢, en modifiant au moins une application de
type récursif. Afin de calculer toutes ces substitutions, on va extraire dans un premier temps
I'ensemble d’applications de type récursif de 6o~ ¢y, noté par 0~ o, , et on va construire toutes
les substitutions possibles ]P’(ngcl) a partir de celles-ci. Puis, pour chaque substitution ¢” de
P(07~ ¢, ), on va construire une substitution candidate en modifiant dans (une copie de) 0c~c,
chaque application de o de la forme x — t[y] par  — y. Notons que P(0f~c,) ne doit pas
contenir la substitution vide puisqu’elle ne permet pas de modifier au moins une application de
type récursif.

Algorithme 2 Le calcul des substitutions candidates

Entrée : une clause C; et une clause C de hist(Cy)
Sortie : un ensemble de substitutions candidates S
1. calculer la substitution cumulative 6o~ ¢, entre C' et Cf.

2: soit 0~ o, I'ensemble d’applications de type récursif de 0o~ ¢,
3: S0

4: soit P(0f~ o, ) 'ensemble des parties de 6~ , dont on élimine la substitution vide
5: pour toute substitution 0" de P(07~ ,) exécute

6: v borey

7. pour toute application x — t[y] de 0" exécute

8: soit v — (Y\{z — t[y]}) U{z — y}

9: fin pour

10: S—SUrxy

11: fin pour

12: retourne S

Théoréme 5.2.2 L’algorithme 2 termine.

Preuve L’historique de C7 est une liste finie, ainsi que le nombre d’applications contenues par
les substitutions couvrantes.

Fin de preuve

Comme on a déja mentionné au début de la section, cette heuristique a été utilisée avec
succes lors de la preuve de 'algorithme MJRTY. Pendant le traitement du sous-but non-trivial
de 'invariant présenté dans la section 5.2.1, la substitution o a été ainsi calculée a partir de la
substitution (cumulative) 6, en remplacant I'application de type récursif x3 — s(i) par xg — i.

Normalement, I’application de la régle INDUCTIVE SEMANTIC SUBSUMPTION n’est pas effi-
cace dans des preuves compléetement automatiques en raison du nombre relativement élevé de
substitutions candidates & tester, exponentiel avec le nombre d’applications de type récursif de
la substitution cumulative, d’une part, et du test (toujours indécidable) de la relation de consé-
quence initiale, d’autre part. On envisage plutot son utilité dans des environnements de preuves
interactifs, ou 'utilisateur serait guidé par cette heuristique dans son choix des substitutions.
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5.3 SPIKEpar: une interface parallele de SPIKE

Dans cette section, nous décrivons une interface parallele du démonstrateur automatique
SPIKE telle qu’elle est mise en ceuvre sur un réseau de stations de travail monoprocesseur.
En fait, I'utilisation des environnements paralléles et distribués est une solution générale pour
améliorer le temps d’exécution du calcul symbolique. Pourtant, les preuves par récurrence basées
sur la réécriture sont connues comme étant difficiles a paralléliser. Ceci est di en partie a la
forte dépendance de la stratégie de preuve choisie, elle-méme étant sensible aux décisions de
programmation dynamique des taches entre processeurs. La stratégie utilisée au cours d’une
preuve a une grande influence sur les performances du démonstrateur. Elle se répercute sur les
tests finaux de performance et rend difficile I’analyse de l'efficacité du travail en parallele.

On dispose de deux approches pour paralléliser des programmes liés au calcul symbolique. La
premiere utilise le parallélisme de l’espace de recherche, aussi nommé parallélisme de type OU, qui
consiste a trouver parmi plusieurs stratégies celle qui meéne a une solution. Le gain en performance
peut étre obtenu par 'exécution parallele de différentes stratégies jusqu’a ’obtention d’une
premiere solution. D’autre part, si une stratégie optimale est employée, les avantages d’une
utilisation de cette approche disparaissent.

La deuxieme approche exploite le parallélisme de travail, aussi connu sous le nom de parallé-
lisme de type ET, et s’appuie sur le partage du travail global entre plusieurs processeurs. Dans
sa version pure, ’algorithme parallele s’exécute chaque fois avec la méme stratégie; on parle
alors d’une parallélisation conforme a la stratégie [Biindgen et al., 1996]. Une telle approche a
de nombreux avantages, comme la possibilité d’effectuer des calculs déterminés et prévus, ainsi
que des expériences reproductibles.

La grande complexité d’une preuve par récurrence basée sur la réécriture permet des schémas
de parallélisation & plusieurs niveaux de granularité, selon la dimension de la tache. La plupart
des travaux théoriques sont consacrés a 1’étude de la parallélisation & grain fin (par exemple, le
traitement du filtrage paralléle), tandis que pendant les expérimentations on utilise des schémas
de parallélisation & gros grain, ou 'efficacité du calcul est facile & obtenir mais les effets de la
stratégie utilisée peuvent intervenir.

Dans la suite, on va détailler la description de SPIKEPAR [Stratulat, 1998b], une interface
parallele de SPIKE [Bouhoula et Rusinowitch, 1995a] qui combine le schéma maitre-esclave avec
un schéma de parallélisation de travail & gros grain, conforme a la stratégie.

5.3.1 Schéma de parallélisation

L’algorithme utilisé dans la mise en occuvre de SPIKEPAR a été congu pour exploiter le
parallélisme & gros grain sur une architecture de processeurs a mémoire distribuée en suivant
le paradigme diviser pour régner lors de 'attribution du travail aux processeurs. Les roles de
I'interface sont de gérer ’état global de la preuve, de lancer des processus SPIKE et d’analyser
leur état courant, par ’observation de leur trace, pour décider si les processus ont fini avec succes,
ont échoué ou une certaine regle d’inférence a été appliquée. Dans la suite, on va détailler cet
algorithme et on va introduire des restrictions sur la stratégie de SPIKE, suffisantes pour que
le schéma de parallélisation soit conforme a la stratégie.

L’analyse du systeme d’inférence de SPIKE, avec une stratégie plus raffinée qui interdit les
simplifications d’une conjecture avec d’autres conjectures, nous a permis d’isoler des fragments
de preuve qui peuvent étre exécutés indépendamment. Une premiere étape de parallélisation est
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basée sur 'observation du fait que chaque conjecture de I’ensemble de conjectures intermédiaires,
issues d’une étape o GENERATE a été appliquée, est candidate a une étape de normalisation (no-
tée ensuite par NORM), c¢’est-a-dire une suite maximale d’applications des J'-régles d’inférences
instanciant A-SIMPLIFY. En outre, un ensemble de conjectures est initialement valide si cha-
cune de ses conjectures l’est aussi. Par conséquent, 'opération de normalisation peut s’exécuter
indépendamment pour chaque conjecture a ’aide d’un processus SPIKE lancé avec un méme
ensemble de prémisses. Des que les opérations de normalisation sont terminées pour chaque
conjecture, on joint les conjectures résultées dans un nouvel état global de la preuve.

Algorithme 3 L’algorithme mis en ceuvre par SPIKEPAR
Entrée : I'état initial de la dérivation (E°, H?)

1: soit (E, H) « (E°, H°) et fin_preuve « False

2: tant que — fin_preuve et F # () exécute

3:  (Normalisation parallele) soit £ de la forme U7_;{C;}
4: processus k : ({Cy}, H) FNow (E}, H)

5. (jointure) (E, H) « (Uj_, E}, H)

6:  (GENERATE parallele) soit E de la forme U7, {D;}

7. processus k : ({Dy}, H) Howmews (Bl HU{Dy})

8  (jointure) (E, H) « (UL, £}, HUE)

9

: fin tant que

De la méme maniere, on raffine encore plus la stratégie en interdisant, pendant une applica-
tion de GENERATE, les simplifications des conjectures avec des prémisses d’'un méme niveau de
preuve! afin de permettre une opération de GENERATE parallele. Ainsi, une régle GENERATE
parallele peut étre considérée comme la composition des regles GENERATE sur chaque conjecture.
Les conjectures et les prémisses, calculées par des processus SPIKE, sont réunies pour former
le nouvel état de la preuve globale. Le schéma de parallélisation est défini par ’algorithme 3.
Notons qu’un échec de la preuve d’une conjecture issue d’un processus SPIKE est interprété
comme un échec global.

Pour une application donnée, il y a des points de synchronisation de toutes les traces de
preuves engendrées avec un nombre arbitraire de processeurs, en supposant qu’un processeur
exécute un seul processus SPIKE a la fois. Par exemple, I’ensemble (E, H) calculé au pas 5
(ou 8) est identique pour toutes les preuves issues de différentes exécutions, comptant pour
la méme itération. Par conséquent, le travail fait avec plusieurs processeurs est exactement
le méme que celui effectué en utilisant une stratégie séquentielle, sur un seul processeur. La
preuve de correction et de correction réfutationnelle s’avere triviale car toute preuve construite
avec une stratégie séquentielle peut se rejouer avec SPIKE en utilisant la stratégie raffinée.
De plus, l'algorithme présenté définit une stratégie équitable parce que toutes les conjectures
de I'ensemble E sont traitées aux étapes 4 et 7, assurant ainsi la complétude réfutationnelle.
Finalement, SPIKEPAR met en ceuvre une parallélisation conforme a la stratégie qui garantit
I'utilisation de la méme stratégie de preuve vis-a-vis de la maniere de programmation des taches
ou du nombre de processeurs employés.

1 On dit que deux conjectures ont le méme niveau de preuve si la taille de leur historique (cf. la définition 5.2.4)
est la méme

87



Chapitre 5. FExtensions et améliorations de SPIKE

’ (maitre) PERL ‘

F1G. 5.4 — Le schéma maitre-esclave

5.3.2 Mise en ceuvre

La mise en ceuvre de SPIKEPAR suit le schéma maitre-esclave de la figure 5.4, qui est consti-
tué d’un processus maitre et d’'un ou plusieurs processus esclaves. Le processus maitre exécute
I’algorithme 3; il identifie les fragments de preuve qui peuvent étre traités indépendamment,
crée des processus esclaves selon le type d’opération en cours d’exécution, collecte et interprete
les résultats des processus esclaves. Chaque processus esclave controle un processus SPIKE
afin de traiter la conjecture attribuée par le processus maitre et veille a I'’exécution correcte de
I'opération qu’il a prise en charge.

Le transfert des parametres d’un processus esclave & un processus SPIKE se fait a ’aide
des fichiers. Lorsque la preuve de la conjecture est lancée, le processus esclave controle son état
courant par I’analyse des mots-clés de la trace de preuve engendrée par le processus SPIKE.
Le résultat de l'opération est envoyé au processus maitre des qu’il est détecté dans la trace de
la preuve. Si un processus esclave signale un échec, le processus maitre arréte tous les autres
processus esclaves et termine par un échec global. La création/destruction des processus esclaves
et le transfert des parametres entre un processus esclave et maitre se fait & I’aide de PVM [Geist
et others, 1994], un environnement de programmation distribuée. L'utilisation de PVM permet
également le chargement automatique des processus sur les processeurs disponibles dans sa confi-
guration. La communication entre processus via PVM est faible et a une influence négligeable
sur les temps d’exécution ; elle n’apparait qu’au moment de la création et vers la fin du processus
esclave.

L’algorithme de parallélisation et les codes des processus esclaves ont été écrits en PERL [Wall
et others, 1997]. PERL a été choisi pour sa capacité de détecter efficacement des mots-clés, écrits
sous la forme des expressions régulieres, contenus par les traces de preuves. Le code PERL de
SPIKEPAR s’étend sur trois fichiers: un est associé au processus maitre et un pour chaque type
de processus esclave, selon la nature de 'opération effectuée (GENERATE ou NORM). Le nombre
de lignes de code est d’environ 1000.

5.3.3 Résultats expérimentaux

Nous avons mis en oceuvre et testé SPIKEPAR sur un réseau de 4 stations de travail
DEC/ALPHA, de type 500/333, avec une mémoire vive de 128 Moctets.

Un certain nombre de problemes ont été traités avec SPIKEPAR, dont le probleme du tour
de cartes de Gilbreath (gct) et la correction d’un algorithme de tri par insertion (sorted)
[Bouhoula, 1994]. Les résultats sont présentés dans le tableau 5.1. A noter que les résultats
confirment que la parallélisation est échelonnable, dans le sens ou, si le probleme contient assez
de parallélisme, les temps d’exécution s’améliorent avec ’ajout de processeurs.
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étude | temps exécution sur n processeurs (s) | nbe processus esclaves
decas |n=1|n=2|n=3 n=4 GENERATE NORrRM
sorted 23 17 14 13 7 20
gct 258 205 183 153 59 106

TAB. 5.1 — Les résultats

Pour le probléme gct [Bouhoula, 1994], I'efficacité obtenue en utilisant deux processeurs est
plus élevée que dans les cas ou n > 2. Cela s’explique en analysant la structure de la preuve;
I’application de GENERATE aux deux conjectures initiales demande un temps important rapporté
au temps total de la preuve. Ainsi, ’ajout d’un nouveau processeur ne contribuera guere a la
construction de ce fragment de preuve.

SPIKEPAR a été aussi utilisé dans la détection des interactions de services téléphoniques, ce
qu’on présentera dans le chapitre 7.

5.3.4 Discussions sur SPIKEpar

Les temps d’exécution d’une preuve avec SPIKEPAR dépendent aussi de la performance
de SPIKE: une version de SPIKE plus performante va induire une version de SPIKEPAR
plus efficace. Nous pensons que SPIKEPAR s’adapterait facilement & une nouvelle version de
SPIKE, vu qu’en principe il suffit d’ajuster les nouveaux mots-clés les expressions régulieres qui
reconnaissent les mots-clés des traces de preuve.

Il y a également des inconvénients, par exemple, pour le passage a une parallélisation de
granularité plus fine; la parallélisation des opérations sur des termes ne peut plus étre controlée
avec SPIKEPAR. La solution, qui constitue un projet futur, est la conception d’une version
parallele de SPIKE. Elle permettra, entre autres, 'acces direct aux structures de données et un
controle plus précis et efficace de la preuve.

5.4 Conclusions

Nous avons appliqué une méthodologie simple pour intégrer de nouvelles techniques de rai-
sonnement dans le systéme d’inférence A(RM). Pour I’appliquer & une nouvelle technique par-
ticuliere, il faut premierement montrer qu’on peut construire un module de raisonnement en
utilisant cette technique. Puis, selon le type d’ensemble couvrant contextuel engendré par le
module de raisonnement, soit on étend des reégles d’inférences déja existantes, grace aux pro-
priétés de composition des ensembles couvrants contextuels, soit on définit de nouvelles regles
d’inférence, en instanciant une des régles ADDPREMISE ou SIMPLIFY du systeme abstrait A.

Comme étude de cas, nous avons proposé une nouvelle technique de raisonnement : la sub-
somption sémantique inductive, et on ’a intégrée dans SPIKE. De maniere similaire, nous avons
procédé a l'intégration d’une procédure de décision pour 'arithmétique linéaire. Le nouveau sys-
teme d’inférence a été utilisé pour montrer la correction de I'algorithme MJRTY, par 'emploi
d’un raisonnement inductif et arithmétique.

Une autre optimisation du systéme d’inférence de SPIKE consiste dans la diminution du
temps d’exécution des preuves par le traitement parallele des conjectures. Nous avons ainsi
proposé une interface parallele, SPIKEPAR, qui isole les conjectures qui peuvent étre traitées
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indépendamment par des processus SPIKE. Le schéma de parallélisation est a gros grain, éche-
lonnable et conforme a la stratégie. De plus, il garde les propriétés de correction et complétude
du systeme d’inférence de SPIKE.

90



Techniques de raisonnement basées
sur la coopération de procédures de

décision en SPIKE

Sommaire

6.1 Introduction ... .. .. ... ..t 91
6.2 Etatdelart ... ... ... ... ... 92

6.2.1 Approche de Nelson-Oppen . . . . . . ... ... ... ... .... 92

6.2.2 Approche de Shostak . . . ... .. .. .. ... ... ... 93
6.3 Algorithme de coopération . . ... ................. 93

6.3.1 Diagramme du flot de données . . . . . . . ... ... ... ... .. 95
6.4 Propriétés de l’algorithme de coopération . .. .......... 100
6.5 Travaux voisins . . . . . . . . o v v i i i it i e e e e e 102
6.6 Conclusions . ... ... ... it e e e 103

6.1 Introduction

Le raisonnement sur des combinaisons de plusieurs théories est essentiel pour des applications
comme 'optimisation des compilateurs, les langages fonctionnels ou bien pour la vérification des
circuits électroniques et des codes de spécifications. Un certain nombre d’algorithmes et de
schémas de combinaisons ont été introduits par Nelson et Oppen dans [Nelson et Oppen, 1979
et Shostak dans [Shostak, 1984], ou plus récemment dans [Bjgrner, 1998; Tiwari, 2000]. Dans
ces approches, I'idée est de concevoir une procédure de décision pour un mélange de théories en
utilisant des procédures de décision pour chaque théorie. Celles-ci communiquent entre elles par
des égalités gérées par des procédures de décision pour la théorie de ’égalité, spécialisées par
exemple dans le calcul de leur cléture par congruence. Ainsi, on définit de nouvelles procédures
de décision pour la combinaison des théories considérées. Différents schémas de combinaison ont
été mis en ceuvre dans des démonstrateurs comme RRL [Kapur et Zhang, 1989], PVS [Owre et
al., 1992] et STeP [Bjgrner et others, 1995], ou des compilateurs comme Touchstone [Necula,
1998].
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Dans ce chapitre, on fait dans un premier temps une breve description des approches de
Nelson-Oppen et Shostak. Ensuite, on présente un algorithme de coopération entre deux pro-
cédures de décision, une pour la théorie de ’égalité, et I’autre pour 'arithmétique linéaire, qui
s’adapte bien a 'intégration dans le systeme d’inférence de SPIKE du chapitre 4. Puis on montre
sur un exemple I'application de notre algorithme pour vérifier des conjectures. Finalement, on
prouve que 'algorithme définit une procédure de (semi-)décision correcte.

6.2 Etat de l'art

Généralement, le probleme de combinaison de la satisfaisabilité pour un mélange de plusieurs
théories s’énonce comme suit: Etant données deux théories définies respectivement sur un en-
semble d’axiomes Ax; et Axs en utilisant la signature 31 et Yo, on s’intéresse a construire de
maniere modulaire une procédure de décision pour décider la satisfaisabilité de toute formule ¢
sur la signature Xy U Yo dans la théorie de Az U Axs en utilisant des procédures de décision
pour les théories individuelles. Les algorithmes de combinaison usuels se distinguent par le choix
des axiomes, des signatures et des formules.

6.2.1 Approche de Nelson-Oppen

Nelson et Oppen ont été les premiers & proposer dans [Nelson et Oppen, 1979] une solution
générale au probleme des combinaisons des théories. Les procédures de décision se construisent
a partir des procédures de satisfaisabilité qui vérifient si un ensemble de formules atomiques
est satisfaisable ou pas. Rappelons que pour montrer qu’une formule est une conséquence des
axiomes, il suffit de montrer que sa négation est insatisfaisable, comme on I’a déja vu dans
I’exemple 1.6.1.

Dans [Nelson, 1981], on précise les conditions & satisfaire par les théories combinées: Afin de
détecter I'insatisfaisabilité d’un ensemble ® de formules atomiques construites sur les ensembles
de symboles de fonctions libres de deux théories T} et Ty (considérés disjoints), avec des pro-
cédures de satisfaisabilité S et T respectivement, il faut dans un premier temps transformer ®
dans un paire équivalente d’ensembles &7, et O, telle que chaque ensemble contient seulement
des formules atomiques de la théorie correspondante. Le prédicat d’égalité est le seul prédicat
partagé. La partition et 'homogénéisation de I'information entre les théories individuelles se font
par lintermédiaire des variables d’abstraction. Alors, chaque procédure de satisfaisabilité doit
détecter I'insatisfaisabilité de son propre ensemble de formules atomiques et doit aussi propa-
ger aux autres procédures toutes les égalités entre les variables d’abstraction qu’elle engendre.
Si les deux théories sont convezes et les procédures de satisfaisabilité sont completes, alors la
procédure de coopération pour la théorie T7 U T5 est aussi complete.

On dit qu’une théorie n’est pas convexe s’il existe une formule ¢ et 2*xn variables x1,..., T,
Yly---y Yn, avec n > 2, telles que ¢ implique la disjonction V! ; z; = y;. Des exemples de
théories convexes sont les théories sur les rationnels et sur les égalités, tandis que des théories
non-convexes sont les théories sur les tableaux et sur 'arithmétique linéaire entiere. Le schéma
de Nelson et Oppen peut s’adapter pour manipuler les théories non-convexes. L’idée principale
est de faire une analyse par cas lorsqu’une formule implique une disjonction afin de trouver
laquelle des égalités de la disjonction est satisfaite.

Les exemples illustrés dans [Nelson, 1981] montre que, en général, les procédures de décision
doivent interagir d’une fagon non-triviale pour détecter 'insatisfaisabilité.
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6.2.2 Approche de Shostak

Le schéma proposé par Shostak permet d’optimiser la coopération des procédures de décision
pour des théories qui admettent des canoniseurs et des solveurs. Généralement, les canoniseurs
d’une théorie sont des fonctions qui retournent le représentant de la classe de congruence de
tout terme de la théorie. Une théorie est canonisable s’il existe un canoniseur o telle que toute
égalité s = t est démontrable ssi o(s) = o(t). L'égalité est prouvée dans la théorie pure de
I’égalité, définie par un ensemble vide d’axiomes. Une théorie est algébriguement solvable si
toute égalité s = t peut s’écrire sous une forme résolue équivalente de la forme A} x; = t;, ou
chaque x; apparait en s = t mais pas en aucun des t;. Des exemples de théories canonisables
et algébriquement solvables sont ’arithmétique linéaire réelle, la théorie convexe des listes et la
théorie des ensembles monadiques.

Voici quelques arguments dans la faveur de ’approche de Shostak, tirés de [Cyrluk et al., 1996;
Kapur, 1997]. Son efficacité est justifiée par le fait que 1’algorithme de cloture par congruence est
le point clé dans le cadre de la combinaison [Shostak, 1979; Shostak, 1984]. Shostak ainsi centra-
lise le raisonnement équationnel dans une seule procédure permettant aux procédures de décision
de coopérer plus étroitement. D’autre part, dans I’approche de Nelson-Oppen on renomme tout
sous-terme non-interprété (par rapport a une théorie individuelle) dans des variables d’abstrac-
tion et on propage toute nouvelle équation déduite entre les variables de théories différentes.
Le travail est redondant car chaque théorie individuelle retrouve un peu prés la méme notion
d’égalité. Une autre distinction importante est le caractére itératif de I’approche de Shostak.
L’univers des termes a considérer peut changer puisque les formes canoniques des termes se
calculent en fonction de I’ensemble courant d’équations.

D’autre part, 'algorithme original de Shostak est peu abordable. En particulier, la compré-
hension et la correction de la partie qui calcule implicitement la forme canonique d’un terme
ont été largement débattues pendant la derniere décade, par exemple dans [Cyrluk et al., 1996;
Kapur, 1997]. Tres récemment, H. Ruess et N. Shankar de SRI International ont montré dans
[Ruess et Shankar, 2001] que I’algorithme de Shostak est incomplet et non-terminant, comme
tous les autres algorithmes dérivés de lui [Cyrluk et al., 1996; Bjgrner, 1998]. De plus, ils pro-
posent dans le méme papier un nouvel algorithme plus simple, complet, correct et terminant.

6.3 Algorithme de coopération

Dans cette section, on va détailler un algorithme de coopération entre deux procédures de
décision pour i) la théorie de ’égalité dont les axiomes ont été présentées dans l'exemple 1.3.1, et
ii) Parithmétique linéaire, présentée dans la section 1.6. Une fois intégré dans SPIKE, il servira
de procédure de (semi-)décision pour éliminer des conjectures.

Une conjecture est éliminée si on obtient une contradiction a partir de sa négation. Pour
cela, les formules atomiques de la négation d’une conjecture C' doivent initialiser une structure
de données adaptée a notre algorithme, appelée C-structure, sur laquelle 'algorithme opere.

Important : tout au long de ce chapitre, on va entendre par terme (formule) clos(e) tout(e)
terme (formule) contenant seulement des variables dont on interdit I'instanciation. Puisque les
variables des formules atomiques contenues par la conjecture niée sont quantifiées existentielle-
ment, elles peuvent étre considérées comme des constantes. Ceci permet aux termes (formules)
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d’étre vu(e)s comme des termes (formules) clos(es) dans une signature élargie.
Définition 6.3.1 (C-structure) Soit C' une conjecture. Une C-structure est une structure de
données décrite par un quadruple (CR | A | G | L), ou

— CR contient des régles de réécriture inconditionnelles closes ;
— A contient des formules atomiques provenant de la négation de C ;
— G contient des équations et des diséquations inconditionnelles closes ;

— L représente la paire (P o IE), ou P contient des inégalités linéaires et IE des équations
implicites dérivées de P.

Voici un exemple d’initialisation de la C-structure d’une conjecture C.
Exemple 6.3.1 Soit C' la conjecture!

(p(x) =True N z < f(max(z,y)) =True N 0<min(z, y) =True A
x <maz(z, y) =True N maz(z, y) <z =True) = z<g(z)+y="True.

La C-structure associée a C est

(CR 0
A Ap(x) =True, z < f(maz(z, y)) = True, 0 < min(z, y) = True,
x < max(x, y) = True, maz(z, y) < x =True, z < g(z) + y = False} |
G : 0]
L. (0e0)

Afin de simplifier la notation, on va représenter seulement les champs non-vides de la C-
structure. Pour ’exemple précédent, la C-structure devient ainsi

(A : A{p(x) =True, z < f(mazx(z, y)) = True, 0 < min(z, y) = True,
r < maz(x, y) = True, mazx(z, y) < x = True, z < g(x) +y = False} )

Les regles de réécriture de C'R permettront de normaliser les monémes de P et les équations
closes de I E. Les formules atomiques de A seront partagées entre L et GG selon le critére suivant :
Toute formule atomique qui peut se transformer dans une conjonction (vue comme un ensemble)
d’inégalités linéaires selon les transformations affichées dans le tableau 1.1, va étre envoyée a
P, sinon a G. G contient ’ensemble d’égalités auquel on va appliquer ’algorithme de cloture
par congruence pour déduire de nouvelles égalités. La procédure de décision pour 'arithmétique
linéaire va s’appliquer sur les inégalités linéaires de P.

On va noter par linearize le processus de transformation d’une formule atomique dans une
conjonction d’inéquations linéaires. Une formule est linéarisable si et seulement si on peut lui
appliquer linearize.

Exemple 6.3.2 Toute formule atomique de la forme p = True (resp. p = False) est équivalente
a linearize(p) (resp. linearize(—p)) si p est linéarisable. Ainsi

— linearize(z < f(maz(x, y)) = True) = {z — f(maz(z, y)) <0}, et

— linearize(z < g(x) +y = False) = {g(z) +y — z < 0}.

t [Kapur et al., 1994]
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La procédure de décision pour ’arithmétique linéaire L’algorithme arith met en ceuvre la
procédure de décision présentée dans ’exemple 1.6.1. Il prend en entrée un ensemble d’inégalités
linéaires et retourne soit i) inconsistant, si une inégalité linéaire impossible a été dérivée, soit
ii) un nouvel ensemble d’inégalités linéaire avec I’ensemble d’égalités implicites préalablement
déduites.

Les monomes d’une inégalité linéaire sont ordonnés selon un pré-ordre total sur les termes,
similaire & celui présenté dans [Kaufmann et Moore, 1999).

Définition 6.3.2 (pré-ordre total sur les termes clos) Soient t; et ty deux termes et <g
la partie stricte du pré-ordre, définie comme suit: t; <g¢ to ssi

— le nombre de positions de variables de t1 est inférieur a celui de to, ou

— les nombres de positions de variables de t1 et to sont égauzr, mais le nombre de positions
strictes de t1 est inférieur a celui de ta, ou

— les nombres de positions de variables de t1 et to sont égaux, les nombres de positions strictes
de t et ty sont égaux et t; est plus petit que to selon un certain ordre lexicographique.

Ce pré-ordre peut s’étendre aux termes clos si on considére un pré-ordre lexicographique total
sur les variables.

Le calcul de la cléture par congruence L’entrée de I’algorithme de calcul de la cléture
par congruence, congr, est un ensemble fini d’équations et de diséquations. Le résultat est soit
i) inconsistant, si une diséquation triviale de la forme s # s a été dérivée, soit ii) un nouvel
ensemble d’équations et de diséquations. Les nouvelles équations sont engendrées par un algo-
rithme de complétion [Knuth et Bendix, 1970] sur les termes clos en utilisant la réécriture, comme
dans [Huet et Lankford, 1978]. Les équations rencontrées pendant le processus de complétion
sont transformées en regles de réécriture inconditionnelles, en les orientant a 1’aide de 'ordre
<g4t- Puisque I'algorithme de complétion sur un ensemble d’équations closes termine toujours, le
nouveau systeme de réécriture obtenu a la fin peut étre utilisé pour normaliser les membres des
diséquations.

Dans la suite, on va schématiser I’échange de données entre les composantes d’une C-structure
et entre la C-structure et ’environnement de preuve. Puis, on va présenter un exemple d’appli-
cation de ce schéma de coopération.

6.3.1 Diagramme du flot de données

Les interactions entre les composantes d’une C-structure et entre la C-structure et ’environ-
nement de preuve sont décrites dans la figure 6.1 par des opérations indiquant le flot de données.
Les composantes de la C-structure sont encadrés dans un rectangle en pointillé.

Chaque opération peut étre considérée comme une transition entre deux états de la

C-structure. Par = °P , on dénote la transition associée a l'opération name —op €
{G2CR, A2G, L2G, A2L, normalize, augment_L}, définie dans la figure 6.2. De plus, [AmETOP, re-

tourne une liste d’opérations a exécuter ultérieurement.

t imposé par des ordres sur la structure des objets du langage OCaml [Leroy et al., 2000], utilisé pour mettre
en ceuvre SPIKE.
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C R normalize L augment_L R (C)

regles de réécriture inéquations 5 i iti
ir?conditionnelles équatiogs implicites équations conditionnelles
G2CR L2G A2L

G A2G A

(dis)équations closes formules atomiques :

FiG. 6.1 — Le flot de données

Les premieres deux opérations de la figure 6.2, A2L et A2G, initialisent respectivement les
composantes P (de L) et G avec des inéquations linéaires et des équations closes obtenues a
partir des formules atomiques de A. La regle A2L applique en outre ’algorithme arith sur le
nouvel ensemble d’inéquations linéaires. Toutes les nouvelles regles de réécriture, obtenues apres
I’application de congr sur G, sont transférées a C'R par G2CR. La regle L2G vide simplement les
équations implicites de I E pour les stocker dans G. Les mondémes des inégalités linéaires de P
et les équations closes de I E sont normalisés par des regles de réécriture de C'R, suite a 'appli-
cation de normalize. La derniére des opérations, augment_L, augmente I’ensemble d’inéquations
linéaires en utilisant des regles de réécriture provenant de I’environnement de preuve. Ensuite,
elle applique arith sur le nouvel ensemble d’inégalités.

L’ensemble R(C') contient des (instances d’) équations conditionnelles provenant des axiomes,
des lemmes ou bien des éléments du contexte de C', selon le type de la regle d’inférence appliquée
a la clause C (voir la figure 3.1).

L’opération d’augmentation, dénotée par Oracle_A, est décrite dans la figure 6.3. Dans un
premier temps, il faut trouver une instance d’une régle de R(C') dont la conclusion est linéari-
sable et I’ensemble d’inégalités obtenu apres linéarisation i) contient un monéme maximal d’une
inégalité de P, mais avec un coefficient de signe opposé, et ii) tous les autres monoémes s’identi-
fient avec des mondmes des inégalités de P. Si la conclusion de la régle est prouvable, on retourne
I’ensemble d’inégalités. Dans la preuve des conclusions, on a le droit d’utiliser des éléments du
contexte de C, selon le schéma d’intégration de la définition 3.5.2.

La stratégie La facon d’exécuter les opérations peut étre fixée par une liste de noms d’opé-
rations, initialisée par [A2G, A2L]. Le premier élément de la liste détermine I'opération courante
a exécuter. A chaque application d’'une opération, on remplace son nom avec les noms d’opéra-
tions de la liste retournée apres son exécution. On dit que le schéma de coopération a échoué
si on arrive a la liste vide []. Dans ce cas, le schéma de coopération n’a pas été suffisamment
puissant pour détecter des inconsistances.
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(CRI|AUE| G| (PeIE) 225 (CR|A|G| (P e IEUIE"))

. [ (1) & est 'ensemble maximal tel que Ve € &, e est linéarisable
ou (2) (IE', P') = arith({Ugecelinearize(e’)} U P)

Retourne : si £ = () alors [] sinon (si IE’ = () alors [augment_L| sinon [augment_L; L2G])

(CRIAUE|G|L) 25 (CR|A|GUE|L)

ot & est 'ensemble maximal tel que Va = b € £, a = b n’est pas linéarisable

Retourne : [G2CR]

(CR|A|G| L) R ACRUE| A congr(G) | L)

ou Ya—be& onaa=>becongr(G)eta>;b

Retourne : [normalize]

(CR|A|G|(PeIE) 25 (CR|A|GUIE| (P e0))

Retourne : [G2CR]

(CRIA| G| (PeIE)) ™5 (CR|A| G| (P o IE))

(1) P est P dont les monoémes sont normalisés par des regles de CR
o, { (2) IE' est IE dont les membres de ses équations
sont normalisés par des regles de CR

Retourne : [A2L]

augment_L
) ——

(CR|A|G|(PeIE CR|A|G| (P e IEUIE))

ol { (1) &€ = Oracle_A((CR| A| G| (P e IE)))
(2) (P, IE") = arith({Uecglinearize(e)} U P)

Retourne : si £ = () alors [] sinon (si JE’' = () alors [A2L] sinon [L2G; A2L])

Fia. 6.2 — Opérations décrivant le flot de données
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Oracle A((CR| A| G| (P o IE)))
( (1) pt A...Apy, =1 =r est une instance d’une équations conditionnelle de R(C')
2) u est un mondme de linearize(l = r) dont le coefficient est ¢
3) les autres monomes de linearize(l = r) se trouvent dans la C-structure
4) u est aussi un mondme maximal d’une inégalité de P dont le coefficient est ¢
tel que cxcd <0

(5) il existe une J'-preuve de (U'_,{C V p;}, H) sachant que H
L sont des éléments du contexte de C'

(
(
(
(

ol

Retourne: ! =1r

FiG. 6.3 — L’opération d’augmentation Oracle_A

Un exemple

Soit C la conjecture de I'exemple 6.3.1. On suppose que R(C) contient {maz(z’, /) = 2’ =
min(z', y') =/, p(z') = True = f(2') < g(2') = True}.

On va montrer comment on peut déduire une inconsistance par I’application des regles de la
figure 6.2 sur la C-structure initiale de C':

(A : A{p(x)=True, z < f(max(z, y)) = True, 0 < min(z, y) = True,
xr < max(x, y) = True, max(x, y) < x =True, z < g(x) + y = False} )

Premierement, on distribue les éléments de A a G et L. La premiere formule atomique de A est
la seule qui n’est pas linéarisable. Par conséquent, ’état de la C' — structure apres 'application
de la regle A2G et l'initialisation de la composante P de L par A2L est:

(G A{p(z) =True}
L : ({z— f(mazx(z,y)) <0, 1 —min(z,y) <0,z —maz(z, y) <0, max(z, y) —
<0,9(x)+y—2<0}e0))

Par l'addition des inégalités © — max(z, y) < 0 et maz(x, y) — x < 0, on obtient I'inégalité
0 < 0. Ainsi, la procédure de décision pour Parithmétique linéaire dérive I’équation implicite
max(z, y) = x. D’autre part, 'inégalité g(x) +y — f(maz(z, y)) < 0 est le résultat de ’addition
de g(z)+y—2 < 0et z— f(maz(z, y) < 0. Le nouvel état de la C-structure apres I'application
de A2L devient:

p(x) = True}
) e{z— f(max(x,y)) <0,1—min(z,y) <0, z—mazx(z, y) <0, mazx(z, y) —x
<0,9(x)+y—2<0,0<0, g(z) +y— f(maz(z, y)) <0} o {max(z, y) = z}))

On transfere maz(x,y) = x de IE vers G, par l'intermédiaire de L2G:
(G : {p(x) =True, max(z,y) =z}
L ({z— flmac(z, ) <0, 1 — min(z, y) <0, & — max(z, y) <0, maz(z, y) -
<0,9(x)+y—2<0,0<0, g(x) +y — f(maz(z, y)) <0} o 0))
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A cette étape, on applique la régle G2CR. L’exécution de congr sur C'R ne produit aucun chan-
gement. Pourtant, puisque mazx(z, y) >; x, 'égalité max(x, y) = x est transformée dans la regle
de réécriture max(z, y) — x et est finalement envoyée a CR:

(CR : {maz(z,y) — x}

G : {p(x) =True}

L : ({z— fOmax(z,y)) <0,1—min(z, y) <0, x —maz(z, y) <0, maz(x, y) —z
<0,9(x) +y—2<0,0<0, g(x) +y — f(maz(z, y)) <0} o D))

On applique normalize. Ainsi, maz(x,y) est transformé en = dans toutes les inégalités de P:

(CR : {max(z,y) — z}
G : A{p(x) =True}
L : ({z—f(z)<0,1—min(x,y) <0,
9(x) +y—2<0,0<0, g(x) +y— f(x) <0} o D))

Par A2L, on utilise la procédure de décision pour 'arithmétique linéaire sur le nouvel ensemble
d’inégalités :

(CR : {max(z,y) — z}
G : A{p(x) =True}
L : ({z—f(x)<0,1—min(z,y) <0,g(z)+y—2<0,0<0,
g9(x) +y— f(z) <0} e 0))

Dans la suite, il ne résulte plus d’équations implicites dérivées ou de nouvelles inégalités. A cette
étape, on utilise augment_L pour ajouter de nouvelles inégalités a P. Ceci est possible grace
a léquation conditionnelle {max(z’, ') = 2’z = min(2/, ¥') = ¥’} qui permet d’éliminer le
mondme maximal min(z, y) de 1 —min(z, y) < 0 en utilisant la substitution {2’ — z, y' — y}.
Ainsi, par 'ajout de I’ensemble d’inégalités {min(x, y) —y < 0, y — min(z, y) < 0}, obtenu par
la linéarisation de min(x, y) = y, application de A2L induit I’équation implicite min(z, y) = y.
Elle sera transférée a G par A2G:

(CR : {max(z,y) — z}
G : A{p(x) =True, min(z, y) =y}
L : ({z—f(x)<0,1=min(z,y) <0, g(x)+y—2<0,0<0,
g9(x) +y— f(x) <0, 1 -y <0, min(z, y) —y <0, y —min(z, y)} o D))

Comme on a procédé précédemment pour ’équation maz(x, y) = x, '"équation min(z, y) =y
peut étre orientée de gauche vers la droite. Par conséquent, min(x, y) — y est éliminée de G et
ajoutée a C'R, par l'intermédiaire de G2CR.

(CR : {maz(z,y) — x, min(z, y) — y}
G : {p(z) =True}
L : ({z—f(x)<0,1—min(z,y) <0,9(z)+y—2<0,0<0,

g(x)+y— f(r) <0, 1 -y <0, min(z, y) —y <0, y —min(z, y)} o 0))

On normalise les inégalités de P avec la regle min(z, y) — y pour obtenir:
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(CR : {max(z,y) — x, min(z, y) — y}
G : A{p(x) =True}
Lo+ (2o f@)<0,1-y<0 g(x)+y—z<0,

0<0,g(x)+y— flx) <0} o))

Puisque 'application de la procédure de décision n’apporte pas de nouvelles informations, on ap-
plique une seconde fois augment_L. Cette fois-ci, on utilise p(z') = True = f(2') < g(2’) = True
avec la substitution {2’ — z}. La condition p(x) = True est satisfaite en utilisant 'information
contenue par la composante G de la C-structure. On ajoute ainsi l'inégalité f(x) — g(z) < 0 &
P:

(CR : {maz(z,y) — =, min(z, y) — y}
G : {p(x) =True}
Lo ({f(x) —g(2) <0, 2= f(x) <0, 1 =y <0, g(x) +y — 2 <0,
0<0, g(x) +y— f(z) 0,1 <0} e0))

Finalement, la procédure de décision engendre I'inégalité impossible 1 < 0 apres ’addition de
1—y <0, f(x) —g(z) <0et g(x)+y— f(z) <0. Par conséquent, elle retourne inconsistant.

6.4 Propriétés de ’algorithme de coopération

Dans cette section, on va analyser les propriétés de correction et de terminaison du schéma
de coopération décrit dans la section 6.3.

D’abord, on va montrer que l'algorithme appliqué a une conjecture C' retourne un ensemble
couvrant contextuel vide de C si on retourne inconsistant.

Théoréme 6.4.1 (correction) Soit C une clause et Cxt = (Ct, C?) le contexte associé a C.
Si, pendant application des regles de la figure 6.2 sur sa C-structure, soit arith soit congr

retourne tnconsistant alors Ax U C}jCCT U CiCCT Fina CT pour chaque substitution close T.

Preuve On associe & une C-structure S = (CR| A| G | (P e IE)) I'ensemble de formules
atomiques

O =CRUAUGUIEUUpcp{p = True}
Il suffit de montrer que:

1. si Sy est la C-structure initiale et A ®¢ = —~C alors Az U C;CCT U CicCT UPCT g s, 7,
pour toute substitution close 7 .

2. pour toutes C-structures S; et S; telles que S; name—op S; avec name —op €

{G2CR, A2G, L2G, A2L, normalize, augment_L}, on a AxUCleCTUCZCCTLJ(IJSiT Find Ps,7,
pour toute substitution close 7.

3. si soit arith soit congr retourne incomnsistant lorsqu’on applique une des regles
A2L, G2CR, augment_L sur une C-structure .S, alors Az U C;CCT U CiCCT Feind s, pour
toute substitution close 7.
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Supposons par absurde que ces conditions sont satisfaites et qu’on a retourné inconsistant
name—op name—op

au bout d’une suite de transformations de C-structures S; Sn, avecn > 1.
D’autre part, on suppose qu’il existe une substitution close 6 telle que Az U C}jCCG U Ciccg Find
C0. A partir de la premiere condition, on a Az U CLCCG U Cicce Find ®s,0.

Afin de trouver la contradiction, dans la troisieme condition on instancie 7 avec 8 pour obtenir
Az U CLCCG U Cicce Find ®s,0. Par des applications successives de la deuxiéme condition sur
chaque S;, on déduit que Az U CLCCH U C2<CC'0 Find ©s,0, pour tout i € [1..n — 1] et en particulier
pour i = 1. Contradiction.

Dans la suite, on va vérifier chacune des conditions. La premiere est satisfaite car &g =
Ueca{e}, ou A contient toutes les formules atomiques de —=C', résultant ainsi g = o

Pour vérifier la deuxieme condition, on utilise les propriétés suivantes par rapport a:

(Prop. 1). linearize. Pour toute formule atomique linéarisable e, si linearize(e) est ensemble
d’inégalités linéaires Py alors {e}7 =ing Upep, {p1 = True}r, pour toute substitution
close 7.

(Prop. 2). arith. Pour tout ensemble d’inégalités linéaires P, si arith(P)) = (I Ey, P,), alors
Py <% P. De plus, les équations implicites de I Es sont des conséquences de P,
selon les théoremes 1.6.1, 1.6.2, et 1.6.3. Par conséquent, Uy, cp, {p1 = True}r Eing
(Upyepy {p2 = True} UUcerp, {€})T, pour toute substitution close 7.

(Prop. 3). congr. Pour tout ensemble d’équations et diséquations closes &, si congr(€) = &,
alors E1 =g £'7, pour toute substitution close 7.

On va faire une analyse par cas selon le type d’opération effectuée.

— On considere que A2L a été appliquée sur S} = (CR|AUE |G| (P o IE)) tel que £

est I’ensemble maximal contenant seulement des formules atomiques linéarisables. La C-
structure résultée est So = (CR| A| G| (P’ e IEUIE')), ou P', IE" sont définies dans
la suite. Dans un premier temps, si £ # () alors toutes les formules atomiques de £ sont
linéarisées dans I’ensemble d’inégalités linéaires dénoté par P;. Par les propriétés (P2) du
chapitre 2 et (Prop. 1), on déduit que Az U CleCT U CicCr UUcee{e}T Eind Uper {p1 =
True}r, pour toute substitution close 7.
Puis, sur 'ensemble d’inégalités PUP;, on applique arith tel que arith(PUP,) = (IE’, P').
De nouveau par les propriétés (Prop. 2) et (P2), on a Az U Ciccr U CiCCT U Upepup, {p =
True}t f=ing (Upep{p’ = True} U Uccrp{e})7, pour toute substitution close 7. Donc
Ar U CleCT U CicCT U®Pgs, 7 Fing s, 7, pour toute substitution close 7.

— On suppose que A2G a été appliquée sur S; = (CR| AUE | G | L) tel qu’on obtient Sy =
(CR|A|GUE | L). La deuxieme condition est trivialement satisfaite puisque &g, = Pg,.

— Supposons que G2CR a été appliquée sur S; = (CR| A| G| L) en résultant Sy = (CRU
E | A| congr(G) | L), ou chaque regle de réécriture de £ est obtenue par l'orientation d’une
équation de congr(G). La condition est satisfaite par la propriété (Prop. 3).

— Si normalize a été appliquée & une C-structure S; = (CR| A| G | (P e IE)), la condition
est aussi satisfaite : C-structure résultée a été obtenue par des remplacements d “égaux par
égaux des éléments de P et I E par l'intermédiaire des regles de réécriture de C'R.

— Finalement, on va montrer que la condition est aussi satisfaite si on applique augment_L
sur S1 = (CR| A| G| (P e IE)) pour obtenir Sy = (CR| A| G| (P' e IEUIE")). Sup-
posons que £ = Oracle_A((CR| A|G | (P e IE))). Dune part, on a Az UCL . U

C2<CCT Fina ET, pour toute substitution close 7. D’autre part, si (P', IE') =
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arith({Ueeglinearize(e)} U P), on obtient comme dans le cas de A2L que Az U CljcCT U
CiCCT U Upe{Ueeglinearize(e)UP}{p = TTU@}T ):ind (Up’GP’ {p/ = TTU@} U UeEIE’{e})T7 pour
toute substitution close 7.

On va analyser si la derniére condition est satisfaite. Soit S = (CR| A| G| (P e IE)). On
suppose que inconsistant a été retourné par

— congr(G). Puisqu’il existe une diséquation de G de la forme s # s, on a =g =(/\ Ps). Par
conséquent, Az U CleCT U CZCCT Eind ~(/\ ®s)7, pour toute substitution close 7. Sous une
forme équivalente, on peut dire que AxU CLCCT U CiCCT Find T, pour toute substitution
close T.

— arith(P). Alors, il existe une inégalité impossible dans P. De la méme fagon comme on a
procédé pour le cas précedent, on peut déduire que la derniere condition est aussi satisfaite
par S.

Fin de preuve

Théoréme 6.4.2 (terminaison des dérivations en horizontale) Toute suite d’applica-
tions des regles de la figure 6.2 termine.

name—op
_

Preuve Supposons l'existence d’une suite de transformations de C-structures S
name—op name—op
Si

... selon une stratégie arbitraire.

L’ensemble de monémes de P se modifie seulement par la réécriture avec des regles de
CR. Puisque 'ordre >, est bien fondé, il existe une étape j a partir de laquelle normalize ne
s’appliquera plus pour modifier cet ensemble. Soit S; = (CR| A| G | (P e IE)) la C-structure
a l’étape j. Le nombre de monémes maximaux est fini et les instances de R(C') qu’on peut utiliser
pendant 'augmentation est aussi fini. De plus, tous les monomes des inéquations linéaires ajoutés
par augmentation existait déja dans des inéquations de P. Ainsi 'application d’arith termine
sur ’ensemble augmenté d’inéquations. Par conséquent, le nombre d’équations implicites qu’on
peut engendrer pendant les étapes qui suivent j est fini puisque elles établissent seulement des
relations d’égalité entre de monémes de P. Soit IE’ cet ensemble d’équations implicites . D’autre
part, 'application de congr sur G U IE’ termine aussi.

Fin de preuve

6.5 Travaux voisins

Boyer et Moore [Boyer et Moore, 1985] ont été les premiers & définir et mettre en ceuvre
I’heuristique d’augmentation afin d’accroitre 'efficacité de l'intégration d’une procédure de
(semi-)décision pour I'arithmétique linéaire dans leur démonstrateur NQTHM [Boyer et Moore,
1979]. Leur procédure de (semi-)décision peut également manipuler des disjonctions d’inéqua-
tions linéaires ainsi que des inéquations linéaires conditionnelles. Suite & de nombreuses expéri-
mentations, ils ont conclu que la procédure de décision est tres peu utilisée sans cette heuristique,
tandis qu’avec elle le dégrée d’automatisation du démonstrateur s’améliore considérablement.
Malheureusement, leur schéma d’intégration est informel et il n’y a pas de preuve de terminai-
son.

1 dans le pire de cas, on considere que I E’ contient toutes les relations d’égalités entre les membres des monémes
de P.
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Plusieurs travaux ont été inspirés du schéma d’intégration proposé par Boyer et Moore.
Kapur, Musser et Nie présentent dans [Kapur et Nie, 1994] un schéma enrichi avec une procédure
de décision pour la théorie de 1’égalité qui est mis en ceuvre dans le démonstrateur [Kapur et
al., 1994]. De méme, aucune preuve de terminaison n’est faite. Des preuves de la terminaison
de schémas similaires n’ont été données que récemment. Ainsi, dans [Janici¢ et al., 1999] on
illustre un cadre flexible d’intégration des procédures de décision. Pourtant, la condition de
terminaison est une contrainte forte qui affaiblit ses performances. Encore plus général est le
schéma, paramétré utilisé dans une version récente d’un cadre de simplification appelé Constraint
Contextual Rewriting [Armando et Ranise, 1998], qui permet de séparer la réécriture de la
procédure de décision donnée comme parametre. Dans [Armando et Ranise, 2000] on montre sa
terminaison.

Un résultat dans le but de formaliser le schéma de Boyer et Moore a été présenté dans
[Giunchiglia et al., 1994] sous la forme d’un cadre de spécification qui permet la description du
processus de composition des systemes de raisonnement a l'aide des regles similaires au calcul
des séquents. Son niveau logique a été décrit dans [Coglio et al., 1997].

6.6 Conclusions

Nous avons présenté une procédure de (semi-)décision construite a partir d’'un schéma de
coopération entre une procédure de décision pour la théorie de ’égalité et une procédure de
(semi-)décision pour Iarithmétique linéaire. Elle peut étre facilement intégrée dans des démons-
trateurs basés sur des ensembles couvrants contextuels pour lesquels elle permettrait d’engendrer
des ensembles couvrants contextuels vides.

Pour des raisons d’efficacité, nous avons choisi des procédures de (semi-)décision pour les
théories individuelles les plus simples. Par rapport & [Boyer et Moore, 1985], notre schéma ne
permet pas le traitement des disjonctions d’inéquations linéaires et des inéquations linéaires
conditionnelles. De plus, par opposition avec [Nelson, 1981], nous n’utilisons pas de variables
d’abstraction. Ceci rend impossible 'application de la procédure de (semi-)décision pour I’arith-
métique linéaire a des sous-termes de mondémes ou de membres d’équations et d’inéquations.
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7

Analyse des interactions de services
téléphoniques
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7.1 Introduction

Au cours de ces dernieres années, on a assisté a une croissance continue du nombre de
services de télécommunications offerts par les réseaux téléphoniques, comme les renvois d’appels,
les numéros abrégés ou le filtrage d’appels. Lorsqu’on ajoute un nouveau service a un systeme
téléphonique, on modifie le comportement global du systeme par son comportement, ce qui peut
entrainer des interactions avec les services déja existants. Un probleme délicat est la détection
des interactions incompatibles avec le comportement attendu des services ou inattendues du
point de vue de l'utilisateur. Vérifier si un service produit le comportement attendu est une
tache complexe, difficile a résoudre sans ’aide d’outils automatiques.

Dans ce chapitre, on présente dans un premier temps une méthodologie de spécification
de systemes téléphoniques a un niveau abstrait et puis une étude de cas. La méthodologie
permet de détecter et de résoudre off-line des interactions du point de vue de 'utilisateur avec
des techniques basées sur la réécriture conditionnelle et la récurrence implicite. Elle repose sur
une vue fonctionnelle et globale du réseau qui se modifie constamment par des séquences de
commandes. La spécification des services se fait a 1’aide des équations conditionnelles. L’outil
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automatique qu’on va utiliser est SPIKE, présenté dans le chapitre 4. On peut distinguer deux
modes de travail de SPIKE: dans le mode réfutationnel, il se comporte comme un model-
checker pour détecter des situations conflictuelles entre les services. Normalement, on va utiliser
le mode réfutationnel lorsqu’on s’attend a rencontrer des problemes dans des configurations de
systemes téléphoniques de petite taille. L’exploration de I’espace de recherche se fait facilement
par un mécanisme d’instanciation graduelle. Dans le mode positif, le prouveur peut vérifier des
invariants des systemes potentiellement infinis par des procédures de preuve grace au mécanisme
de récurrence implicite de SPIKE.

La structure du chapitre est la suivante. On présente en premier lieu le probleme d’inter-
actions par deux exemples typiques. Dans la section 7.2, on définit formellement deux classes
d’interactions de services. La section 7.3 contient un bref survol de travaux similaires et d’ap-
proches basées sur d’autres outils (semi)automatiques, langages de spécification et techniques
de détection et résolution. Notre méthodologie pour la détection et la résolution des interactions
de services est développée dans la section 7.5. Elle se repose sur les spécifications formelles du
réseau et des services introduites avant dans la section 7.4. Ensuite, la section 7.6 décrit dans
une étude de cas l'application de la méthodologie lorsqu’on compose les spécifications de deux
services donnés. Le chapitre se termine par des remarques techniques sur la vérification de cet
exemple. Dans ’annexe A, le lecteur peut consulter la spécification composée obtenue avec notre
méthodologie.

Exemples de services et d’interactions de services

Les services utilisés dans les exemples tout au long de ce chapitre sont :

— CFU (Call Forward Unconditional) - le renvoi inconditionnel des appels. Tous les appels
a un abonné donné sont renvoyés a un certain numéro téléphonique.

— TCS (Terminating Call Screening) - le filtrage des appels a leur arrivée a destination.
L’abonné doit refuser toute connexion en provenance des postes dont le numéro télépho-
nique se trouve dans une liste donnée, appelée liste noire.

— ABD (ABbreviated Dialling) - la numérotation abrégée. Des petits nombres, a quelques
chiffres, sont traduits en numéros téléphoniques. Ces numéros s’appellent des numéros
abrégés.

— OCS (Originating Call Screening) - le filtrage des appels au départ. I’ abonné ne peut pas
appeler les postes dont les numéros se trouvent dans une liste noire gérée par ’abonné.

Exemple 7.1.1 Un premier exemple présente une interaction due a l'inter-fonctionnement de
CFU et TCS. Elle peut étre détectée par une approche a haut niveau, basée sur ’analyse des
propriétés de ces services. On suppose que CFU et TCS sont disponibles dans un réseau a trois
utilisateurs. Le deuzxieme utilisateur est abonné a CFU et renvoie tous les appels recus vers le
troisiéme utilisateur qui, a son tour, est abonné a TCS et a le premier utilisateur dans sa liste
noire. L’interaction se passe au moment ou le premier utilisateur appelle le deuzriéme: grace
au CFU, lappel est ainsi renvoyé vers le troisieme et finalement la connexion s’établit entre le
premier et le troisieme. Ceci est en contradiction avec la spécification du service TCSS.

Exemple 7.1.2 L’exemple suivant montre une interaction de service qui peut étre détectée par
une approche & bas niveau, plus précisément, par 'analyse du comportement des services. On
suppose qu’un utilisateur est abonné a la fois a ABD et OCS. Si celui-ci appelle un numéro
abrégé se trouvant dans la liste noire de OC'S, on peut avoir deux comportements différents selon
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les priorités d’exécution des deux services lorsque le petit nombre associé a ce numéro abrégé est
composé; si ABD est prioritaire, [’appel est annulé. Sinon, comme le petit nombre ne se trouve
pas dans la liste noire, la connexion va s’établir.

7.2 Définitions formelles des interactions de services

Les spécifications de services téléphoniques doivent décrire leur comportement, ainsi que leurs
propriétés attendues.

Par son comportement, tout nouveau service ajouté va modifier le comportement global du
systeme téléphonique. On suppose que les services sont ajoutés de maniere incrémentale a un
service de base, nommé POTS (Plain Old Telephone System), qui integre les fonctionnalités
primaires du systeme téléphonique. Formellement, soient deux descriptions de services, F; et
F5, et leur ensemble de propriétés, ®; et Py, tels que F1/POTS |=;nq+ P1 et respectivement
Fy/POTS ipg+ P2, ot F;/POTS est 'ensemble d’axiomes de la spécification logique du service
F; (i € [1..2]) qui est ajoutée au POT'S. Alors, il n’y a pas d’interaction si on peut déduire
(F1 @ Fy)/POTS Eipgx ©1UPg, ou (F1 @ Fy) est la spécification composée des services F; and
F.

Généralement, on distingue deux classes d’interactions: certaines sont dues au non-
déterminisme du comportement global du systeme engendré par la composition des compor-
tements individuels des services adjacents. Elles sont similaires a 'interaction entre OCS et
ABD de I’exemple 7.1.2. Les autres interactions se distinguent lorsque la spécification composée
ne satisfait pas les propriétés de (ou n’est pas conforme a) chaque spécification de service a part,
comme le scénario présenté dans I’exemple 7.1.1 I’a montré pour la combinaison des services

CFU et TCS.

Le fonctionnement du systeme téléphonique est modélisé, en général, soit par un systeme dis-
tribué formé par un ensemble de processus distribués et communicants, soit comme un automate
qui décrit le comportement du systeme global, composé par les automates décrivant les com-
portements de chacun de ses services. Dans le deuxieéme cas, le comportement d’un service est
indiqué sous la forme de séquences calculables d’états de ’automate associé, qui sont construites
par I'exécution d’un ensemble de transitions simples a partir d’un état initial.

Dans la suite, on va définir formellement les deux classes d’interactions. Pour la premiere,
Bredereke [Bredereke, 1995; Bredercke, 1996] donne la définition suivante :

Définition 7.2.1 (interaction due au non-déterminisme) Soit A l'automate qui décrit le com-
portement global d’un systéme téléphonique. On dit que le service [ interagit avec le service g
sii) f # g, et ii) il existe une séquence calculable ¢! qui contient au moins une f-transition
simple, et iii) une séquence calculable ¢9 qui contient au moins une g-transition simple, et i) un
index i € N tel que

1. <cg,...,cf> :<cg,...,cf>, et

(]
2. la transition simple (c{, C{_H) appartient seulement a l'automate décrivant le comportement
de f, et
3. la transition simple (cf, clgﬂ) appartient seulement a l’automate décrivant le comportement
de g.
Alors, on a un non-déterminisme du comportement global qui se produit au point de choix i. De
tels points de choix indiquent des interactions potentielles a bas niveau entre les fonctionnements
des deux services.

109



Chapitre 7. Analyse des interactions de services téléphoniques

Introduisons la deuxieme classe d’interactions. Soit L un ensemble de commandes représen-
tant des actions observables du point de vue de I'utilisateur. On va dénoter i) par P(L) ’ensemble
de traces, représentant des séquences calculables de commandes, et ii) par Trace(G), 'ensemble
de traces de 'automate G décrivant le comportement d’un service téléphonique.

Définition 7.2.2 (interaction due a la non-conformité) Soient I et C' deuzr automates décrivant
respectivement les fonctionnements des services f et g. On dit que I est conforme a C si

Vo € Trace(C), VA C L, si Accepte(C, o, A) alors Accepte(I, o, A),

ot Accepte(G, T, A) est vrai si l'automate G accepte la trace T pour ’ensemble d’actions ob-
servables A. Alors il y a une interaction au niveau des propriétés des services f et g si I n’est
pas conforme a C.

Le concept d’interaction de services est plus général et complexe. Les deux classes d’in-
teractions qu’on a présentées ne sont pas adéquates, par exemple, au traitement des aspects
non-fonctionnels des services (en particulier ceux qui concernent la performance, le temps réel
ou les propriétés de sécurité) dont 1'analyse formelle est plus difficile a réaliser.

7.3 Etat de l'art

Spécification et détection

Les outils automatisés sont principalement utilisés dans ’analyse off-line des services. Ceci
ne serait pas possible sans des descriptions formelles modélisant le systeme téléphonique, ainsi
que ses services. La méthodologie standard pour la détection des interactions requiert deux
telles descriptions: I'une est faite dans un langage qui permet d’exprimer le comportement des
services, comme SDL [Turner, 1993] dans [Faci et Logrippo, 1994], Estelle [ISO/TC 97/SC 21,
1989] dans [Bredereke et Gotzhein, 1995], LOTOS [ISO/TC 97/SC 21, 1988] dans [Boumezbeur
et Logrippo, 1993; Stepien et Logrippo, 1995] ou Promela [Holzmann et Peled, 1995] dans [Lin
et Lin, 1994]. L’autre description utilise un langage de plus haut niveau, assez expressif pour
spécifier leurs propriétés. Celui-ci est, en général, une variante de la logique de premier ordre,
comme Prolog [Clocksin et Mellish, 1981] dans [Frappier et al., 1996], ou de la logique temporelle,
comme la logique d’actions de Lamport (TLA) [Lamport, 1991] dans [Blom et al., 1994]. Il y a des
langages de spécification suffisamment puissantes pour exprimer les deux descriptions a la fois,
comme B [Abrial, 1996] dans [Mermet et al., 1998; Cansell et Méry, 2000] ou les spécifications
conditionnelles T. D’autre part, la technique de vérification largement utilisée dans la détection
des interactions est le model-checking.

Dans l'article de Lin et Lin [Lin et Lin, 1994], les comportements de services sont écrits en
Promela tandis que les propriétés dans un langage basé sur la logique temporelle. L’outil SPIN
vérifie les propriétés par model-checking.

A l’aide de I'outil GEODE [Encontre, 1989], Combes et Pickin [Combes et Pickin, 1994] véri-
fient par model-checking des propriétés exprimées en logique temporelle. Pour cela, les formules

logiques sont traduites en diagrammes de séquences de messages (MSC) [ITU-T, 1993b]. Les
descriptions de bas niveau sont codées en SDL.

T A voir notre méthodologie présentée dans la section 7.5.
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Braithwaite et Atlee [Braithwaite et Atlee, 1994] utilisent une technique de spécification
semi-formelle, basée sur une notation tabulaire, pour vérifier des propriétés liées aux automates,
comme le non-déterminisme. Cette méthode permet aussi la découverte des violations des pro-
priétés spécifiées explicitement par I'utilisateur.

LOTOS est un langage de spécification largement utilisé pour décrire les comportements
des services. Bouma et Zuidweg [Bouma et Zuidweg, 1993 expriment les propriétés des services
dans une logique temporelle ramifiée et utilisent manuellement 1’outil LITE pour faire du model-
checking. Il existe aussi des variantes plus automatiques de cette méthodologie grace a I'outil
Caesar/Aldébaran [Fernandez et al., 1992] dans [Korver, 1993]. Une approche similaire plus
récente est celle proposée par Thomas [Thomas, 1998] qui emploie le p-calcul modal comme
langage de spécification des propriétés.

Les méthodes de détection on-line, appliquées lorsque les services sont activés, sont moins
nombreuses et plutot informelles. [Tsang et Magill, 1998] entrainent des réseaux neuronaux pour
apprendre le comportement de chaque service séparément. La modification du comportement
d’un service, lors de son inter-fonctionnement avec d’autres services, sera détectée par le réseau
neuronal qui a «appris a reconnaitre» le fonctionnement correct du service.

Les étapes de modélisation et de spécification sont souvent allégées par des méthodes infor-
melles, basées sur la reconnaissance et le traitement du langage naturel. Le systeme GATOR
[Dankel et al., 1994] traduit semi-automatiquement des textes en langage naturel en ensembles
de prédicats. L’utilisateur doit lui fournir des explications sur les termes inconnus, par rapport
a une base de connaissance formée par des prédicats obtenus de maniere similaire, et donner des
précisions pour éliminer les ambiguités du texte. Ces ambiguités représentent des interactions
potentielles. Dans [Charnois, 1997], la base de connaissance est représentée sous la forme d’une
composition de graphes conceptuels, chaque service étant décrit par un tel graphe.

Résolution

Généralement, il existe deux classes de méthodes pour résoudre les interactions de services. La
plus classique est la résolution par restriction, lorsqu’un service ou certaines de ces fonctionnalités
sont suspendus. Le choix du service a suspendre se fait a 'aide d’une table de priorités entre les
services [Bredereke et Gotzhein, 1994], ou bien par un langage de spécification comme Delphi
[Bostrém et Engstedt, 1995]. Fritsche [Fritsche, 1995] propose un gestionnaire d’interactions qui
controle des messages passés entre les services et le réseau par l'intermédiaire d’une matrice
contenant les conditions selon lesquelles un service est suspendu, altéré ou remis en marche. Une
autre technique de résolution on-line plus élaborée est MCP (Modular Control with Priorities)
[Chen et al., 1997]. Elle permet Iinterdiction des fonctionnalités jugées indésirables par des
« surveillants » qui supervisent le comportement de chaque service. Encore plus puissante est celle
proposé par [ITU-T, 1993a] : les gestionnaires d’interactions FIM (Feature Interactions Manager)
sont des arbitres entre les services et le réseau. Aggoun et Combes [Aggoun et Combes, 1997]
utilisent respectivement des observateurs passifs et actifs pour la résolution off-line et on-line.
Les observateurs actifs doivent étre capable de résoudre les situations conflictuelles en temps
réel.

L’autre méthode de résolution est basée sur la coopération entre les services pour trouver un
compromis dans les cas critiques. Iraqi et Erradi [Iraqi et Erradi, 1997] ont proposé un protocole
qui permet d’éviter les interactions par échange d’informations entre les services. Griffeth et
Velthuijsen [Griffeth et Velthuijsen, 1994] utilisent des agents qui négocient entre eux pour
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trouver, en suivant une hiérarchie de buts, un systeme d’opérations pour faire communiquer un
ensemble de téléphones.

7.4 Modélisation de services téléphoniques

Nous avons choisi de modéliser le fonctionnement du systeme téléphonique par un automate
global et de formaliser le comportement et les propriétés des services téléphoniques par des
systemes de réécriture conditionnelle. I’ensemble de commandes & considérer pendant la spé-
cification d’un certain service dépend de la granularité de la spécification qui définit le niveau
d’abstraction choisi par le concepteur du service. Par exemple, une commande de connexion entre
deux utilisateurs peut étre vue comme une suite de commandes conforme au scénario suivant :
ny décroche le récepteur, il compose le numéro de no qui répond si la ligne n’est pas occupée. Au
niveau d’abstraction le plus élevé de la modélisation, on pourrait s’intéresser seulement a savoir
si np est en connexion ou pas avec ng, sans se préoccuper de la maniére dont n; se connecte avec
ny.

Une spécification de service contient trois composantes :

— la composante de contréle, constituée principalement par des fonctions décrivant le com-
portement du service,

— la composante logique, formée par des prédicats capturant les propriétés attendues par
rapport au comportement du service, et

— la composante d’interfacage qui spécifie les structures de données et les fonctions partagées
avec les spécifications des autres services lors de leur composition.

La spécification d’un service est définie par la structure
Spec =< S, Srew, r >

ou S est un ensemble de symboles de sortes, Srew son systeme de réécriture conditionnelle et r
I’ensemble de fonctions qui permettra de corréler I'information partagée avec d’autres spécifica-
tions.

Maintenant, on va détailler le contenu de la structure Spec. L’ensemble S doit inclure au
moins les symboles de sortes suivants: Com pour les commandes, N pour les utilisateurs, Nat
pour les numéros de téléphone, Bool pour les booléens, P(N) pour les listes d’utilisateurs et
P(Com) pour des listes de commandes.

Le systeme de réécriture Srew est divisé en deux. La composante de contréle est définie
par une seule fonction spéciale, dénotée par Apply_network et déclarée comme

[Apply_network : Com x P(N) — P(N)]

Cette fonction est chargée de décrire le nouvel état global du réseau téléphonique lorsqu’une
commande s’applique dans le réseau. Dans notre approche, I’état global d’un réseau téléphonique
est décrit par I'état de chaque utilisateur individuel. Formellement, si Tel; définit 1’état de
l'utilisateur ¢, alors la configuration du réseau est la liste [Tely, ..., Tely,], ou n est le nombre
d’utilisateurs dans le réseau.

La composante logique est formée par un ensemble de prédicats concernant la satisfac-
tion des propriétés du service du point de vue de l'utilisateur apres ’exécution d’une liste de
commandes dans le réseau. Chaque prédicat Prop est déclaré comme

|Prop : P(Com) x P(N) — Bool|
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Par exemple, un tel prédicat peut capturer 'intention d’un abonné au service TC'S de ne pas
étre appelé par des utilisateurs mentionnés dans sa liste noire.

La composante d’interfagage comporte des fonctions d’identification et de translation qui
interpretent les symboles de fonctions (constructeurs ou fonctions définies) de la spécification
composée dans la spécification du service.

Pour des raisons esthétiques, on va représenter une regle de réécriture conditionnelle
(AiLy a; = b;) = lhs — rhs sous la forme du séquent

lhs

s < nom_régle, (/\1 a; =b;) >,
1=

n

ou nom_régle est I'identificateur de la regle.

7.5 Méthodologie pour détecter et résoudre des interactions de
services

Notre méthode générale pour détecter et résoudre des interactions de services téléphoniques
est basée sur des propriétés des systemes de réécriture construits a partir de spécifications condi-
tionnelles. Les regles de réécriture conditionnelles sont suffisamment expressives pour décrire a la
fois le comportement et les propriétés des services dans une méme spécification. La technique de
vérification s’appuie sur la réécriture et sur des mécanismes de preuve par récurrence implicite,
décrits dans le chapitre 4.

La méthodologie est la suivante:

M-1. proposer des systemes de réécriture conditionnelle suffisamment complets et convergents
sur les termes clos qui spécifient chaque service & part .

M-2. construire les interfaces de spécifications, par la définition des structures de données et des
fonctions qui seront partagées.

M-3. combiner, via ces interfaces, les spécifications de services afin d’obtenir une premiere version
de la spécification composée.

M-4. tester la propriété de complétude suffisante de la spécification composée et compléter les
fonctions qui ne sont pas complétement définies.

M-5. dans la spécification composée, détecter les points de choix non-déterministe et résoudre
les interactions potentielles non-déterministes en introduisant des précédences sur les ac-
tions. L’existence des points de choix est attestée si la spécification composée n’est pas
convergente sur les termes clos. Retourner & M-4 si nécessaire.

M-6. détecter les interactions dues a la non-conformité en utilisant SPIKE en mode réfutation-
nel, ou bien certifier leur absence par la preuve des invariants en mode positif.

M-7. résoudre les interactions potentielles et retourner a M-4 si nécessaire.

Si I’application de la méthodologie finit avec succes, le résultat ainsi obtenu est une spécifica-
tion des services a composer qui est suffisamment compléte, convergente sur les termes clos. De
plus, elle certifie que l'inter-fonctionnement de ces services est conforme avec le comportement
de chacun des services a part.

Les six premieres étapes de la méthodologie, instanciée pour analyser I'inter-fonctionnement
de deuz services, sont schématisées dans la figure 7.1.

1 Cette hypothese est motivée par le fait que les services sont normalement congus indépendamment les uns
des autres.
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Fic. 7.1 — L’analyse et la résolution des interactions de deux services avec notre méthodologie

7.6 Application a P’analyse de l’inter-fonctionnement des ser-
vices CFU et TCS

Dans cette section, on va appliquer la méthodologie présentée dans la section 7.5 pour détecter

et résoudre les interactions potentielles issues de linter-fonctionnement des services CFU et
TCS.

7.6.1 Spécification du service CF'U
Les sortes:

Les sortes principales de la spécification du service CFU sont utilisées pour décrire des

— utilisateurs, N©. Le symbole de constructeur de cette sorte est Tel”.
— commandes, ComC . Les symboles de constructeurs de cette sorte sont COMMC et CFUC.

— identificateurs d’utilisateur (ou de numéros de téléphone), Nat®. Les symboles de construc-
teur de sorte Nat® sont 0 et s©.

Autres sortes sont: Bool® pour les booléens, avec les constructeurs True® et False®,
P(Nat®) pour des listes of numéros, P(N®) pour I'état global du systeme téléphonique et
P(Com®) pour des listes de commandes.
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La signification des constructeurs Tel”, COMMC et CFUC est respectivement :

— Tel®(ny, n2, n3) : Nat® x Nat® x Nat® — N décrit 'état de D'utilisateur n;. Par
exemple, il nous permet de savoir si I'utilisateur est connecté a I'utilisateur ny ou bien il
renvoie a n3 les appels recus.

~ COMMC (nq, ng) : Nat® x Nat® — ComC spécifie que n; essaie de se connecter i ng.

— CFU%(ny, n2) : Nat® x Nat® — Com® indique que le service CFU® est activé pour
I'utilisateur ni et que les appels sont renvoyés vers na.

Généralement, un utilisateur est inactif dans une commande si son numéro de téléphone a
la valeur 0. Par exemple, COM M (nq, 0) signifie que n; a fini sa communication avec ny et
Telc(nl, ng, 0) que le service CFU est désactivé pour l'utilisateur n;.

Les regles de réécriture:

La fonction Apply_network®(c, r) : Com® x P(N®) — P(N®) de la composante de controle
décrit le comportement du CFU lorsqu’un appel est recu par ’abonné. Parmi les trois regles
qui la définissent : Applylc, ApplyQC et Applyg , le cas le plus intéressant est formalisé par la
regle Apply§ ; la commande COM M (nyq, na), représentant I'appel de n; vers ng, est appliquée
si 'utilisateur ng a le service CFU activé et il existe un numéro auquel tout appel vers ng est
renvoyé. Elle instancie ny avec ce numéro. Ensuite, une nouvelle commande COM M est traitée
par une fonction secondaire Apply_auz® : Com® x P(NY) — P(N?) détaillant le comportement
du service. Pour les autres cas, les arguments de la commande restent inchangés et la commande
sera traitée par Apply_auz®, selon Applyf et Applyg. La fonction transit®(ny, r) : Nat® x
P(N®) — Nat® retourne 0 si le service CFU n’est pas activé pour l'utilisateur avec le numéro
n1, sinon elle représente le numéro ou 'appel sera renvoyé.

Apply_network®(CFUC (ny, na), 1)
Apply_aux®(CFUC (ny, na), 1)

< Applylc, (True) >

La regle de réécriture

Apply_network® (COMMC (ny, na), r)

< ApplyS, ¢ >
Apply_auzC(COMMCE (ny, ny), r) pplys , ¢

est appliquée si la condition ¢ = (transit®(ng, r) = 0 Any # ny) est satisfaite.

Apply_network® (COMMEC (n1, na), 7)
Apply_aux®(COMMC (ny, transit® (na, r)), 1)

< Applyg, cond >

ot la condition cond = (transit®(na, 1) # 0 Any # ny).
Toutes les commandes COM M (ny, np) sont filtrées par Applyf :
Apply_network®(COMMC (ny, na), r)

r

< Applyf7 (n1 =ng) >

La fonction Apply_auz : Com® x P(N®) — P(NY) est définie par les regles étiquetées par App;,
avec i € [1..6]:
Apply_auz®(c, [])

[

La regle App? traite la situation triviale lorsque la commande est exécutée sur une configuration
vide du systeme global. Appg applique la commande CFUC & ’état de chaque utilisateur comme

< App§, (True) >
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c’est décrit par la fonction App_tel®. Déclarée par App_telc(c, t) : Com® x N¢ — N elle
applique la commande ¢ sur I’état courant de l'utilisateur ¢. Cette fonction est définie dans
I’annexe A.

Apply_auz® (CFUC (ny, na), [tQr])
[App_tel©(CFUC (ny, ng), t)QApply_aux®(CFUC (ny, ng), 1))
avec ¢ = (n1 # 0 A ~busy®(n1, [tQr])).
Le prédicat busy® : Nat® x P(N®) — Bool® vérifie si un utilisateur est connecté:
busy® (n, [))
False€

<App20701>3

< busyC, (True) >

busyc(”’ [Telc(nl, ng, n3)Qr])
True®

<busy20, co >
oucg = (n =nAng #0).

busyc(n, [Telc(nl, ng, ng)Qrl)
busy©(n, )

< busyg, —cy >

La regle Appg filtre les commandes CFUC lorsqu’elles ne satisfont pas ¢;.

Apply_auz®(CFUC (ny, ng), [tQr])
[tQr]

< App§, —er >

Le cas traitant la connexion de deux utilisateurs est introduit par App4c. Appg couvre le cas
de la déconnexion d’un utilisateur.

Apply_auz®(COMMC (ny, ny), [tQr])

A (&
connect®(ny, na, [tQr]) < 4PPis G5 >
La condition c3 est (n1 # 0 A ng # 0).
c c
Apply_aux® (COMM® (nq1, ng), [tQr]) < AppC. e >,

disconnect® (nq, [tQr])
ou la condition ¢4 est (ny # 0 A ng = 0).

La fonction connect®(ny, ng, ) : Nat® x Nat® x P(N®) — P(N®) connecte 'utilisateur
ny avec ng (si possible) tandis que la fonction disconnect®(n, r) : Nat® x P(NY) — P(N©)
déconnecte n du réseau r. Ces fonctions sont aussi détaillées dans 'annexe A.

La regle Appg filtre les commandes COMC lorsque le numéro n; est désactivé :

Apply_auz® (COMMC (ny, ny), [tQr])
[t@r]

< App§, (n1 =0) >

La composante logique est formée par un seul prédicat, no_sel fcall : N¢ — Bool®, qui est vrai
si I'utilisateur ne s’appelle pas par lui-méme.
no_sel fcall(Tel® (ny, ng, n3))
True®

< no_selfcally, (n1 # ng) >

no_sel fcall(Tel® (ny, na, n3))
False®
Les fonctions d’identification et de translation constituant la composante d’interfacage sont

détaillées dans la section 7.6.3.

< no_sel fcally, (n1 =ng) >

Le systéme de rééceriture ainsi construit est suffisamment complet et convergent sur les termes
clos.
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7.6.2 Spécification du service TC'S
Les sortes:

Les sortes de la spécification du service T'C'S sont similaires aux celles de la spécification du
service CFU de la section 7.6.1:

— utilisateurs, NT. Le symbole de constructeur de cette sorte est Tel” .
— commandes, Com™ . Les symboles de constructeurs de cette sorte sont COMMT et TCST.

— identificateurs d’utilisateur (ou de numéros de téléphone), Nat’. Les symboles de construc-
teur de sorte Nat” sont 07 et s7.

Bool”, P(Nat™), P(NT) et P(Com™) sont respectivement les sortes pour les booléens, les
listes de numéros, I’état global du réseau téléphonique et les listes de commandes.

La signification des constructeurs Tel’, COMMT™ et TCST est:

— TelT(ny, ng, In, f): Nat™ x Nat” x P(Nat') x Bool? — N7 décrit I’état de 1'utilisateur
n1. In est la liste noire associée au service T'C'S et ngy est I'utilisateur a qui nq est connecté.
Lorsque argument f est Truel, ny est & lorigine de I’appel.

— C’OMMT(nl, ng) : Nat” x Nat? — Com™ indique que n; essaie de se connecter & nas.
— TCST(n1, ng) : Nat” x Nat” — Com! spécifie que I'utilisateur qui possede le numéro
téléphonique ny ajoute ni dans sa liste noire.

Le symbole 0 a la méme signification comme pour le service CFU. De plus, on convient que
si la liste noire est [], alors le service TC'S est inactive pour le propriétaire de la liste.
Les regles de réécriture:

La fonction de la composante de controle, Apply_network” : Com™ x P(NT) — P(NT), est
définie comme suit. App? est similaire & App?.

Apply_network™ (c, [])

[

AprT, définie ci-dessous, traite le cas ot la commande TCST est exécutée.

< Appip7 (T'rue) >

Apply_network™ (TCST (n1, ny), [tQr])
[App_telT (TCST (ny, na), t)QApply_network™ (TCST (ny, na), r)]

< Appg7 dy >

est valide lorsque la condition d; = (n; # 0 A ng # 0 A =busy(ng, [tQr])) est satisfaite.

Le prédicat busy” : Nat” x P(NT) — Bool” est similaire & busy®. Le regles Appl et Appl
traitent les cas ot les commandes TCST et COM MY sont filtrées.

Apply_networkT (TCST (ny, ny), [tQr])

Appt, —d

Les regles Appl et App5T sont similaires & Appf et Appg, respectivement.

Apply_networkT (COMMT (ny, na), [tQr])

< Appi, dy >,
connect™ (ny, ng, [tQr]) e
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ou dy est (n1 # 0 Any # na Ang #0).

Apply_networkT (COMMT™ (ny, ng), [t@r])

< App?, ds >,
disconnect™ (nq, [tQr]) e

ou la condition est d3 = (n1 # 0 A ng = 0).

Apply_network™ (COMMT (n1, na), [t@Qr])
[tQr]

< Appg, —|(d3 V dg) >

Les fonctions App_tel” : Com™ x NT — N7 connect” : Nat” x Nat” x P(NT) — P(N7T) et
disconnect” : Nat” x P(NT) — P(NT) ont des significations similaires & App_tel®, connect® et
disconnect® | respectivement.

La composante logique est définie par le prédicat

no_call_black_list(Tel® (ny, ng, In, f)) : NI — Bool,
qui est valide lorsque 'utilisateur ny n’est pas dans la liste noire In de I'utilisateur nq :

no_call_black_list(Tel™ (ny, na, In, f))

T
TruoT < no_call_bly, (~Member~ (ng, In)) >

no_call_black_list(Tel™ (ny, na, In, f))
f
Le prédicat Member® (n, 1) : Nat” x P(Nat”) — BoolT vérifie si un numéro téléphonique se
trouve dans la liste [.

< no_call_bly, (Member® (ny, In)) >

Le systeme de réécriture ainsi construit est suffisamment complet et convergent sur les termes
clos.

La composante d’interfacage est détaillée dans la section 7.6.3.

7.6.3 Spécification composée de CFU et TCS

Afin de composer les deux spécifications de services, CFU et T'CS, présentées respective-
ment dans les sections 7.6.1 et 7.6.2, il faut définir en premier lieu les nouvelles sortes de la
spécification composée, corrélées aux sortes des spécifications de CFU et T'C'S par les fonctions
d’identification et de translation. Une fonction d’identification met en correspondance un sym-
bole de fonction de la spécification composée avec un symbole de fonction de la spécification
d’un service. D’autre part, une fonction de translation de la spécification d’un service interprete
une fonction g de la spécification composée avec une fonction de la spécification du service dont
les arguments sont strictement inclus dans ’ensemble d’arguments de g. Pour distinguer les
nouveaux symboles de sortes et de fonctions dans la spécification composée, on leur adjoint un
M en exposant.

Les sortes des numéros téléphoniques et des booléens sont similaires au cas des spécifications
de services présentée précédemment. Les symboles de constructeurs de la sorte Nat™ sont 0M
et sM auquels on associe les 0- et s-constructeurs des spécifications de TC'S et CFU par des
fonctions d’identification idf¢ et idf” : idf¢(0M) = 0, idfT(0M) = 07, idfC(s™) = s© et
idfT (sM) = sT. On procede de la méme maniere pour la sorte BoolM.

L’ensemble de symboles de constructeurs de sorte Com™ est {CFUM, COMMM  TCSM}.
Les relations avec les autres constructeurs sont : idf¢ (CFUM) = CFUC, idfT(TCSM) = TCST,
idf€ (COMMM) = COMMC et idf T(COMM™M) = COMMT.
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Enfin, I’'ensemble de symboles de constructeurs de sorte N est {T'el™}, avec Tel™ : NatM x
NatM x NatM x P(Nat™) x Bool™ — NM | tel que

idtC (Tel™ (ny, na, n3, In, f)) = Tel®(n1, na, n3)
idt” (Tel™ (ny, na, n3, In, f)) = Tel® (ny, ng, In, f).

P(Nat™), P(NM) et (P(Com™) représentent respectivement les sortes qui désignent des
listes de numéros, I’état global du systeme téléphonique et des listes de commandes.

La vérification de la propriété de complétude suffisante

La premiere étape est d’étendre de maniere conservative les spécifications de chacun des
services par rapport aux sortes de la spécification composée.

Le vérification de la propriété de complétude suffisante d’un systéeme de réécriture condition-
nelle basé sur des constructeurs libres peut se faire a I'aide des arbres de motifs [Bouhoula, 1994]
associés a chaque fonction définie. Dans la figure 7.2, on montre la complétude de la fonction
Apply_network” de la spécification du service T'C'S.

L’arbre de motifs a la propriété que les termes de ses feuilles (dénotées par OK dans la
figure) sont des (instances de) parties gauches des regles de réécriture et que la disjonction des
conditions associées a chaque feuille est une conséquence initiale des axiomes de la spécification.
Pour chaque (instance d’une) telle regle (A, C;) = lhs — rhs, il y a une fleche partant de la
feuille et pointant vers la notation A ; C; — rhs. Chaque nceud interne de 'arbre contient des
variables d’expansion similaire a une variable de récurrence de la définition 4.2.5. Par exemple, la
variable d’expansion du terme Apply_network® (x1, x2) est z1. Les successeurs directs d’un nceud
interne sont le résultat du remplacement des variables d’expansion par des termes de la méme
sorte appartenant a I’ensemble test construit pour le systéme de réécriture de la spécification du
TCS. Le méme raisonnement s’applique tant qu’il n’y a pas de noeuds expandables.

Dans la figure 7.3, on présente un deuxieéme test de complétude suffisante de Apply_network” .
Cette fois-ci, il n’est plus satisfait : la commande CFUM est un nouveau constructeur qui sera
pris en compte lors de 'extension des variables de sorte Com™ . Lors de la construction de I’arbre
de motifs de Apply_network™, on observe que le cas Apply_network™ (CFUM (n1, no), [r@t))
n’est pas défini.

Apply_network™ doit étre étendu de maniere conservative, c’est-a-dire que le comportement
de TCS vis-a-vis des commandes de la spécification de T'C'S ne doit pas changer. Ceci devient
possible si les commandes CFUM sont filtrées :

Apply_network™ (CFUM (ny, ny), [r@t])

App?, (T
[T@t] < pp7 ( Tue) >

On effectue des extensions conservatives de la méme maniere pour les autres fonctions incom-
pletes.

A la deuxieme étape, on construit les composantes de controle de la spécification composée.
La fonction de la composante de controle, Apply_networkM , est définie sachant que:

idf T (Apply_network™ (lc, r)) =  Apply_network™ (lc, r)
idfC (Apply_network™ (lc, r)) =  Apply_network® (lc, r)

c¢’est-a-dire comme 'union des régles de réécriture qui définissent les fonctions Apply_network”
et Apply_network®. On répete cette opération aussi pour les fonctions auxiliaires connect,
disconnect, ..., avec I'aide des fonctions d’interfacage.
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Q Apply_network™ (z1,12)

9@ Apply_network™ (TCST (23,24),22)

Apply_network™ (TCST (23,x4),[])

OK)  Apply_network™ (TCST (x3,24),[x1 :: 25])

— = 23 #0A x4 # 0 A —busy® (z4,[z1 = 25]) —
[App_tel™ (TCST (23,24),21) :: Apply_network™ (TCST (23,24),25))

——= 23 =0+ [zl :: 25)

—= 24 =0 [z] :: 25]

——= busy? (z4,[r1 :: 25]) — [z1 :: 25]

>© Apply_networkT (COMMT (x3,24),22)
@ Apply_networkT (COMMT (x3,24),]])

—=(0K) Apply_network™ (COMMT (23,24),[z1 :: 25])

—= 23 #0Nx3#xdNzd#0+—
connect® (23,24,[x1 :: x5])
—= 23 = x4 — [zl :: z5)

—= 23 =0+ [z] :: 25

= 23 # 0 A 24 = 0 — disconnect™ (x3,[x1 :: x5])

Fi1G. 7.2 — Apply_network” est complétement définie dans la spécification de TCS
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Q Apply_network™ (z1,22)

>© Apply_network™ (TCSM (x3,24),22)

@ Apply_network™ (TCSM (x3,24),]])

@ Apply_network™ (TCSM (x3,24),[x1 :: x5])

—= 23 # 0 A 24 # 0 A —busy? (z4,[z1 :: 25]) —
[App_tel” (TCSM (23,24),21) :: Apply_network™ (TCSM (23,24),z5)]
—= 23 =0+ [z] :: z5]

—= 24 =0+ [zl :: 5]

—= busy’ (x4,[x1 :: 25]) — [z1 :z 25
= O Apply_network™ (COM MM (23,24),22)

Apply_network™ (COM MM (x3,24),]])

OK) Apply_network™ (COM MM (23 24),[x1 :: x5])
—= 23 F0Nx3FxdNzd#0—

connect® (23,24,[x1 :: x5])
—= 23 = x4 — [x1 :: 2]

—= 23 =0+ [z1 :: 25]

—= 23 # 0 A x4 = 0 — disconnect (23,[x1 :: 25])
»O Apply_network™ (CFUM (23,24),22)

Apply_networkT (CFUM (23,74),[])

KApply_networkT(CFUM(xB,x4),[a:1 i h))

F1G. 7.3 — Apply_network™ n’est pas complétement définie dans la spécification composée
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La vérification de la propriété de convergence sur les termes clos

Une fois que le test de la propriété de complétude suffisante du systeme de réécriture de la
spécification composée est effectué, on va vérifier a I'aide du test de convergence sur les termes
clos si le systéeme de réécriture dérive des comportements non-déterministes. Ce test échoue s’il
existe deux (instances de) regles de réécriture r1 et ro telles que les gardes de transitions de
I’automate sont satisfaites mais les transitions sont différentes:

(r1) Cri=g—d
(r2) Cy=g—dy
Ax I?émz CiNCy=d; =do

Un cas de non-déterminisme a été trouvé lors de I'exécution de la commande COM M™M (1, 2)
sur la configuration de réseau Init =

{Tel™(1, 0,0, [, FalseM), Tel™ (2,0, 3, [], False™), Tel (3, 0, 0, [|, False*)}

On obtient deux résultats; on peut exécuter la regle App?; car sa condition d’applicabilité est
satisfaite, ce qui mene a la configuration irréductible

{Tel™(1, 2,0, [], TrueM), Tel™ (2, 1, 3, [|, False™), Tel™ (3,0, 0, [|, False)}

D’autre part, on peut aussi appliquer la régle Apply§, car transit® (2, Init) = 3(# 0) et 1 # 2.
La configuration irréductible est cette fois-ci

{Tel™(1, 3,0, [, TrueM), Tel™ (2,0, 3, [], False™), Tel™ (3, 1, 0, [, False™)}

Les deux formes normales sont différentes, donc il y a un non-déterminisme dans le comporte-
ment du service composé.

La raison de ce résultat est I’existence de différentes interprétations vis-a-vis des commandes
de connexion COMMCY et COMMT. Afin d’éliminer le point de choix, il suffit de décider si
COMMM sera interprété comme COM M ou bien comme COMM?7T. La seconde alternative
n’est pas compatible avec la spécification du service C'F'U, car ceci rend impossible 'opération de
renvoi d’appel. Par conséquence, on va interpréter la commande COM MM comme COMMC.

D’autres points de choix ont été éliminés de la méme maniere. La plupart d’entre eux sont
engendrés par la superposition des regles de réécriture des spécifications de services avec celles
qui représentent des extensions conservatives. Dans ces cas, on a accordé la priorité aux regles
originaires des spécifications de services.

La vérification des propriétés de conformités

A la derniere étape, on définit les prédicats de la composante logique comme des conjonctions
des prédicats constituant les composantes logiques des spécifications de services T'C'S et CFU.
Dans la spécification composée, nous avons décidé d’utiliser un nouveau prédicat,
no_call_bl_himsel f(Tel™ (n1, na, n3, In, f)) : NM — BoolM, équivalent & la conjonction des
(extensions conservatives des) prédicats no_sel fcall et no_call_black_list. Le prédicat est faux
si soit n1 est appelé par lui-méme soit 'utilisateur no est dans la liste noire In lorsque f est
FalseM | c’est-a-dire qu’il y a une connexion entre n; et ny malgré le fait que ny est dans la liste
noire de nq :

no_call_bl_himsel f (Tel* (ny, na, ns, In, f))

TrueM

< no_call_bl_hy, e; >,
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ot la condition ey est (~MemberM (ny, In) Any # na).

no_call_bl_himsel f(Tel™ (ny, na, n3, In, f))

f

La condition ey est (MemberM (ng, In) A ny # na).

< no_call_bl_hsy, eq >

no_call_bl_himsel f (Tel™ (ny, na, nz, In, f))
FalseM

< no_call_bl_hsz, (ny =ng) >

Le prédicat Member™ est similaire au Member” .

La conjecture qui décrit le test de conformité, selon la définition 7.2.2, est I'invariant :

Vel VInit, Accepte® (cl, Init) A Accepte® (cl, Init) = Accepte™ (cl, Init),

ot ¢l représente la liste de commande de P(Com™) et Init = [Tely, ..., Tel] décrit la configu-
ration de 1’état initial du réseau téléphonique. Notons que ¢l est une liste non-bornée .

Les prédicats d’admissibilité Accepte”, Accepte® et Accepte, tous de profil P(Com™) x
P(NM) — P(NM), vérifient si la configuration Init et celle obtenue apres I'exécution des com-
mandes de ¢ sur Init sont admissibles (voir le prédicat Accepte de la définition 7.2.2). Soit ¢ =
[c1, €2, ..., cp] une liste de commandes et Map(g, [z1,..., zn), I) = g(zn, g(. .. (22, g(x1, 1)) ...))
lapplication successive des commandes de la liste de commandes [z1,..., z,] sur un état ini-
tial du réseau, en utilisant la fonction g d’'une composante de contréle arbitraire. Les prédicats
d’admissibilité sont définis comme suit :

— Soit [Tel},..., Tel}] = Map(Apply_network™, ¢, Init).
Le prédicat Accepte® (¢, Init) est vrai si
Vi € [1..k],(no_call_black_list(Tel}) A no_call_black_list(Tel;)).

— Soit [Tely,..., Tely] = M ap(Apply_network®, , Init).
Accepte® (¢, Init) est vrai si
Vi € [1..k],(no_sel fcall(Tel}) A no_sel feall(Tel;)).

— Soit [Tel, ..., Tel,] = Map(Apply_network™, e, Init).
Le prédicat Accepte (¢, Init) est vrai si
Vi € [1..k],(no_call_bl_himsel f (Tel) A no_call_bl_himsel f(Tel;)).

La variable I'nit est
[Tel™ (1,0, [], 0, False™), Tel™ (2,0, [], 0, False™)]
et correspond a la situation ou les utilisateurs ne sont pas connectés et aucun service n’est
activé.
Nous avons ainsi trouvé que la spécification composée est conforme aux spécifications des
services CFU et TCS pour des configurations de réseaux constituées par deux utilisateurs.

Spike prouve la conjecture de conformité en appliquant GENERATE dans une premiere étape:
la variable de récurrence cl est remplacée par chaque élément de I’ensemble test

{[TCSM (0, 0)@cl, ..., [TCSM (2, 2)@cl], [CFUM (0, 0)@cl], ...,
[CFUM (2, 2)@cl], [COMM™M (0, 0)@cl'], ..., [COMMM (2, 2)acd’]}

t ce qui rend difficile ce test avec des méthodes basées sur le model-checking
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Puis, les conjectures ainsi obtenues sont simplifiées avec des regles de réécriture et la conjecture
est mise dans I’ensemble de prémisses.

Certaines de ces nouvelles conjectures sont éliminées en appliquant les hypothéses de ré-
currence lorsque la liste de commande est filtrée. Par exemple, la conjecture correspondant a
I'instanciation de ¢l avec [CFUM (0, 0)@cl] a été simplifiée et réduite & la conjecture de confor-
mité (modulo renommage de variables). La commande CFUM (0, 0) a été filtrée par les regles
App?, Appg et la regle correspondante a Appg de Apply_network™ . Par conséquent, 'applica-
tion de cette commande ne modifie pas la configuration initiale du réseau. Les autres listes de
commandes, obtenues apres I’application en plusieurs reprises de GENERATE, ont été filtrées par
les prédicats de la composante logique de CFU et T'C'S. Finalement, on est arrivé a un ensemble
vide de conjectures et la dérivation se termine avec succes.

On consideére cette preuve assez difficile a cause du nombre relativement élevé de conjectures
produites pendant les étapes de GENERATE.

Dans le cas ou les configurations du réseau contiennent trois utilisateurs, on trouve une
interaction due a la conformité si on suit le scénario suivant :

[TCSM(1,3), CFUM (2, 3), COMM™ (1, 2)]
instancie la liste de commandes cl, et
[Tel™ (1,0, [], 0, False™), Tel™ (2, 0, [], 0, False™), Tel™ (3, 0, [], 0, False™))

instancie Init.

Ce scénario correspond en fait & l'interaction décrite dans l'exemple 7.1.1; ¢l satisfait les
propriétés des spécifications de T'C'S et CFU, mais non celles de la spécification composée.
Spike a rejeté la conjecture de conformité en travaillant en mode réfutationnel. La stratégie de
preuve employée choisit en priorité la normalisation des conjectures closes car elles représentent
des contre-exemples potentiels.

7.7 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons montré le potentiel offert par les outils de démonstration au-
tomatique pour i) la conception des spécifications de services téléphoniques, ii) la détection des
interactions engendrées au moment de l'inter-fonctionnement de plusieurs services sur un méme
réseau, et iii) la résolution des interactions non-souhaitables. Nous avons proposé une méthodo-
logie qui permet la détection et la résolution off-line des interactions observables par 'utilisateur
avec des techniques basées sur la réécriture conditionnelle et la récurrence implicite. L’étude de
cas choisie est 'analyse de l'inter-fonctionnement des deux services, TCS et CFU, en utilisant
les facilités offertes par le prouveur SPIKE.

Le point de départ est représenté par les spécifications informelles des deux services. Puis,
le comportement et les propriétés d’un service sont modélisés formellement dans une méme
spécification conditionnelle qui indique la maniére dont une certaine configuration du réseau,
modélisé globalement, se modifie apres 'application des commandes spécifiques au service. La
détection et la résolution des interactions de services sont effectuées pendant le processus de
spécification.

Apres la preuve de complétude suffisante et de convergence sur les termes clos des services
individuels, nous avons proposé les sortes et les fonctions lors de la conception de la spécification
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composée a l'aide des composantes d’interfagage de chaque spécification de service individuel-
lement. Dans la spécification composée, les spécifications des services ont perdu leur propriété
de complétude suffisante par rapport aux nouveaux constructeurs et, par conséquent, elles ont
du étre étendues de maniere conservative. Les interactions dues au non-déterminisme ont été
détectées automatiquement. Leur résolution a été faite par I'introduction de précédences dans les
points de choix. Enfin, apres ces modifications, la spécification composée obtenue a été démontré
suffisamment compléte et convergente sur les termes clos.

Pour détecter les interactions de conformité, nous avons vérifié la conjecture de conformité
sur des configurations de réseau a deux et trois utilisateurs. Dans le premier cas, on a utilisé
I'interface parallele de SPIKE, SPIKEPAR, décrite dans la section 5.3. L’outil a travaillé dans
le mode positif et a appliqué la récurrence pour prouver la validité de la conjecture. Dans le
deuxiéme cas, il a détecté une interaction en simulant le model-checking.

Nous avons appliqué avec succes notre méthodologie pour analyser l'interopérabilité des
services de numérotation abrégée et filtrage des appels au départ. Ainsi, nous avons détecté
I'interaction due au non-déterminisme, présentée dans I'exemple 7.1.2.

Pendant ces études de cas, nous avons utilisé

— une procédure de test de la propriété de complétude suffisante du systeme de
réécriture associé a la spécification conditionnelle Le concepteur de la spécification
est informé si ses fonctions définies sont completes. Dans le cas contraire, SPIKE propose
des suggestions pour compléter les cas manquants si les fonctions définies sont & conditions
booléennes ;

— une procédure de test de la propriété de convergence sur les termes clos du systeme
de réécriture Ce test permet de détecter des interactions due au non-déterminisme dans
le comportement de la spécification composée. La procédure de convergence sur les termes
clos qu’on utilise permet aussi de détecter des cas non-triviaux, en particulier lorsque ceux-
ci correspondent a des situations ou les conditions des regles conditionnelles s’interposent ;

— les techniques de preuves d’invariants de SPIKE afin de tester la conformité de la
spécification composée ;

— SPIKE pour simuler des comportements de services sur des configurations par-
ticulieres Etant données une configuration du réseau et une liste finie de commandes
closes, on peut «visualiser » le comportement du service en analysant la trace de la preuve
pendant les étapes de simplification. Ceci faciliterait le travail du concepteur de la spécifi-
cation composée.
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Preuve de la conformité du protocole
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8.1 Introduction

ABR (Available Bit Rate) est un protocole utilisé pour régler les débits optimaux de
transfert d’information dans les réseaux de haut débit, comme les réseaux AT M (Asynchronous
Transfer Mode). La raison pour laquelle il est bien adapté au transport de données est sa garantie
d’accorder un débit minimal aux utilisateurs, appelés aussi sources ABRT. Il peut augmenter de
maniere dynamique selon les ressources disponibles dans le réseau. Afin d’acquérir une grande
flexibilité, ABR emploie des mécanismes laborieux de gestion du trafic [Jain, 1996]. L’opérateur
doit maitriser le débit courant en temps-réel pour éviter la congestion du réseau et pour assurer
qu’elle est consistante avec le débit minimal admis, ce qu’on va appeler la vérification (ou le
contréle) de la conformité. Plusieurs algorithmes mettant en ceuvre le controle de la conformité
ont été proposés et débattus dans des comités de standardisation.

Parmi ceux-ci, on distingue l'algorithme Acr, défini par le forum ATM, qui est considéré
comme une référence parce qu’il calcule le plus grand débit par rapport aux autres. Acr utilise
une liste de cellules ou les débits permis a certains instants sont enregistrés. Un autre algorithme,

1 Ce débit minimal est explicitement spécifié dans le contrat entre 'opérateur qui gere le réseau et I'utilisateur.
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nommé B’ et inventé par C. Rabadan de France-Télécom [Rabadan, 1997], a été concu initia-
lement pour calculer une approximation du controle optimal pour des listes a deux cellules. Il
s’avere plus efficace car le débit & controler & un moment donné peut étre obtenu de maniere
instantanée. Cet algorithme a été généralisé dans [Rabadan et Klay, 1997] pour des listes de
cellules de longueurs arbitraires.

Il est essentiel pour un opérateur de justifier que le contréole de la conformité qu’il offre aux
consommateurs n’affecte pas la qualité du service (QoS) fournie par les réseaux ATM. Une tache
aussi complexe a besoin de validation formelle, ce qui demande des arguments mathématiques
et de techniques de raisonnement évoluées comme ’analyse par cas ou la récurrence. C’est pour
cette raison que certains opérateurs utilisent des outils de vérification automatisés (comme des
assistants de preuves ou des model-checkers) pendant le traitement des obligations de preuves.

Dans ce chapitre, on va dériver une preuve automatisée qui montre que la généralisation
de T'algorithme B’, notée Acrl, est équivalente a l'algorithme de référence Acr, c’est-a-dire
que chaque étape de la preuve d’équivalence a été prouvée formellement. Le démonstrateur
de théoremes utilisé est PVS [Owre et al., 1992]. Méme si PVS est un prouveur interactif qui
travaille sous le contréle direct de 'utilisateur, il est capable de faire de grandes étapes de
déduction de maniere autonome par ’appel aux procédures de décision pour 'arithmétique, a
la réécriture et a la récurrence.

La structure du chapitre est la suivante. D’abord, on décrit dans la section 8.3 le principe
du protocole ABR et du contréle de la conformité. Puis, on présente respectivement dans les
sections 8.4 et 8.5 les algorithmes Acr et Acrl pour le calcul du débit admis & tout instant. La
suite du chapitre est dédiée a la preuve d’équivalence entre ces deux algorithmes. On introduit
d’abord les propriétés clé dans la section 8.6.1, puis on fait un survol de la preuve dans la
section 8.6.2. Comme la preuve avec PVS est trop complexe pour étre présentée ici in extenso,
on va ébaucher son squelette en expliquant ses lemmes principaux. Ensuite, on commente la
preuve automatisée dans la section 8.6.3. Enfin, on montre que les techniques de preuve par
ensembles couvrants contextuels de SPIKE permettent 'automatisation de la preuve formelle.
Pour cela, la spécification PVS a été traduite dans une spécification conditionnelle acceptée par
SPIKE. Nous montrons que SPIKE, intégrant une procédure de décision pour l'arithmétique
linéaire comme décrit dans le chapitre 6, prouve completement automatiquement plus de la
moitié des lemmes donnés par 'utilisateur. Ainsi, son interaction avec le prouveur est réduite
considérablement.

8.2 Etat de l'art

Quelques algorithmes ABR, ont été formellement certifiés antérieurement. Pourtant, tous ces
algorithmes sont des approximations d’Acr, car ils operent sur des listes de cellules de taille finie,
comme l’algorithme B’. Celui-ci a été montré correct récemment dans [Monin et Klay, 1999]. La
preuve est basée sur le calcul des préconditions les plus faibles (weakest preconditions) [Dijkstra,
1976], en construisant des invariants inductifs, et a été completement formalisée avec assistant
de preuves COQ [Barras et al., 1997]. Selon [Monin et Klay, 1999], la preuve de correction de B’
«a été un argument clé dans le processus de standardisation d’ABR ». Certaines techniques de
preuve on été expérimentées dans le cadre du projet FORMA (http://www-verimag.imag.fr)
pour traiter la validation des protocoles ABR. Les approches basées sur le model-checking ont
été pénalisées par les parameétres numériques de l'algorithme. L. Fribourg a obtenu aussi de bons
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résultats avec les automates temporels étendus [Fribourg, 1998]. Une preuve de la conformité
du protocole B’ par des méthodes basées sur les automates temporisés paramettrés de Hytech
[Henzinger et al., 1997] a été présentée dans [Bérard et Fribourg., 1999]. L’annexe B contient la
spécification PVS et SPIKE des deux algorithmes et les conjectures a prouver.

8.3 Le protocole ABR

La technologie ATM permet aux réseaux de transmettre, sur le méme support média et
simultanément, des applications diverses qui nécessitent différents débits de flots de données ou
des QoS. ATM est une technologie orientée a la connexion car les utilisateurs doivent déclarer
les spécifications du service et les parametres de trafic a tous les commutateurs intermédiaires au
moment de l'initialisation des connexions. L utilisateur a aussi le droit de modifier ces parametres
a la demande. Afin de garantir la QoS, un contrat visant le type du trafic utilisé est négocié
lorsque la connexion s’établit. La gestion du trafic doit assurer que les utilisateurs ont la QoS
souhaitée méme dans les conditions ou le débit varie constamment. Pour conclure, la gestion du
trafic doit assurer que tous les contrats sont accomplis.

Afin de résoudre le probleme critique de la maitrise de la congestion du réseau, les débits
effectifs de données émises par les applications des utilisateurs sont dirigés par un algorithme
de conformité appelé GCRA (Generic Cell Rate Algorithm). Plusieurs modes de trafic ont été
congus ; les protocoles & débit de bit constant C BR (Constant Bit Rate) et a débit de bit variable
VBR (Variable Bit Rate) ont été ciblés au trafic du son ou de la vidéo. La classe de services
ABR est spécialement adaptée au trafic standard de données, ou les contraintes temporelles ne
sont pas fortes. Des applications typiques utilisant ABR sont le courrier électronique, le portail
WWW et le transfert de fichiers.

Le principe d’ABR est de partager la bande de fréquence disponible de maniére équitable
entre les sources actives, appelées terminaur ABR, tel que le réseau offre a I'utilisateur le meilleur
débit compatible avec le trafic courant. Le débit admissible ACR (Allowed Cell Rate) est cal-
culé a partir de l'information sur la charge du réseau et peut varier avec le temps pour une
méme connexion. Le réseau informe périodiquement 'utilisateur de son nouveau débit qu’il peut
utiliser par le biais de cellules de données particulieres, appelées cellules pour la gestion des
ressources RM (Resource Management). Par conséquent, le débit a utiliser par la source est
dynamiquement ajusté dans une boucle fermée (a voir la figure 8.1). Comme le débit alloué varie
pendant une connexion utilisant le mode ABR, la vérification de la conformité est effectuée par
un GCRA dynamique (DGCRA).

Différents algorithmes de conformité ABR ont été proposés dans des comités de standar-
disation. L’algorithme Acr [Berger et al., 1995] peut étre considéré comme une référence pour
définir le controle du flot de données de I'utilisateur. Chaque cellule de données envoyée par le
terminal ABR arrive & une interface de controle et Acr calcule le débit maximal admissible de
cette cellule. Le couit de calcul induit par Acr a été jugé trop élevé et, par conséquent, plusieurs
propositions d’améliorations ont été envisagées.

Par exemple, on a exploité le fait que le changement de débit est seulement déterminé par
des cellules RM qui se dirigent de 'interface vers le terminal ABR, au moment de leur départ.
Ces cellules RM, de type backward T, sont moins fréquentes que les cellules de données. Par
conséquent, il est plus efficace de programmer le débit a ’avance, au moment ou on recgoit les

1 par opposition aux cellules forward, qui se dirigent au sens inverse, de 'interface vers le réseau
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Fi1c. 8.1 — La boucle de contréle des débits entre le réseau et un terminal ABR

cellules RM de type backward a l'interface. Ceci est la raison de la création de 'algorithme
incrémental Acrl qui gere une liste de débits programmés dans le futur. Cette liste est ajoutée a
chaque moment ol une nouvelle cellule de type backward arrive a l'interface. Le colt du calcul
est aussi moins élevé par rapport a Acr, puisque Acr doit calculer le maximum d’une liste de
débits, comme on va montrer dans la section 8.4.

8.4 L’algorithme Acr

Dans cette section, on va détailler ’algorithme Acr. Il a été présenté pour la premiere fois
au Forum ATM par Berger, Bonomi et Fendick [Berger et al., 1995] et est considéré comme une
référence pour les autres algorithmes.

Le principe de I'algorithme Acr exécuté par 'interface est de gérer une liste de cellules RM
de type backward regues du réseau (a voir la figure 8.1) afin de déterminer le débit & utiliser par
la source a tout instant. A chaque cellule RM, on associe un couple (¢,er), ou t est I'instant ot la
cellule RM de type backward quitte l'interface vers le terminal ABR et er est le nouveau débit
a imposer au terminal ABR par le réseau. Dans la suite, on va identifier ces cellules par leurs
couples associés. Par convention, on appelle instant (resp. débit) la premiere (resp. deuxieéme)
composante d’un couple. Le dispositif de controle des débits, situé aussi dans l'interface, va
recevoir la nouvelle valeur du débit apres le terminal ABR. Ceci est dii non seulement aux délais
de transport de I'information dans le réseau mais aussi a I'inertie avec laquelle la source ajuste
son application au nouveau débit. Par conséquent, le dispositif de controle doit vérifier une valeur
a un instant t qui a été recue a linstant t — 7, ou 7 représente le délai de propagation égal a
la durée nécessaire a une cellule RM pour aller de I'interface au terminal ABR et retourner a
I'interface. Cette valeur peut varier dans le temps selon la charge du réseau. Afin de prendre en
compte ces variations, ’organisation ITU-T a proposé que le débit a vérifier au moment ¢ soit
calculé comme le maximum de débits des cellules recues dans une fenétre temporelle délimitée
par t — o et t — 73 et le débit de la cellule regue juste avant ou au moment ¢ — 5. Les parameétres
de la fenétre T et T3 satisfont la condition 7o > 73. Ils se négocient au moment de la création
du contrat entre 1'utilisateur et 'opérateur du réseau.

Plus formellement, soit | = [(t1, er1), (t2, era),..., (tn, ery)] une liste de cellules RM. La
premiére cellule de | est (t1, erq). La liste [ est temporellement décroissante si i < j = t; > t;,
pour tout ¢ € [1.n — 1] et j € [2..n]. Afin de manipuler les cas limite dans les définitions qui
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vont suivre, on va définir tg = +o0o0. On dénote par - (resp. @) l'opérateur cons (resp. append)
sur les listes.

Le débit a vérifier au moment ¢ par rapport a une liste temporellement décroissante | =

[(t1, er1), (t2, era),..., (tn, ery)] de cellules RM de type backward quittant l'interface est:
MaxEr(Wind(l, t)) si Wind(l, t) # 0,
Acr(l, t) = )
sinon
ol
Wind(l,t) = {(ti,er;) €llt—m<ti<t—m3)ou(t;<t—m <ti_1)}
MaxEr(s) = max{er|(t, er) € s}

Par exemple, avec cette politique de controle du débit, I'utilisateur peut bénéficier a l'instant
t+ 73 d’une croissance du débit annoncée par une cellule RM de type backward arrivée a I'instant
t a linterface, c’est-a-dire le plus tot possible. D’autre part, une décroissance du débit, ne va
étre prise en compte qu’a 'instant ¢ + 7o, c’est-a-dire le plus tard possible. Par conséquent, cette
politique est en faveur de l'utilisateur. Notons que pour une liste fixée [, Acr(l, t) est décroissant
apres t+ 73 car la fenétre est (non strictement) décroissante par rapport a la relation d’inclusion.

8.5 L’algorithme incrémental Acrl

Dans cette section, on va introduire ’algorithme incrémental idéal Acrl pour la vérification
de la conformité. Contrairement a Acr, 'algorithme Acrl calcule une liste de débits a vérifier
dans le futur. Par conséquent, il gere une liste Prog(l) de cellules (I est comme avant) (t;, er;)
contenant le débit futur er; a vérifier, ainsi que I'instant ¢; quand il sera pris en compte. Pareil
comme [, Prog(l) sera une liste temporellement décroissante. Cette liste est mise a jour lors
de la réception d’une cellule RM de type backward. Un gain important par rapport a Acr est
di au fait que les cellules RM sont moins fréquentes que les cellules de données. Le rapport
recommandé par le Forum ATM T entre les cellules RM et celles de données est 1 /32. Supposons
que la liste Prog(l) a été déja construite. Le débit a vérifier a l'instant ¢ est:

Acrl(l, t) = Prog(l):
ou p; est une fonction qui calcule par extrapolation le débit a l'instant ¢ d’une liste de dé-
bits programmés p. Cette fonction extrait simplement de p le débit programmé a l'instant ¢
ou immédiatement avant ce dernier. Ce débit sera celui a vérifier a I'instant ¢. Formellement,

er; s'il existe une cellule (t;, er;) € p telle que t > t; et
pr = il n’y a pas de cellule (t;, er;) € pavec t > t;, i > jet i, j € [1..n]

0  sinon
On va décrire maintenant la maniere dont la liste Prog(l) est mise & jour. Une liste I! est un
préfize d'une liste [ 8'il existe une liste 12 telle que [ = ['@[?. Etant donnés une liste {! et un
instant ¢, on va dénoter par l1>7t le préfixe maximal de I! contenant des cellules avec des instances
supérieures a t. De maniere similaire, on définit l1<p o comme le préfixe maximal de ' contenant
des cellules avec des débits inférieurs ou égaux a er. Ceci aboutit a la définition récursive suivante

de Prog(l):

1 ATM Forum Traffic Management Specification Version 4.0.
ftp://ftp.atmforum.com/pub/approved-specs/af-tm-0056.000.ps
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( si er > Prog(l)i4., alors (t + 13, er) - I}

ott Prog(l) = Prog(l)s_i1.,Ql'.

sinon si Prog(l)<,er est vide alors (t + 72, er) - Prog(l)

Prog((t, er)-1) = 2

sinon (t, er)
ou Prog(l) = Prog(l)<,eQl?
et Prog(l)<,er = LQ[(t', er')]

Prog(l) est, par définition, une liste vide si [ l'est aussi.

8.6 Vérification de la conformité de P’algorithme Acrl

Dans la suite, on va montrer que 'algorithme Acrl calcule les mémes débits que 'algorithme
référence Acr, c’est-a-dire

Vit VI Acrl(l, t) = Aer(l, t)

8.6.1 Deux propriétés clé

Il y a deux propriétés qui ont été abondamment utilisées pendant la preuve. La premiére,
time_dec, dit que Prog(l) est triée par ordre décroissant sur la composante temporelle des
cellules. La deuxiéme, rate_inc, spécifie qu'un certain préfixe de Prog(l) est trié par ordre
croissant sur la deuxieme composante des cellules. Les deux supposent que [ est temporellement
décroissante. On va dénoter par Timel(l) I'instant de la premiere cellule (0 si [ est vide).

Propriété 8.6.1 (time_dec) Etant donnée une liste | temporellement décroissante, la liste
Prog(l) lest aussi.

Preuve Par récurrence sur [. Lorsque [ est vide, Prog(l) I'est aussi, donc aussi temporellement
décroissante. On suppose par I’hypotheése de récurrence que pour toute liste temporellement
décroissante [; de longueur inférieure ou égale a la longueur de I, Prog(l;) est temporellement
décroissante. On va prouver que Prog((t, er) - 1) est temporellement décroissante lorsque ¢ >
Timel(l). On va faire une analyse par cas guidée par la définition de Prog de la section 8.5.
Dans cette analyse on va remarquer que toute sous-liste d’une liste temporellement décroissante
est aussi temporellement décroissante.

1. on suppose que er > Prog(l);ir. Soit ! satisfaisant Prog(l) = Prog(l)s,i+-,@QI'. Alors,
Prog((t, er)-1) est égale a (t+73, er)-I' qui est temporellement décroissante car t+73 > Timel(l!)
et [! le sont aussi.

2. sinon, soit Prog(l) = Prog(l)<,e@I2. Si Prog(l)<,er est vide, alors la liste (¢ + 72, er) -

Prog(l) est temporellement décroissante car ¢t + 1o > Timel(Prog(l)). Ceci est obtenu par (i) la
propriété de liste temporelle décroissante de (¢, er) -, et (ii) le fait que pour toute liste non-vide
temporellement décroissante L = (£, €) - L' on a # + 15 > Timel(Prog(L))*.
Si Prog(l)<,er est une liste non-vide de la forme L?Q[(¢, er’)] alors (¢, er) -1 est une liste tem-
porellement décroissante comme on peut déduire a partir de la propriété de liste temporellement
décroissante de Prog(l).

Fin de preuve

1 Ceci peut étre prouvé par une simple récurrence sur L.
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On dénote par [~; le préfixe maximal I* de [ tel que I'instant de toute cellule de I', éven-
tuellement a ’exception de la derniere, est supérieure a t. Pour cela, on observe que pour toute
liste non-vide temporellement décroissante [, le préfixe [~; et [ ont la méme premiere cellule. On
dit qu’une liste de cellules | = [(t1, er1), (to,era), ..., (tn, ery)] est strictement croissante par
le débit si les débits de ses cellules sont strictement croissants: i < j = er; < er;, pour tout
i, j € [1..n]. On peut observer que, étant données une liste strictement croissante par le débit [
et deux instances t > t', on a l; < ly.

Propriété 8.6.2 (rate_inc) Etant donnée une liste de cellules 1, le préfize Prog(l) Arimei(i)+rs
de Prog(l) est strictement croissant par le débit.

Preuve Par récurrence sur l. Sil est vide alors Prog(l) est vide, donc strictement croissante par
le débit. Sinon, par hypothese de récurrence, on suppose que Prog(l) Arimei(i)+r,; st strictement
croissante par le débit. Si t > Timel(l) on va prouver que Prog((t, er) :1)~it+r, est aussi
strictement croissante par le débit, en effectuant une analyse par cas selon la définition de Prog.

L. sier > Prog(l)isr, alors Prog((t, er) -1) = (t + 73, er) - I1, ou I} est telle que Prog(l) =
Prog(l)s..i1+@I%. Tl vésulte que Prog((t, er)-1) ~¢+r est égale & [(t+73, er)] et elle est strictement
croissante par le débit.

2. sinon, soit 12 telle que Prog(l) = Prog(l)<,e,@I?:

2.1. si Prog(l)<,er est vide, alors Prog((t, er) -1) = (t + 2, er) - Prog(l).

On a Prog((t, er) 1) ~t+rs = (t+ T2, er) - Prog(l) ~t+rs. De plus, Prog(l) A1+, est un préfixe de
Prog(l) ATimei(1)+r; car t > Timel(l). Par conséquent, (t + 72, er) - Prog(l) At+r, est strictement
croissante par le débit.

2.2. sinon Prog(l)<,er est de la forme LQ[(¢, er’)] et Prog((t, er)-1) = (', er)-12. Si I? est vide,
Prog((t, er) - 1) ~nt+ry est formée par la cellule unique (¢, er’), qui est clairement strictement
croissante par le débit. Comme [? est une sous-liste de Prog(l), la liste 12, 47, €St une sous-liste
de Prog(l) ~t+rs- Par conséquent, elle est strictement croissante par le débit. De plus, er est plus
petit que le débit de la premiere cellule de I, et donc aussi de celle de 12, 47y lOTSQUE 12 n'est
pas vide. On conclut que Prog((t, er) - 1) ~¢4ry, = (¢, er) - 12, ., est strictement croissante par
le débit.

Fin de preuve

8.6.2 Squelette de la preuve

Dans la suite, on va utiliser les notations suivantes. Supposons que z est une cellule, Time(x)
son instant, Er(z) son débit et 7o, 73 les deux parametres caractérisant la fenétre temporelle
qu’on a mentionné dans la section 8.4. Notons que les approches par model-checking avec MEC
[Arnold, 1990] et UPPAAL [Bengtsson et al., 1996] ont du attribuer des valeurs & ces parametres
pour qu’elles soient applicables. Dans notre cas, on suppose seulement la contrainte 7 > 73 sans
aucune mention supplémentaire. On introduit 75(z) pour dénoter Time(x) + 72 et T3(x) pour
dénoter Time(x) + 73. Le prédicat S=7(I) (resp. S<¢ (1)) est vrai si [ est temporellement décrois-
sante (resp. strictement croissante par le débit). Comme toutes les variables sont quantifiées
universellement, on va omettre de mentionner les quantificateurs des préfixes de formules.

La preuve de la conjecture Acrl(l, t) = Acr(l, t) est immédiate si on arrive a prouver le
lemme principal P(l), ou:

P(): 827(I) = Prog(l); = MaxEr(Wind(l, t))
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débit

...........................................

Er(a’)

Acrl(l,temps)

| | | -
Time(a’) Tg%a/)la/ T Tgw(a/) t temps

Fic. 82— Ty(d) <t

On applique la récurrence sur la longueur de [. Lorsque [ est vide, la preuve est immédiate par
I’expansion des définitions de Prog, MaxEr et Wind. Pour montrer le pas de récurrence, on
suppose P(l) et on essaie de prouver P(a’-1). Plus précisément, il faut prouver que Prog(a’-1); =
MazEr(Wind(a' -1, t)) est obtenu sachant que S=7(a’-1). A partir de I'’hypothese S=7(a’-1), on
déduit SZ7(I) car [ est une sous-liste de (a’-1). Par conséquent, on peut assumer que Prog(l); =
MaxEr(Wind(l, t)). Les arguments pour prouver le pas de récurrence sont aussi basés sur la
propriété suivante, qui dépend de I'’hypothese de récurrence:

Propriété 8.6.3 La liste Prog(l) ~r ;) est strictement croissante par le débit.

Preuve Selon la propriété 8.6.2, on a S27 (1) = S<¢(Prog(l) ~(Timei()+5))- A partir de I'hy-
pothese 27 (1), il résulte S<¢(Prog(l) ~(Timel(1)+rs))- On a aussi Time(a’) > Timel(l) car
SZ7(a’ - 1) et, par conséquent, Prog(l) ~ry(ary est un préfixe de Prog(l) ~(rimel(1)+r)- Donc
Prog(l) ~Ts(a’) €St une liste strictement croissante par le débit.

Fin de preuve

Par T,,, on dénote Prog(l);. Alors on a t > T,, et on déduit qu’il n’y a pas de cellule de la
liste Prog(l) ayant son instant dans Uintervalle (T, t]. Soit I, I'instant de la premiere cellule
de Prog(a-1). On a les faits suivants sur I,.

1. Iy € {Ta(t'), T5(t') | t’ est I'instant d’une cellule (a’ - 1)}, comme on peut facilement prouver
par récurrence sur [.

2. Iy € [T5(d’), Ta(a')]. Comme a’ -1 est temporellement décroissante, a partir du premier fait,
il résulte que I,; < Ty(a’). De plus, & partir de la définition Prog: (i) si Er(a’) < Aerl(l, Ts(a))
alors le préfixe Prog(l)<,pr(s) contient seulement des cellules avec des débits < Er(a’) qui, par
conséquent, ont des instances > Tj(a’). Si Prog(l)<,pra) est vide, alors I, = Th(a'), sinon Iy
est I'instance de sa derniere cellule. Par conséquence, I, > T5(a’). (ii) si Er(a’) > Acrl(l, Ts(a))
alors I, = Ts(a').

Le domaine ou I, peut prendre des valeurs dans chaque cas est inclus dans l'intervalle
temporel hachuré qu’on trouve dans la figure illustrant le cas respectif. A partir de la définition
de Prog, on peut montrer que le débit de la premiere cellule de Prog(a’ - 1) est Er(a’). Donc,
Prog(a’ - 1) est de la forme (I, Er(a’)) - L?, pour quelque liste L2

On va effectuer une analyse par cas, selon la position de ¢ par rapport aux valeurs Th(a’) et
Tg(a/) :

1. si Ta(a’) <t (voir la figure 8.2) alors Acrl(a’ -1, t) = Acr(d’ -1, t)(= Er(a)) car
e MaxEr(Wind(a' -1, t)) = Er(a’) parce que Wind(a' -1, t) = [d/].
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dépbit’?

] ======z= FL B IR Acrl(a’.ltemps)
Er(a’) =

Acrl(l,temps)
| — |
Time(a,) Tm t Tg(a/)Ia/ Tg(a/) temps
FiG. 8.3~ Ty(a') >t

débit Acrl(a’.l,temps)
Er(a’).

Acrl(l,temps)

| = |
Tz"me(a/) I, =Ts(a') T t Tg‘(a') temps

1

Fic. 84 - Ty(d') >t > T3(a') et Aerl(l, T3(a")) < Er(a’)

e Prog(a’ - 1)y = Er(d’) parce que (I, Er(a’)) est la premiere cellule de Prog(a’ - 1) et
[a’ S Tg(a/) S t.

2. SiTs(a’) >t (& voir la figure 8.3) alors

e a/ n’est pas membre de Wind(a’ - I, t). Par conséquent, Acr(a’ -1, t) = Acr(l, t), et
o Acrl(d -1, t) = Aerl(l, t) car Iy € [Ts(a’), Ta(a)].

Par ’hypothese de récurrence, Acrl(l, t) = Acr(l, t). Il en résulte que Aerl(a’-1,t) = Acr(a’-1, t).
3. SiTs(a') >t > T3(a’) on déduit que o’ € Wind(a' - 1, t), par la définition de Wind.
3.1. Si Wind(l, t) est vide, alors la liste ! l’est aussi. Sinon, la premiere cellule de la liste I
appartient & Wind(l, t). Alors, Prog([a']) = [(Er(d’), T5(a’))] car t > T3(a’) et Wind([d'], t) =
[a]. Donc Aerl([d], t) = Aer([d], t) = Er(d).
3.2. Si Wind(l, t) n’est pas vide, soit ER,, la valeur du débit maximal des cellules de Wind(, t).
Conformément & I’hypothese de récurrence Acr(l, t) = Acrl(l, t). Donc, le débit de la cellule de
Prog(l) programmeée a T;,, est ER,,.
Afin de programmer le débit Er(a’), on fait une analyse par cas dictée par la définition de Prog:
3.2.1. Sila condition

Aerl(l, T5(a')) < Er(a) (Cond.1)

est vraie (see Fig. 8.4), alors I, = T5(a’). De plus, (I, Er(a’)) est la premiere cellule de
Prog(a’ -1). Alors Acrl(d’ -1, t) = Er(a’) parce que T3(a’) < t.

Il reste & prouver que Acr(a’ -1, t) est aussi égal & Er(a’) ou la condition équivalente ER,, <
Er(d).
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débit

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Acrl(a’.l,temps)

E'r(a/y
Acrl(l,temps)

T T I T
Time(a’) T Ta(a')t I,/ TZ(G/) temps

Fic. 85— Ty(d') >t > T3(d'), Acrl(l, T5(a’)) > Er(d’) et Tp, < T5(a’)

De nouveau, a partir de T3(a’) < ¢ et le fait que la sous-liste Prog(l)~p,(.) est strictement
croissante par le débit, selon la propriété 8.6.3, on déduit que Acrl(l, t) < Aerl(l, Ts(a')). Par
conséquent, selon la condition Cond.1 et 'hypothese de récurrence, on a ER,,, < Er(d).
3.2.2. Si la condition

Acrl(l, Ts(a')) > Er(a’) (Cond.2)

est vraie, on obtient I, > T3(a’). On distingue les cas suivants:

3.22.1 T,, < Ts(d') (a voir la figure 8.5). Comme T3(a’) < t, il résulte que ¢t > T3(a’) > T,,. Par
la définition de T, il n’y a pas de cellule de Prog(l) ayant son instant dans l'intervalle (7}, t].
Done, Acrl(l, T5(a’)) = ER,,. D'une part, par la condition Cond.2, on a ER,, > Er(da’). Par
conséquent, Acr(a’ -1, t) = ER,,. D’autre part, Uinstant I,; peut étre soit Ta(a") soit I'instant
d’une cellule de Prog(l). T>(a’) ne peut pas étre non plus comprise dans Uintervalle (7, t] car
Ts(a') > t. Si I,y = Ts(a') alors Iy > t. Maintenant, on suppose que I, est 'instant d’une cellule
de Prog(l). Comme I, > T3(a'), t > T3(a’) > Ty, et il n’y a pas de cellule de Prog(l) ayant son
instant situé dans l'intervalle (T,,, t], on déduit que I,, > t. Par conséquent, Acrl(a’ -1, t) est
aussi égal a FR,,.

3.222. T, > T3(a’) (a voir la figure 8.6). Il résulte que t > T}, > T3(a’). On a les cas suivants
a considérer :

—si Er(a’) < ER,, alors Acr(a’ - 1) = ER,,. Par la propriété 8.6.3, on déduit que I,y > T,,.
L’instant I, peut étre soit Th(a’) soit I'instant d’une cellule de Prog(l) qui est supérieure a ¢
parce qu’il n’y a pas de cellules de Prog(l) dont l'instant est dans Uintervalle (75, t]. Donc,
I, >t et on peut conclure que Acrl(a’ -1, t) = Acrl(l, t) = ER,,.

—si Er(a’) > ER,, alors Acr(a’ - 1) = Er(a’). De nouveau par la propriété 8.6.3, on obtient
Iy <T,,. Soit Prog(l) = Prog(l)ngT(a/)@lz. Alors (Tin, ERp) € Prog(l)<,pr(ar)- 11 résulte que
Acrl(a’ -1, t) = Acrl(a' -1, Tyy) = (I, Er(d’)) - 12 = Er(d).

8.6.3 Commentaires sur la preuve automatisée avec PVS

Le théoreme d’équivalence des algorithmes Acr et Acrl a été développé avec succes en utili-
sant ’environnement de preuves PVS [Owre et al., 1992]. PVS met & la disposition des utilisateurs
un langage de spécification expressif qui se construit sur une logique typée d’ordre supérieur afin
de définir des types de données abstraits. Par conséquent, la spécification des algorithmes, déja
fournis dans un style fonctionnel, a été relativement facile. Dans ce travail, on s’est restreint
a une spécification de premier ordre parce que notre intention était de prouver le théoréeme
d’équivalence avec SPIKE d’une maniere plus automatique.

La premiere étape difficile a été rencontrée lorsqu’on a voulu prouver que si une liste de
cellules [ est temporellement décroissante, alors la liste programmée adjacente Prog(l) lest
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débit R ‘
- Er(a’) < ERm
ERm £ f==
‘ Acrl(l,temps)
Br(a)] | Acr (a” i temps)
G , - -
0 Ts(a’) Ty, t Iy Ta(a') temps
débitf
i Er(a’) > ERm
E N1 ::::::::LE ] |
m(a’) Acrl(a’.l,temps)
ERm |
Acrl(l,temps)
| = |
0 T3(a’) I,/ Tt Ta(a’) temps

F1G. 8.6 — Ty(a') >t > Ts(ad'), Acrl(l, Ts(a')) > Er(a') et T,, > T3(a’)

aussi, conformément a la propriété 8.6.1. On a essayé d’appliquer la récurrence sur la longueur
de la liste sans succes car, au moment de la preuve du pas de récurrence, la liste programmée
de la conclusion de la récurrence n’est pas une sous-liste de celle de I’hypothese de récurrence.
Apres une analyse plus approfondie du probléme, on a découvert la nécessité d’avoir des lemmes
auxiliaires concernant les propriétés sur les instants des cellules de la liste. Pourtant, les fonctions
initiales n’ont pas été suffisantes pour les exprimer. C’est pour cette raison qu’on a pris la décision
d’enrichir la spécification initiale par des fonctions auxiliaires comme Timel.

La vérification formelle de time_dec suit de pres la preuve semi-formelle de la section 8.6.2.
Par ses regles ASSERT et GRIND, PVS applique des procédures de décision pour faire du
raisonnement arithmétique, utilise des procédures qui calculent la cléture par congruence pour
raisonner sur les égalités, installe des théories et des regles de réécriture ainsi que des définitions
liées a la conjecture afin de prouver les cas triviaux, de simplifier des expressions complexes et
des définitions, ou pour faire du filtrage. Plus en détail, la preuve formelle de la propriété 8.6.1
demande 32 étapes dirigées par 'utilisateur PVS, dont 6 sont des applications de ASSERT,
5 de GRIND et 4 de LEMMA. La regle LEMMA permet aux instances de lemmes prouvés
antérieurement d’étre utilisés dans la preuve courante.

La preuve de la conjecture principale main_conj est de loin la plus complexe qu’on a expé-
rimentée tout au long de notre preuve d’équivalence. Elle suit le squelette de la preuve semi-
formelle décrite dans la section 8.6.2. On a d’abord appliqué la regle INDUCT pour effectuer
de la récurrence sur la longueur de la liste de cellules. Le cas de base a été facilement accompli
avec une opération GRIND. Pourtant, la preuve du pas de récurrence a demandé 27 invocations
de lemmes et 6 fois I'application de la regle CASE afin d’appliquer le raisonnement par cas.
L’analyse de chaque cas particulier a été une source de développement de nouveaux lemmes,
qui a leur tour, peuvent avoir besoin de nouveaux lemmes pour accomplir leurs preuves. La
profondeur du graphe de dépendance des lemmes est 7.

L’analyse de certains cas particuliers présentés dans la preuve du lemme main_conj a suggéré
d’autres fonctions auxiliaires afin d’exprimer des propriétés supplémentaires. Par exemple, les
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fonctions ListUpTo(1,t) et SortedE(1), définissent respectivement les notations [~; et S<¢(l)
introduites dans la section 8.6.1. Certains cas de la preuve formelle suivent de pres la preuve
a la main, comme les cas 1, 2, 3.1 et 3.2.1. Les cas 3.2.2.1 et 3.2.2.2 sont plus complexes et
ont demandé 'utilisation de 17 lemmes. La preuve de main_conj contient 120 étapes guidées
par l'utilisateur, dont sept représentent des applications de la regle GRIND et 29 de la regle
ASSERT. Ceci indique que le raisonnement arithmétique et équationnel ont été intensivement
utilisés.

Dans les tableaux 8.1 et 8.2, on présente quelques statistiques sur les démarches des preuves de
lemmes de cette spécification afin de donner une idée de leur taille et de leur difficulté. L’ordre des
lemmes dans les tableaux satisfont la convention suivante: si le lemme a utilise le lemme b alors
b se trouve au-dessus de a dans les tableaux. Les deux premieres colonnes représentent l'index
et le nom du lemme concerné. Les cing colonnes suivantes illustrent respectivement le nombre
d’invocations de lemmes et le nombre d’applications des regles INDUCT, ASSERT, GRIND
et CASE pendant la preuve du lemme. Les colonnes huit et neuf montrent respectivement le
nombre d’interactions avec 1'utilisateur et le nombre d’appels des lemmes précédents. Sur la
derniere ligne, on présente le total global de ces statistiques. Les lemmes des neuf premieres
lignes représentent des obligations de preuves qui doivent étre déchargées afin que la théorie soit
typée. Ils subsument dix autres obligations de preuve engendrées pendant le processus de typage
et ont été prouvées completement automatiquement par PVS.

La preuve globale dure 78.97s sur un PC disposant d’un processeur Intel Pentium II a 333
MHz et de 128 Mbytes de mémoire vive. Elle a été congue en environ deux mois, en tenant
compte du temps nécessaire pour se familiariser avec PVS.

8.6.4 Automatisation de la preuve avec SPIKE

Nous avons essayé SPIKE, intégrant la procédure de décision pour I'arithmétique linéaire
comme décrit dans le chapitre 6, sur les lemmes fournis par I'utilisateur dans la preuve avec
PVS. Pour cela, nous avons représenté les deux algorithmes sous la forme de la spécification
conditionnelle de ’annexe B.

Les lemmes qui ont été prouvés complétement automatiquement sont marqués avec une étoile
dans la derniere colonne des tableaux 8.1 et 8.2. Ainsi, 49 lemmes ont été prouvés sans ’aide
de l'utilisateur. Si PVS avait intégré les techniques de preuve de SPIKE, alors la preuve aurait
demandé 646 moins d’interactions.

Notons que tout au long des preuves des lemmes, nous avons utilisé la méme stratégie,
présentée dans le champ Strategy. D’abord, on essaie d’éliminer la conjecture courante avec
la procédure de décision pour I'arithmétique linéaire. En cas d’échec, on applique des regles de
SPIKE instanciant A-DELETE et A-SIMPLIFY : TAUTOLOGY, NEGATIVE CLASH, SUBSOMPTION,
PosITIVE DECOMPOSITION, NEGATIVE DECOMPOSITION, POSITIVE CLASH. Puis, on applique
des reégles trés simples instanciant A-SIMPLIFY, comme ELIMINATE REDUNDANT LITERAL, ELI-
MINATE TRIVIAL LITERAL et AUTO SIMPLIFICATION : si la conjecture courante contient deux lit-
téraux identiques, alors ELIMINATE REDUNDANT LITERAL élimine une occurrence; si la conjec-
ture courante est de la forme A\, a; = b; = 1 V...V [,, alors AUTO SIMPLIFICATION permet
de réécrire I; (j € [1..n]) avec des regles de réécriture obtenues par l'orientation des équations
a; = b;. ELIMINATE TRIVIAL LITERAL est similaire & ELIMINATE TRIVIAL EQUATION. Si ces
opérations échouent aussi, on applique des variantes de CASE SIMPLIFY et SIMPLIFY comime
CONDITIONAL REWRITING, EQUATIONAL REWRITING, CONTEXTUAL REWRITING, PARTIAL
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# | nom du lemme | #LEMMA [ #INDUCT | #ASSERT | #GRIND | #CASE | #iu. | #appels | SPIKE |
1 MemberC_TCC1 0 0 0 0 0 0 0

2 MemberT_TCC1 0 0 0 0 0 0 0

3 MemberE_TCC1 0 0 0 0 0 0 0

4 SortedT_TCC1 0 0 0 0 0 0 0

5 SortedE_TCC1 0 0 0 0 0 0 0

6 ListUpTo_TCC1 0 0 0 0 0 0 0

7 Wind_TCC1 0 0 0 0 0 0 0

8 Wind_TCC2 0 0 0 0 0 0 0

9 MaxEr_TCC1 0 0 0 0 0 0 0

10 firstat_timeat 0 1 0 1 0 9 1 *
11 firstat_progat 0 1 0 1 0 9 2 *
12 sorted_sorted 0 1 0 2 0 4 48 *
13 sorted_insat1 1 1 2 2 0 11 2 *
14 sorted_insin2 1 1 0 2 0 6 2 *
15 sorted_e_two 0 1 0 1 0 6 9 *
16 sorted_e_insin 1 1 2 2 0 16 1 *
17 sorted_e_member 2 1 2 3 0 17 1

18 member_t_insin 0 1 2 4 0 19 1 *
19 member_t_insat 0 1 0 3 0 8 1
20 member_less 1 1 3 2 0 14 2
21 member_insin_time 2 1 4 3 0 27 1
22 member_firstat 0 1 3 1 0 16 2 *
23 timel_insat_t 0 1 0 2 0 5 2 *
24 timel_insin 2 1 0 3 0 15 7
25 erl_insin 0 1 0 2 0 5 1 *
26 erl_insat 0 1 0 2 0 5 1 *
27 erl_prog 2 1 0 3 0 12 1 *
28 time_progat_er 0 1 0 1 0 10 2 *
29 timeat_tcrt 1 1 1 1 0 11 2 *
30 timeat_timel 1 1 2 2 1 14 6
31 timel_timeat_max 1 1 3 2 1 15 1 *
32 sorted_timeat 2 1 5 2 1 23 1
33 sorted_timel_timeat 2 1 5 2 1 20 1
34 timel _prog_conjl 3 1 4 2 1 23 1
35 time_dec 4 1 6 5 0 32 9
36 timel_prog 4 1 6 2 1 27 6
37 null_insat 0 1 1 1 0 4 1 *
38 null_insin 0 1 1 1 0 4 1 *
39 null_prog 2 1 5 2 0 20 3

TaB. 8.1 — Quelques statistiques concernant la preuve globale
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# nom du lemme #LEMMA | #INDUCT | #ASSERT | #GRIND | #CASE | #i.u. | #appels | SPIKE
40 null_listat 0 1 2 1 0 12 1 *
41 null_listat1 0 1 0 1 0 3 1 *
42 cons_insat 0 1 0 2 0 11 1 *
43 cons_listat 0 1 0 1 0 3 1 *
44 progat_two_timeat 5 1 9 2 2 41 2 *
45 progat_timel_erl 1 1 1 2 0 14 1 *
46 progat_insat 1 1 1 3 0 16 1 *
47 progat_insat1l 1 1 1 1 0 18 3 *
48 progat_insin_timeat 1 1 5 2 1 26 5
49 progat_insin 2 1 6 2 1 32 3 *
50 listat_insin_tert 2 1 6 2 1 32 1 *
51 progat_insin_t 1 1 6 1 0 22 1 *
52 listuptol_erl 0 1 2 1 0 11 1 *
53 null_listupto 0 1 1 2 0 11 1 *
54 listupto_t_insat 1 1 3 1 0 19 1 *
55 listupto_insin_tcrt 3 1 9 2 0 50 1
56 sorted_e_listupto 4 1 9 4 3 39 3
57 timel_listupto 0 1 0 1 0 6 1 *
58 sorted_listupto 2 1 5 3 0 37 1 *
59 progat_listupto 1 1 4 1 0 28 2 *
60 leftmax 3 0 2 0 0 9 1 *
61 leftmax_max 1 1 2 3 1 16 1 *
62 right_prog 14 0 14 2 1 54 1
63 right_wind 0 0 0 0 0 5 1 *
64 time_listat 1 1 1 1 0 12 2 *
65 listat_listupto 2 1 6 2 0 39 1 *
66 sorted_cons_listat 1 1 4 1 0 17 1 *
67 progat_member_time 7 1 16 3 2 49 1
68 sorted_cons_two 11 1 12 2 1 48 1
69 sorted_cons_two_nil 1 1 1 1 0 7 1
70 sorted_e_progat_prog_two 10 1 9 4 2 47 2
71 rate_inc 1 1 1 1 0 7 1
72 sorted_e_member_two 6 1 11 3 2 42 1
73 new_listat_prog 4 1 10 3 1 47 1
74 progat_prog_two 17 1 23 5 5 83 1
75 null_ wind1 0 1 3 1 0 10 1 *
76 null_wind2 1 0 1 1 1 7 1 *
7 member_t_timel 0 1 4 1 0 17 1
78 timeat_greater 2 1 7 2 1 28 1
79 timel_insinl 0 0 0 1 0 1 1 *
80 null_listuptol 0 1 0 2 0 6 1 *
81 sorted_e_cons 0 1 1 1 0 6 1 *
82 erl_cons 0 1 0 1 0 5 1 *
83 no_time 0 1 4 1 0 16 1 *
84 prev_time 3 1 10 3 1 36 1
85 monoton_e 7 1 11 5 1 55 1
86 monoton_el 4 1 10 4 1 49 1
87 main_conj 27 1 29 7 6 120 1
88 final 1 0 1 0 0 10 0 *

| Total 181 73 320 158 40 ] 1686 | 181 49
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8.7. Conclusions

CASE REWRITING et TOTAL CASE REWRITING. Les appels récursifs au prouveur, demandés par
CONDITIONAL REWRITING, CONTEXTUAL REWRITING et TOTAL CASE REWRITING, créent des
preuves suivant respectivement les stratégies normalize, rec_strategy_rewriting levelO et
delete_set. La stratégie normalize est prédéfinie et permet de normaliser une conjecture par
des applications successives de CONDITIONAL REWRITING. Finalement, si aucune de ces regles
ne peut s’appliquer, on utilise GENERATE. L’état courant de la preuve s’affiche par la stratégie
print_goals.

Un exemple

On va détailler la preuve SPIKE du lemme sorted_listupto de 'annexe B.2, nécessaire
pour résoudre le cas 3.2.1. de la preuve globale de la section 8.6.2.

sorted_listupto affirme que, étant données une instance arbitraire ¢ et une liste tempo-
rellement décroissante [, le préfixe maximal I’ de [ contenant des cellules avec des instances
supérieures a t est aussi temporellement décroissant :

SortedT (1) = True = SortedT (ListUpTo(l, t)) = True

Dans la preuve avec SPIKE intégrant la procédure de décision pour I'arithmétique linéaire
on utilise 2 opérations GENERATE, 51 opérations de réécriture et 10 opérations de subsomption.
La preuve commence par une GENERATE qui instancie la variable [ par Nil, Cons(t1/e1, nil)
et Cons(ta/e2, Cons(y, z)) et puis les réécrit avec des regles de réécriture conditionnelles ob-
tenues par 'orientation des axiomes de gauche a droit. L’ordre sur les termes et clauses est
construit a partir des précédences entre les symboles de fonction donnés dans le champ less de
la spécification SPIKE.

Il y a une seule conjecture qui ne peut étre éliminée pendant le processus de simplification :

SortedT (cons(y, z)) = True, Time(y) < to = True, to <t = False,
Time(y) <t = False = SortedT (cons(y, ListUpTo(z, t))) = True

SPIKE applique GENERATE sur elle. Cette fois-ci, toutes les conjectures dérivées sont éli-
minées.

Notons que la méme version de SPIKE, mais sans intégrer la procédure de décision pour
I’arithmétique linéaire, diverge sur cet exemple.

8.7 Conclusions

Notre objectif a été de dériver la premiere preuve automatisée d’un algorithme incrémental
et idéal qui vérifie la conformité du protocole ABR. Une preuve «a la main» a été concue
auparavant dans [Rabadan et Klay, 1997]. Pourtant, ce type de preuves manuelles n’est pas
convaincant en général car des cas limite ou des arguments apparemment triviaux sont souvent
omis, ceci constituant des sources permanentes d’erreurs. Dans cette direction, notre preuve
automatisée présente plus de confiance dans la correction de ’algorithme car chaque étape a été
vérifiée par PVS.

D’une part, la spécification de 'algorithme dans PVS comme fonction récursive s’est avéré
étre une tache relativement facile. D’autre part, la preuve qu’on a obtenue est difficile. Elle
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demande la définition et la preuve d’approximativement 80 lemmes intermédiaires et I'introduc-
tion des fonctions auxiliaires. Contrairement a d’autres preuves formelles, qui servent a valider
des preuves manuelles en suivant de pres leur squelette, on a été contraint, en raison de notre
approche de premier ordre, de renoncer & la preuve de [Rabadan et Klay, 1997] et de construire
une autre preuve sans avoir une ligne directrice générale établie. L’interactivité avec 'utilisateur,
spécifique a PVS, nous a permis d’isoler des cas critiques afin de se concentrer sur eux. La plupart
des lemmes intermédiaires ont été testés sur des cas limite avant d’étre prouvés formellement.
Ces tests ont été simulés avec un programme écrit en Ocaml [Leroy et al., 2000] qui met en
ceuvre les algorithmes Acr et Acrl. Les tests ont été effectués sur des configurations concretes
de la liste de cellules, avant de prouver formellement les lemmes avec PVS.

Nous avons réussi avec les techniques de preuve par ensembles couvrants contextuels de
SPIKE, intégrant une procédure de décision pour l'arithmétique linéaire comme décrit dans
le chapitre 6, de prouver complétement automatiquement plus de 60% des lemmes donnés par
I'utilisateur. Ceci montre qu’une coopération entre PVS et SPIKE aurait réduit I'interaction
avec l'utilisateur dans la preuve globale a plus d’un tiers.
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Sommaire et perspectives

Le travail de la these est partagé en deux parties: théorie et applications. La partie théo-
rique est centrée autour d’un nouveau concept, celui d’ensemble couvrant contextuel (ECC),
qui caractérise completement, d’une part des schémas de récurrence explicite comme les en-
sembles couvrants et d’autre part des techniques de simplification comme celles spécifiques a
I’approche de la preuve par cohérence. Le noyau du principe de preuve par récurrence avec
ECC est reflété par un systeme d’inférence abstrait. Le systeme est descriptif et générique et
établit des normes pour 'usage des ECC a la construction des regles d’inférences. Par rapport
a d’autres systemes abstraits d’inférences similaires, notre systeme contient des regles compre-
nant des conditions d’applications plus faibles et généralise virtuellement toutes les procédures
de récurrence implicite existantes basées sur des ensembles couvrants. D’une part, il peut étre
facilement adapté pour montrer des propriétés inductives, initiales et observationnelles dans les
spécifications conditionnelles, pour faire des preuves dans les spécifications conditionnelles pa-
ramétrées ou bien dans les spécifications conditionnelles de type positif/négatif. D’autre part, il
peut aussi etre adapté a prouver si une spécification est suffisamment compléte ou un systeme
de réécriture est convergent ou confluent sur les termes clos.

En pratique, les ECC élémentaires sont engendrés par des modules de raisonnement, représen-
tant des implantations des techniques de raisonnement. Grace a leurs propriétés de composition,
on peut engendrer de nouveaux ECC. Les modules de raisonnement sont intégrés dans le prou-
veur selon un schéma qui présente 'avantage d’utiliser des éléments du contexte courant en tant
que prémisses. Comme étude de cas, nous avons défini un ensemble de modules de raisonnement
a partir d’un ensemble de techniques de réécriture adéquates aux théories conditionnelles, comme
la réécriture inductive ou la réécriture par cas. Sur cette base, nous avons spécifié le systeme
d’inférence du prouveur SPIKE comme une instance de notre systeme abstrait adaptée a la
vérification des propriétés initiales. Le potentiel offert par le cadre de travail de la récurrence
avec ECC a permis non seulement des modifications faciles et des généralisations de ses regles
d’inférence, ou un schéma de parallélisation du systéme d’inférence, mais aussi des extensions
modulaires et incrémentales du systeme d’inférence en introduisant de nouvelles techniques de
raisonnement. Par exemple, nous avons montré comment SPIKE, & ’aide d’une nouvelle tech-
nique de raisonnement sur des clauses (la subsomption sémantique inductive) et intégrant une
procédure de semi-décision pour 'arithmétique linéaire, a réussi la preuve de correction de I’al-
gorithme MJRTY en utilisant une combinaison de raisonnement inductif et arithmétique.

A court terme, jenvisage d’apporter a SPIKE les améliorations et les fonctionnalités que
j’ai mentionné dans la these. En priorité, le travail sera porté sur l'intégration des techniques
qui permettront plus d’automatisation et d’efficacité des preuves. En particulier, j’envisage le
remplacement de la procédure de semi-décision pour 'arithmétique linéaire avec une procédure
de décision. De plus, jqe vais étudier les conditions nécessaires a 'intégration d’autres procédures
de décision, par exemple pour des listes, vecteurs de bits, tableaux, ....
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L’interface parallele SPIKEPAR que j’ai congu pour SPIKE implémente un schéma de pa-
rallélisation au niveau des clauses. Il serait intéressant d’étudier le gain d’efficacité de SPIKE
en utilisant des schémas plus fins, permettant le parallélisme au niveau des termes [Kirchner et
Viry, 1992; Biindgen et al., 1996], ou des stratégies de déduction [Bonacina et Hsiang, 1994].

J’envisage aussi la recherche d’autres applications qui peuvent bénéficier de notre cadre
de preuve par ECC. Je crois que des systemes d’inférence mettant en ceuvre des techniques
de raisonnement comme la résolution ordonnée [Loveland, 1978] ou des techniques basées sur
I'arithmétique, comme celles présentées dans 1’algorithme de Buchberger [Bachmair et Ganzin-
ger, 1994] pour le calcul de bases de Grébner [Becker et Weispfenning, 1993] dans des anneaux
polynomiaux dans les algebres, sont de bons candidats. Juste pour donner une idée, voici un
exemple d’utilisation de la résolution ordonnée dans la génération des ECC.

Soient C7 =1V ry et Co = IV ry deux clauses telles que [ est un littéral maximal des deux
clauses. Par la résolution de Cy et Cy, on obtient la clause plus petite (par rapport a l'ordre sur
les clauses <.) C3 = 11 V ry. Par conséquent, {C3} est un ECC strict de C (resp. C) dans tout
contexte permettant 'utilisation de Ca (resp. C}). Les modules de raisonnement mettant en
ceuvre ces techniques peuvent étre ainsi intégrés dans toute instance opérationnelle du systeme
d’inférence abstrait qui manipule des clauses.

Dans la partie pratique, nous avons présenté des applications de la méthode de preuve par
récurrence avec ECC a la vérification des logiciels de télécommunications. Un premier exemple
aborde le probleme de la détection et la résolution des interactions de services téléphoniques.
Nous avons proposé une méthodologie qui permet leur détection/résolution avec des techniques
basées sur la réécriture conditionnelle et la récurrence implicite. Comme étude de cas, nous
avons utilisé avec succes cette méthodologie, en nous appuyant sur le démonstrateur SPIKE,
pour analyser l'interopérabilité des services de renvoi inconditionnel et de filtrage des appels a
I’arrivée, aussi que celle des services de numérotation abrégée et filtrage des appels au départ.
Dans le futur, j’envisage ’analyse d’autres combinaisons de services téléphoniques avec notre
méthodologie.

Dans un autre exemple, nous avons obtenu la premiere preuve automatisée, a 'aide du
démonstrateur PVS, de la conformité d’un algorithme incrémental qui calcule les débits admis
par le protocole ABR dans les réseaux ATM. Avec notre méthode de preuve, nous avons réussi,
par 'intermédiaire de SPIKE, a vérifier completement automatiquement la majorité des lemmes
de cette preuve. L’expérience que nous avons eu au long de la preuve avec PVS a montré
I'importance de l'interactivité du prouveur avec l'utilisateur. Gréace a elle, nous avons réussi
a guider, étape par étape, la construction des preuves et isoler les cas critiques afin de nous
concentrer sur eux.

Je crois que le succes d'un prouveur dépend fortement de 1’équilibre, pendant les preuves,
entre U'interactivité et les dérivations complétement automatiques. A long terme, j'envisage de
travailler dans les deux directions pour rapprocher ces deux fonctionnalités dans le cadre des
preuves par ECC. D’une part, je vais étudier les conséquences de I'utilisation de formules arbi-
traires qui peuvent ainsi perturber I'ordre global sur les formules, nécessaire aux dérivations des
preuves par récurrence implicite. Ceci permettra une liberté de choix plus large pour I'utilisateur
pendant les analyses par cas ou lorsqu’il instancie des lemmes. D’autre part, je vais étudier la
possibilité d’intégrer des techniques de preuve facilement automatisables, en particulier celles
basées sur la récurrence implicite, dans des prouveurs interactifs comme PVS.
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A

Spécification composée des services

CFU et TCS

Cette annexe contient la spécification SPIKE de 'inter-fonctionnement des services CFU
et POTS, présentés dans le chapitre 7, qui est congue pour une configuration de réseau a trois
utilisateurs. Elle a été obtenue par ’application de la méthodologie présentée dans la section 7.5.

specification: TCS_CFU_POTS

sorts bool, NatM, NM  Com™M

constructors:

0 —  NatM
1 —  NatM
2 —  NatM
3 — NatM
True —  bool
False —  bool
Tel™ ¢ Nat™ x NatM x NatM x (Nat™)* x bool — NM
TCSM : NatM x NatM —  ComM
CFUM ¢ NatM x NatM —  ComM
cCoOMMM . NatM x NatM —  ComM

defined functions:

% fonctions définies %

A 1 bool x bool —  bool
member ¢ Nat™ x (Nat™)* —  bool
busy : NatM x (NM)* —  bool
disconnect : NatM x (NM)* —  (NM)*

% —CFU/POTS- les fonctions utilisées pour spécifier le service CFU %

busy®© : NatM x (NM)* —  bool
disconnect® i NatM x (NM)* —  (NM)*
member® : NatM x (NatM)* —  bool
transit® : NatM x (NM)* —  NatM
Apply_network® : ComM x (NM)* - (NM)*
Apply_aux® i ComM x (NM)* —  (NM)*
connect® i Nat™ x NatM x (NM)* — (NM)*
Appl_network® : ComM x (NM)* —  (NM)*
App_tel® ;. ComM x NM — NM
Accepts® i (ComM)* x (NM)y* —  bool
Ok_network® i (NMyx —  bool
no_sel fcall . NM —  bool
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% —T'C'S/POTS— les fonctions utilisées pour spécifier le service TC'S %

busyT : NatM x (NM)* —  bool
disconnect™ : NatM x (NM)* —  (NM)*
memberT : Nat™ x (NatM)* —  bool
Apply_network” : ComM x (NM)* —  (NM)*
connect™ : Nat™ x NatM x (NM)* —  (NM)*
Appl_network™ i ComM x (NM)* —  (NM)*
App_telT : ComM x NM - NM
Accepts™ i (ComM)* x (NM)* —  bool
Ok_network™ : (NM)y* —  bool
no_call_black_list : NM —  bool

% —(CFU & TCS)/POTS- les fonctions de la spécification composée%

busy™M ¢ NatM x (NM)* —  bool
disconnect™ : NatM x (NM)* —  (NM)*
member™ ¢ NatM™ x (NatM)* —  bool
transitM i NatM x (NM)* —  NatM
Apply_network™ : ComM x (NM)* —  (NM)*
Apply_auxz™ i ComM x (NM)* —  (NM)*
connect™ i NatM x NatM x (NM)* — (NM)*
Appl_network™ i ComM x (NM)* —  (NM)*
App_telM i ComM x NM - NM
Accepts™ ¢ (ComM)* x (NM)* —  bool
Ok_network™ s (NM)yx —  bool
no_call_bl_himself : NM —  bool
axioms:

% fonctions partagées %
% logical and %

True ANTrue —  True
False A x —  False
z A False —  False

% member(n,l) %

member(n,[]) —  False
ny =mng = member(ni,[ne@l]) — True
ni #ng = member(ni,[n2@l]) —  member(ni,l)
% busy(n,r) %
busy(n,[]) —  False
n=n1Ana#0 = busy(n,[Tel™ (n1,n2,n3,ln,f)@r]) — True
n # ny = busy(n,[Tel™ (n1,n2,n3,In,f)@r]) —  busy(n,r)
ng =0 = busy(n,[Tel™ (n1,n2,n3,ln,f)@r]) —  busy(n,r)
% disconnect(n,r) %
disconnect(n,[]) — [
n=ni = disconnect(n,[Tel™ (ny,n2,n3,In,f)@r]) —
[TelM (n1,0,n3,In,False)Qdisconnect(n,r)]
n=ns = disconnect(n,[Tel™ (ny,n2,n3,In,f)@r]) —

[TelM (n1,0,n3,In,False)Qdisconnect(n,r)]
n#niAn#ny = disconnect(n,[TelM (ny,n2,ns3,ln,f)@r]) —
[TelM (n1,n2,n3,ln,f)Qdisconnect(n,r)]

% CFU/POTS %

% busy€(n,r) %

busy® (n,r) — busy(n,r)

% disconnect® (n,r) %
disconnect® (n,r) — disconnect(n,r)
% member® (n,1) %

member® (n,l) — member(n,l)

% transit®(n,r) %

transit® (n,]]) — 0
n=ny = transitc(n,[TelM (n1,n2,n3,In,f)@r]) — ng
n#n = transit®(n,[Tel™ (n1,n2,n3,In,f)Qr]) —  transit®(n,r)
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% Apply_network®(c,l) %

Apply_network® (TCSM (n1,n2),r) — 7
Apply_network® (CFUM (n1,n2),r) —
Apply_auz® (CFUM (n1,n2),r)

transit® (na,r) #0Any # ng = Apply_network®(COM MM (ny,n2),r) —
Apply_auz® (COM MM (n1,transit® (na,r)),r)

ny =ng = Apply_network® (COMM™M (nq1,n2),r) — r
transit® (na,r) = 0 Any # na = Apply_network® (COM MM (nq,n2),r) —
Apply_auz® (COM MM (n1,n2),r)
% Apply_aux©(c,r) %
Apply_auz® (TCSM (n1,n2),r) —
Apply-auz®(c,[]) — ||
n1 # 0 A ~busy® (n1,[tQr]) = Apply_auz®(CFUM (ny,ns),[tQr]) —
[App_tel® (CFUM (nq,n2),t)@Apply_auz® (CFUM (n1,n2),r)]
ny =0 = Apply_auz®(CFUM (ny,ns),[t@r]) — [t@Qr]
busy® (n1,[tQr]) = Apply_auz® (CFUM (ny,n2),[t@r]) — [tQr]
n1#0An2 #0 = Apply_auz®(COM MM (n1,n2),[tQr]) —
connect®(ny,na, [t@r])
n; =0 = Apply_auz®(COMMM (nq,n2),[tQr]) — [tQr]
n1#Z0Any =0 = Apply_auz® (COMMM (ny,n2),[tQr]) —

disconnect® (n1,[tQr])
% connect€ (ny,nz,r) %

connect®(n1,na,[]) —

Appl_network® (COM MM (n1,n2),[])
—busy® (n1,[t@r]) A —busy® (n2,[tQr]) =  connect® (ny,no,[t@r]) —

Appl_network® (COM MM (ny,n2),[t@r])
busy® (n1,[t@Qr]) = connect®(n1,n2,[tQr]) — [tQr]
busy® (ng,[tQr]) = connect®(ny,na,[tQr]) — [tQr]

% Appl,networkc(c,r) est toujours appelé ayant COMMM comme argument. Les autres commandes sont filtrées. %

Appl_network® (TCSM (n1,n2),r) —
Appl_network® (CFUM (ny,n2),r) —
Appl_network® (COM MM (n1,n2),[]) —
Appl_network® (COM MM (nq,n2),[t@r]) —  [App_tel®(COMM™M (n1,n2),t)@

Appl_network® (COM MM (nq,n2),r)]
% App_tel®(c,t) %

App_tel®(TCSM (n1,n2),Tel™ (n3,n4,n5,In,f)) —
Tel™ (n3,n4,n5,In,t)

ns =ni = App_tel®(CFUM (ny,n2),TelM (n3,nq4,n5,n,f)) —
Tel™ (ng,na,no,ln, f)

n3g # ny = App_tel®(CFUM (ny,n2),TelM (n3,nq4,n5,n,f)) —
Tel™ (ng,na,ns,ln, f)

ng =ng = App_tel®(COMMM (ny,n3),Tel™ (n3,n4,n5,In,f)) —
Tel™ (ng,n1,ns,ln, f)

ni =ns = App_tel®(COM MM (ny,n3),Tel™ (n3,n4,n5,In,f)) —

Tel™ (ng,na,ns,ln, f)
no #n3z Any #nsg = App_tel®(COMMM (ny,n2),TelM (n3,n4,n5,n,f)) —
Tel™ (nz,na,ns,ln, f)

% AcceptsC(le,r) %

Accepts© ([],r) —  Ok_network® (r)
Ok_network® (r) = Accepts®([cQlc],r) —  AcceptsC© (lc,Apply_auxC® (c,r))
-Ok_network®(r) =  Accepts® (lc,r) —  False
% Ok_network® (r) %
Ok_network® ([]) —  True

Ok_network® ([t@Qr]) —  mno_selfcall(t) A Ok_network® (r))
% no_selfcall(t) %

ni #n2 = no_selfcall(Tel™ (ny,na,n3,ln,f)) — True
ny =na = noselfcall(Tel™ (n1,n2,n3,ln,f)) — False
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% TCS/POTS %

% busy T (n,r) %

busy™ (n,r) — busy(n,r)

% disconnect™ (n,r) %
disconnect™ (n,r) — disconnect(n,r)
% memberT (n,1) %

member™ (n,l) — member(n,l)

% Apply_network™ (c,r) %

Apply_network”T (CFUM (ny,n2),r) — r
Apply_networkT (c,[]) — ||

n1 #0Ang #0A-busy” (ng,[t@r]) =  Apply network” (TCSM (n1,n2),[t@r]) —
[App_telT(TCSM (n1,n2),t)@
Apply_network™ (TCSM (n1,n2),r)]
ny =0 = Apply_network” (TCSM (n1,n2),[t@Qr]) — [tQr]
ng =0 = Apply_network” (TCSM (n1,n2),[t@r]) — [t@r]
busyT (na,[t@r]) = Apply_network” (TCSM (n1,n2),[t@r]) — [tQr]
ny #Z0Any #na Ang #0 = Apply_networkT (COMMM (nq,n2),[t@r]) —

connect” (n1,n2,[t@r))
ni =na = Apply_network” (COMMM (nq,ns2),[t@r]) — [tQr]
ny =0 Apply_network” (COMMM (ny,n2),[t@r]) — [tQr]
ni#0An2 =0 Apply_networkT (COM MM (n1,n2),[t@r]) —
disconnect™ (n1,[t@r])

4y

% connectT (ny,nz2,r) %

connect™ (ny,n2,[]) —

Appl_network™ (COM MM (ny,n2),[])
—busyT (n1,[t@r]) A =busyT (n2,[t@r]) =  connect” (n1,n2,[t@r]) —
Appl_network” (COMMM (ny,nz),[t@r])
connect” (ny,nz,[tQr]) — [tQr]
connect™ (ny,nz,[tQr]) — [tQr]

busyT (ny,[t@r])

=
busyT (na,[t@r]) =

% Appl_networkT(c,r) %

Appl_networkT (CFUM (ny,n2),r) —
Appl_network™ (TCSM (n1,n2),r) —
Appl_networkT (COM MM (n1,n2),]) —

Appl_networkT (COMMM (n1,n2),[t@Qr]) —  [App_telT (COM MM (n1,n2),t) @Appl_network™ (COM MM (n1,n2),r)]
% App_telT(c,t) %

App_telT (CFUM (nq,n2),Tel™ (n3,n4,n5,In,f)) —
Tel™ (n3,na,ns,In, f)

Tel™ (nz,na,ns,In, f)
App_telT (TCSM (ny,n2),Tel™ (n3,n4,n5,In,f)) —
Tel™ (n3,na,ns,ln, f)

ng = nzAng # ngA-memberT (n1,ln) =  App_telT (TCSM (n1,n2),Tel™ (n3,n4,n5,In,f)) —
Tel™ (n3,n4,n5,[n1QIn], f)
ng # ng = App_telT (TCSM (nq,n2),Tel™ (n3,n4,n5,In,f)) —
Tel™ (nz,na,ns,in, f)
ny =ng = App_telT (TCSM (nq,n2),Tel™ (n3,n4,n5,In,f)) —
=

memberT (ny,In)

n1 # ng Ang =ns = App_telT (COMMM (n1,n2),Tel™ (n3,n4,n5,In,f)) —
Tel™ (n3,n1,ns,In,False)

ni1 #ng Any =ns = App_telT (COMMM (n1,n2),Tel™ (n3,nq,n5,In,f)) —
Tel™ (n3,n2,ns,In,True)

n2 #n3z Ani # ns = App_telT (COMMM (n1,n2),Tel™ (n3,nq,n5,In,f)) —
Tel™ (n3,n4,n5,In,f)

Ny = ny = App_telT(COMMM (ny1,n2),Tel™ (n3,nq,n5,In,f)) —

Tel™ (n3,n4,n5,In,f)

% AcceptsT (lc,r) %

AcceptsT ([],r) —  Ok_network™ (r)
Ok_network™ (r) = AcceptsT([cQlc],r) —  AcceptsT (Ic,Apply_network™ (c,r))
—Ok_network™ (r) =  AcceptsT (le,r) —  False

148



% Ok _network™ (r) %
Ok_network™ ([]) —  True

Ok_network ([tQr]) —  no_call_black_list(t) A Ok_network™ (r))

% no_call_black list(t) %

—memberT (na,ln) =  no_call_black_list(Tel™ (n1,n2,n3,In,f)) — True
memberT (na,ln) = no_call_black_list(Tel™ (n1,n2,n3,In,f)) — f

% busyM(n,r) %

busyM (n,r) — busy(n,r)

% disconnect™ (n,r) %
disconnect™ (n,r) — disconnect(n,r)
% memberM(n,1) %

memberM (n,l) — member(n,l)

% transit™ (n,r) %

transitM (n,r) — transit® (n,r)

% Apply_network™ (c,r) %

transitM (na,r) #0Any # na =

niy =ng

=
transitM(ng,r) =0AN1 # na =

% Apply_auxM(c,r) %

ny # 0 A ~busy™ (nq,[t@r])

ny =0
busyM (nq,[t@r])
ny # 0 Ang # 0 A =busyM (ng,[t@r])

ny =0
ng =0
busyM (na,[t@r])
n1#0An2 #0

ny =0
n17é0/\n2=0

% connectM (ny,n2,r) %

—busy™ (n1,[tQr]) A ~busy™ (no,[tQr])

busy™ (n,[t@r])
busyM (na,[t@r])

% Appl_networkM (c,r) %

Appl_network™ (TCSM (ny,n2),r)
Appl_network™ (CFUM (ny,n2),r)
Appl_network™ (COM MM (n1,n2),[])

Appl_network™ (COM MM (ny n2),[t@r])

% App_tel™(c,t) %

% CFU & TCS/POTS %

Apply_networkM (TCSM (ny,n2),r) —
Apply_auz™ (TCSM (ny,n2),r)
Apply_networkM (COM MM (nq,n2),r) —
Apply_aux™ (COM MM (ny transit™ (na,r)),r)
Apply_network™ (COM MM (n1,n
Apply_network™ (COM MM (n1,ns
Apply_auz™ (COMMM (n1,n2),r)
Apply_network™ (CFUM (ny1,n2),r) —
Apply_auz™ (CFUM (nq,n2),r)

vv
33
1l

Apply_auz™ (c,[]) — ]

= Apply_auz™ (CFUM (n1,n2),[t@r]) —
[App_telM (CFUM (ny,n2),t)@
Apply_auz™ (CFUM (ny,n2),r)]

= Apply_auzM (CFUM (nq,n2),[t@r]) — [tQr]
= Apply_auz™ (CFUM (n1,n2),[t@r]) — [t@r]
= Apply_auz™ (TCSM (ny,n2),[tQr]) —
[App_tel™ (TCSM (n1,n2),t)@
Apply_auz™ (TCSM (n1,n2),r)]
= Apply_auz™ (TCSM (n1,n2),[tQr]) — [tQr]
= Apply_auz™ (TCSM (n1,n2),[tQr]) — [tQr]
= Apply_auz™ (TCSM (n1,n2),[tQr]) — [tQr]
= Apply_auz™ (COMMM (ny,n2),[tQr]) —
connectM (nq,na,[tQr])
= Apply_auz™ (COMMM (ny,n2),[t@Qr]) — [tQr]
= Apply_auz™ (COMMM (ny,ns),[tQr]) —

disconnect™ (ny,[t@r])

connectM (ny,na,[]) —
Appl_network™ (COM MM (nq,n2),[])
= connect™ (ny,nz,[tQr]) —
Appl_network™ (COM MM (nq,ns),[t@r])
connectM (nq,ng,[tQr]) — [tQr]
connectM (nq,na,[tQr]) — [tQr]

4

0
0

[
[App_telM (COM MM (nq,n2),t)
QAppl_network™ (COM MM (nq,n2),r)]

I
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n3 = ng = App_telM(CFUM (n1,n2),Tel™ (n3,n4,ns,n,f)) —
Tel™ (n3,nq,n2,In,f)
n3 # ni = App_tel (CFUM (nq,n2),Tel™ (n3,n4,n5,In,f)) —

Tel™ (n3,n4,n5,In,f)
na = nzAny # ng A—memberM (nq1,ln) = App_tel™ (TCSM (n1,n2),TelM (n3,n4,n5,in,f)) —
Tel™ (n3,n4,ns,[n1QlIn], f)

n2 # na = App_tel™ (TCSM (ny,n2),Tel (n3,n4,n5,In,f)) —
Tel™ (n3,n4,n5,In,f)

ny = n4 = App_tel™ (TCSM (n1,n2),Tel™ (n3,n4,n5,In,f)) —
Tel™ (n3,n4,n5,In,f)

memberM (nq,in) = App_tel™ (TCSM (n1,n2),Tel™ (n3,n4,n5,In,f)) —
Tel™ (n3,nq,n5,In,f)

n2 =ng = App_tel™ (COMMM (nq,n2),Tel™ (n3,n4,ns5,In,f)) —
Tel™ (n3,n1,ns,In,f)

niy =mns = App_tel™ (COMMM (nq,n2),Tel™ (n3,n4,ns5,In,f)) —
Tel™ (n3,n2,n5,In,f)

n2 #nz Ani # ns3 = App_tel (COMMM (nq,n2),Tel™ (n3,n4,ns5,In,f)) —

Tel™ (n3,nq,n5,In,f)

% AcceptsM(lc,r) %

AcceptsM ([],r) —  Ok_networkM (r)
Ok_network™ (r) = AcceptsM([cQlc],r) —  AcceptsM (lc,Apply_auz™ (c,r))
—Ok_networkM (r) = Accepts™ (lc,r) —  False
% Ok _networkM (r) %
Ok_network™ ([]) —  True

Ok_network™ ([t@r]) —  mno_call_bl_himself(t) A Ok_network™ (r))
% no_call_bl_himself (t) %

ni = neo = no_call_bl_himsel f(Tel™ (n1,n2,n3,In,f)) — False
ny # ng A ~-memberM (na,ln) = no_call_bl_himsel f(Tel™ (n1,n2,n3,ln,f)) — True
n1 # na A memberM (na,in) = no_call_bl_himsel f(Tel™ (n1,n2,n3,In,f)) — f

Afin d’obtenir la spécification composée pour une configuration de réseau & deux utilisateurs, il
suffit d’effacer de la partie constructors la ligne:

3 : —  NatM
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B

Spécification PVS et SPIKE de
I’algorithme ABR

B.1 Spécification PVS

atm : Theory
BEGIN
% Déclarations globales %
tuptype : TYPE = [nonneg real,nonneg_real]

tert,to,ts,t,to,e,e1,ta,th : VAR nonneg_real
I,p: VAR list[tuptype]
0,01,0a : VAR tuptype
% Fonctions communes %
Time(t,e) : nonneg real = ¢t

Er(t,e) : nonneg real = e

SortedT(I) :
RECURSIVE bool = CASES | OF
null : TRUE,
cons(o1,p1) :
(CASES p; OF
null : TRUE,
cons(02,ps) :
IF Time(o01) > Time(o2) THEN SortedT(cons(oz,p2))
ELSE FALSE
ENDIF
ENDCASES)
ENDCASES
MEASURE length

% Fonctions propres a Acr %
Wind(l,tert,to,ts) :
RECURSIVE list[tuptype] = CASES [ OF
null : null,
cons(O,p) :
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(IF Time(O) + t3 > tcrt THEN Wind(p,tert,ta,ts)
ELSIF Time(O) + to < tcrt THEN cons(O,null)
ELSE cons(O,Wind(p,tcrt,ta,t3))
ENDIF)
ENDCASES
MEASURE length(7)

MaxEr(l) :
RECURSIVE nonneg_real = CASES [ OF
null : 0,
cons(O,p) : (1 MaxEr(p) < Er(O) THEN Er(O) ELSE MaxEr(p) ENDIF)
ENDCASES

MEASURE length

Acr(l,tert,to,ts) :
nonneg real = IF SortedT(I) A (t2 > t3) THEN MaxEr(Wind(/,tcrt,t2,t3)) ELSE 0 ENDIF
% Fonctions propres a Acrl %
InsAt(l,t,e) :
RECURSIVE list[tuptype] = CASES [ OF
null : cons((¢,e),null),
cons(O,p) :
(IF Time(O) <t THEN cons((t,e),cons(O,p))
ELSE InsAt(p,t,e)
ENDIF)
ENDCASES
MEASURE length()

InsIn(l,t,e) :
RECURSIVE list[tuptype] = CASES [ OF
null : cons((¢,e),null),
cons(O,p) :
(1 Er(O) < e THEN InsIn(p,Time(O),e)

ELSE cons((t,e),cons(O,p))
ENDIF)

ENDCASES

MEASURE length(l)

ProgAt(l,tert) :
RECURSIVE nonneg real = CASES [ OF
null : 0,
cons(O,p) : (1IF Time(O) < tert THEN Er(O) ELSE ProgAt(p,tcrt) ENDIF)
ENDCASES
MEASURE length(7)

Prog(l,tg,tg) :
RECURSIVE list[tuptype] = CASES [ OF
null : null,
cons(O,p) :
(1F ProgAt(Prog(p,ta,ts),(Time(O) + t3)) < Er(O)

THEN InsAt(Prog(p,ta,t3),(Time(O) + t3),Er(0))
ELSE InsIn(Prog(p,ta,ts3),(Time(O) + t2),Er(O))
ENDIF)
ENDCASES

MEASURE length(7)
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Acrl(l,tert,ta,ts) :
nonneg real = IF SortedT(l) A (t2 > t3) THEN ProgAt(Prog(l,ts,t3),tcrt) ELSE 0 ENDIF
% Fonctions auxiliaires %

Timel(!) : nonneg real = CASES [ OF null : 0,cons(O,p) : Time(O) ENDCASES
Erl(l) : nonneg real = CASES [ OF null : 0,cons(O,p) : Er(O) ENDCASES

MemberC(O,l) :
RECURSIVE bool = CASES [ OF
null : FALSE,
cons(o1,p1) : (IF O = 0; THEN TRUE ELSE MemberC(O,p;) ENDIF)
ENDCASES
MEASURE length(1)

MemberT (tert,l) :
RECURSIVE bool = CASES [ OF
null : FALSE,
cons(o1,p1) : (IF tert = Time(o1) THEN TRUE ELSE MemberT (tcrt,p;) ENDIF)
ENDCASES
MEASURE length(])

MemberE(e,l) :
RECURSIVE bool = CASES [ OF
null : FALSE,
cons(o1,p1) : (IF e = Er(o;) THEN TRUE ELSE MemberE(e,p;) ENDIF)
ENDCASES
MEASURE length(l)

SortedE() :
RECURSIVE bool = CASES | OF
null : TRUE,
cons(o1,p1) :
(CASES p; OF
null : TRUE,
cons(0g,p2) :
IF Er(o;) < Er(oz) THEN SortedE(cons(oz,p2))
ELSE FALSE
ENDIF
ENDCASES)
ENDCASES
MEASURE length

ListUpTo(l,t) :
RECURSIVE list[tuptype] = CASES [ OF
null : null,
cons(O,p) :
(1F Time(O) < ¢ THEN cons(O,null)
ELSE cons(O,ListUpTo(p,t))
ENDIF)
ENDCASES
MEASURE length(l)
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TimeAt(l,tert)
RECURSIVE nonneg real = CASES [ OF
null : 0,
cons(O,p) : (1IF Time(O) < tert THEN Time(O) ELSE TimeAt(p,tcrt) ENDIF)
ENDCASES
MEASURE length(7)

FirstAt(ltert) :
RECURSIVE tuptype = CASES [ OF
null : (0,0),
cons(O,p) : (1F Time(O) < tert THEN O ELSE FirstAt(p,tcrt) ENDIF)
ENDCASES
MEASURE length(1)

ListAt(l,tert) :

RECURSIVE list[tuptype] = CASES [ OF
null : null,
cons(0,p) :
(1F Time(O) < tert THEN cons(O,p) ELSE ListAt(p,tcrt) ENDIF)
ENDCASES

MEASURE length()
% Lemmes introduits par D'utilisateur %

firstat_timeat : THEOREM Time(FirstAt(l,t)) = TimeAt(l,t)
firstat_progat : THEOREM Er(FirstAt(l,t)) = ProgAt(l,t)
sorted_sorted : THEOREM SortedT(cons(O,p)) = TRUE = SortedT(p) = TRUE
sorted_insatl : THEOREM SortedT(l) = SortedT(InsAt(l,t,e))
sorted_insin2 : THEOREM SortedT(l) A Timel(l) < ¢t = SortedT(InsIn(l,t,e))
sorted_e_two : THEOREM SortedE(cons(O,p)) = SortedE(p)
sorted_e_insin : THEOREM SortedE(l) = SortedE(InsIn(l,t,e))
sorted_e_member : THEOREM SortedE(l) A MemberC(0,l) = Erl(l) < Er(O) V null?(])
member_t_insin : THEOREM MemberT (tcrt,InsIn(l,¢,e)) = tert = ¢ V MemberT (tert,l)
member_t_insat : THEOREM MemberT (tcrt,InsAt(l,¢,e)) = tert = ¢ V MemberT (tert,l)
member_less : THEOREM SortedT(l) A MemberC(O,l) = Time(O) < Timel(l)
member_insin_time : THEOREM

SortedT(I) A MemberC(o1,l) Ae < Er(o1) At > Timel(l) =

Timel(InsIn(l,¢,e)) > Time(o1)

member_firstat : THEOREM cons?(ListAt(l,tcrt)) = MemberC(FirstAt(l,tcrt),l)

timel insat_t : THEOREM Timel(InsAt(l,t,e)) =t
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timel_insin : THEOREM SortedT(I) A Timel(l) < tert = Timel(InsIn(l,tert,e)) < tert
erlinsin : THEOREM Erl(InsIn(l,t,e)) =e
erlinsat : THEOREM Erl(InsAt(l,t,e)) = e
erl_prog : THEOREM Erl(Prog(l,ta,t3)) = Erl(l)
time_progat_er : THEOREM Timel(l) < tert = ProgAt(l,tert) = Erl(l)
timeat_tert : THEOREM SortedT(l) = TimeAt(l,tert) < tert
timeat_timel : THEOREM SortedT(l) = TimeAt(/,tcrt) < Timel(l)
timel_timeat_max : THEOREM SortedT (1) A ¢ > Timel(l) = TimeAt(l,t) = Timel(])
sorted_timeat : THEOREM SortedT(I) Aty > t3 = TimeAt(l,t2) > TimeAt(l,t3)
sorted_timel timeat : THEOREM SortedT(l) A Timel(l) < TimeAt(l,t) = t > Timel(l)
timel_prog_conjl : THEOREM
SortedT(I) A Timel(l) < tert Ate > t3 A MemberT(Time(o1),Prog(l,te,t3)) =
(Time(o1) < tert + o)
time_dec : THEOREM SortedT(I) Aty > t3 = SortedT(Prog(l,ta,t3))
timel prog : THEOREM SortedT(I) Aty > t3 = (Timel(Prog(l,ta,t3)) < Timel(l) + t3)
null insat : THEOREM null?(InsAt(l,¢,e)) = null?(/)
null_insin : THEOREM null?(InsIn(l,t,e)) = null?(1)
null_prog : THEOREM null?(Prog(l,t2,t3)) = null?(])
null listat : THEOREM null?(ListAt(l,t)) = ProgAt(l,t) =0
null listat]l : THEOREM null?(l) = null?(ListAt(l,t))
cons_insat : THEOREM cons?(InsAt(l,t,e))
cons_listat : THEOREM cons ?(ListAt(l,t)) = cons?(l)
progat_two_timeat : THEOREM SortedT(l) = ProgAt(l,TimeAt(l,t)) = ProgAt(l,t)
progat_timel erl : THEOREM SortedT(l) = ProgAt(l,Timel(!)) = Erl(])
progat_insat : THEOREM SortedT(I) At > tcrt = ProgAt(InsAt(l,¢,e),tert) = ProgAt(l,tert)
progat_insatl : THEOREM SortedT(l) At < tcrt = ProgAt(InsAt(l,t,e),tert) = e

progat_insin_timeat : THEOREM
SortedT(I) A ProgAt(l,t) > e Ato > Timel(l) At < to= Timel(InsIn(l,to,e)) > ¢t

progat_insin : THEOREM
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SortedT(I) A Timel(InsIn(l,t,e)) > tert = ProgAt(InsIn(l,t,e),tert) = ProgAt(l,tert)

listat_insin_tcrt : THEOREM
SortedT(I) A Timel(InsIn(l,t,e)) > tert = ListAt(InsIn(l,t,e),tcrt) = ListAt(l,tert)

progat_insin_t : THEOREM
SortedT(I) A Timel(InsIn(l,t,e)) < tert = ProgAt(InsIn(l,t,e),tert) = e

listuptol_erl : THEOREM
SortedT(I) At < to =
Erl(ListUpTo(l,t)) = Erl(ListUpTo(l,t0))V
null ?(ListUpTo(l,t0)) V null ?(ListUpTo(l,t))
null_listupto : THEOREM ¢ < to A SortedT(l) A null?(ListUpTo(l,t)) = null?(ListUpTo(l,t0))
listupto_t_insat : THEOREM SortedT(l) = ListUpTo(InsAt(l,t,e),t) = cons((t,e),null)
listupto_insin_tcrt : THEOREM
SortedT(I) A tert < Timel(InsIn(l,t,e)) =
ListUpTo(InsIn(l,t,e),tcrt) = InsIn(ListUpTo(l,tert),t,e)

sorted_e_listupto : THEOREM
SortedT(I) At < to A SortedE(ListUpTo(l,t)) = SortedE(ListUpTo(l,t0))

timel listupto : THEOREM Timel(ListUpTo(l,t)) = Timel(l)
sorted_listupto : THEOREM SortedT(I) = SortedT(ListUpTo(l,t))
progat_listupto : THEOREM SortedT(I) A ta > tb = ProgAt(ListUpTo(l,tb),ta) = ProgAt(l,ta)

leftmax : THEOREM
SortedT(I) Ata > t3 Atert > Timel(l) + to = ProgAt(Prog(l,ta,t3),tert) = Erl(l)

leftmax_max : THEOREM
SortedT(I) Ata > ts Atert > Timel(l) + to = MaxEr(Wind(l,tert,t2,t3)) = Erl(l)

right_prog : THEOREM
SortedT(cons(o1,p)) A Time(o1) + t3 > tert Aty > t3 =
ProgAt(Prog(cons(o1,p),ta,t3),tert) = ProgAt(Prog(p,ta,ts),tert)
right_wind : THEOREM
SortedT(cons(o1,p)) A Time(o1) + t3 > tert Aty > t3 =
MaxEr(Wind(cons(o1,p),tert,ta,ts)) = MaxEr(Wind(p,tert,ta,ts3))
time_listat : THEOREM SortedT(I) A ¢t > Timel(l) = ListAt(l,t) =1

listat_listupto : THEOREM
SortedT(I) Ata < tb A cons?(ListAt(l,ta)) = cons?(ListAt(ListUpTo(l,ta),tb))

sorted_cons_listat : THEOREM SortedT(I) A cons?(ListAt(l,t3)) Ata > t5 = cons?(ListAt(l,t2))
progat_member_time : THEOREM

cons?(ListAt(l,t))A
ProgAt(l,t) = OA
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SortedT(I) A SortedE(l) A MemberC(O,l) A Time(O) > ¢ =
Er(0O)=0

sorted_cons_two : THEOREM
SortedT(cons(o1,p)) Ate > t3 = cons?(ListAt(Prog(cons(oy,p),ta,ts), Time(o1) + t3))

sorted_cons_two_nil : THEOREM
SortedT(I) Ata > t3 = cons?(ListAt(Prog(l,te,ts), Timel(l) + t3)) vV null?(l)

sorted_e_progat_prog_two : THEOREM
SortedT(cons(o1,p)) Ata > t3 = SortedE(ListUpTo(Prog(cons(o1,p),ta,ts),Time(o1) + t3))

sorted_e_progat_prog_two_nil : THEOREM
SortedT(I) Ata > t3 = SortedE(ListUpTo(Prog(l,ta,t3), Timel(l) + t3)) V null?(l)

sorted_e_member_two : THEOREM
SortedT(I) A SortedE(l) Aty > t3 =
ProgAt(l,t2) < ProgAt(l,ts) V ProgAt(l,t3) =0
new_listat_prog : THEOREM
SortedT (1) A SortedE(l) A cons?(ListAt(l,t)) A ProgAt(l,t) < eAt < tert =
ProgAt(l,tert) <e
progat_prog_two : THEOREM
SortedT(cons(o1,p))A
to > t3A\
ProgAt(Prog(p,ta,t3),Time(o1) + t3) < Er(o1)A
tert > Time(o1) + t3 =
ProgAt(Prog(p,ta,ts),tert) < Er(o1)
null_windl : THEOREM ty > t3 A Timel(l) + ¢35 < tert A null?(Wind (1, tert,to,t5)) = null?(1)
null wind2 : THEOREM
ta > t3 ATime(o1) + t3 < tert A null?(Wind(l,tert,ta,t3)) A Sorted T (cons(o1,l)) =
null?(1)
member_t_timel : THEOREM MemberT(Timel(InsIn(l,t,e)),l) V Timel(InsIn(l,t,e)) = ¢
timeat_greater : THEOREM SortedT(I) A MemberT(¢,l) At > TimeAt(l,tcrt) =t > tert
timel_insinl : THEOREM e < Erl(l) = Timel(InsIn(l,t,e)) = ¢
null_listuptol : THEOREM null?(ListUpTo(l,t)) = null?(l)
sorted_e_cons : THEOREM SortedE(cons(O,l)) = Er(O) < Erl(l) vV null?(])
erl_cons : THEOREM Erl(ListUpTo(l,t)) = Erl(l)
no_time : THEOREM ProgAt(l,;t) = e At > ta A ta > TimeAt(l,t) = ProgAt(l,ta) = e
prev_time : THEOREM
SortedT(1)A

Timel(InsIn(l,t2,e)) > t3A
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ta > tert Atert > t3 Aty > TimeAt (I tert) =
Timel(InsIn(l,t2,e)) > tert V null?(l)

monoton_e : THEOREM
SortedT(I)A
SortedE(ListUpTo(l,t3))A
to > tertA
tert > €3/
ts < TimeAt(ltert)A
e > ProgAt(l,tert) Aty > Timel(l) =
Timel(InsIn(l,t2,e)) < TimeAt(l,tert) V null?(l)

monoton_el : THEOREM
SortedT(I)A
SortedE(ListUpTo(l,t3))A
to > tcrtA
tert > tg A\
ts < TimeAt(l,tert)A
e < ProgAt(l,tert) A to > Timel(l) =
Timel(InsIn(l,t2,e)) > TimeAt(l,tcrt) vV null?(1)

main_conj : THEOREM SortedT(I) Aty > t3 = ProgAt(Prog(l,ta,t3),tert) = MaxEr(Wind(I,tert,ta,ts3))
final : THEOREM Acr(l tcrt,to,ts) = Acrl(l tert,to,ts)

END atm

B.2 Spécification SPIKE

Specification: AlgoConformNat
use : nats; % utilisation de LA

Sorts: 0BJ PLAN;

Constructors:

_/_ : nat nat -> OBJ;
Nil : -> PLAN;
cons__ : 0OBJ PLAN -> PLAN;

Defined Functions:

eqlv__ : PLAN PLAN -> bool;
eqv__ : 0BJ O0BJ  -> bool;
eq__ : nat nat -> bool;
Time_ : 0BJ -> nat;
Er_ : 0BJ -> nat;
Timel_ : PLAN -> nat;
Erl_ : PLAN -> nat;
MemberC__ : 0BJ PLAN -> bool;
MemberT__ : nat PLAN -> bool;
MemberE__ : nat PLAN -> bool;
SortedT_ : PLAN -> bool;
SortedE_ : PLAN -> bool;
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ListUpTo__ : PLAN nat -> PLAN;
Wind____ : PLAN nat nat nat -> PLAN;
MaxEr_ : PLAN -> nat;
Acr____ : PLAN nat nat nat -> nat;
InsAt___ : PLAN nat nat -> PLAN;
InsIn___ : PLAN nat nat -> PLAN;
ProgAt__ : PLAN nat -> nat;
TimeAt__ : PLAN nat -> nat;
FirstAt__ : PLAN nat -> 0BJ;
ListAt__ : PLAN nat -> PLAN;
Prog___ : PLAN nat nat -> PLAN;
Acrl____ : PLAN nat nat nat -> nat;
Axioms:

Time(t/e) = t;
Er(t/e) e;

Timel(Nil) = 0;
Timel(cons(o,p)) = Time(o);

Erl1(Nil) = O;
Erl(cons(o,p)) = Er(o);

MemberC(o, Nil) = false;
eqv(ol, 02) = True => MemberC(ol,cons(02,p)) = True;
eqv(ol, 02) = False => MemberC(ol,cons(02,p)) = MemberC(ol, p);

MemberT(t, Nil) = false;
eq(tl, t2) = True => MemberT(tl,cons((t2/e),p)) = True;
eq(tl, t2) = False => MemberT(t1,cons((t2/e),p)) = MemberT(tl, p);

MemberE(e, Nil) = false;
eq(el, e2) = True => MemberE(el,cons((t/e2),p)) = True;
eq(el, e2) = False => MemberE(el,cons((t/e2),p)) = MemberE(el, p);

SortedT(Nil) = true;
SortedT(cons (o,Nil)) true;
Time(02) <= Time(ol) = true
=> SortedT(cons(ol,cons(02,p)))
Time(02) <= Time(ol) = false
=> SortedT(cons(ol,cons(02,p))) = false;

SortedT(cons(02,p));

SortedE(Nil) = true;
SortedE(cons(o,Nil)) = true;
Er(o2) <= Er(ol) = false
=> SortedE(cons(ol,cons(02,p)))
Er(o2) <= Er(ol) = true
=> SortedE(cons(ol,cons(02,p))) = false;

SortedE(cons(02,p));

ListUpTo(Nil, t) = Nil;
Time(o) <= t = True => ListUpTo(cons(o,p),t) = cons(o, Nil);
Time (o) <= t = False => ListUpTo(cons(o,p),t) = cons(o, ListUpTo(p,t));

Wind(Nil, t, t1, t2) = Nil;
(Time(0)+t2) <= t = false

=> Wind(cons(o,p), t, tl, t2)
(Time(0)+t1l) <= t = true

=> Wind(cons(o,p), t, tl, t2)
(Time(0)+t2) <= t = true,
(Time(o)+t1) <= t = false

=> Wind(cons(o,p), t, tl, t2) = cons(o,Wind(p, t, t1, t2));

Wind(p, t, t1, t2);

cons(o,Nil);

MaxEr (Nil) = 0;
MaxEr (p) <= Er(o)
MaxEr (p) <= Er(o) = false => MaxEr(cons(o,p))

true => MaxEr(cons(o,p)) = Er(o);
MaxEr (p) ;
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SortedT(p) = true, t2 <= t3 = false

=> Acr(p,t,t2,t3) = MaxEr(Wind(p, t, t2, t3));
SortedT(p) = false => Acr(p,t,t2,t3) = 0;
t2 <= t3 = true => Acr(p,t,t2,t3) = 0;

InsAt(Nil, t, e) = cons((t/e), Nil);
Time(o) <= t = false => InsAt(cons(o,pg), t, e)

InsAt(pg, t, e);
Time(o) <= t = true => InsAt(cons(o,pg), t, e)

cons((t/e),cons(o, pg));

InsIn(Nil, t, e) = coms((t/e), Nil);
Er(o) <= e = true => InsIn(cons(o,pg), t, e)

InsIn(pg, Time(o), e);
Er(o) <= e = false => InsIn(cons(o,pg), t, e)

cons((t/e),cons(o, pg));

ProgAt (Nil,t) = 0;
Time(o) <= t = true => ProgAt(cons(o, pg), t) = Er(o);
Time(o) <= t = false => ProgAt(cons(o, pg), t) = ProgAt(pg, t);

TimeAt (Nil,t) = O;
Time(o) <= t = true => TimeAt(cons(o, pg), t) = Time(o);
Time(o) <= t = false => TimeAt(cons(o, pg), t) = TimeAt(pg, t);

FirstAt(Nil,t) = (0/0);
Time(o) <= t = true => FirstAt(cons(o, pg), t) = o;
Time(o) <= t = false => FirstAt(cons(o, pg), t) FirstAt(pg, t);

ListAt(Nil,t) = Nil;
Time(o) <= t = true => ListAt(cons(o, pg), t) = cons(o, pg);
Time(o) <= t = false => ListAt(cons(o, pg), t) ListAt(pg, t);

Prog(Nil, t2, t3) = Nil;
ProgAt (Prog(p, t2, t3) , Time(o)+t3) <= Er(o) = true
=> Prog(cons(o,p), t2, t3)

InsAt (Prog(p, t2, t3), Time(o)+t3, Er(o));

ProgAt (Prog(p, t2, t3), Time(o)+t3) <= Er(o) = false
=> Prog(cons(o,p), t2, t3)

InsIn(Prog(p, t2, t3), Time(o)+t2, Er(o));

SortedT(p) = true,
t2 <= t3 = false => Acri(p,t,t2,t3)

ProgAt (Prog(p, t2, t3), t);
SortedT(p) = false => Acri(p,t,t2,t3) = O;
t2 <= t3 = true => Acri(p,t,t2,t3) = 0;

%heqlv

eqlv(Nil, Nil) = True;

eqlv(cons(t,1l), Nil) = False;

eqlv(Nil, cons(t,1l)) = False;

eqv(t1,t2) = True => eqlv(cons(tl,11),cons(t2,12)) = eqlv(11,12);
eqv(tl,t2) = False => eqlv(cons(t1,11),cons(t2,12)) = False;

heqv

eq(tl1,t2) = True, eq(el,e2) = True => eqv((tl/el),(t2/e2)) = True;
eq(tl,t2) = False => eqv((tl/el),(t2/e2)) = False;

eq(el,e2) = False => eqv((tl/el),(t2/e2)) = False;
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heq

eq(0,0) = True;
eq(0,s(x)) = False;
eq(s(x),0) = False;
eq(s(x),s(y)) = eq(x,y);

less:

true false 0 s / Nil cons eq eqv eqlv + <= Time Er Timel Erl MemberC
MemberT MemberE SortedT SortedE ListUpTo Wind MaxEr Acr InsAt InsIn
ProgAt TimeAt FirstAt ListAt Prog Acri;

Properties:
system_is_sufficiently_complete ;
system_is_ground_convergent ;

Strategy:

delete_set=try(tautology, negative_clash, subsumption);
decomposition_set=try(positive_decomposition,negative_decomposition,positive_clash);
eliminate_set=try(eliminate_redundant_literal,eliminate_trivial_literal);
simplify=try(delete_set, eliminate_set, decomposition_set, auto_simplification) ;

rec_strategy_rewriting_levelO = repeat_plus(repeat_plus(delete_set),
conditional_rewriting(normalize, R, *));

rec_strategy_induction = try (print_goals,
tautology,
total_case_rewriting (delete, R, *),
conditional_rewriting (normalize, R, *));

main = repeat (try ((simplify, print_goals (t)),
conditional_rewriting (normalize, R&L, *),
equational_rewriting (%),
contextual_rewriting (rec_strategy_rewriting_levelO, rlel|h|l, *),
partial_case_rewriting (R, *),
total_case_rewriting (delete_set, R, *),
print_goals,
induction

)

start_with: main
Lemmas:
% lemmes arithmétiques & &tre utilisés comme des régles de réécriture

0+x = x;
s(x)+y = s(x+y);

(0 <= x ) = true;
(s(x) <=0 ) = false;
(s(x) <= s(y)) = x <=y;

% lemmes définis par l’utilisateur

% firstat_timeat: %ok

Time (FirstAt(1,t)) = TimeAt(1,t);

% firstat_progat: %ok

Er(FirstAt(l,t)) = ProgAt(l,t);

% sorted_sorted: %ok

SortedT(cons(o, p)) = TRUE => SortedT(p) = TRUE;

% sorted_insatl: %ok

SortedT(1) = True => SortedT(InsAt(l, t, e)) = True;
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% sorted_insin2: %ok

SortedT(1) = True, Timel(l) <= t = True => SortedT(InsIn(l, t, e)) = True;
% sorted_e_two: %ok

SortedE(cons(o,p)) = True => SortedE(p) = True;
% sorted_e_insin: %ok

SortedE(1l) = True => SortedE(InsIn(l,t,e)) = True;
% sorted_e_member:

SortedE(1) = True, MemberC(o,1)=True, Erl(l) <= Er(o) = False => 1 = Nil;
% member_t_insin: %ok -- preuve longue

MemberT(tcrt,InsIn(l,t,e)) =True, MemberT(tcrt,l) = False => t= tcrt ;
% member_t_insat:

MemberT (tcrt,InsAt(1,t,e)) = True, MemberT(tcrt,l) = False => tcrt =t ;
% member_less:

SortedT(1)= True, MemberC(o,1)=True => Time(o) <= Timel(1l)=True;
% member_insin_time:

SortedT(1)=True, MemberC(ol,1)=True, s(e) <= Er(ol)=True, Timel(l)<=t= True =>

Time(o1l) <=Timel(InsIn(1l,t,e))=True;

% member_firstat: %ok

eqlv(ListAt(1,tcrt),Nil)=False => MemberC(FirstAt(l,tcrt),1)=True;
% timel_insat_t: %ok

Timel(InsAt(1l,t,e)) = t;
% timel_insin:

SortedT(1) = True, Timel(l) <= tcrt = True => Timel(InsIn(l,tcrt,e)) <= tcrt = True;
% erl_insin: %ok

Erl(InsIn(l,t,e)) = e;
% erl_insat: %ok
Erl(InsAt(l,t,e)) = e;

% erl_prog: %ok

Erl(Prog(l,t2,t3)) = Erl(l);
% time_progat_er: Yok

Timel(l) <= tcrt =True => ProgAt(l,tcrt) = Erl(1);
% timeat_tcrt: %ok

SortedT(1l) = True => TimeAt(l,tcrt) <= tcrt = True;
% timeat_timel:

SortedT(1)=True => TimeAt(l,tcrt) <= Timel(l) =True;
% timel_timeat_max: %ok

SortedT(1) = True, Timel(l)<=t = True => TimeAt(l,t) = Timel(1);
% sorted_timeat:

SortedT(1) = True, t3 <= t2 = True => TimeAt(1,t3) <= TimeAt(1,t2)
% sorted_timel_timeat:

SortedT(1l) = True, Timel(l) <= TimeAt(l,t) = True => Timel(l) <= t = True;
% timel_prog_conji:

SortedT(1l) = True, Timel(l) <=tcrt = True, s(t3) <= t2 = True,

MemberT(Time(o1), Prog(l,t2,t3)) = True => (Time(ol) <= (tcrt + t2)) = True;

% time_dec:

SortedT(1l) = True, s(t3) <= t2 = True => SortedT(Prog(l,t2,t3))= True;
% timel_prog:

SortedT(1)=True, t3 <= t2=True => (Timel(Prog(l,t2,t3)) <= (Timel(l) + t2))=True;
% null_insat: %ok

InsAt(1,t,e)=Nil => Nil=1;
% mnull_insin: %ok

InsIn(l,t,e) = Nil => Nil = 1;
% mnull_prog:

Prog(l,t2,t3) = Nil => 1 = Nil;
% mnull_listat: %ok

ListAt(1,t)=Nil => ProgAt(1l,t) = 0 ;
% null_listatl: %ok

1 = Nil => ListAt(1l,t) = Nil;
% cons_insat: %ok

InsAt(1,t,e) = Nil =>;
% cons_listat: %ok (version contraposée de null_listatl)

1 = Nil => ListAt(1l,t) = Nil;
% progat_two_timeat: %ok

SortedT (1) = True => ProgAt(l, TimeAt(l,t)) = ProgAt(l,t);
% progat_timel_erl: %ok

SortedT(1)= True => ProgAt(1l,Timel(1l)) = Erl(l);
% progat_insat: %ok

SortedT(1)=True, t<= tcrt =false => ProgAt(InsAt(l,t,e),tcrt) = ProgAt(l,tcrt);

True;

162



B.2. Spécification SPIKE

% progat_insatl: %ok
SortedT(1)=True, t<= tcrt=True => ProgAt(InsAt(l,t,e),tcrt) = e;
% progat_insin_timeat:
SortedT(1)=True, ProgAt(l,t) <= e = false, Timel(l)<=to = true, to<= t= false =>
Timel(InsIn(l,to,e)) <= t = false;
% progat_insin: %ok
SortedT(1)=true, Timel(InsIn(l,t,e)) <= tcrt =false => ProgAt(InsIn(l,t,e),tcrt) = ProgAt(l,tcrt);
% 1listat_insin_tcrt: %ok
SortedT(1)=true, Timel(InsIn(l,t,e)) <= tcrt
% progat_insin_t: %ok
SortedT(1)=True, Timel(InsIn(l,t,e)) <= tcrt=true => ProgAt(InsIn(l,t,e),tcrt) = e;
% listuptol_erl: %ok
SortedT(1)=True, t <= to =true=> Erl(ListUpTo(1l,t)) = Erl(ListUpTo(l,to)),
ListUpTo(1l,to)=Nil, ListUpTo(l,t)=Nil;
% mnull_listupto: %ok
t<=to=True, SortedT(1l)=True, ListUpTo(l,t)=Nil => ListUpTo(l,to)=Nil;
% listupto_t_insat: %ok
SortedT(1)=True => ListUpTo(InsAt(1l,t,e),t) = cons((t/e),Nil);
% listupto_insin_tcrt:
SortedT(1)=True, Timel(InsIn(l,t,e)) <=tcrt = False =>
ListUpTo(InsIn(l,t,e),tcrt) = InsIn(ListUpTo(l,tcrt),t,e);
% sorted_e_listupto:
SortedT(1)=True, t <= to=True, SortedE(ListUpTo(l,t))=True => SortedE(ListUpTo(l,to))=True;
% timel_listupto: %ok
Timel(ListUpTo(1,t)) = Timel(1);
% sorted_listupto: %ok
SortedT(1)=True => SortedT(ListUpTo(l,t))=True;
% progat_listupto: %ok
SortedT(1)=True, tb <=ta=True => ProgAt(ListUpTo(l,tb),ta) = ProgAt(l,ta);
% leftmax: %ok
SortedT(1)=True, t2 <= t3=false, Timel(l) + t2 <= tcrt = true => ProgAt(Prog(l,t2,t3),tcrt) = Erl(l);
% leftmax_max: %ok
SortedT(1)=True, t2<=t3 = false, Timel(l) + t2 <= tcrt = true => MaxEr(Wind(1l, tcrt, t2, t3)) = Erl(1l);
% right_prog:
SortedT(cons(ol,p))=True, Time(ol) + t3 <= tcrt= false, t2 <= t3 = false =>
ProgAt (Prog(cons(ol,p),t2,t3),tcrt) = ProgAt(Prog(p,t2,t3),tcrt);
% right_wind: %ok
SortedT(cons(ol,p))=True, Time(ol) + t3 <= tcrt=false, t2 <= t3 =false =>
MaxEr (Wind(cons(ol,p),tcrt,t2,t3)) = MaxEr(Wind(p,tcrt,t2,t3));
% time_listat: %ok
SortedT(1)=True, Timel(l) <= t = True => ListAt(1l,t) = 1;
% listat_listupto: %ok
SortedT(1)=True, ta<=tb=True, ListAt(ListUpTo(l,ta),tb)= Nil => ListAt(l,ta) = Nil;
% sorted_cons_listat: %ok
SortedT(1)=True, ListAt(1,t2)=Nil, t3 <= t2 = True => ListAt(1,t3)=Nil;
% progat_member_time:
ProgAt(1,t) = 0, SortedT(l) = True, SortedE(1l)= True, MemberC(o,l) = True,
Time(o) <= t = false => Er(o) = 0, ListAt(1l,t) = Nil;
% sorted_cons_two:
SortedT(cons(ol,p))=True, ListAt(Prog(cons(ol,p),t2,t3),Time(ol) + t3) = Nil => t2<=t3=true;
% sorted_cons_two_nil:
SortedT(1l) = True, t2<=t3=false, ListAt(Prog(l,t2,t3),Timel(l) + t3) = Nil => 1 =Nil;
% sorted_e_progat_prog_two:
SortedT(cons(ol,p))=True, t2 <= t3 =false =>
SortedE(ListUpTo (Prog(cons(ol,p),t2,t3),Time(ol) + t3))=True;
% rate_inc:
SortedT(1)=True, t2 <= t3=false => SortedE(ListUpTo(Prog(l,t2,t3),Timel(1l) + t3))=true;
% sorted_e_member_two:
SortedT(1)=True, SortedE(l)=True, t3<= t2=true => ProgAt(l,t2) <= ProgAt(l,t3)=true, ProgAt(1l,t3) = 0;
% mnew_listat_prog:
SortedT(1) = True, SortedE(1l)=True, ProgAt(l,t) <= e=True, t <= tcrt = True =>
ListAt(1l,t)= Nil, ProgAt(l,tcrt)<= e = True;
% progat_prog_two:
SortedT(cons(ol,p)) = True, t2 <= t3=false, ProgAt(Prog(p,t2,t3),Time(ol) + t3) <= Er(ol) =true,
Time(ol) + t3 <=tcrt=True=> ProgAt(Prog(p,t2,t3),tcrt) <= Er(ol) = True;
% null_windl: %ok
t2<=t3=false, Timel(l) + t3 <= tcrt = true, Wind(l,tcrt,t2,t3)=Nil => 1=Nil;
% mnull_wind2: %ok

false => ListAt(InsIn(l,t,e),tcrt) = ListAt(l,tcrt);
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t2<=t3=false, Time(ol) + t3 <=tcrt=true, Wind(1l,tcrt,t2,t3)=Nil,
% member_t_timel:
MemberT(Timel (InsIn(l,t,e)),1)=True, Timel(InsIn(l,t,e)) = t;
% timeat_greater:
SortedT(1)=True, MemberT(t,1)=True, t<= TimeAt(l,tcrt)=false => t<= tcrt=False;
% timel_insinl: %ok
Erl1(1)<= e = false => Timel(InsIn(l,t,e)) = t;
% null_listuptol: Yok
ListUpTo(1,t)=Nil => 1=Nil;
% sorted_e_cons: %ok
SortedE(cons(o0,1))=true => Erl(l) <= Er(o)=false, 1=Nil;
% erl_cons: %ok
Erl(ListUpTo(1,t)) = Erl(1l);
% mno_time: %ok
ProgAt(1l,t) = e, ta <= t = true, TimeAt(l,t)<= ta =true => ProgAt(l,ta) = e;
% prev_time:
SortedT(1)=True, Timel(InsIn(1l,t2,e)) <= t3=false, Timel(l)<=t2=true, t2 <= tcrt=false,
t3<=tcrt=true, TimeAt(l,tcrt)<=t3=true => Timel(InsIn(l,t2,e)) <= tcrt=false, 1=Nil;
% monoton_e:
SortedT(1)=True, SortedE(ListUpTo(l,t3))=True, t2 <= tcrt=false, t3<=tcrt=true, TimeAt(l,tcrt)<=t3=false,
ProgAt (1,tcrt)<=e = true, Timel(l) <=t2 = true => Timel(InsIn(l,t2,e)) <= TimeAt(l,tcrt)=true, 1 = Nil;
% monoton_el:
SortedT(1)=True, SortedE(ListUpTo(l,t3))=True, t2 <= tcrt=false, t3<=tcrt =true, TimeAt(l,tcrt)<=t3=false,
ProgAt (1,tcrt)<=e=false, Timel(l)<=t2=true => Timel(InsIn(l,t2,e)) <= TimeAt(l,tcrt) = false, 1 = Nil;
% main_conj:
SortedT(1)=True, t2 <= t3=false => ProgAt(Prog(l,t2,t3),tcrt) = MaxEr(Wind(1l,tcrt,t2,t3));

Goals:

% final: %ok
Acr(1,tcrt,t2,t3) = Acri(l,tcrt,t2,t3);
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Glossaire

CFU: Call Forward Unconditional
TCS: Terminating Call Screening
ABD: Abbreviated Dialling

OCS: Originating Call Screening
POTS: Plain Old Telephone System
ATM : Asynchronous Transfer Mode
GCRA : Generic Cell Rate Algorithm
DGCRA : Dynamic GCRA

ABR: Available Bit Rate

CBR : Constant Bit Rate

VBR : Variable Bit Rate

ACR: Allowed Cell Rate

RM : Resource Management

179



Glossaire

180



Résumé

Le processus de certification de logiciels est dans la plupart des cas une tache laborieuse et
coliteuse qui nécessite aussi bien des méthodes mathématiques, pour exprimer sans ambiguité
et de fagon structurée le comportement attendu du logiciel, que des outils automatiques pour
vérifier ses propriétés. Parmi les techniques de preuve, la récurrence est parfaitement adaptée
pour raisonner sur des structures de données infinies, comme les entiers et les listes, ou des
systemes paramétrés.

Cette these comprend deux parties, I'une théorique, 'autre applicative. La premiere partie
est centrée autour d’un nouveau concept, 1’ensemble couvrant contextuel (ECC). Le principe de
preuve par récurrence avec ECC est exprimé par un systeme d’inférence abstrait qui introduit
des conditions suffisantes pour son application correcte. La conception modulaire de regles d’in-
férence concretes est un avantage de cette approche. Comme étude de cas, nous spécifions le
systeme d’inférence du démonstrateur SPIKE en tant qu’instance de ce systeme.

Dans la deuxieme partie, nous analysons tout d’abord le probleme d’interactions de services
téléphoniques. Nous proposons une méthodologie pour les détecter et les résoudre, reposant sur
des techniques basées sur la réécriture conditionnelle et la récurrence. Dans une autre application,
nous obtenons, a ’aide du démonstrateur PVS, la premiere preuve formelle de I’équivalence entre
deux algorithmes de conformité du protocole ABR. Puis, nous utilisons SPIKE pour vérifier
completement automatiquement la majorité des 80 lemmes de cette preuve.

Mots-clés: ensembles couvrants contextuels, preuve par récurrence, intégration de modules de
raisonnement, validation de logiciels de télécommunications

Abstract

The software certification process is in most of the cases a laborious and costly task that needs
not only mathematical methods to express clearly and in a structured manner the software’s
expected behavior but also automatic tools to prove some of its properties. Among the proof
techniques, induction is well-suited to reason on infinite data structures, like integers and lists,
or parameterized systems.

This thesis contains a theoretical and an applicative part. The first one is centered around the
new concept of contextual cover set (CCS). The principle of induction with CCSs is reflected by
an abstract inference system introducing sufficient conditions for its sound usage. The modular
design of concrete inference rules is an advantage of this approach. As a case study, we specify
the SPIKE prover as an instance of this system.

In the second part, we first analyze the feature interaction problem in telecommunications.
We propose a methodology for their detection and resolution by using techniques based on
conditional rewriting and induction. In another application, we obtain the first formal proof
of a generic incremental ABR conformance algorithm, by using the PVS prover. Then, we use
SPIKE to verify completely automatically the most of the 80 user-defined lemmas.

Keywords: contextual cover sets, proof by induction, integration of reasoning modules, valida-
tion of telecommunications software
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