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Effets de lentille gravitationnelle sur le rayonnement
de fond cosmique

Karim BENABED

Résumeé

On s’interressera, dans ce mémoire, & certains aspects phénoménologiques de 1’évolution
des grandes structures de 'univers, dans le cadre des modéles inflationnaires. La relativité
générale prédit que le trajet des rayons lumineux est perturbé par les puits de potentiels
gravitationnels; on appelle ce phénoméne, effet de lentille gravitationnelle. On donnera une
description trés précise de cet effet sur la lumiére du rayonnement de fond micro-onde, les
anisotropies de sa température et sa polarisation. Pour ce faire, aprés avoir exposé les grandes
lignes du modéle, on rappellera comment se calculent les anisotropies de température et la
polarisation ainsi que les propriétés de 1’évolution des grandes structures. Le calcul de 'effet
de lentille gravitationnelle sera aussi rappellé en détail. On sera ainsi en mesure d’étudier
leffet de lentille gravitationnelle sur le rayonnement de fond dans deux régimes : celui fort,
dans le cas d’un effet induit par une corde cosmique, et celui faible ou les sources sont les
grandes structures de 'univers. On montrera, dans ce dernier cas, que température et polari-
sation du rayonnement de fond portent des informations sur I'histoire des grandes structures
entre aujourd’hui et son époque d’émission. On exposera et l'on caractérisera une technique
particuliérement prometteuse visant & extraire cette information, et qui consiste & comparer
rayonnement de fond et relevés de forme des champs galactiques d’arriére plan. On étudiera
aussi les enseignement que peuvent apporter ce genre d’observables sur le modéle cosmolo-
gique. Enfin, on s’attardera sur une classe de modéles exotiques dans laquelle la constante
cosmique est remplacée par une composante nouvelle, la quintessence. On étudiera ’évolution
des grandes structures dans ces modéles et on en tirera les conséquences phénomeénologiques
sur D’effet de lentille gravitationnelle.

Mots Clefs : Cosmologie, Grandes Structures, Effet de Lentille Gravitationnelle, Rayon-
nement de Fond, Micro-Onde, Polarisation, Paramétres Cosmologiques, Corde Cosmique,
Quintessence






Gravitational Lensing Effects on the Comic
Microwave Background Radiation

Karim BENABED

Abstract

This report will study some phenomenological aspects of the evolution of the large scale
structures of the Universe, in the framework of Inflation. General Relativity predicts that
the path of light beams is modified by the gravitational potential wells; this phenomenon is
called gravitational lensing. We will provide a very accurate description of this effect on the
cosmic microwave background radiation, its temperature and its polarization. To do so, after
a few reminders on the properties of the underlying cosmological model, we will expose the
calculation needed to compute the cosmic microwave background anisotropies and polarization
as well as the evolution of the large scale structures. We will also give in great details the
general framework of the gravitational lensing effect. With this results, we will be able to
study two regimes of the lensing effect on the background radiation : one strong, where we
will use a cosmic string as a lens, and one weak, generated by the large scale structures of
the Universe. In this last case, we will show how the cosmic microwave background carries
information regarding the history of large scale structures up to its emission epoch. We will
present and evaluate a promising technique allowing to extract this information and which
consists in comparing the microwave background with background galaxies surveys. We will
study what this kind of quantities can teach us regarding the properties of the Universe we
are living in. Finally, we will spend some time on a class of exotic cosmological models called
quintessence, where the cosmological constant has been replaced by a new fluid. We will
focus on the large scale structures properties in these models and on the phenomenological
consequences one can expect on the gravitational lensing effect.

Keywords : Cosmology, Large Scale Structures, Grvitational lensing effect, Cosmic Mi-
crowave Background, Polarization, Cosmological Parameters, Cosmic String, Quintessence
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Introduction

L’étude des grandes structures de 1'univers est un théme central en cosmologie. Que le su-
jet occupant le devant de la scéne soit de comprendre la répartition des galaxies et des amas,
de connaitre les premiers instants de 'univers ou d’investiguer les propriétés du rayonnement
de fond, la problématique, au fond, est toujours la méme. Il s’agit de comprendre, de décrire la
chaine d’événements physiques qui va d’un univers trés dense et trés homogéne & cet univers
que nous connaissons aujourd’hui, tres vide et dont les inhomogénéités sont treés marquées.
Ainsi on pense savoir décrire correctement, pour une grande plage d’échelles, les mécanismes
qui donnent naissance aux grandes répartitions de matiére de I'univers. A partir d’hypothé-
tiques fluctuations primordiales, des grumeaux dans la trame de l'univers, on sait prédire
théoriquement les grandes lignes de ’évolution de la matiére. Celle-ci doit s’agglomérer par
attraction gravitationnelle autour de ces germes, faire grandir en contraste ces inhomogénéités
et vider les régions alentours. Quant & l'origine des grumeauz, on dispose aussi de plusieurs
théories prédisant leur apparition naturelle dans un univers pourtant homogéne.

Les cosmologues disposent d’un faible nombre de fenétres observationnelles pour tester
leurs théories, au nombre desquelles figure en bonne place le rayonnement de fond micro-
onde. Ce rayonnement est la plus vieille image électromagnétique que ’on puisse avoir de
'univers ; en quelque sorte, sa premiére photo. A ce titre, c’est aussi la mesure la plus reculée
des inhomogénéités de l'univers & notre disposition. Celui-ci se présente en fait comme un
rayonnement de corps noir trés froid. L’expansion de I'univers a refroidi ses photons jusqu’a
une température de 'ordre de 3K. De trés faibles anisotropies perturbent légérement ce rayon-
nement par ailleurs remarquablement homogéne : c’est la signature des inhomogénéités telles
qu’elles se présentaient a 1’époque de ’émission du rayonnement. Depuis ses premiéres déter-
minations, on place en ce rayonnement de grands espoirs. Une mesure de grande précision de
ses anisotropies devrait permettre d’éliminer certains des modéles expliquant ’apparition des
fluctuations primordiales. Ces mesures sont & portée de la main. De nombreuses expériences
embarquées a bord de ballons ont déja cartographié avec une bonne résolution de petites
portions du ciel micro-onde. Ces expériences ont déja donné des indications fortes quant & la
classe de modéle privilégié. De nouvelles missions de ces instruments sont d’ores et déja pré-
vues. D’autre part, deux expériences a bord de satellite, MAP, et surtout ’européen Planck,
devraient fournir d’ici 2010 des cartes du ciel entier.

A Dautre bout de la chaine, une autre fenétre observationnelle est ouverte. On sait déter-
miner la masse et la répartition des structures dans notre voisinage. Jusqu’a présent, on se
basait avant tout sur des comptages d’objets lumineux. Cette méthode est simple, mais peu
fiable. En effet, en comptant les objets lumineux, on ne tient pas compte de la matiére noire
qui devrait étre majoritaire pour rendre compte de la masse apparente totale de 1'univers.
On connait encore mal comment les objets lumineux sont liés & la matiére noire alentour. Les
comptages ne donnent qu'une estimation de la répartition de masse. De nouvelles méthodes,
dont il va beaucoup étre question ici, proposent d’étudier les grandes structures en mesurant
leur effet gravitationnel sur la lumiére provenant d’objets d’arriére-plan. On parle d’effet de
lentille gravitationnelle. Ce genre de mesure tiendrait alors compte de toute la masse et de-
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vrait permettre, & terme, des déterminations plus précises des grandes structures. On en n’est
pas encore la. La méthode a bénéficié d’investigations théoriques approfondies. La physique
de l'effet de lentille gravitationnelle des grandes structures est bien comprise. L’observation
de ces effets, par contre, est assez ardue. Les premiéres mesures de cet effet ne sont apparues
que dans le courant de I’année 2000. Néanmoins, il est raisonnable d’espérer que les études en
cours sur cet effet tiendront leurs promesses. On aura donc sous peu a notre disposition des
cartes des grandes structures de notre voisinage.

C’est entre ces deux extrémes que se situe le travail présenté dans ce mémoire. Il s’agit de
contribuer a l'ouverture d’une nouvelle fenétre sur I’évolution des structures entre le rayonne-
ment de fond et ce que 'on peut savoir des grandes structures aujourd’hui. Dans ce mémoire,
on va encore recourir & I’étude des grandes structures & travers les distorsions gravitationnelles
qu’elles font subir & la lumiére. Cette fois, cependant, la lumiére ne proviendra plus de galaxies
d’arriére-plan, mais d’une source beaucoup plus lointaine, la plus lointaine qui soit, méme,
puisqu’on va étudier ’effet de lentille gravitationnelle sur le rayonnement de fond micro-onde.

Ce sujet n’est pas complétement nouveau! Il avait déja été évoqué auparavant et par-
ticuliérement étudié par les travaux précurseurs de U. Seljak et F. Bernardeau. Les deux
points principaux sur lesquels ce mémoire apporte des contributions originales sont, d'une
part, l'effet de lentille sur la polarisation du rayonnement de fond, et d’autre part, la possibi-
lité d’extraire des informations sur les lentilles en utilisant conjointement le rayonnement de
fond et d’éventuelles mesures d’effet de lentille sur des galaxies d’arriére-plan dont j’ai parlé
plus haut.

Le premier point de cette étude m’aménera & étudier finement D’effet de lentille sur la
polarisation du rayonnement de fond. En particulier, je présenterai I’étude d’un cas de lentille
forte, celui d’'une corde cosmique. D’autre part, j’approfondirai la compréhension de I'effet de
lentille dans le régime faible, celui des distorsions dues aux grandes structures.

Le deuxiéme point me permettra d’étudier la corrélation entre effet de lentille sur des
sources situées a différentes profondeurs. Cette corrélation posséde d’intéressantes propriétés
et en particulier une certaine sensibilité aux parameétres cosmologiques du modéle; c’est-&-
dire, au contenu de 'univers et & sa géométrie. Je montrerai comment on peut construire
de telles corrélations a 1’aide du rayonnement de fond et de mesures de 'effet de lentille sur
des arriéres-plans galactiques. Deux méthodes seront proposées ici, faisant appel, soit aux
anisotropies de température, soit a la polarisation du rayonnement de fond. En particulier,
on montrera comment de telles méthodes permettent d’espérer de trés bonnes déterminations
de Veffet de lentille sur le rayonnement de fond. Il est notable que ce sont, & ce jour, les
observables de l'effet de lentille exhibant le meilleur signal sur bruit théorique.

Ce mémoire sera donc congu afin de présenter progressivement les connaissances néces-
saires pour arriver au calcul des corrélations du rayonnement de fond et de l'effet de lentille
sur les galaxies. Tout d’abord, un premier chapitre présentera les grandes lignes du modéle
standard de 'univers, sa description mathématique, ses paramétres. On trouvera aussi dans
ce chapitre un résumé de 1’évolution de l'univers, telle qu’on la comprend aujourd’hui.

Le second chapitre sera consacré a ’apparition des fluctuations primordiales. On présen-
tera la théorie de linflation qui est actuellement la plus favorisée par les observations et en
particulier celles du rayonnement de fond. On donnera aussi une rapide esquisse de la théorie
des perturbations gravitationnelles, nécessaire pour décrire les petites fluctuations. Enfin, on
avancera quelques arguments expliquant 1’évolution ultérieure des fluctuations engendrées par
I'inflation.

C’est dans le troisiéme chapitre que nous présenterons plus en détail le rayonnement de
fond micro-onde. On tracera les grandes lignes du calcul de ses anisotropies. On s’arrétera
plus en détail sur sa polarisation, comment elle apparait, et ses propriétés.

Enfin, dans un court quatriéme chapitre, on s’occupera de la croissance des inhomogénéités
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de matiére. On étudiera un peu plus en détail la croissance des structures dans le cadre de
la théorie des perturbations. On en donnera ’ordre linéaire ainsi que le premier ordre quasi-
linéaire. Enfin, on donnera quelques idées sur le régime non-linéaire et 1’ Ansatz des corrélations
stables.

Le décor étant planté, on s’intéressera alors a la physique des distorsions gravitationnelles
de la lumiére. C’est dans le chapitre cinq que 'on trouvera quelques rappels sur ’effet de lentille
gravitationnelle. On ménera le calcul permettant de déterminer ’angle de déviation d’un rayon
lumineux passant au voisinage d’un objet massif. On traitera aussi en détail le devenir de la
polarisation de ce rayon lumineux. Les cas d’une lentille mince et de lentilles épaisses dans
I’approximation de Born seront étudiés. On montrera comment déterminer les champs de
convergence et d’astigmatisme dans cette approximation. On donnera aussi quelques idées
sur les corrections au-dela de Born et en particulier sur le couplage & deux lentilles. Enfin, on
s’arrétera un moment sur ’effet de lentille d’une corde dans deux cas particuliers : la corde
rectiligne et la corde circulaire.

Les chapitres six et sept donneront un apercu des connaissances sur l'effet de lentille sur
la température et la polarisation du rayonnement de fond. On présentera dans ces chapitres
un panorama de la littérature existante, mais aussi quelques calculs originaux, en particulier
dans le chapitre sept, aidant & une meilleure compréhension de cet effet et des difficultés liées
4 sa mesure. On s’intéressera non seulement & 'effet de lentille des grandes structures, mais
aussi a l'effet de lentille forte dii aux cordes. Un travail original sera présenté sur l'effet de
lentille d’une corde sur la polarisation du rayonnement de fond.

Enfin, le chapitre huit présentera 1’étude des corrélations entre le rayonnement de fond
et V’effet de lentille sur des arriéres-plans galactiques. Aprés avoir étudié la corrélation d’effet
de lentille a différentes profondeurs, on présentera deux méthodes produisant des observables
corrélant l'effet de lentille sur le rayonnement de fond et celui sur des galaxies.

Le chapitre neuf est une extension numérique du chapitre huit. En effet, une de mes
préoccupations durant ma thése a été de pouvoir produire des simulations permettant de
valider numériquement les approximations faites dans les calculs analytiques présentés dans
les chapitres précédents, et d’étendre ces calculs dans des régions ol les approximations ne sont
plus valables ou encore dans des cas ou les calculs deviennent trés complexes. Ces simulations
ne sont pas encore terminées; ’analyse des résultats n’est encore qu’a ses premiers stades.
Cependant, je présenterai ici les problémes auxquels leur réalisation m’a confronté et les choix
réalisés pour les contourner. Je reviendrai dans ce chapitre sur de nombreux points évoqués
précédemment et en particulier sur les effets de couplages de lentilles.

Le dernier chapitre, enfin, s’éloigne un peu de la problématique générale du reste du
mémoire. On aura montré, chapitre huit, combien 'effet de lentille, et en 'occurrence les
corrélations d’effets de lentille & différentes profondeurs, pouvait étre sensible aux parameétres
cosmologiques. Un des élément déterminant dans notre analyse est le taux de croissance des
grandes structures ; I’effet de lentille pratiquant une projection de la masse rencontrée par les
rayons lumineux le long de leur trajet, on comprend que cet effet soit sensible aux variations
de la géométrie de 'univers, mais aussi a I’évolution des grandes structures le long du trajet.
Partant de cette idée, j'ai étudié la phénoménologie des grandes structures dans le cadre de
modéles cosmologiques un peu plus exotiques. En effet, un probléme persistant est né de
la rencontre entre la physique des hautes énergies et les observations de supernovee. Tandis
que les supernovae semblent indiquer la présence d’une constante cosmologique dominant
trés nettement les densités d’énergies de l'univers actuel, la physique des particules est en
violent désaccord avec un tel ordre de grandeur. Les modéles de Quintessence visent a réduire
ce désaccord. Aprés avoir présenté certains des modeéles les plus favorisés par la physique
des hautes énergies, j'étudierai leurs conséquences phénoménologiques sur la croissance des
structures. C’est un sujet qui n’avait jamais été abordé pour des modéles non-minimaux.
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Je tirerai aussi les conséquences observationnelles de ces modeéles pour D'effet de lentille. Il
apparait que les phénoménes de déviations gravitationnelles sont particuliérement sensibles, &
petite échelle, aux modifications des propriétés du régime non-linéaire des grandes structures
dans les modéles étudiés.



CHAPITRE 1
Description de l'univers

Sommaire
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Je vais reconstruire sommairement la description mathématique classique de l'univers.
Tout d’abord, je justifierai rapidement, & partir d’hypothéses trés générales, le choix de la
métrique utilisée pour décrire I'univers. Ensuite, je donnerai les propriétés générales de cette
métrique, ainsi que les équations de base qui me serviront tout au long de ce rapport.

1.1 Des hypothéses a la métrique de Friedmann—Lemaitre—Robertson—\Walker

1.1.1 Un univers observable

L’univers nous a longtemps été accessible uniquement & travers la partie visible du spectre
électromagnétique. Les étoiles puis, plus tard, les galaxies, ont permis, dans les premiéres an-
nées du vingtiéme siécle, de postuler les propriétés de 'univers et d’en donner la description
que l'on connait aujourd’hui. Aussi surprenant que cela puisse paraitre au premier abord,
'univers se caractérise avant tout par une remarquable homogénéité. Evidemment, cela n’est
pas vrai a notre échelle; une planéte, une étoile, ou une galaxie sont de flagrantes inhomogé-
néités. Néanmoins, les astronomes ont montré que de tels objets n’étaient que de minuscules
accidents au regard des échelles cosmologiques. Qui plus est, quelle que soit la direction d’ob-
servation, la densité observée semble étre la méme. Les premiéres hypothéses que 'on est
amené & faire pour décrire 'univers consistent donc & postuler qu’a grande échelle, 'univers
est homogéne et isotrope.
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Cette premiére approche est uniquement empirique. Pour aller plus loin, on va devoir pos-
tuler un certain nombre de propriétés théoriques de l'univers. Il s’agit en fait d’une hypothése
sous-jacente & la plupart des systémes physiques étudiés : on part du principe qu’il existe un
cadre de description des lois physiques qui soit valable aussi bien & trés petite échelle, qu’aux
échelles cosmologiques. En particulier, il semble raisonnable que ce soit la méme gravité que
nous ressentons qui prenne en charge I’évolution & trés grande échelle de 'univers. Ce cadre
est la théorie de la Relativité Générale. Par conséquent, on cherchera a donner une description
de 'univers dans le langage, trés géométrique, de la Relativité.

Enfin, dernier ingrédient empirique de notre description, I'univers est en expansion. C’est
Hubble qui dans les années 30, expliqua le décalage vers le rouge systématique des raies des
galaxies découvert par Slipher [Slipher, 1915, Slipher, 1914], en montrant que ce décalage était
proportionnel & la distance entre les galaxies [Hubble, 1929, Hubble & Humason, 1931]. L’explication
la plus simple de ce phénoméne est de supposer que 'univers est en expansion. En remontant
le temps, il faut donc que 'univers ait été durant les époques précédentes plus chaud et plus
dense qu’il ne l'est aujourd’hui; jusqu’a un moment de trés grande énergie et densité. C’est
le modéle du Big Bang chaud.

Ce modéle a conduit Alpher et Gamov [Gamov, 1946, Alpher et al., 1948| [Alpher & Herman, 1948] &
faire, a la fin des années 40, deux trés importantes prédictions.

— L’univers doit étre baigné d’un rayonnement fossile micro-onde. Celui-ci doit avoir été
émis chaud a 1’époque oil I'univers était assez froid pour permettre au plasma d’électrons
et de protons (ou de noyaux simples) de se condenser. C’est I’expansion de l'univers qui
a refroidi ce rayonnement jusqu’aux micro-ondes.

— D’autre part, en remontant plus encore dans le temps, Alpher Gamov et Herman ont
su estimer l’abondance des éléments légers synthétisés pendant les premiers 4ges de
I'univers.

Ces deux prédictions ont été par la suite validées par de nombreuses observations confortant
du méme coup la théorie du Big Bang chaud.

1.1.2 Description mathématique

La description mathématique conforme aux hypothéses évoquées plus haut est celle de la
meétrique de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker [Friedmann, 1922, Friedmann, 1924] [Lemaitre, 1927]
[Weinberg, 1972]. On suppose donc que l'univers aux grandes échelles est correctement représenté
par un espace a quatre dimensions muni de la métrique g,,, dont I’élément de distance s’écrit :

d?s = c*dt — a®(t) vyijdzidz;. (1.1)

Le tenseur 7y;; est la métrique d’un espace a trois dimensions homogene isotrope; la com-
posante spatiale est donc un espace a symétrie maximale. La fonction a(t) dans la métrique
prend en charge ’expansion de 1'univers, nous verrons plus loin comment. On écrira aussi
cette métrique dans les coordonnées dites conformes

d%s = a%(n) (d277 — vyijdz;dz;) , (1.2)

pour lesquelles on a pratiqué le changement de coordonnées dn = cdt/a. Dans toute la suite,
on notera par un prime les dérivées du temps conforme et par un point les dérivées du temps.
Enfin, on décrira les processus physiques dans cet espace & I’aide de la Relativité Générale.
On rappelle que ’équation d’Einstein s’écrit :
1 817G
Rl“/ - §ngj = C—4TMV + Aguy- (13)

Le tenseur de Ricci, Ry, la courbure R et la métrique g, sont des quantités purement géomé-
triques. La physique est toute entiére contenue dans le tenseur énergie-impulsion 7},,. Enfin,
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le terme Ag,, donne la contribution de la constante cosmologique. Les équations d’Einstein
étant une intégrale premiére admettent la présence de cette constante. On place communé-
ment ce terme avec les termes géométriques. J’ai choisi de le faire figurer a gauche de ’équa-
tion, avec les termes physiques. L’existence de cette constante et sa nature physique sont un
probléme trés débattu actuellement [Perlmutter et al., 1999, Perlmutter et al., 1998, Perlmutter et al., 1998,
Perlmutter et al., 1999b, Perlmutter et al., 1999a, Bahcall et al., 1999] [Garnavich et al., 1998c, Garnavich et al., 1998a,
Riess et al., 1998, Garnavich et al., 1998b] [Sahni & Starobinsky, 2000] [Weinberg, 1989]. J’en reparlerai aux
chapitres 8 et 10. L’équation d’Einstein relie I’évolution de ’expansion de 'univers & son
contenu matériel & travers des interactions gravitationnelles. En donnant un contenu au ten-
seur TW1 on pourra résoudre cette équation et donc fixer la fonction a que 'on appelle aussi
facteur d’échelle. Cette description mathématique est bien conforme aux postulats énoncés
plus haut.

1.2 Propriétés du modéle — Contenu matériel de I'univers

1.2.1 Décalage vers le rouge — Relation de Hubble

Avant de donner un contenu au tenseur énergie-impulsion, je vais regarder en détail une
propriété mathématique de la métrique. On a dit plus haut que c’était la proportionnalité
surprenante entre le décalage vers le rouge des galaxies lointaines et leurs distances qui avait
permis & Hubble de postuler le mouvement d’éloignement de ces galaxies et ’expansion de
I"univers. On va voir comment cet effet se manifeste dans notre modéle.

Deux observateurs au repos, & une distance initiale d 1'un de I’autre, voient leur éloignement
évoluer comme d(t) = a(t) d. Du coup, ces deux observateurs peuvent se croire en déplacement
l'un par rapport a lautre a la vitesse apparente v(t) = a(t) d. Dans la grande tradition de la
relativité générale, supposons que ces observateurs échangent des signaux électromagnétiques?.
Considérons donc un photon émis & une fréquence v, par I'un des observateurs. Ce photon
est astreint & suivre une trajectoire extrémale dont I’équation s’écrit :

ST e SE STy, (1.4)

C’est I’équation des géodésiques |Misner et al., 1973]. Pour sa quadrivitesse p*, en choisissant
comme paramétre d’intégration le temps conforme 7, il vient
dp*

= 4 TH ppP = 0. 1.5
d77+ LoD’ D (1.5)

En ne regardant que les composantes temporelles, on tire ’équation différentielle

=-2-—7p°, (1.6)

qui s’intégre en p° = P/a? pour P l’énergie initiale du photon. Dans ces conditions, 1’ob-
servateur recevant I'onde verra une radiation d’énergie* F = P/a. La fréquence mesurée par
I'observateur est v, = v, X a. Du fait de ’évolution du facteur d’échelle pendant le trajet
du photon, 'observateur voit les photons émis par son comparse décalés vers le rouge d’un
facteur a.

et donc 3 'univers!

*La dure vie de I'observateur soit disant au repos de la relativité générale...

3en coordonnées comobiles, la quadrivitesse d’un observateur comobile au repos a comme coordonnée
temporelle a.
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Le méme mécanisme est & 'ceuvre dans les mesures de Hubble. Entrainées par ’expansion,
les galaxies s’éloignent les unes des autres et sont vues décalées vers le rouge. On définira le
paramétre de décalage vers le rouge, z, tel que

v 1
z+1l=—=". (1.7)
Vo a
Pour conclure sur le sujet, on va écrire la relation qui relit la vitesse d’éloignement et la
distance de nos deux observateurs & un instant %

1da

t)=Hd(t H(t)=-—. 1.8
o(t) = Hd(t), avec H(t) = = (18)
On appellera paramétre de Hubble la fonction H(t). La métrique choisie reproduit bien 1’hy-

pothése d’expansion postulée par Hubble.

1.2.2 Contenu de l'univers — Tenseur Energie—Impulsion

Il faut maintenant donner un contenu physique & l'univers. Le tenseur énergie-impulsion
va représenter les contributions des différentes espéces que 'on observe (photons, matiére
baryonique, neutrinos...) ou que l'on postule (matiére noire, constante cosmologique, Quin-
tessence...). A grande échelle, pour obéir aux hypothéses d’homogénéité et d’isotropie, ces
différentes espéces doivent elles aussi présenter de telles propriétés. On va supposer que les
propriétés physiques de ces différents composants sont bien décrites par celles d'un fluide;
lorsque la densité est trés faible les espéces physiques s’apparentent & des gaz trés dilués et
I’hypothése fluide est tout a fait justifiée. Enfin, on va supposer que les seules interactions
a grande échelle de ces composantes sont des interactions gravitationnelles, de sorte que les
tenseurs énergie-impulsions soient découplés..

On connait la description adaptée pour des fluides homogénes et isotropes, c’est celle du
fluide parfait. Pour chaque fluide, le tenseur énergie-impulsion est de la forme

T = p, T} =T =T = P et T# = O sinon.

C’est d’ailleurs la seule forme que peut prendre le tenseur énergie-impulsion pour étre com-
patible avec la métrique de FLRW.

Pour compléter la description, il faut donner une équation d’état pour chaque fluide,
P = f(p) qui relie sa pression et sa densité. Celle-ci est ’expression a grande échelle des
interactions microscopiques de chaque espéce. Dans la plupart des cas, cette équation d’état
pourra se mettre sous la forme simple P = w p.

Ces données seules permettent d’écrire simplement pour chaque espéce 1’évolution de sa
densité d’énergie. En effet, 'équation de conservation (fluides sans interactions) D, T = 0
donne®,

p=—-3H(p+ P). (1.9)
En imposant ’équation d’état P = w p, on obtient
p = poa 20+, (1.10)

Regardons les conséquences de cette équation pour les fluides contenus dans l'univers.
Considérons tout d’abord de la matiére non-relativiste, sans interaction. Pour des particules

“évidemment cette derniére propriété n’est valable qu’a grande échelle. On verra plus loin, en particulier lors
du calcul du rayonnement de fond micro-onde, des exemples dans lesquels on ne peut négliger les interactions
microscopiques.

53 partir de maintenant, et sauf indication contraire, ¢ = 1.
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non-relativistes, la densité d’énergie est dominée par I’énergie de masse. Elle doit donc changer
comme a~>. En effet, entre deux instants, le volume de ’univers change d’un facteur a3, ce qui
fait que la matiére non-relativiste est diluée de a 3. L’équation (1.10) donne le paramétre de
I’équation d’état de la matiére non-relativiste w = 0. Un fluide non-relativiste sans interaction
est décrit par un fluide parfait sans pression.

La densité d’énergie des fluides relativistes, par contre, doit évoluer en a~*. En effet,
I’argument de dilution évoqué plus haut est toujours valable. L’expansion fait décroitre le
volume en a~3. On a vu-au dessus (section 1.2.1) que I’énergie des photons était aussi ralentie
d’un facteur ¢ !. La combinaison de ces deux facteurs donne I’évolution de la densité d’énergie
en a~* pour les espéces relativistes. D’aprés I’équation (1.10), les fluides relativistes doivent
avoir une équation d’état w = 1/3.

Nous sommes aujourd’hui dans une période ol la matiére non relativiste domine I'univers.
Cependant, la différence entre les pentes d’évolution de ces deux densités d’énergie permet de
prédire que 'univers a nécessairement été dominé par 1’énergie des fluides relativistes & une
époque éloignée.

Enfin, on peut remarquer que 1’équation d’état w = —1 conduit & une densité d’énergie
constante et donne un tenseur énergie-impulsion semblable au terme de constante cosmolo-
gique des équations d’Einstein TH” = Ag*¥. Par la suite, on supprimera le terme de constante
des équations et on l'inclura au tenseur énergie-impulsion comme la contribution éventuelle
d’un fluide répulsif (de pression négative). Cette remarque justifie en partie le choix d’écrire
le terme de constante avec les contributions physiques de I’équation d’Einstein.

1.2.3 Dynamique — Les équations de Friedmann

Reste maintenant & résoudre les équations d’Einstein®. On obtient les éguations de Fried-
mann, pour la composante temporelle

817G
H?+ Ka™? = WT px (1.11)
X
et pour les composantes spatiales
2H + 3H” + Ka™> = —87G ) _ Px. (1.12)
X

Le paramétre K qui apparait dans ces équations mesure la courbure des sections spatiales.
Comme on l’a dit plus haut, on a inclus dans le tenseur énergie-impulsion la contribution
d’une éventuelle constante cosmologique. On pourra méme aller plus loin par la suite, puisque
la forme des équations de Friedmann nous permettent de considérer le terme de courbure
comme un fluide supplémentaire d’équation d’état w = —1/3. On donne aussi I’expression des
équations de Friedmann dans les coordonnées conformes,

H? = gaQpr, 2H' +H? = —ra® Y Px, (1.13)
X X

le paramétre de Hubble étant alors H = a//a. On va finalement se ramener & un jeu simple
d’équations pour le paramétre de Hubble et sa dérivée

K : K
H2:§pr, H:—§Z(1+w)px (1.14)
X X

50n donnera en annexe les tenseurs nécessaires pour calculer 'équation d’Einstein quand je 'aurai écrite!!!
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p Ere de la radiation Ere de la matiere

Inflation
Croissance
exponentielle

Fluctuations
Primordiales

Découplage des photons
Rayonnement de fond micro-onde

Nucléosynthése

a* a

FiG. 1.1 — Evolution des espéces. Eres du rayonnement, de la matiére, et peut étre de la
constante? En traits pleins la contribution du rayonnement, en tirets celle de la matiére
non-collisionelle. La courbe pointillée horizontale est la contribution de la constante.

et en coordonnées conformes

H? = gGQZPX, H = —gGQ Z (1+3w) px- (1.15)
X X

En utilisant la premiére partie des deux précédentes équations, on obtient I’évolution du
facteur d’échelle au cours du temps, en fonction du contenu de 'univers, pour une dynamique
dominée par l'interaction gravitationnelle

2 2
G,(t) = t3(0+wiot) | (J,(’l’]) = 7 130t (116)

Le parameétre wyo introduit ici est I’équation d’état d’un fluide de pression Piot = ) x Px et
de densité d’énergie piot = ) x px- Il n’y a aucune raison que ce parameétre soit constant au
cours du temps. Cependant, comme toutes les espéces ont des équations d’état trés différentes,
leurs densités d’énergie sont telles qu’elles vont dominer trés nettement la densité d’énergie
totale 'une aprés 'autre a des époques bien marquées, de telle sorte que le paramétre wiot
sera constant la plupart du temps’. Ainsi, durant ’ére de domination du rayonnement, le
facteur de croissance va connaitre une évolution en v/¢, pendant I'ére de la matiere ¢2/3 et en
exp(t) pour un univers dominé par la constante cosmologique.

1.2.4 Les paramétres cosmologiques

On va encore une fois ré-exprimer ’équation (1.11) pour faire apparaitre sous une forme
classique les paramétres qui la composent. Soit p, la densité que devrait avoir la matiére en
I’absence de toute autre composante pour que 'univers soit de section spatiale plate :

_ 3H?
-

Pe (1.17)

On appelle p. la densité d’énergie critique. La densité py est la densité critique aujourd’hui.
Pour chaque composante X, on définit un paramétre cosmologique Qx (en incluant bien

"Ce n'est plus vrai lorsque I'univers contient un fluide quintessenciel. On décrira mieux ce point au chapitre
10.
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TAB. 1.1 — Contribution des différentes composantes & I’évolution de 1'univers. On donne aussi
le comportement du facteur d’échelle en temps cosmique et en temps conforme lorsqu’une seule
composante domine.

| Paramétre d’état | Densité d’énergie | a(t) | a(n) |
Cas général w g~ 3(1+w) tﬁ npr%
Radiation 3 a2 13 n
Matiére 0 a3 13 n?
Constante cos- -1 ad eft %
mique
Courbure -1 —2 t e
Champ  sca- 1 —6 t3 77%
laire en régime
cinétique

entendu la courbure et la constante cosmologique)

Qx = L2 (1.18)
Pe

L’équation de Friedmann (1.11) se ré-écrit alors

D ox =1 (1.19)
X
Si on pose Qg( la valeur du paramétre aujourd’hui, on a alors
H? 0 —3(1
= D a0 Fex), (1.20)
X

La deuxiéme équation de Friedmann peut subir le méme traitement pour se mettre sous la
forme

H 3 0 —3(1+

H_g =3 Z(l + wx ) Q% a~30Hwx),

X

Le modéle est donc entiérement décrit par la donnée des parameétres cosmologiques aujour-
d’hui, des équations d’état de chaque composante et de la valeur du parameétre de Hubble
aujourd’hui®. On donne dans le tableau 1.1 les valeurs pour chacun de ces parameétres.

1.3 Histoire de l'univers

On a vu plus haut que la loi de Hubble conduisait & postuler un univers dont 1’évolu-
tion irait d’une phase dense et chaude vers une phase froide et diluée. On a montré com-
ment le modeéle choisi obéissait & cette évolution. On va maintenant donner les principales
étapes de ’histoire passée de l'univers telles que peut les prédire le modéle [Kolb & Turner, 1990]
[Padmanabhan, 1993] [Peebles, 1993] [Peacock, 1998].

80u de maniére équivalente, la valeur de la densité critique aujourd’hui.
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1.3.1 Les premiers instants

11 est difficile de prédire I’évolution exacte de I'univers lorsque sa densité d’énergie était trés
élevée. Pour de trés hautes énergies, on ne peut qu’extrapoler notre compréhension actuelle
de la physique. Il n’est pas du tout assuré que la physique microscopique, telle que nous la
connaissons, soit toujours valable a de telles énergies®. On sait toutefois qu’un certain nombre
d’événements importants ont di se dérouler pendant ces premiers instants.

Peu de temps aprés sa création, alors que la densité d’énergie était comprise entre 1072
et 10%0 GeV*, I'univers était trés probablement sans une phase dite d’inflation. L’univers
s'étendait alors exponentiellement. Il n’est ni obligatoire ni certain que cette phase se soit
déroulée. Néanmoins, ’existence de cette période bien particuliére résout certains problémes
liés au modéle. Qui plus est les prédictions liées & I'existence de ce phénoméne sont en trés
bon accord avec les expériences récentes [Jaffe et al., 2001]. On reviendra, au chapitre 2, sur les
caractéristiques de cet épisode. Notons tout de suite que cette phase inflationnaire donne une
explication simple & l'apparition d’inhomogénéités. Ces inhomogénéités seront trés impor-
tantes par la suite car elles fournissent les germes autour desquels la matiére a pu s’accréter
pour former les objets observés aujourd’hui.

Apres l'inflation, 'univers devait ressembler & une soupe de particules relativistes en in-
teractions. En supposant que le mélange était en équilibre thermique, on peut définir une
température en utilisant la relation

7T2

pr= 35 Nu(T) (kgT)™. (1.21)

Le facteur Np(T) = > .nion 9B + %Zfermion gr représente le nombre d’états d’hélicité des
particules relativistes. Si le facteur N(7T) restait constant, la température diminuerait comme
1/a. Comme, lorsque la densité baisse, ’énergie des particules devient comparable & leur
énergie de masse, elles quittent le régime relativiste et le facteur N(7") doit alors diminuer
par sauts discrets.

A mesure que la température baisse, les interactions possibles entre particules diminuent.
Lorsqu’un type de particule ne peut plus interagir avec les autres, il est totalement découplé
du reste de 1'univers et se comporte comme un corps noir, suivant uniquement 1’évolution
gravitationnelle de 'univers. C’est ce qui a di arriver aux gravitons, qui pourraient constituer
le premier rayonnement de fond fossile, sous la forme d’ondes gravitationnelles. On suppose
que la matiére noire s’est elle aussi découplée trés tot. Par ailleurs, les modéles de formation
des grandes structures aménent aussi & postuler une matiére noire froide (CDM) ; c’est-a-dire
qui aurait quitté tres t6t aussi le régime relativiste.

Finalement, c’est pendant les premiers temps que les brisures de symétries d’une éventuelle
théorie unifiée de grande énergie ont di avoir lieu. Entre autre, on pense que ces transitions de
phases peuvent expliquer I’asymétrie matiére/antimatiére observée aujourd’hui [Sakharov, 1979].
La derniére de ces transitions de phases a certainement été la brisure électrofaible, aux alen-
tours de 100 GeV.

1.3.2 De 10 MeV a la fin de I'ére de la radiation

A des énergies de 'ordre de la dizaine de MeV, le modéle standard se comporte trés bien,
et les prédictions que 1’on peut faire sont beaucoup plus précises. Vers 10 MeV, il ne doit plus
rester qu’un plasma (faible et électromagnétique) de photons, neutrinos, électrons-positrons
et de protons et neutrons. Ces deux derniéres particules ont dii se former quelque temps avant,

Tl n’est pas assuré que le modéle standard de la physique des hautes énergies puisse étre extrapolé sans
dommage & de trés hautes énergies.
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autour de 100 MeV, lorsque le plasma de quarks et de gluons s’est condensé. A cette énergie,
protons et neutrons sont déja des particules non-relativistes.

Lorsque la température tombe au-dessous du MeV, les neutrinos se découplent du plasma.
L’expansion de I'univers a dilué suffisamment les neutrinos pour que leur probabilité d’inter-
action avec les autres particules soit trés faible.

Lorsque la température atteint ’énergie de masse des électrons, c’est-a-dire 511 KeV, les
électrons et les positrons s’annihilent et réchauffent le fluide de photons.

Les protons et neutrons commencent & former des noyaux simples au voisinage de 0.1 MeV.
On appelle ce phénomeéne la nucléosynthése primordiale. Les processus mis en jeu dans la
geneése des noyaux légers (Deutérium, Tritium, Hélium et Lithium) sont particuliérement bien
décrits par le modéle standard. On sait calculer trés précisément les abondances primordiales
de ces éléments. Les résultats théoriques sont trés proches des observations. C’est une des
principales réussites du modéle du big bang chaud. Il est & noter ici que 1’énergie de 0.1 MeV
est bien en deca de ’énergie de couplage de I’hélium, par exemple, qui est de 1’ordre de la
trentaine de GeV. Cela est da a la différence entre la densité des baryons et des photons.

Enfin, aux alentours de ’électron-volt, la densité de matiére non relativiste, principalement
composée de matiére noire, devient comparable & la densité d’énergie de la radiation. Cette
époque a pour nom 1’éguivalence. On a alors

(1 + 2eq)® = QUL+ 2eq) ™. (1.22)

Le décalage vers le rouge correspondant est de 1'ordre de 99, /9% ~ 10%. Les incertitudes sur
la densité de matiére noire rendent la datation de cette transition difficile.

1.3.3 Le rayonnement fossile

Nous reviendrons plus en détail sur les propriétés du rayonnement fossile au chapitre 3.
Peu de temps aprés ’équivalence, la température du fluide de photons est suffisamment basse
pour permettre ’apparition des premiers atomes. Les électrons s’apparient aux noyaux formés
pendant la nucléosynthése. On appelle cet événement la recombinaison.

Normalement, la recombinaison devrait se dérouler au moment ol la température est de
I’ordre de I'énergie d’ionisation de 1’hydrogéne, c’est-a-dire 13,6 KeV. Néanmoins, pour la
méme raison qui retarde la nucléosynthése, le nombre de photons étant plus élevé que le
nombre d’électrons et de noyaux disponibles, la température du fluide de photons doit étre
plus basse pour que la recombinaison commence. Ainsi, c’est pour une température de 3300K,
soit un décalage vers le rouge de 1200 que les premiers atomes se forment.

A cette température relativement basse, le fluide de photons ne diffuse presque plus que sur
les électrons libres du plasma. Or, comme le nombre d’électrons diminue au fur et & mesure de
leur appariement avec les noyaux, les photons voient leur taux de diffusion diminuer fortement.
A tel point que leur libre parcours moyen devient infini'?. L’univers devient alors brutalement
transparent ; le fluide de photons est découplé des autres fluides. La recombinaison prend fin
lors du découplage. Le décalage vers le rouge de la surface sur laquelle, pour la derniére fois
avant le découplage, les photons ont diffusé, est zcmp ~ 1100. On appelle communément cette
surface la surface de derniére diffusion, en anglais, Last Scattering Surface, souvent abrégée
LSS.

1.3.4 Les grandes structures

L’univers est maintenant dominé par la matiére. On a expliqué, au début de cette section
que l'inflation fournissait une explication a d’éventuelles petites fluctuations primordiales de

107 "infini ici est trés exagéré. Il suffit que le libre parcours moyen des photons devienne de ’ordre de la taille
de 'univers pour que celui-ci soit transparent.
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FiG. 1.2 — Le spectre du corps noir du CMB. La mesure présentée ici a été réalisée par
I’experience FIRAS du satellite COBE. Les barres d’erreur sont & 4000. La figure est tirée de
[Smoot, 1997].

la métrique. Ces inhomogénéités primordiales vont avoir maintenant une grande importance.
En effet, c’est dans le puits de potentiel formé par ces fluctuations que la matiére va commen-
cer & s’accréter. Petit & petit, se forment par attraction gravitationnelle les premiers objets
[Peebles, 1980].

Cette tres lente formation des premiers objets est encore mal comprise. Elle aboutira a
I'univers tel que nous ’observons, presque vide, avec des zones de trés fortes densités : galaxies
et amas. La répartition de ces zones de vide et ’agencement des galaxies sont entiérement
expliqués par les fluctuations primordiales. Par contre, la dynamique des objets formés n’est
plus entiérement décrite par la gravité.

On a vu qu’a priori, la matiére n’était plus ionisée aprés la recombinaison. Pourtant,
les mesures semblent indiquer qu’aujourd’hui la majeure partie de la matiére baryonique
est ionisée [Gunn & Peterson, 1965| [Songaila et al., 1999]. On situe généralement 1’époque de cette
réionisation a celle de la formation des premiers objets [Madau, 2000].

1.3.5 Devenir du rayonnement fossile

Nous allons maintenant délaisser ’histoire du reste de 'univers pour suivre I’histoire du
fluide de photons. Au découplage, la distribution du gaz de photons suivait la loi du corps
noir. Par la suite, les photons n’interagissent que trés peu avec la matiére. Ils suivent donc
I’évolution gravitationnelle de 'univers et sont refroidis par ’expansion. Le rayonnement, que
Pon appelle souvent rayonnement fossile, ou rayonnement de fond micro-onde (CMB) peut
étre observé aujourd’hui & une température d’environ 3K. Il s’agit de la plus ancienne image
électromagnétique, de la plus ancienne photographie si l'on veut, de I'univers. Il a été détecté
pour la premiére fois par Penzias et Wilson en 1965 [Penzias & Wilson, 1965] [Dicke et al., 1965]. Le
satellite COBE [Mather et al, 1990, Fixsen et al., 1996] & mesuré sa température et son spectre avec
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une trés grande précision. La température du rayonnement est, a 20

Tevs = 2.728 +0.004 K. (1.23)
Son spectre, présenté figure 1.2, est compatible avec la distribution du corps noir
3
w=—2 . (1.24)

exp( ) ~ 1
Des écarts a cette distribution sont possibles, sous la forme :

— d’une interaction tardive. La thermalisation du fluide de photons doit étre terminée
longtemps avant la surface de derniére diffusion. Il a été montré que les perturbations a la
distribution du fluide de photons intervenant aprés z ~ 10% ne pouvaient se thermaliser
et donnaient un potentiel chimique non-nul au gaz [Hu & Silk, 1993] [Stebbins, 1997].

— D’une diffusion sur un gaz d’électrons, apreés la surface de derniére diffusion. On a vu
plus haut que I'univers a connu une époque de réionisation aprés la surface de derniére
diffusion. D’autre part, les galaxies sont des points chauds qui peuvent aussi réioniser la
matiére. Les photons du rayonnement fossile diffusent sur ces zones réionisées. On parle
alors d’effet Sunyaev-Zel’dovich (effet SZ) [Zel'dovich et al., 1969, Zel’dovich & Sunyaev, 1969]. On
sépare en général 'effet SZ thermique, pour lequel les photons sont réchauffés par un
gaz d’électrons chaud, de ’effet SZ cinétique, ol ’apport d’énergie provient de la vitesse
relative importante du gaz d’électrons dans le référentiel des photons.

— Enfin, la diffusion, dite free-free. Les électrons libres peuvent diffuser sur les particules
chargées du gaz chaud et ainsi émettre des photons.

Les mesures du spectre effectuées par COBE contraignent fortement ces distortions. Ces

contraintes, tout comme les abondances primordiales des éléments légers, constituent une
importante justification des hypothéses du modéle du Big Bang chaud.
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jour. J’ai emprunté la figure & W. Huq [HusSite, http|.

D’autre part, le rayonnement de fond observé doit présenter des anisotropies de tempé-
rature. En effet, les divers mouvements de la terre, du soleil et de notre galaxie par rapport
au référentiel au repos des photons doivent induire, simple cinématique relativiste, un dipole
sur le spectre angulaire observé du rayonnement de fond. Le rayonnement est aussi perturbé
localement par divers avant-plans (poussiére, synchrotron, free-free...), se manifestant par des
distortions du spectre angulaire. Enfin, on a dit plus haut que 'univers primordial devait pos-
séder localement de petites inhomogénéités, germes des objets compacts observés aujourd’hui.
Ces anisotropies, d’origine cosmologique, laissent aussi une signature sur le rayonnement de
fond. Le spectre angulaire de ces anisotropies primordiales a été mesuré, d’abord par COBE
[Mather et al, 1990, Fixsen et al., 1996], puis par de nombreuses missions terrestres. Plus récemment,
les mesures de grande précision effectuées par les ballons BOOMRanG [BOOMERanG, http| et
Maxima [MAXIMA, http| ont permis de dresser la carte d’une partie de ce spectre angulaire
et ont donné de nombreuses informations sur l'origine des perturbations primordiales et la
géométrie de I'univers. On peut trouver une liste des expériences passées et futures dédiées
au rayonnement de fond sur la page de M. Tegmark [Tegmark, nttp|. Nous exposerons dans
les chapitres suivants comment apparaissent ces fluctuations cosmologiques dans les modéles
inflationnaires (chapitre 2), et comment elles influent sur le spectre du rayonnement de fond
(chapitre 3).
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J’ai présenté le canevas standard de 1’évolution de 'univers. Je vais maintenant décrire
avec plus de détails quelques points qui seront importants pour la suite de ’exposé. Puisque
j’al annoncé dans le chapitre précédent que les anisotropies primordiales du rayonnement de
fond diffus, ainsi que les grandes structures, avaient pour origine les fluctuations primordiales
de la métrique, il convient de décrire un peu plus le mécanisme de création de ces fluctuations
primordiales et leurs propriétés.

2.1 Genése des fluctuations primordiales

Il existe plusieurs mécanismes qui peuvent expliquer ’apparition de perturbations dans
la métrique. Deux grandes théories ont été particuliérement développées pour expliquer ce
phénomeéne : les défauts topologiques et 'inflation. Elles expliquent "apparition des inhomo-
généités de différentes fagons, mais ne sont pas a priori exclusives.

2.1.1 Les modéles de défauts topologiques

Les modeéles de défauts topologiques donnent pour origine aux fluctuations la présence
de “lignes” de brisures de symétries [Kibble, 1980] [Vilenkin & Shellard, 1994] [Hindmarsh & Kibble, 1995].
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Lors de I’évolution de 'univers, & mesure que la densité d’énergie diminuait, ’éventuelle force
grande unifiée a di se briser. On sait que lors de telles brisures de symétries, suivant le groupe
de symétrie brisé!, peuvent se former des défauts topologiques, hypersurfaces délimitant des
régions de l'espace-temps ol la symétrie a été brisée difféeremment. On décrira ce mécanisme
de brisure plus précisément lorsque nous discuterons l'effet de lentille gravitationnelle induit
par une corde au chapitre 5. Un réseau de défauts topologiques, couplés a la métrique, peut
donner naissance a de petites inhomogénéités.

Cette théorie est assez élégante. Aucun élément extérieur au modele n’est nécessaire pour
expliquer les inhomogénéités. Cependant, elle n’est pas sans poser de nombreux problémes.
La dynamique du réseau de défauts est trés difficile & prédire. Certains types de défauts
(les monopoles magnétiques, par exemple) doivent étre éliminés pour étre en accord avec les
observations. Enfin, & ce jour, il n’existe aucun modéle de défauts qui parvienne & reproduire
seul les mesures du spectre de puissance angulaire du rayonnement de fond [Durrer et al., 1996].

Ce dernier point a particuliérement réduit 'intérét porté a ces théories. Je ne décrirai pas
plus en détail les modéles de défauts.

2.1.2 Les théories inflationaires

La théorie de I'inflation postule que dans ses premiers instants, 'univers était rempli par
un champ initialement hors d’équilibre. Aprés le Big-Bang, le champ descend le long de son
potentiel pour rejoindre sa position d’énergie minimale. Cette configuration de l'univers &
deux conséquences trés importantes. D’une part, ’évolution du champ force l'univers a en-
fler exponentiellement [Starobinsky, 1979] [Starobinsky, 1980]. D’autre part, en autorisant au champ
un comportement quantique, celui-ci peut fluctuer légérement autour de son potentiel. Ces
fluctuations donnent une source aux inhomogénéités primordiales [Guth & Pi, 1982] de I'univers.
Cette théorie a regu trés vite une trés forte audience et a connu nombreux développements
(pour les articles fondateurs voir aussi [Guth, 1981] [Linde, 1982, Linde, 1983] [Albrecht & Steinhardt, 1982]
[Abbott & Wise, 1984a| [Starobinsky, 1982, Starobinsky, 1983| [Bardeen et al., 1983]. Pour une revue des théo-
ries inflationaires, on lira avec profit [Linde, 1990] [Liddle & Lyth, 1993, Liddle & Lyth, 2000]).

Contrairement aux théories de défauts topologiques, I’inflation requiert 1’ajout d’un champ
supplémentaire. Elle est en cela moins naturelle que les théories de défauts topologiques.
Cependant, cette faiblesse est compensée par le fait que 'inflation résout plus que 'unique
probléme des fluctuations primordiales de la métrique. A vrai dire, cette théorie avait été avant
tout imaginée comme une solution & d’autres problémes du modéle que nous décrirons en détail
plus loin. Cette aptitude & résoudre plusieurs problémes et & expliquer simultanément la genése
des fluctuations primordiales, a fait de l'inflation une théorie particuliérement attractive et
trés étudiée. Qui plus est, les prédictions de I'inflation sont en trés bon accord avec les mesures
du rayonnement fossile [Jaffe et al., 2001]. Dans la suite du chapitre, je vais m’attarder un peu
plus sur les propriétés générales des théories d’inflation.

2.2 L’inflation

Comme je I’ai fait remarquer plus haut, l'inflation a été tout d’abord inventée pour résoudre
un certain nombre de problémes posés par le modéle cosmologique que nous avons décrit
dans le premier chapitre. Cette solution suppose ’'ajout d'un champ scalaire qui dominerait
I'univers dans ses premiers instants. En donnant une dynamique quantique & ce champ, on
obtient une source possible pour les fluctuations primordiales de la métrique. Dans la suite
de mon exposé, je vais suivre ce cheminement. Tout d’abord, je vais présenter les problémes

Lpour étre précis, c’est le groupe de recouvrement de la symétrie qui détermine le type de défaut pouvant
apparaitre & la faveur d’une brisure de symétrie.
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qui motivent 'ajout d’'un champ au modéle. Ensuite, je montrerai comment les propriétés
quantiques de ce champ peuvent expliquer les inhomogénéités de l'univers.

2.2.1 Les problémes du modéle cosmologique standard

Lorsque j’ai présenté le modéle cosmologique standard, j'ai passé sous silence certains
problémes auxquels est confronté ce scénario.

La platitude

Les résultats des derniéres mesures du rayonnement de fond tendent & confirmer ce dont
les cosmologues se doutaient depuis un moment : I'univers est remarquablement proche d’un
univers plat. Or, ce résultat est assez surprennant. En effet, considérons un univers rempli
par un seul fluide, sans constante cosmologique. Ce modéle est une approximation raisonnable
des premiers temps, puisque l’on sait que les composantes de 'univers dominent 1’une aprés
I’autre 1’évolution et que la constante cosmologique ne peut avoir dominé les premiers ages.
On va regarder ’évolution du parameétre cosmologique associé & ce fluide

Q- (ﬁ) _ PP, 2.1)
Pc Pc Pe

Cette derniére équation donne, en utilisant I’équation de continuité (1.9) et celle d’évolution
du parameétre de Hubble (1.11,1.12)

(2 —1) = H(1 4 3w)Q(Q — 1). (2.2)

Si 'univers primordial était plat, cette équation nous montre qu’il doit le rester. Si maintenant
on admet un petit écart a la platitude aujourd’hui, la solution générale de 1’équation

a1+3w

S P [P —
Const — gl t3w

(2.3)
nous permet d’évaluer cet écart dans les temps anciens. Comme a diminue lorsqu’on remonte
le temps, I’écart & la solution plate doit étre 1060 fois plus petit au temps de Planck, pour le
cas ol le fluide considéré est la radiation®. Un écart si faible est trés suspect. Il est difficile
d’imaginer un processus physique aboutissant & un tel ajustement. Il est donc préférable de
supposer que l'univers est plat. Mais le scénario standard ne permet pas d’expliquer pourquoi
I’univers devrait étre plat. Remarquons avant de poursuivre que le probléme ne se pose plus
lorsque le fluide considéré est de pression négative. Lorsque w < —1/3, la solution plate est
alors attractive, et I’on n’a plus de problémes d’ajustement fin.

L’horizon causal

De la méme maniére, on a inclus dans le scénario 'homogénéité et l’isotropie & grande
échelle de l'univers. Néanmoins, il serait beaucoup plus satisfaisant de donner une origine
microscopique a cette homogénéité. Elle serait alors le résultat des interactions des particules
entre elles.

Cependant, le rayon de Hubble (’horizon causal) croit comme le temps, tandis que les
longueurs physiques croissent comme une puissance inférieure & un du temps. Ainsi, & chaque
instant entrent, dans 'univers visible des particules, des échelles toujours plus grandes. L’hy-
pothése d’homogénéité nous fait postuler que ces échelles, qui n’ont pu étre en contact causal

%lorsque la radiation domine 'univers. Le temps de Planck correspond & un facteur d’échelle apranck ~
(pPlanck/p?ad)71/4 ~ 10731 .
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avec le reste de l'univers puisqu’elles ont été jusqu’a leur entrée toujours plus grandes que
I’horizon, sont toujours aussi homogénes et isotropes que le reste de 'univers. Les seules in-
teractions microscopiques ne suffisent pas dans ces conditions & justifier ’homogénéité. Si I’'on
souhaite que le mécanisme expliquant I’homogénéité de I'univers soit médié par les interactions
entre espéces, il faut que 1'univers ait été a une certaine époque en contact causal...

Les défauts topologiques

Enfin, on a déja évoqué briévement le probléme de la prolifération de certains types de
défauts topologiques. En effet, on sait que des brisures de symétries primordiales peuvent
créer des monopoles d’énergie assez élevée et dont les conséquences sur la cosmologie auraient
d permettre leur détection. A ce jour, personne n’a encore réussi a détecter le moindre
défaut topologique, et donc aucun monopole. Il faut que la cosmologie explique soit pourquoi
ils ne sont pas créés —ce qui est en contradiction avec les théories de physique des hautes
énergies— soit pourquoi leur nombre est suffisamment faible pour ne pas remettre en question
notre modeéle. Pour éviter d’avoir & modifier les théories de physique des hautes énergies qui
déterminent leur abondance, la solution la plus simple serait d’imaginer un mécanisme qui les
dilue.

2.2.2 Une solution : l'inflation

La théorie de l'inflation donne une solution simple aux problémes que ’on vient de citer.
En effet, les deux derniers montrent qu’il nous faut un mécanisme permettant au facteur
d’expansion de croitre plus vite que le rayon de Hubble, de telle sorte que, dans le passé,
toutes les échelles aient pu étre plus petites que 'univers observable, et donc qu’elles aient
pu étre en contact causal. Un tel mécanisme wviderait I'univers, en repoussant tout contenu
physique hors du rayon de Hubble, faisant du coup disparaitre les monopoles indésirables.
Aujourd’hui, cependant, 'univers n’est pas vide, il faut donc que ce mécanisme se soit arrété.
On va donner ici succinctement 1’exemple d’un mécanisme possédant ces propriétés.

Nous sommes donc & la recherche d’un processus qui donnerait une évolution au facteur de
croissance plus rapide que celle du paramétre de Hubble. Notons tout de suite qu’un modéle
connu posséde naturellement cette propriété : le modéle Einstein-deSitter pour un univers
rempli par la constante cosmologique. En effet, la premiére équation de Friedmann (1.11) se
réduit a

a

H = — = Cste, (2.4)

a
si bien que le facteur d’expansion est donné par

a x exp(Ht). (2.5)

Dans ce modéle, on a bien un facteur d’expansion qui croit plus vite, exponentiellement plus
vite méme, que le paramétre de Hubble qui est ici constant. Par ailleurs, ce modéle résout le
probléme de la platitude, puisque la solution plate, au lieu d’étre répulsive devient attractive.
On rappelle que I’équation d’état de la constante est

wp = —1

qui est bien dans la zone attractive de 1’équation (2.3). Il est donc simple, avec des valeurs
initiales quelconques de s’approcher arbitrairement prés de la solution plate.

Néanmoins, nous ne vivons évidemment pas dans un univers Einstein—deSitter composé
uniquement de constante cosmologique! Il faut donc imaginer un mécanisme tel que 'univers
passe ses premiers instants dans un état proche du modéle décrit plus haut et le quitte par
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la suite pour reprendre 1’évolution standard. On va donc postuler que 'univers était dans ses
premiers temps dominé par un fluide, l’inflaton, d’équation d’état négative et dont I’évolution
le rendrait aujourd’hui négligeable face aux autres espéces.

On va remplir ce programme pour un cas simple, celui ol le fluide est un champ scalaire
¢. Pour donner & ce champ une dynamique, on va le laisser évoluer dans un potentiel V(¢).
Le Lagrangien d’un champ scalaire est simple

1
L= 3 Lot — V(). (2.6)
En variant le Lagrangien on en déduit 1’équation d’évolution

- 1 . . dv
— 98" 3Hp = —— 2.7
¢ CL2 1 ¢ + ¢ d¢ ( )
qui n’est autre que ’équation de Klein-Gordon adaptée & un espace-temps courbe. La densité
d’énergie associée a ce champ est

po= 58 + 5 (V) + V() (28)

et sa pression

Py= 2+ (V) - V(@). 29)

Les équations de Friedmann (1.11,1.12) s’écrivent alors, en supposant que les autres fluides
sont négligeables

2= 5 (3P4 O V@) + i
. K .
o= -Z (¢2+(v¢)2). (2.10)

On va voir dans la section suivante que ce modéle, sous certaines conditions, reproduit cor-
rectement 'univers Einstein—deSitter évoqué plus haut.

2.2.3 La dynamique de l'inflation dans I’approximation du Roulement-Lent (Slow-Roll)

On va maintenant résoudre les équations de Friedmann (2.10) et I’équation de la dyna-
mique du champ (2.7) pour déterminer son évolution. Jusqu’ici, nous avons laissé libre les
hypotheses d’isotropie et d’homogénéité. Le champ scalaire pouvait varier localement dans
I’espace. Puisque 'univers est isotrope et homogéne aux grandes échelles, nous allons suppo-
ser que les variations spatiales de notre inflaton sont trés négligeables devant les variations
temporelles

¢(ta$) = ¢0(t) + (5¢(t,$) et ¢o > 6. (211)

La moyenne spatiale du champ domine la dynamique. En supposant que la densité d’énergie
associée a la courbure soit négligeable, le systéme d’équations différentielles pour la partie
non-fluctuante est

1.
H = (5% + V(¢0)>
H =-5 ¢ (2.12)
. 5. dv
do = —339250 - @(fﬁo)-
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On va maintenant se placer dans ’approximation dite du roulement lent. En fait, on veut
retrouver 1’évolution du facteur d’expansion associé a la constante cosmologique. Cela revient
& dire que ’on souhaite que le paramétre de Hubble soit quasi-constant, ou en d’autres termes
que

H?> ‘H‘ . (2.13)
Cette condition, sous les équations de Friedmann (2.10) est équivalente pour le champ a
V(go) > 3. (2.14)
Cela revient & dire que 1’équation d’état du champ est
wg ~ —1. (2.15)

Le nom roulement lent, rappelle que dans ce régime ’énergie cinétique du champ est trés petite
devant son énergie potentielle. Tout se passe comme si le champ descendait trés lentement
son potentiel.

La solution des équations d’évolution est trés simple dans ce régime. On retrouve 1’évo-
lution exponentielle du paramétre d’expansion. L’évolution du champ, elle, dépend de la
forme exacte de son potentiel. On notera juste ici que 'on peut formaliser un peu plus la
condition (2.13) uniquement & l’aide de la forme du potentiel en étudiant les paramétres de
slow—roll|Lyth, 1985

o [ 2 d212/
d d
e=3g 7¢ ) nzn{i. (2.16)

On peut alors montrer que pour qu’une inflation de roulement lent soit possible il faut que
ces deux parameétres soient petits.

2.2.4 Genése des fluctuations primordiales du champ d’inflation

Nous nous sommes intéressé a la partie homogéne du champ d’inflation. Nous allons main-
tenant nous pencher sur le devenir d’'une éventuelle composante non-homogéne.

Il n’y a aucune raison, dans le cadre assez strict que nous nous sommes donné, que l'inflaton
soit non-homogéne. L’univers, tel que nous ’avons décrit, ne fournit aucun mécanisme pour
expliquer une éventuelle non-homogénéité primordiale. C’est justement le probléme que nous
avions soulevé au début de ce chapitre.

Si I’on fait 'hypothése que le champ d’inflaton obéit & une évolution quantique, des fluc-
tuations locales peuvent apparaitre dans le champ. En effet, en admettant que le couplage
dans le potentiel V(¢) soit faible, on peut décomposer le terme de fluctuation spatiale du
champ en fonction des opérateurs de création et d’annihilation a et af,

so(t) = [ —LF k1)t 4 ol o* (k)| e R 2.17
R e e R ] e (2.17)

On quantifie ce champ en spécifiant les relations de commutation des opérateurs
[an, ol ] = (R +K), ok, ap] =0. (2.18)

On va caractériser les propriétés du champ ¢ en étudiant la moyenne dans le vide de ses
différents moments. Pour ce faire, revenons sur 1’équation de Klein-Gordon (2.7). Au premier
ordre, cette équation devient

d’v

56— %v% +3H09 = 55 (0)59, (2.19)
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On a supprimé la contribution de la partie homogéne du champ de cette derniére équation. Si
I’on admet que la dérivée seconde du potentiel varie peu lors des variations de ¢g, le terme de
source —%(qﬁo)écﬁ s'identifie & un simple terme de masse. Il est petit dans ’approximation
du slow-roll, puisque H ~ V et n < 1. On le négligera dans la suite. Dans ce régime, la
décomposition faite dans ’équation (2.17) est donc tout a fait justifiée, puisque 'on peut se
ramener 4 une théorie libre pour la fluctuation spatiale de I'inflaton.

Sans terme de couplage, il est plus simple d’étudier les solutions de I’équation (2.19) dans
I’espace de Fourier. Il n’y a alors pas de couplage de mode. Il suffit de résoudre indépendam-

ment ’équation pour chaque k

2
Sbr + 3H by, + (g) Sp, = 0. (2.20)

On a la méme équation pour les ¢,. On sait calculer ces derniers dans ’approximation du
roulement lent (H varie peu). Au premier ordre, la solution est

H ) k ik
er(t) = T (z + a—H> e'at . (2.21)

La normalisation de ces fonctions est fixée en étudiant la solution pour des modes beaucoup
plus petits que ’horizon. A ces échelles, 1'univers est un simple espace-temps de Minkowski
plat. On est ramené & la théorie connue du champ scalaire libre. A la traversée de I’horizon, le
mode ne croit plus. Comme le paramétre de Hubble varie trés lentement, on va faire comme
s’il était le méme pour tous les modes®. Sous ces hypothéses, on peut déterminer ’amplitude
des fluctuations pour tous les modes. On a

Sr(t) = — (ag +al ). (2.22)

Tl

Remarquons tout de suite que le résultat de I'équation (2.22) prédit que le champ §¢
commute avec lui-méme. Dans ces conditions, il est particulierement aisé de calculer les va-
leurs moyennes dans le vide de produits de 'opérateur ¢. Comme le champ commute, son
comportement est alors classique et il s’identifie avec un champ stochastique. Les valeurs dans
le vide des produits de 'opérateur sont tout simplement les moments statistiques du champ

(p(k,t)) = 0 (2.23)
(pk, oK', 1)) = &k +K) (lo(k, 1)) (2.24)

<H ¢(kist) ) = S ¢k, t)b(k;,t)) (2.25)

paires (4,j)€Ro,
2r+1
<H ¢(k:i,t)> =0 (2.26)
=1

On reconnait dans ces moments les propriétés d’un champ stochastique gaussien de moyenne
nulle et de spectre de puissance P(k,t) = <|<p(k,t)|2> .

Le spectre de puissance des fluctuations du potentiel est donc en H2k 3. C’est un spectre
invariant d’échelle. On le qualifie en général de spectre Harrison Zel’dovich [Harrison, 1970]
[Zel’dovich, 1972]. Lorsqu’on léve l'approximation faite plus haut d’un parameétre de Hubble
constant, le spectre n’est plus tout a fait invariant d’échelle. Dans ’approximation du roule-
ment lent, cet écart est comparable au paramétre € [Liddle & Lyth, 2000].

3Cette approximation n’est pas absolument nécessaire dans le cadre du roulement lent.
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2.2.5 Devenir des fluctuations du champ d’inflation

Les calculs de la section précédente nous montrent comment I’hypothése de quantification
de 'inflaton engendre inévitablement des fluctuations locales dans le champ d’inflaton. Comme
ce champ est couplé gravitationnellement & la métrique, on va briser ’hypothése d’homogénéité
et d’isotropie. Cependant, les observations nous montrent que I’amplitude de cette fluctuation
est trés faible, et on la considérera donc comme une perturbation sur la métrique homogéne
isotrope.

Ces perturbations de l’inflation vont servir de source aux fluctuations primordiales de la
métrique. Elles vont donc toutes étre engendrées avec le méme spectre invariant d’échelle.
L’inflation ne prédit que la création de perturbations scalaires et tensorielles [Guth & Pi, 1982]
[Starobinsky, 1982] [Hawking, 1982] [Abbott & Wise, 1984b]. Leur couplage a la matiére et leur évolution
sont cependant différentes selon leur nature. Ainsi, alors que les perturbations scalaires vont
évoluer essentiellement comme la matiére, les perturbations tensorielles, les ondes gravitation-
nelles, vont étre supprimées & petite échelle. On verra comment dans la section suivante.

2.3 Perturbation de la métrique

Je vais, dans cette courte section présenter quelques résultats classiques sur les perturba-
tions de la métrique [Lifchitz, 1946, Lifchitz & Khalatnikov, 1963].

2.3.1 Equation de base des fluctuations au premier ordre

On va écrire la perturbation au premier ordre la plus générale possible autour de la mé-
trique de FLRW(1.2). En coordonnées conformes, 1’élément de distance le plus général est

ds? = a(n) [(1 + 24) dn? + 2B;dz’dn — (vij + hij) dz*da?] . (2.27)

Les perturbations A, B; et h;; sont supposées petites. Elles sont fonction des coordonnées
d’espace et de temps. Le vecteur B; et le tenseur h;; ont des coordonnées uniquement spatiales.
En général, ces perturbations sont décomposées selon leurs composantes scalaires, vectorielles
et tensorielles. Ainsi, B; se décompose sous la forme d’une partie irrotationnelle* et d’une
composante rotationnelle®

B; =V,;B + B;. (2.28)

On procéde de méme pour faire apparaitre une décomposition du tenseur h;; sous la forme
de sa composante diagonale, d’une partie scalaire, vectorielle et tensorielle pureb

hij = 2C~;; + 2V, E + ViE_'j + VjE_i + QEij. (2.29)

La meétrique non perturbée posséde dix composantes libres’. Un calcul rapide permet de
vérifier que nos champs de perturbation A, B, B;, C, E, E; et E’ij correspondent bien &
dix degrés de liberté eux aussi. Les quatre champs scalaires n’ont qu’une seule liberté. Les
deux champs vectoriels spatiaux sont rotationnels et apportent donc seulement deux degrés
de liberté chacun. Enfin, le tenseur spatial Eij est trés contraint ; étant symétrique, de trace et
de divergence nulle, il n’a en fait que deux degrés de liberté. Ces champs sont donc suffisants
pour décrire toute perturbation de la métrique.

“dérivant d’un gradient.

5de divergence nulle.

5un tenseur symeétrique, de trace nulle et de divergence nulle V;EY = 0.

4 éléments diagonaux et la moitié des éléments non diagonaux, puisque la métrique est symétrique.
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2.3.2 Probléme de jauge

Il y a une ambiguité dans la définition des perturbations. Nous décrivons une métrique
perturbée par rapport 4 une métrique homogéne isotrope®. En d’autres termes, nous souhai-
tons que localement, la métrique perturbée soit assez proche de la métrique plate® de sorte a
ce que nous puissions indexer notre perturbation sur les coordonnées de celle-ci.

Que se passe-t-il si nous changeons de coordonnées? De toute évidence la métrique non
perturbée doit rester non perturbée! Appliquons le changement de coordonnées spatiales
suivant

¥ =zt + Uiy, (2.30)

avec V' un vecteur constant. La métrique, dans ces nouvelles coordonnées, acquiert un terme
supplémentaire
vij 2v'da? dn. (2.31)

Evidemment, la métrique n’est pas perturbée, on a juste pratiqué un changement de coordon-
nées. Pourtant, & la lumiére de la section 2.3.1, on peut la considérer comme une métrique
perturbée autour de la métrique de FLRW ! La perturbation n’est pas physique, c’est juste
un artefact mathématique.

On sent ici toute ’ambiguité de notre définition de la métrique perturbée. Il faut savoir dis-
tinguer une vraie perturbation d’un simple changement de coordonnées. Pour tout changement
de coordonnées, on peut, en pratiquant le changement inverse, retrouver la métrique de FLRW.
Dans le cas d’'un changement de repére, les termes de perturbation ne sont en fait que des ar-
tefacts mathématiques traduisant un systéme de coordonnées malheureux. Ce n’est pas le cas
pour les perturbations physiques. Un jeu de perturbations physiques {4, B, C, E, B;, E;, E’ij},
possédera donc la propriété de garder certains termes non-nuls quelque soit le changement de
coordonnées'®. Inversement, on peut, en changeant judicieusement les coordonnées s’arranger
pour annuler certains champs. Cette liberté dans le choix des perturbations est trés similaire
au probléme de jauge dans les interactions électromagnétiques. Par analogie, on dira, lorsqu’on
pratique un changement de coordonnées de sorte & réduire le nombre des champs non-nuls,
que ’on choisit une jauge particuliére.

On peut méme aller plus loin dans 1’idée de cette liberté de jauge et construire, & partir des
composantes des perturbations, des quantités conservées dans tous les choix de coordonnées.
Il faut pour cela écrire ’action sur la perturbation d’une transformation de coordonnées
quelconque. On peut alors construire exactement la symétrie en jeu. On ne le fera pas ici. On
donne seulement certains résultats classiques. On peut ainsi construire les deux potentiels de
Bardeen [Bardeen, 1980]

=_C+H(B+E) (2.32)
et
V=A-H(B+E)-(B+E)". (2.33)
De méme, le vecteur . ) _
Vi= B+ E (2.34)

est conservé lors des changements de coordonnées. Enfin, on peut montrer aussi que le tenseur
E;; est naturellement invariant de jauge. Le changement de coordonnées utilisé plus haut peut
se décomposer comme une perturbation telle que

VB =1, V'E = —u'y, (2.35)

8comprendre ici, non perturbée.
9comprendre ici, non perturbée.
O¢’est & dire qu’au moins 1 des champs {A’, B',C’, E', B}, E}, E};} ne sera pas nul.
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toutes les autres composantes restant nulles. On constate que cette perturbation correspond
a des invariants de jauge nuls... Elle ne représente donc pas une perturbation physique.
Dans la suite, on utilisera la jauge newtonienne, pour laquelle

B=0,E=0.
et dont la partie scalaire s’écrit simplement en fonction des potentiels de Bardeen [Bardeen, 1980].
ds® = a®(n) [(1 + 27) dn? — (1 — 2®) ;;dz’da?] . (2.36)

Cette jauge fixe aussi une composante des perturbations vectorielles

B; = 0.

2.3.3 Perturbation du tenseur énergie-impulsion

En tenant compte d’une éventuelle contribution de la pression anisotrope, le tenseur éner-
gie impulsion s’écrit
TNV = (P + p)u“u,, - Pg;u/ + H;u/- (237)

Dans le cas de fluides parfaits, le tenseur de pression anisotrope sera nul. Les fluctuations de
la métrique peuvent cependant en faire apparaitre un dans le tenseur. On pourra toujours
se ramener & une pression anisotrope de trace nulle, quitte a redéfinir la perturbation de la
pression. On sait écrire les composantes perturbées du tenseur énergie-impulsion

0T = ap(6+24), (2.38)

T = —a’p((1+w)vi — By) (2.39)
0P

0Ty, = a’P <7Tij + hi; + ?’yi]) . (2.40)

Le tenseur m;; est la perturbation du tenseur anisotrope

(2.41)

tandis que ¢ est le contraste de densité du fluide. Enfin, v; est la vitesse particuliére perturbée
du fluide

out = —. (2.42)

2.3.4 Evolution des perturbations

Je ne donnerai ici que des indications sur les calculs. Je chercherai surtout & donner des
indications sur I’évolution des différents modes de perturbations. Il faut, pour ce faire, spécifier
une jauge et résoudre les équations d’Einstein.

Perturbations tensorielles

Pour les perturbations tensorielles le résultat est assez simple. Les équations d’Einstein
fournissent une équation d’évolution pour les perturbations tensorielles'!

Eij + 2HEy + (2K — A) By = 3H* > Qxwx i (2.43)
X

1 Cette équation ne dépend plus que du champ de perturbation purement tensoriel E. Dans cette équation
on le notera simplement E
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le A est ici le laplacien. Par analogie au développement fait pour les perturbations de la
meétrique, on a noté m;; la composante purement tensorielle de la pression anisotrope de chaque
fluide. On n’a pas traité ici la courbure de la métrique comme un fluide, mais on 1’a laissé
explicitement dans les équations. On aurait pu 'inclure dans le terme de source en notant que
la pression anisotrope du terme de courbure est simplement la perturbation tensorielle de la
métrique. Si 'on se place dans 1’ére de la matiére, cette pression anisotrope est négligeable, et
I’on se retrouve avec I’équation d’un oscillateur amorti par ’expansion. Ainsi, les modes plus
petits que ’horizon vont étre amortis. Les perturbations tensorielles vont donc peu contribuer
& petite échelle, durant I’ére de la matiére.

Perturbations vectorielles

Les équations pour les perturbations vectorielles et scalaires sont plus compliquées. Je ne
ferai pas le calcul ici. Retenons cependant que les équations prédisent que les fluctuations
vectorielles vont avoir une évolution décroissante. Méme si l'inflation créait des perturbations
vectorielles, elles seraient fortement supprimées par leur évolution.

Perturbations scalaires

Enfin, les perturbations scalaires vont connaitre un mode croissant. Dans la jauge newto-
nienne, les équations de conservation nous assurent, pour le contraste de densité et la vitesse
particuliére d’un fluide

& = —(1+w)(Av+39) + 3Hw (5—%3) (2.44)
P! w 2 0P

! _ _ _ R I R hel

Vo= - %(1 3p,>u 1+w[3(A—I—3K)7r+P]. (2.45)

La notation (malheureuse, mais cela ne dure pas!) 7 représente la partie scalaire du tenseur
de pression anisotropie. On ne considére ici bien str que la partie potentielle du champ de
vitesse particuliére. Notons que lorsque le fluide est parfait, le rapport § P/P est simple

oP
— =. 2.46
= (2.46)
On peut 'exprimer sinon en fonction de la vitesse du son dans le fluide
Pl
2
et la perturbation d’entropie I', de sorte que
oP 2
& — %540 (2.48)
P w

D’autre part, les équations d’Einstein nous donnent deux équations pour fermer le systéme.
La premiére fournit une contrainte sur les potentiels de Bardeen

-0 =-31") Qxwxm. (2.49)
X

Lorsque la pression anisotrope est négligeable, par exemple durant 1’ére de la matiére, les deux
potentiels de Bardeen sont égaux. La deuxiéme équation donne ’évolution des potentiels

(A+3K)® = g%z EX: Qx (6x — 3H(1 + wx)vx). (2.50)
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Encore une fois, on pouvait inclure la courbure dans le terme de source; le contraste de densité
de courbure s’identifiant au potentiel de Bardeen ®. Notons que cette équation est trés proche
de ’équation de Poisson en mécanique Newtonienne. En fait, le terme de source dépendant de
la vitesse particuliére est un artefact de jauge. Sil’on se place dans la jauge dite comobile, qui
suit les particules des fluides, ce dernier terme disparait et 1’on retrouve 1’équation de Poisson
habituelle. Notons enfin que les équations d’Einstein donnent aussi'?

3H2T — 3HD' 4+ AD = _37{2 > Qxéx. (2.51)
X

2.4 Conclusion

J’ai présenté succinctement deux modéles de genése des fluctuations primordiales. J’ai
plus particuliérement développé le modéle d’inflation qui est particuliérement favorisé par les
résultats récents des anisotropies du CMB. Cette théorie ne résout pas seulement le probléme
des fluctuations primordiales, mais aussi d’autres problémes liés & la métrique de FLRW.

En résumé, il s’agit avant tout d’expliquer pourquoi 'univers est homogéne sur des dis-
tances plus grandes que le rayon de Hubble. La solution que propose l'inflation est de laisser un
champ scalaire dominer les premiers temps de 1'univers. Sous certaines conditions'? | ’évolu-
tion naturelle de ce champ scalaire conduit l'univers dans un régime proche d'un EdS dominé
par une constante cosmologique. Dans ce cas, le paramétre d’expansion peut croitre beaucoup
plus vite que la taille de la zone causalement connectée. Ainsi, on s’assure que tout 'univers
aujourd’hui observable a bien été, & un moment de son histoire, dans une région causale.

En autorisant le champ d’inflation & avoir un comportement quantique, celui-ci peut né-
cessairement fluctuer localement. Ce champ fluctuant fait un trés bon candidat pour les fluc-
tuations primordiales de la métrique. Dans le cadre de notre approximation de Slow-Roll, on
a esquissé le calcul de ’amplitude et de la forme du spectre de puissance. La mécanique quan-
tique prédit que la statistique de ce champ est gaussienne. et que son spectre est invariant
d’échelle.

Dans une deuxiéme partie, j'ai donné briévement quelques résultats classiques sur les
propriétés des fluctuations de la métrique. Ces résultats seront particuliérement utiles dans
les chapitres 3 et 5.

126n peut montrer en jouant sur les identités de Bianchi que ces deux équations sont équivalentes aux deux
premiéres.
13celles que nous avons étudiées ne sont que des conditions suffisantes.



CHAPITRE 3
Le rayonnement de fond
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On a déja un peu parlé du rayonnement de fond dans le premier chapitre. Lorsque l'univers
est assez froid, aux alentours de 1’électron-Volt, les photons découplent, pendant qu’électrons
et noyaux se recombinent pour former les premiers atomes. Le fond de photon est un corps
noir presque parfait. La figure 1.2 donne le résultat des mesures réalisées jusqu’a ce jour.

Cependant, on a fait remarquer que ce rayonnement n’était pas tout & fait isotrope.
Puisque l'univers n’est pas tout a fait isotrope et homogéne, il est raisonnable de penser
que le rayonnement de fond de photon présente aussi une faible anisotropie [Sachs & Wolfe, 1967].
C’est ce que nous allons étudier ici. Dans la suite, nous suivrons les résultats et les calculs
de [Hu et al., 1998]. Cette description utilisant 1’équation de Boltzmann est apparue dans les
années 70 [Peebles & Yu, 1970]. Elle a été grandement étendue par la suite [Bond & Efstathiou, 1984,
Bond & Efstathiou, 1986] [Abbott & Schaefer, 1986] [Ma & Bertschinger, 1995]... Le traitement complet de la
polarisation est plus récent [Seljak & Zaldarriaga, 1997] [Zaldarriaga & Seljak, 1997] et [Kamionkowski et al., 1997a] [Kamionkows

3.1 Température

On va étudier 1’évolution du gaz de photons. On sait écrire la fonction de distribution
pour un corps noir a température 7,

f(P)d3p = o (3.1)
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Pour un gaz de photons, le potentiel chimique p est nul. On va évaluer les écarts & cette
distribution induits par les petites fluctuations de la métrique.

3.1.1 Equation de Boltzmann homogéne

Soit f(x,p), la fonction de distribution des photons. Comme les photons suivent les géo-
désiques, étudier les variations de la fonction de distribution est équivalent & étudier son
évolution le long des géodésiques. Si A est I'abcisse curviligne le long de la trajectoire des
photons, I’équation des géodésiques peut s’écrire

On va, pour commencer, supposer que le nombre de photons est conservé. L’équation de
Liouwille pour les photons s’écrit alors

df  dz# dp of

-~ Hauf + a@ = (32)

dx
On choisira une paramétrisation telle que p°dn = d\. L’équation des géodésiques devient

dp*
dn

p"p?
pO

=1 B (3.3)

Par ailleurs, nous allons séparer I’énergie des photons et la direction de propagation dans nos
équations

i p
= —’ 3-4
g o (3.4)
P = p (3.5)
L’équation de Liouville est alors
of | of i ik Of
e T, Ad - =0. 3.6

Pour un univers homogéne isotrope, la fonction de distribution ne dépend, ni de la position,
ni de la direction de propagation. L’équation (3.6) se réduit a
of
!
=Hp . 3.7
f'=Hp5 (3.7)
On a dit plus haut que la distribution homogéne f était la distribution de Bose-Einstein. En
écrivant (3.7) pour la distribution (3.1) on retrouve I’évolution temporelle de la température
du fluide de photons
T xa L. (3.8)

3.1.2 Perturbation de I'’équation de Boltzmann

On va maintenant s’attacher a 1’étude de la partie non-homogeéne et isotrope de 1’équation.
La distribution f est solution de ’équation ( 3.7), la partie anisotrope sera notée df. Celle-ci
dépend a priori de la position et de la direction de propagation. Dans la jauge newtonienne,
au premier ordre dans les perturbations, I’équation de Boltzmann pour la partie perturbée
s’écrit alors

oo
on

- f i i 5 00f . 1, .,\ of
10,0 — Hp =L — T yink 22 = (40,0 + —iyd 1L | pZt. .
+'0i0f —Hp ap LY G V'OV + vy b T (3.9)
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C’est la méme équation que pour f (3.7), mais il y a cette fois ci un terme de source. Ce terme
montre bien comment la distribution va acquérir une anisotropie. Celle-ci est clairement liée
aux fluctuations de la métrique. Le tenseur de perturbation, dans la jauge de Newton, et en
négligeant les perturbations vectorielles® s’écrit

1
§h§j = —®'y; + Eij. (3.10)

On a supprimé les deux barres qui notaient le fait que le tenseur E;; était un pur tenseur
(au sens défini dans le chapitre 2). Dans la jauge newtonienne et puisque nous ne tenons pas
compte des perturbations vectorielles, il n’y a aucune ambiguité.

Rappelons nous aussi que le terme dépendant des symboles de Christoffel pour la métrique

spatiale
oyt

mesure en fait, via I’équation des géodésiques, la variation temporelle de la direction de pro-
pagation. Si l’on se restreint a un espace plat, ces variations sont du premier ordre, si bien
que le terme en question est du second ordre. On le négligera dans la suite. Pour un espace
non-plat, il faudrait garder ce terme. On peut montrer, qu’il peut se grouper avec le terme en
7' 0;6 f, pour donner une dérivée covariante de 6 f. On se restreindra, dans la suite du calcul
4 un univers & sections spatiales plates?.

On va intégrer 1’équation (3.9) pour obtenir une équation pour la brillance du fluide de
photons. Il s’agit de la densité d’énergie radiée en chaque point et pour chaque direction de
propagation.

I(n, ', 7) = / dpp®y. (3.11)

La densité d’énergie p du fluide est alors simplement l’intégrale sur toutes les directions
de propagation de la brillance. On va encore séparer la composante homogéne isotrope de
la brillance I et la composante anisotrope §I. L’intégrale de ’équation (3.7) nous donne
immeédiatement 1’évolution de la brillance pour la partie homogéne

I'=—4H]I. (3.12)

On retrouve, aprés intégration (triviale!) sur les angles solides la décroissance en a~* de la
densité d’énergie des espéces relativistes. L’équation de Boltzmann pour la partie anisotrope
de la brillance est

061 - , 1. .

o + ' 0;0I + 4H I = —41 ('yzai\If + 5727-7 h%) . (3.13)
n

Enfin, comme on s’intéresse aux écarts a la température du corps noir, on va chercher &

mesurer le contraste de température

oT

T

Puisque, pour une espéce relativiste, la densité d’énergie va comme la température a la puis-

sance 4, on définit © en fonction de la brillance comme

O(z*,~) = (3.14)

; 161
O(z",v") = ——. 3.15
Reste a écrire I’équation (3.9) pour le contraste de température
O +'0;(0 + V) + 4HO = —'y7 (Ej; — @' vy5) . (3.16)

ce que 'on peut faire dans le contexte de perturbations engendrées par inflation, voir chapitre 2.
2de toute fagon, aux alentours de z = 1000, la courbure est négligeable.
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3.1.3 Décomposition en série d’harmoniques sphériques.

Pour faciliter la résolution de 1’équation de Boltzmann, on va décomposer le contraste
de température en séries d’harmoniques sphériques pour la direction de propagation. On
peut voir cette décomposition comme la décomposition en série de Fourier adaptée a une
géométrie sphérique. D’ailleurs, a petite échelle angulaire, les multipoles de la décomposition
en harmoniques sphériques s’identifieront aux termes de la série de Fourier. On décomposera
aussi la température en série de Fourier pour la position.

La décomposition se fera sur la base des fonctions G7*(x,; k)

47

Y7 () € (3.17)

On peut montrer que ces fonctions forment une base orthogonale sur laquelle on peut décrire
toute fonction définie au point & et décrivant une propagation dans la direction «v. Comme on
I’a dit plus haut, elles fournissent pour la position spatiale une base de Fourier. La fonction
Y, est 'harmonique sphérique. On rappelle que pour chaque multipole £ seules existent les
composantes de spin m < £. Le contraste de températures s’écrit alors

d3k
(2m)3

O(n,z,7) = / S(20+ 1) O™ (1, k)G (,7; k). (3.18)
Im

On peut faire le lien avec la décomposition en scalaires, vecteurs et tenseurs faite pour les
perturbations de la métrique chapitre 2. Les composantes m = (0 s’identifient aux composantes
scalaires, celle en m = 1 aux vectorielles et celles en m = 2 aux tensorielles. Les multipdles
supérieurs & 2 peuvent avoir des composantes tenseurs & m > 2 indices. On procédera de
méme pour les composantes de la perturbation @, ¥ et Ej;;.

Enfin, 'équation (3.9) devient

B — ik - O™ 4 S, (3.19)

Le terme de source S contient la contribution des perturbations. Comme on I'a fait remarquer
plus haut, il est non nul uniquement pour m = 0, c’est-a-dire pour les termes de perturbation
scalaire et pour m = 2, pour les ondes gravitationnelles. Pour étre précis, on a

s = —§ (3.20)
SO = 4k¥ (3.21)
S&E = B (3.22)

Le terme en v;0; ¥ donne un i k - vy . On utilise le fait que k cos(a) = k - soit le premier
polynéme de Legendre qui n’est autre que I’harmonique sphérique Y10 pour obtenir le terme
de source engendré par V. Enfin, on va utiliser la méme astuce pour supprimer la dépendance
en 7 dans I’équation (3.19). Il faut alors connaitre un résultat sur les produits d’harmoniques
sphériques pour écrire que

. . 4m 4 47
ey () oY = Y e

Ny N Vvm2—(£+1)2 .
=k %4—1[ (—0)t ! 221—21 1T1‘|‘km2T1)(_")e+l 22113 1-(3.23)

On obtient alors la forme finale de I’équation de Boltzmann

o= K (Ve mielm - T - mr o) + 5™, (321

Tw+1
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On construit en exprimant les termes de cette équation la hiérarchie de Boltzmann

6, = k60— (3.25)
o0 g(éo—2é§°)+¢) (3.26)
o — _ kg _ B (3.27)

V5

Comme nous avons négligé les termes de perturbation vectorielle, les composantes m = £1
du contraste de température n’ont pas de source. Dans la suite, pour alléger les notations,
nous oublierons les tildes.

Remarquons avant de clore la section que les premiers termes de la décomposition s’iden-
tifient facilement au contraste de densité et & la vitesse particuliére du fluide. Ainsi

0y = 409 (3.28)
Av, = 3k0(". (3.29)
(m)

Les termes ©, ~ eux sont liés & la pression anisotrope du fluide de photon
T i (0)
ViVt o< ©y7. (3.30)

3.1.4 Effet Sachs-Wolfe

A Taide des équations de la hiérarchie, on va pouvoir calculer le premier ordre de la
fluctuation. Tout d’abord, si I’on néglige les ondes gravitationnelles, I’équation (3.16) peut se
ré-écrire sous la forme

d 0

G ©@TV) =5 (v-2). (3.31)

Durant ’ére de la matiére, la pression anisotrope est négligeable, si bien que 1’on a, d’apreés
I'équation (2.49),¥ = ®. Le deuxiéme membre de ’équation est nul. Dans un univers plat, les
photons se propagent en ligne droite, si bien qu’intégrer le long de la trajectoire équivaut &

intégrer sur le temps. Pour un contraste de densité émergeant de la position & = —~ sur la
surface de derniére diffusion, I’équation (3.31) s’intégre en
O(no, =v,7) = O(n, =7,7) + ¥ (10, =) — ¥ (10, —7)- (3.32)

Considérons les fluctuations isotropes de la température. L’équation du dessus se ré-écrit
pour la composante isotrope ©y. Dans ce cas, seule la composante isotrope du champ de
fluctuation ¥ compte. Le dernier terme, ¥(7y), n’est qu’une simple constante. Elle n’est donc
pas mesurable. Si bien que lorsque ’on mesure les fluctuations de température, ce que ’on
mesure, en fait, c’est la combinaison de la fluctuation de température plus la fluctuation de
métrique sur la surface de derniére diffusion.

Il nous reste a évaluer la fluctuation de métrique sur la surface de derniére diffusion. Re-
gardons la croissance de ces fluctuations lorsqu’elles étaient encore dans ’ére du rayonnement.
On va le faire pour des échelles grandes devant 1’horizon & ’époque de la recombinaison

kn, <1

Ces échelles sont aussi plus grandes que 1’horizon dans 1’ére du rayonnement ! On va supposer
que la pression anisotrope est nulle. L’équation de la dérivée temporelle de @go) (3.26) se
réduit &

ol = g (@0 + \if) : (3.33)
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si bien qu’en premiére approximation, ®§°) se comporte comme kn(©g + \TI) Le terme en

@50) dans I’équation (3.25) est donc de deuxiéme ordre en k7, on le négligera. En premiére
approximation, on a donc

0~ ¥, (3.34)

©p et ¥ ont le méme ordre de grandeur. Si l’on revient a I’équation de Poisson (2.50), pour
un univers plat, dominé par le rayonnement, il vient

2 3 2 (—)gO)
U= SHQ, 40y + 12— | . (3.35)

Le paramétre de Hubble va comme 7, si bien que cette derniére équation nous prédit que ¥
est d’ordre (k)2 ©g. Or, on vient de montrer que ces deux champs étaient du méme ordre.
Donc, & 'ordre dominant en kn, le terme de source de 1’équation de Poisson est nul. Cette

(0)

derniére remarque nous permet de calculer ©;

0 = —3% o, (3.36)
Finalement, a I’aide de I’équation (2.51), on peut calculer 'ordre dominant en k7 de ’évolution
du champ de fluctuations

MO+ HT + T =0. (3.37)

En se souvenant que ©f = ¥’ a I’ordre de notre calcul et en changeant la variable de I’équation
différentielle, on obtient finalement

v dU
44— = .
@ a2 da 0, (3:38)

dont les deux solutions sont ¥ o< a3 et ¥ = Constante. Ce dernier mode est le seul croissant.
L’équation (3.37) nous permet aussi de calculer ©g = ©¢ — ¥. Il vient

2H Oy = —3HT — ¥, (3.39)

On a montré au dessus que le mode croissant était constant. Donc, on a

3
9 =T — - Tp. (3.40)

Il nous reste a calculer 1’évolution du champ de fluctuation dans I’ére de la matiére, pour
arriver jusqu’a la recombinaison. Pour de la matiére noire froide, wy, = 0 et les équations de
conservation, (2.44) et (2.45), se réduisent &

& = —Avy — 30 (3.41)
vih = -V —Huy,. (3.42)

La derniére équation est identique & ce qu’on pourrait écrire pour les photons. En effet, en
utilisant (3.36) et (3.26) et en se souvenant que Av, = 3k®§0), il vient

v = =0 — Hu,. (3.43)
Cette derniére équation est identique a (3.42) de sorte que 'on peut écrire

(Vm — vy) = —H (vm — vy) - (3.44)
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Cette équation n’admet que des solutions décroissantes, de sorte que, pour les échelles plus
grandes que l'horizon, le fluide de photons et le fluide de matiére noire vont avoir la méme
vitesse particuliére. L’équation (3.41) se transforme alors en

5t = 3600 _ 3%/, (3.45)
de sorte que 'on ait
!
(6m — 36) = (5m - %57) =0. (3.46)

Le rapport des contrastes de densité est constant. Lorsque la somme §, — %57 est nulle, on
dit qu’on a des perturbations adiabatiques. C’est le cas que nous allons étudier.

Reste alors & évaluer les fluctuations & la recombinaison, c¢’est-a-dire peu de temps aprés
I’entrée dans 1’ére de la matiére. Comme on a montré que la vitesse particuliére et le contraste
de densité de nos deux fluides étaient du méme ordre de grandeur, I’équation de Poisson
pour le mélange matiére-rayonnement est toujours nulle & ’ordre dominant en k7. L’équation
(3.37) est toujours valable, a la différence prés que le terme en 20, est en fait un terme sur
le contraste de densité total d1/2. Comme les densités moyennes du fluide de photons et de
la matiére sont telles que

_4 _
Doy = N aes (3.47)
le contraste de densité totale & une époque quelconque s’écrit
0y + 6 443
pp = 0 T Ome/aeq _ o 4+ 30/acq (3.48)
14+ a/aeq 14 a/aeq

La solution de I’équation (3.37) est un peu plus compliquée. Je donne juste ici les limites pour
0 K Qeq

¥ = ¥, = Constante, (3.49)
et pour a > aeq
9
U= —,. :
10 Yo (3.50)

En reprenant maintenant ’équation (3.40), on obtient la forme classique de ’effet Sachs-Wolfe
[Sachs & Wolfe, 1967]

Olio) = o) + W (1) = V(1) (3:51)

3.2 Polarisation

Nous allons voir que le rayonnement de fond est aussi polarisé et nous allons calculer les
équivalents a ’équation (3.24).

3.2.1 Diffusion Thomson

Jusqu’a présent, nous avons écrit I’équation de Liouville avec conservation du nombre de
photons. Nous avons dit plus haut que le rayonnement de fond se découplait au moment de la
recombinaison des noyaux et des photons. On a pas tenu compte de la diffusion des photons
sur les ions et les électrons du plasma. Il n’y a pas conservation du nombre de photons pour
une direction donnée si on tient compte de la diffusion. On va calculer un terme de collision
qui donnera un second membre pour notre équation.

Aux énergies auxquelles se déroulent la recombinaison, autour de 1’électron-Volt, les élec-
trons vont étre non-relativistes. La diffusion est donc une simple diffusion Thomson. La section
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onde incidente

FiG. 3.1 — Le plan de diffusion et ses angles

efficace de la diffusion est bien connue [Itzykson & Zuber, 1980]. Une onde électromagnétique in-
cidente de polarisation linéaire €; va étre diffusée par un électron au repos en une onde de
polarisation €, dans un angle solide df2 avec la probabilité

3o

do = . |€; - €| dL. (3.52)

Le paramétre or est la section efficace Thomson

8T o
or = —a,

3
o étant la constante de structure fine. On va se placer tout d’abord dans le plan orthogonal 4 la
diffusion. La polarisation, dans ce plan, ne varie pas. Dans le plan de la diffusion, par contre,
les polarisations émises et incidentes forment un angle 8 (voir figure 3.1). On va mesurer
maintenant la quantité d’énergie transmise dans le plan orthogonal, I, et dans le plan de la
diffusion ;. D’aprés (3.52), il vient

3o .
19 = —1T1 .
t o= 2 (3.53)
If = sor cos?(B) Ii. (3.54)
[ 87 I

Pour une radiation non polarisée, les deux composantes sont égales, si bien que I'| = I, |‘| =12

et la puissance émise s’écrit

I¢ = % (1 +cos?(B)) I'. (3.55)

3.2.2 Polarisation et diffusion Thomson

On a déja noté que la diffusion Thomson était sensible & la polarisation. On va voir que
celle-ci peut, sous certaines conditions, polariser un rayonnement qui ne 1’était pas.

Imaginons que nous sommes dans une situation ol un rayonnement provenant de deux
directions orthogonales va diffuser un électron (voir figure 3.2). La polarisation du rayonne-
ment incident va provenir pour la polarisation sur 'axe z du rayon incident aligné le long de
y et pour celle en y du rayon z. Les composantes le long de z ne sont pas transmises d’apres
l’équation (3.52). Si le rayonnement incident est isotrope et non polarisé, les polarisations
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I/Pan de diffusion Y ) /

il

F1G. 3.2 — On présente ici le cas d’une anisotropie quadrupolaire autour du centre de diffusion.
Les rayonnements incidents ne sont pas polarisés. Le rayonnement provenant se propageant
le long de l'axe z est plus intense que celui le long de 'axe des y. Il en résulte, dans le cas
particulier d’une diffusion dans la direction z un excés d’intensité dans la direction y pour le
rayonnement diffusé.

suivant les deux axes vont étre identiques. Supposons maintenant que le rayonnement, autour
de I’électron, ne soit pas isotrope. Si ’anisotropie est dipolaire, il ne va rien se passer de par-
ticulier. Les deux rayons incidents vont toujours étre de méme énergie et toujours contribuer
autant a la polarisation finale sur chaque axe. Par contre, si ’anisotropie est quadrupolaire,
disons orientée selon l'axe des x, le rayon sur cet axe va transporter plus d’énergie que celui
sur 'axe des y. De sorte que le rayonnement incident acquiert un excés de d’énergie sur ’axe
des y et donc une polarisation.

Avec ces simples arguments, on montre que la diffusion Thomson, & condition que le
rayonnement incident ait une géométrie au moins quadrupolaire, peut induire une polarisation.
Qui plus est cette polarisation ne peut étre que linéaire. On montrera par la suite que seules
les anisotropies quadrupolaires peuvent induire une polarisation. Ainsi, méme si le fluide de
photon n’avait aucune polarisation avant le découplage, il peut en acquérir une sur la surface
de derniére diffusion, en diffusant & travers des anisotropies quadrupolaires. Il faut reprendre
les calculs du dessus en incluant la polarisation.

3.2.3 Les variables de Stokes

Une méthode classique pour décrire un rayonnement polarisé est de raisonner en terme
des variables de Stokes [Chandrasekhar, 1960]. Pour un rayonnement de la forme

E, = A;cos(wt+ ) (3.56)
E, = Aycos(wt+dy), (3.57)
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on définit les variables I, Q, U et V de sorte que

I = AL+ A (3.58)
Q = A-A4A (3.59)
U = 24,4, cos(6; — by) (3.60)
V. = 24,4, sin(6; — 6y). (3.61)

On reconnait en I la quantité d’énergie dont nous avions calculé la transmission dans la
diffusion Thomson. La variable V mesure la polarisation circulaire du rayonnement. Lorsque
celle-ci est nulle, d; = dy + k7 et la polarisation est astreinte a varier le long d’un segment.
Pour finir, les variables @ et U décrivent la polarisation linéaire du rayonnement. Comme
la diffusion Thomson ne peut créer qu’'une polarisation linéaire [Chandrasekhar, 1960], nous ne
tiendrons pas compte de la variable V' qui sera toujours nulle dans la suite. Enfin, il est
immédiat de voir que, lors d’une rotation d’angle ¢ dans le plan de la polarisation, la variable
I restera invariante, tandis que les variables () et U se mélangeront avec un angle 2¢. Ce
résultat est trés naturel, puisque la polarisation n’a qu’une orientation mais pas de sens. Ces
variables se comportent comme des spineurs-2.

3.2.4 Hiérarchie de Boltzmann pour la polarisation

Il faut maintenant ré-écrire la hiérarchie pour les variables @ et U. En fait, on ne va pas
étudier les variables de Stockes, telles qu’on les a définies au dessus, mais celle définies comme
©, par rapport a 'intensité totale du rayonnement.

Q U
=—, U= —. 3.62
Q AT’ — 41 ( )
Par la suite, on abandonnera le souligné.

D’autre part, les variables @) et U sont malcommodes ; elles se mélangent lors des rotations.

Par contre les variables
P =Q +iU, (3.63)

sont aussi des spineurs-2 et se transforment, lors d’une rotation d’angle ¢ comme
Py — Pipet®?, (3.64)

On va décomposer ces variables sur la base des harmoniques sphériques spinorielles 12Y;™. Ces
fonctions possédent la méme propriété de spineur-2 que P1. On va donc définir, par analogie
avec (3.17) la base des 12G7* (k)

A7

m j:QYZm('Y) etk (3.65)

+2G7 (@, 7; k) = (—i)*
La décomposition s’écrit alors

d®k ~(m) . ~(m -
amf 22+ (B FiB™) (0, k) 22GP (@, v k). (3.66)
T £m

@+ = [

On a choisi de séparer le multipdle en deux champs FE et B. Cette séparation sera assez
importante dans la suite. Elle mérite qu’on s’y attarde quelques paragraphes.

Tout d’abord, en reprenant la définition des variables de Stokes, on note que sous les
transformations de parité, () est conservé tandis que U se transforme en —U. Il est immeédiat
de montrer alors que les Ej se transforment comme (—=1)¢ alors que les By se transforment
comme (—1)¢1,
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Aux petites échelles, on peut remplacer les harmoniques sphériques spinorielles par de
simples facteurs et?? | ou ¢ est 'angle du vecteur £. Dans ce contexte plus simple, il est
évident de montrer alors que

Q = / (;jf% (cos(2¢)E—isin(2¢)B) citw (3.67)
U = / (;;f% (sin(2q§)]§7+icos(2¢)§) ¢ite, (3.68)
On a alors la relation
AE = (0—-08))Q +20,0,U (3.69)
AB = (02— 02)U —20,0,Q. (3.70)

On montre aussi que le champ FE est un scalaire, c’est-a-dire que sous les transformations de
parité, il se transforme comme

E(z) 22%="% B'(«') = E(a'), (3.71)

et que le champ B est un pseudo-scalaire, de sorte que, sous les mémes transformations, il se
transforme comme

B(z) ==%="% B'(z') = —-B(z). (3.72)

On parle de propriété de polarisation électrique pour F et magnétique pour B. Toutes
ces relations sont vraies aussi aux grandes échelles. La démonstration avec les harmoniques
sphériques spinorielles est plus pénible.

Les variables E et B possédent des propriétés beaucoup plus agréables que les variables
de Stokes. On utilisera celles-ci plus volontiers afin de calculer le rayonnement de fond. Ce-
pendant, il faut garder & ’esprit que ce sont des variables non-locales. Cette propriété aura
des conséquences importantes dans les chapitres suivants. En fait, on peut montrer que cette
décomposition est la trés classique décomposition d’un champ vectoriel en sa partie scalaire et
sa partie rotationnelle. La figure 3.3 donne une idée intuitive de la forme du champ vectoriel
de polarisation pour un champ pur F Dirac et pour un champ pur B Dirac.

Pour écrire I’équivalent de (3.24) il nous manque encore une équation. Il nous faut le calcul
du produit de 'harmonique sphérique spinorielle avec le dipdle

. . 4 m [4m | 4w m
ik -y (=) Wil Y = ?Yf) %11 +2Y]
\V/(m? — 2) (02 — 4)

47
- _ _ -1 Ym
0(20+1) (=9) g1t
V2 =+ 1)) (2 —-4) 0 [ 4r m
b 020+ 1) (=9) 20+ 3 =Y
+2m ’ 47
- - Y™, .
e(e+1)( D g1 =2V (3.73)
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FiG. 3.3 — Voici quatre configurations autour d'un point donné engendrant en ce point des
composantes F ou B pures. Les barres donnent ’orientation de la polarisation en leur centre.
Elles donnent une représentation graphique simple des variables de Stokes. On rappelle que
les composantes électriques et magnétiques de la polarisation sont non-locales, ce qui explique
pourquoi il faut regarder le comportement du champ autour d’un point pour calculer les
champs E et B. On retrouve dans ce schéma les propriétés de parités des deux composantes.
Les configurations £ —1 et F—2 sont invariantes sous les réflexions, tandis que B—1 et B—2
sont échangées.
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On obtient alors les équations de Boltzmann pour les champs E et B

k

pim)r

R Tk (3.74)
(vE=—m@E = 5 - 22D g - @ - E - 1 B

gy _ __k

B = i (3.75)

~(m, m(2/
(vE=mmE =1 5 + 22

Il n’y a pas de terme de source issu des fluctuations primordiales dans ces équations. Seule la
diffusion induit une polarisation, et on en a pas encore tenu compte dans nos équations.

B™ — ((t+1)2 —m?)(2 — 4) f}m) .

3.2.5 Le terme de collision

Reprenons le calcul du terme de collision que nous avions commencé & la section 3.2.1.
Aprés un calcul sans malice, on montre que dans le référentiel des électrons, 'onde émergeant
de la diffusion s’écrit

I,
T = Qe + iUe (3.76)
Qe - iUe
307 1+cos?  —3sin?p ) —2sin? 3 ) I
iy —%siniﬁ %(cosﬁ—l—l)2 L (cosp—1) Qi—i-z:Ui
—2sin? B 3 (cosB—1)" L(cosp+ 1) Qi —iU;

II nous reste enfin & exprimer ce résultat dans la base des o +2G7". Le calcul est technique et un
peu pénible, il est particuliérement bien décrit dans [Hu & White, 1997] et [Zaldarriaga et al., 1998].
En termes d’harmoniques spinorielles, la matrice devient

w_or [ TW el /ity
ST = E _\/6¥2m +2Y2m 3 +2¥2m +2Y'2m 3 _21_/2m +2Y2m . (377)
SRA D CHEES CUR NS C LIPS LI TS LN ¢

Dans cette derniére équation, la barre représente la conjugaison. On a omis les dépendances sur
les rayons incidents et émis. En fait, toutes les quantités conjuguées sont relatives aux rayons
incidents. Remarquons sur cette derniére équation que seules apparaissent des harmoniques
tensorielles. On retrouve la propriété que seules les anisotropies quadrupolaires du champ
peuvent engendrer une polarisation via la diffusion Thomson.

On peut maintenant calculer le terme de collision pour ’équation de Boltzmann, C[f].
Ce terme est assez simple. Pour un temps 7 il est la différence entre la densité de particules
quittant la position (x,7) de I'espace des phases et celle y arrivant. C’est-a-dire, la différence
entre I’énergie diffusée vers d’autres directions par les électrons et celle provenant d’autres
directions apreés diffusion.

3 i
CIT) = ~rT(a) ~ 7' [ T2 Y S ) T(e, ) (3.78)

Le terme 7' donne le taux de collision

7' = neora, (3.79)
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ol 7me est le nombre d’électrons; le facteur d’expansion a apparait dans ce taux parce que
I'on est en temps conforme. Il reste deux étapes pour finir ce calcul. Tout d’abord, intégrer
le terme angulaire de I’équation (3.78), le terme de collision est alors, dans la décomposition
sur la base des ,+2G]"

Cely = 0 (3.80)
ce™ = —re™ (3.81)
ol = —r’égm)+17—(;(é§m)—\/6E§m)) (3.82)
clel™ = —7éim (3.83)
cE™ = —T'Eém)—grl (@g@_«é@gm)) (3.84)
cB™ = —'B™. (3.85)

Tous les termes qui n’ont pas été écrits ici sont nuls. En particulier, on retrouve la propriété que
seules les anisotropies quadrupolaires engendrent une polarisation. Le seul terme de source
pour E et B arrive pour £ = 2. Dernier point, ces équations ne sont valables que dans le
référentiel ou les électrons sont au repos. Pour un autre référentiel, il faut donc retirer la
vitesse particuliére des électrons. En supposant que l'on a pratiqué la méme décomposition
sur les G pour la vitesse du fluide de baryons v, 'équation (3.81) devient

cref™ = - (6™ - 5™). (3.86)

Il faut évidemment exprimer le couplage dans les équations de conservation du fluide de
baryons, en ajoutant un terme
4y (6™ - #™) (3.87)
3 Py b
dans 'équation (2.45).

3.2.6 Discussion

Avant de clore ce chapitre, on va discuter un peu les conséquences du terme de collision.
Tout d’abord, ce terme ne couple mode & mode que la température et le champ E. D’un
point de vue mathématique cela n’est pas surprenant. Le contraste de températures, comme
le champ F sont des scalaires. Le champ B, par contre est pseudo-scalaire. Un couplage mode
a mode de ces deux champs aurait été mathématiquement surprenant, puisque les équations
pour © n’auraient plus été invariantes sous les réflexions. Par contre, on aurait pu avoir?® des
couplages entre des modes pairs et impairs de © et B qui eux vont avoir les mémes propriétés
de transformation par parité.

Cette remarque est assez importante puisqu’alors la seule source pour la polarisation B est
le terme en E dans ’équation (3.75). Or, ce terme est nul pour les modes scalaires (m = 0).
Comme il n'y a pas de mélange entre les modes scalaires et tensoriels?, il en découle que la
polarisation de type B ne peut apparaitre que si le champ FE contient une partie tensorielle.
Supposons un instant que les ondes gravitationnelles soient négligeables. La température,
seule & avoir des termes de sources provenant des fluctuations de la métrique, ne va acquérir
que des modes de perturbations scalaires. La température est source, par les équations de
collision, de la polarisation de type F, qui va & son tour voir croitre ses modes scalaires. Par

3¢’est d’ailleurs le cas entre E et B dans les équations (3.74) et (3.75).
Yencore une fois, je néglige linfluence des modes vectoriels puisqu’on a montré qu’ils étaient fortement
supprimés dans les modéles inflationaires.
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contre, la composante de polarisation magnétique va rester nulle. Les fluctuations scalaires de
la métrique n’induisent que des modes de perturbations F£.

On peut essayer de comprendre ce résultat d'une autre maniére. Supposons pour simplifier
que la recombinaison soit instantanée. La polarisation est donc acquise en une seule diffusion,
comme sur la figure 3.2. Supposons, encore une fois que les anisotropies de températures aient
une origine purement scalaire. Le champ de polarisation du rayonnement de fond va alors étre
une carte des fluctuations quadrupolaires sur la surface de derniére diffusion. Si cette carte
a une origine scalaire, c’est-a-dire, qu’elle peut étre dérivée d’'un champ potentiel, le champ
vectoriel va lui posséder cette propriété.

Une derniére remarque sur la polarisation £ et B. Le champ B est d’origine purement
tensorielle, alors que F est engendré a la fois par les fluctuations tensorielles et scalaires de
la métrique. On a dit au chapitre précédent que les ondes gravitationnelles étaient fortement
supprimées a petites échelles. Il est donc raisonnable de s’attendre a ce que le champ B soit lui
aussi faible & petite échelle. En anticipant sur la section suivante, la figure 3.5 du spectre de
puissance des champs B et E montre que c’est en effet le cas. Dans le modéle inflationnaire, tel
qu’on I’a décrit, la composante magnétique de la polarisation est quasi nulle & petite échelle.
On utilisera cette propriété dans les chapitres suivants.

3.3 Le spectre de puissance

A partir des équations de la hiérarchie, on peut calculer le spectre de puissance des aniso-
tropies. Je ne vais pas le faire ici, je vais seulement en donner les principales caractéristiques,
telles qu’elles sont décrites dans [Hu, 1995].

3.3.1 Température

Sous I’horizon, le fluide de photons, va osciller dans les puits de potentiel de la métrique.
La température va donc varier autour de son point zéro, ¥, avec une amplitude que l'on a
calculée plus haut, ¥/3. Ces oscillations vont créer des régions sur-denses et sous-denses dans
le fluide. Cet effet va se concrétiser, dans le spectre de puissance, par une série de pics aux
échelles caractéristiques des régions chaudes et froides.

Ces pics vont subir plusieurs effets. Tout d’abord, comme les baryons vont aussi tomber
dans les puits de potentiel, il vont augmenter la profondeur de ceux-ci. Du coup, les photons
ne vont plus osciller autour de leur point zéro (c’est a dire autour de V¥, voir plus haut le
calcul de leffet Sachs-Wolf) mais autour d’un point légérement déplacé. Si ’on regarde 'effet
sur la variance, cela va amplifier un pic sur deux. On s’attend donc & ce que la série des pics
du spectre de puissance soit “alternée” ; les pics impairs étant “plus hauts” que les pics pairs.
L’amplitude de cet effet dépend bien entendu de la quantité de baryons dans 1'univers.

Il faut ensuite tenir compte du mouvement du fluide. La vitesse particuliére des photons
va induire un effet Doppler sur la température. La vitesse du fluide est en opposition de phase
avec sa densité, si bien que le terme Doppler va combler les écarts entre les pics d’oscillation.
Comme le fluide de photons est freiné par 'interaction avec les baryons (voir équation (3.86)),
cet effet Doppler est d’amplitude plus faible que l’effet d’oscillation. Sans l'interaction avec
les baryons, cet effet Doppler serait du méme ordre de grandeur que les oscillations du fluide
et comme il est en opposition de phase avec celui-ci, il gommerait les oscillations du spectre.

Dernier point dont nous n’avons pas tenu compte, la variation temporelle des potentiels
de Bardeen va légérement modifier le spectre. Cet effet modifie principalement le spectre aux
grandes échelles et autour du premier pic. Comme l'influence des variations temporelles des
potentiels de perturbations apparait comme des termes corrigeant ’effet Sachs-Wolfe sur le
trajet des photons, on parle d’effet Sachs- Wolfe intégreé.
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Fi1aG. 3.4 — les différentes composantes du spectre de puissance de la température. On ne pré-
sente ici que celles engendrées par les perturbations scalaires. Les perturbations tensorielles
sont négligeables aux petites échelles. On présente aussi les différentes composantes des aniso-
tropies. En tirets longs, la contribution de I’effet Sachs-Wolfe. En tirets courts, celle de Ieffet
Doppler. En pointillés, la contribution dite Sachs- Wolfe intégrée.

Le modéle utilisé pour calculer ce spectre est une cosmologie de courbure nulle, avec une
constante cosmologique A = 0.7 et un paramétre de Hubble A = 0.5. Les spectres initiaux de
perturbation sont invariant d’échelle. La figure est tirée de [Riazuelo, 2000].

Enfin, le spectre de puissance va étre coupé au dela d’une certaine échelle. La diffusion
des photons va avoir tendance & mélanger les photons provenant de régions chaudes et ceux
provenant de régions froides. Deux régions suffisamment lointaines ne vont pas subir cet effet.
Deux régions proches, par contre, vont se mélanger. Les mots proche et lointain doivent étre
compris en terme de libre parcours moyen des photons. Ainsi, les structures d’échelles plus
petites que le libre parcours moyen des photons vont étre supprimées.

Lorsque I'on parle de surface de derniére diffusion, on parle de la région ou les photons ont
diffusés pour la derniére fois. Il ne s’agit pas & proprement parler d’une surface, puisqu’elle
va avoir une épaisseur, qui est justement comparable au libre parcours moyen des photons
avant le découplage. Ainsi, les structures qui subsisteront au moment du découplage seront
celles dont I’échelle est supérieure & 1'épaisseur de la surface de derniére diffusion. Cet effet
se traduit par une coupure exponentielle dans le spectre de puissance. On appelle cet effet
lamortissement de Silk [silk, 1968].

Le spectre de puissance est donc formé d’une série de pics décroissants. On parle de pics
Doppler, bien que l'on a vu que cet effet n’en soit pas & ’origine, ou de pics acoustiques. Les
pics impairs sont plus hauts que les pics pairs, & cause de l'effet gravitationnel des baryons.
Enfin, la décroissance est exponentielle, & cause de I’amortissement de Silk. On donne, figure
3.4, un spectre de température ainsi que la contribution des différents effets discutés dans
cette section.
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3.3.2 Polarisation

Le méme genre de propriété se retrouve dans le spectre de puissance de la polarisation
E. Toutefois, alors que la température posséde une puissance non nulle aux bas multipoles
(due a l'effet Sachs-Wolf), la puissance a grande échelle de F est trés faible. On va d’abord
raisonner en supposant que les seules perturbations primordiales sont scalaires. Pour que le
champ soit polarisé, il faut qu’une anisotropie quadrupolaire diffuse sur un électron. Dans
le cas des perturbations scalaires, la source de ces quadrupoéles provient uniquement de la
diffusion des photons; pour que le champ soit polarisé, il faut alors que les photons aient
diffusé au moins deux fois. Les seuls quadrupoles qui vont diffuser sont donc ceux plus petits
que I’horizon & I’époque de la recombinaison. En d’autres termes, le champ de polarisation
doit étre fortement supprimé pour les échelles plus grandes que ’horizon & la recombinaison ;
c’est-a-dire sous l’échelle du premier pic de températures. Les ondes gravitationnelles, par
contre, fournissent des anisotropies quadrupolaires intrinséques qui peuvent étre plus grandes
que I’horizon. La puissance & ces échelles est néanmoins assez faible.

Le champ de polarisation E va par ailleurs exhiber les mémes oscillations et la méme
coupure exponentielle & petite échelle que le spectre de températures. Par contre, a cause de
l'origine quadrupolaire de FE, ses oscillations vont étre déphasées par rapport & celle de la
température.

Pour finir sur le sujet, on va décrire les propriétés de la polarisation B. En fait, elle est
uniquement engendrée par les ondes gravitationnelles. Comme celles-ci sont trés amorties &
petite échelle, le spectre de B va vite étre coupé. Comme pour le champ E des oscillations
apparaissent sur le spectre pour des échelles plus petites que ’horizon au découplage. Elles
ont la méme origine que celles du champ F et sont donc en phase avec celui-ci.
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Fi1a. 3.5 — La contribution des modes scalaires et tensoriels des perturbations aux spectres
de température et polarisation du rayonnement de fond. Les courbes du haut donnent la
contribution des modes scalaires seuls. La température est en traits pleins. La polarisation
électrique est en tirets. Il n’y a pas de polarisation magnétique issue des modes scalaires des
perturbations. La courbe en pointillés est la corrélation croisée de la température avec la
polarisation électrique. La figure du bas présente les mémes courbes pour la contribution des
modes tensoriels. Il y a maintenant une polarisation magnétique, représentée par la courbe en
tirets longs. La légére différence entre les deux composantes de la polarisation peut s’expliquer
par des phénoménes de projections. Comme la figure 3.4, les deux courbes proviennent de
[Riazuelo, 2000].
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On va s’intéresser maintenant au devenir des fluctuations de la matiére. On trouvera une
discussion trés compléte du probléme dans [Peebles, 1980]. Je ne me focaliserai que sur quelques
points importants pour la suite de ’exposé.

4.1 Dynamique gravitationnelle

On va de nouveau suivre le formalisme de 1’équation de Boltzmann.

4.1.1 Equations d’évolution

On s’intéresse a 1’évolution de la matiére noire. Dans toute la suite, nous allons nous placer
sous I'horizon. A ces échelles, la matiére noire est supposée avoir quitté le régime relativiste
depuis longtemps. On va donc écrire nos équations comme si la gravitation newtonienne était
suffisante. On a alors, pour un fluide de vitesse v et de densité p

dv o P =)
- _ . 4.1
dt G/d " | — r|3 (41)

Si la dynamique du fluide de matiére noire peut étre simplement newtonienne, 1'univers n’en
reste pas moins en expansion. On va plutot utiliser les variables comobiles

T =ar (4.2)
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et on va introduire la vitesse particuliére
v = av. (4.3)

Dans les chapitres précédents, on s’était surtout intéressé & la composante scalaire de cette
vitesse. On avait la relation

v=Vu (4.4)
L’équation de la dynamique (4.1) se transforme, dans ces variables, en
. ! r_
1)+Hu+9w:Ga/d3x'M3w) (4.5)
a @ ]

Enfin, comme plus haut, on va exprimer la densité en fonction de sa composante homogéne
et d’une perturbation
p=(1+4+9)p. (4.6)

Il est aisé de montrer que, d’aprés ’équation de Friedmann (1.12), la composante homogéne
de l'intégrale s’identifie au terme en d/a .
Alors, ’équation de Boltzmann s’écrit

S - Of

4nG
AD = ”T/df‘p(f—f). (4.8)

On a noté ici f la densité moyenne. La quantité de mouvement est p = amv. La masse
des particules apparait maintenant puisque la fonction f est la densité d’état et pas celle de
masse. On retrouve la densité p en intégrant la densité d’état sur les impulsions

m

p d’p f. (4.9)

a3
De méme, la vitesse particuliére se retrouve en intégrant "impulsion sur la distribution f

= fdgppif

= el ] (4.10)

Enfin, on va retrouver les termes de pressions anisotropes en intégrant p*p?. On a alors

d3 1,7 o Hij P ..
fp—p]?;f — i =y i, (4.11)
m2a? [ d°p f p P

Encore une fois, on va supposer que la pression anisotrope est nulle. Avec ces trois équations

en main, on retrouve les équations de conservations. En intégrant 1’équation de Liouville (4.7)

sur I'impulsion, il vient

5+2V-((1+6)u) - 0 (4.12)
VP

. 1, : 1_,
vV HV+ -V = —=V'O - . (4.13)
a a ap

Par ailleurs, le lagrangien de la source de I’équation (4.13) s’écrit alors

Ad = ~5a?s. (4.14)

K
2
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4.1.2 Lien avec la théorie des perturbations cosmologiques

Avant d’aller plus loin, on peut tout de suite remarquer que les équations (4.12) et (4.13)
linéarisées sont équivalentes aux équations (2.44) et (2.45). La linéarisation des équations
donne (sans pression)

.1 . . 1_,
0+-V.-vr=0, '+H'=—--V'd (4.15)
a a

Le plus simple est ensuite de se placer en jauge comobile. Cela revient & se placer dans les
coordonnées telles que la vitesse dans ce référentiel absorbe le terme en 3®’ dans I’équation
(2.44). En utilisant 1’équation (2.51), on peut montrer que cela revient & faire

/
8t = ot + %u#. (4.16)

On a utilisé ici les notations proposées par J.P. Uzan [Uzan, 1998] pour noter les jauges newto-
nienne # et comobile . Dans cette jauge, '’équation de Poisson est beaucoup plus simple!

3
AR = ; Qx 6. (4.17)

Le potentiel de Bardeen s’identifie alors avec le terme de gravitation que nous avions écrit
plus haut. On a alors, pour de la matiére sans pression

§ = Av, VZ‘V, +HVv = -V,;0. (4.18)

On reconnait la version en temps conforme des équations (4.12) et (4.13) linéarisées, ou de
fagon équivalente comme on ’a vu plus haut, (2.44) et (2.45). Notre approche avec la gravité
newtonienne nous redonne donc bien les équations des perturbations linéaires au premier
ordre.

4.1.3 Influence de la pression — Longueur de Jeans

On a décidé plus haut que la pression du fluide était nulle. Avec cette hypothése, il est
simple de donner une forme analytique a la fonction de distribution

3
f= %6(3) (p — mav) . (4.19)

Cette expression correspond bien & la distribution d’un fluide sans pression puisqu’elle vérifie

[ &' f
W =V VJ. (420)

Cette distribution correspond & une évolution pour laquelle en chaque point le fluide a une
vitesse déterminée et une seule. On parle d’évolution & un seul flot. Il ne peut y avoir & un
moment donné deux particules du fluide & une méme position et avec deux vitesses diffé-
rentes. Cette propriété est certainement vraie au début de 1’évolution du fluide?. Elle est aussi
certainement violée au cours de ’évolution. Au cours d’'un effondrement gravitationnel, par
exemple, il arrive un point, pour de la matiére non-collisionnelle, ou plusieurs flots (dans des
directions opposées, dans le cas d’un effondrement) se croisent. Nos calculs, qui ne sont va-
lables que dans ’approximation & un flot cessent d’étre valables. Il est trés difficile de mener
les calculs au-dela de 'approximation a un flot.

Lon s’est placé dans un espace plat.
2pour de la matiére noire froide.
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En fait, lors des croisements de flots, la pression commence & jouer un réle et va freiner
I’effondrement du gaz. On va voir apparaitre des objets. On va calculer la taille caractéristique
des objets qui peuvent ainsi se former. Reprenons les équations(4.12) et (4.13) linéarisées. On
ne va plus cette fois ci supposer que la pression est nulle. L’équation (2.48) pour un fluide
parfait (c’est a dire d’entropie constante) nous permet d’écrire

VP =V;(P+6P) =c2pV;é (4.21)

On peut alors écrire une équation différentielle pour § seul

.. . 2
§+2Hb = S A6 + 4nGps. (4.22)
a

On va passer en espace de Fourier pour discuter les solutions de cette équation. Les modes
de part et d’autre d’une longueur caractéristique A; vont avoir une évolution totalement
différente

AJ = Csy | = (4.23)

On appelle cette longueur caractéristique la longueur de Jeans. Les longueurs d’ondes grandes,
k=1 > Aj, le terme de gravité est plus fort que le terme de pression. Le fluide s’effondre
librement. Dans le cas inverse, c’est maintenant le terme de pression qui domine; le second
membre de ’équation devient négatif. Le fluide oscille alors et ne s’effondre plus.

Pour de la matiére baryonique, cette longueur de Jeans est petite. Elle correspond & des
échelles de masses de I'ordre de 10°Mg. On est trés loin des échelles de masses typiques en
cosmologie ; un amas est de I’ordre de 101°Mg, et une galaxie 1012Mg. On pourra donc négliger
I'influence de la pression des baryons lorsque ’on calculera la croissance de la matiére aux
échelles cosmologiques ; la longueur de Jeans est beaucoup trop petite.

Par contre cette longueur va étre trés grande durant I’ére de la radiation. En effet, la
vitesse du son dans le fluide de photons est de méme ordre de grandeur que la vitesse de la
lumiére ¢2 = ¢?/3. Dans ces conditions, la longueur de Jeans est de I'ordre de grandeur du
paramétre de Hubble. Si ’on revient a la discussion de tout a 'heure, le contraste de densité
du fluide de photons ne peut plus croitre sous 1’horizon.

4.2 Evolution de la matiére durant I'ére du rayonnement

Dans un premier temps, on va essayer de caractériser la forme du spectre de fluctuations.
On va rester dans le cadre de la théorie linéaire. Dans ces conditions, on peut raisonner en
terme de fonction de transfert. On va construire la fonction qui permet de faire passer du
spectre primordial invariant d’échelle de 'inflation au spectre de puissance du contraste de
densité de la matiére a la fin de ’ére du rayonnement

P(k) = T(k)? Pprim (k)- (4.24)

4.2.1 Maodes plus grands que I'horizon

On a déja effectué le calcul de la croissance des fluctuations aux échelles plus grandes que
I'horizon section 3.1.4. A ces échelles, I’équation (3.46) montre que la matiére est astreinte a
suivre 1’évolution du fluide de photons. Par ailleurs, on a montré qu’au-dela de 1’horizon, les
fluctuations de la métrique sont gelées (équation (3.38)). Dans ces conditions, 1’équation de
Poisson nous assure que la source de 1’équation (4.17)

A =0y —3H(1 + wy)v, (4.25)
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croisse en a?. En effet, on connait I’évolution de HZQ7 ~ a2, qui impose & A son évolution
pour conserver un champ ® constant au cours du temps. Les fluctuations de densité de matiére

doivent donc, elles aussi croitre comme a?.

4.2.2 Modes plus petits que I’horizon

Dans I’ére du rayonnement, c’est le fluide de photons qui domine I’équation de Poisson.
On a vu cependant que pour les modes plus petits que I'horizon, la pression des photons
stoppait effondrement. Dans ce cas, I’équation de Poisson s’annule, si bien que ’évolution
de la matiére est alors donnée par

§+225 =0, (4.26)
a

dont la seule solution croissante est loga.

4.2.3 Fonction de transfert

On peut maintenant donner une forme qualitative & la fonction de transfert. En fait
les modes plus petits que ’horizon croissent comme un logarithme, pendant que ceux plus
grands que I’horizon croissent comme a?. L’évolution des modes plus grands et plus petits que
keq = 77;11 va étre différente. Un mode k > keqcroit comme a? tant qu'il est tel que kn < 1. Par
rapport & un mode k' < keq qui lui reste tout le temps super horizon, il aura donc accumulé
un déficit de croissance de (k/ keq)*2, & un facteur logarithmique prés que nous négligerons.
Il est donc simple de donner ’expression de la fonction de transfert

T(k) o 1pourk < keq (4.27)

T(k) o k 2 pour k < keq. (4.28)

Pour calculer la fonction de transfert dans la zone de transition, il faut tenir compte du fac-
teur logarithmique négligé plus haut si bien que les modes plus grands que keq croissent en fait
comme k=2 1nk. Le calcul complet de la fonction de transfert demande I'intégration des équa-
tions complétes qui ne peut étre réalisé que numériquement dans le cas général. Il existe plu-
sieurs versions approchées du résultat. La plus utilisé est la formule BBKS |Bardeen et al., 1986].

On peut maintenant calculer les spectres de puissance. Pour un spectre initial invariant
d’échelle Harrisson- Zel’dovich, on a

P(k) o kpour k < keq (4.29)
P(k) oc k73 pour k > keq- (4.30)

4.3 Evolution de la matiére dans I'ére de la matiére

On va maintenant calculer la croissance des fluctuations de la matiére.

4.3.1 Croissance linéaire
On a déja tout en main pour déterminer I’équation du mode croissant linéaire. A 1'aide

de (4.43) et (4.13) on tire I’équation

3

2

6+ 2H$ = SH?Q6. (4.31)

A Tordre linéaire, lorsque ’on ne considére que le mode croissant, les fluctuations spatiales et
temporelles sont séparées. La solution générale de cette équation s’écrit donc sous la forme

§(x,t) = D (t)o (). (4.32)
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Encore une fois, on ne retient que la solution croissante de (4.31). Dans un espace EdS, cette
solution est simple

D, =a. (4.33)

Dans le cas général, la solution est beaucoup plus difficile & calculer [Carroll et al., 1992][Hamilton, 2001].

On peut cependant en donner ses caractéristiques générales. Par exemple, dans un univers
plat avec constante cosmologique, la fonction D, va rester trés proche de sa solution EdS
tant que la constante est sous dominante. L’univers est alors trés proche du modéle EdS. A
mesure que la constante gagne en importance, on s’écarte du facteur d’expansion. En fait,
plus la constante, ou toute autre fluide & vrai dire, gagne de 'importance, plus le paramétre
Q va diminuer. Le terme de source de I’équation (4.31) va donc diminuer et ne plus forcer la
solution vers a. Une discussion plus compléte du facteur de croissance dans des univers avec
plusieurs composantes sera donnée au chapitre 10 pour le cas d’univers exotiques avec une
composante d’énergie sombre.

4.3.2 Premier ordre non-linéaire — effondrement sphérique et gauchissement

Jusqu’a présent nous n’avons fait que des calculs linéaires. Ces calculs nous donnent une
trés bonne estimation de 1’évolution du contraste de densité des structures. Néanmoins, ils
supposent qu’il n’y a pas de couplage de mode ; aucune évolution de la distribution initiale des
fluctuations du fluide de matiére. Les fluctuations primordiales sont engendrées par l'inflation
avec une statistique gaussienne. On a vu que cette statistique était a priori conservée durant
I’ére du rayonnement ot le fluide de matiére noire est astreint & suivre I’évolution du fluide de
photons. Celui-ci tombe dans les puits de potentiels, mais on a vu que sa pression était telle
qu’il ne les modifiait pas.

On est maintenant dans I’ére du rayonnement. La matiére s’effondre dans les puits dont la
profondeur augmente & mesure qu’ils acrétent plus de matiére. En d’autres termes, on s’attend
& ce que les zones sur-denses deviennent de plus en plus petites et de plus en plus denses, tandis
que les zones sous-denses doivent s’agrandir et se vider de plus en plus. Sans autre argument,
on voit bien ici que la distribution du contraste de densité, si elle était gaussienne au départ,
ne peut plus le rester au cours de I’évolution. Alors que I’on commence avec équipartition des
zones vides et pleines a toutes les échelles, I’évolution nous prédit un excés de zones trés vides
et trés grandes d’une part et de zones trés denses et trés petites d’autre part.

Equation générale

On va évaluer cet effet en considérant le deuxiéme ordre des équations (4.12) et (4.13).
On va donc chercher & obtenir un contraste de densité sous la forme

§(z,t) = Di(t)6(x) + Dad(z)? + ... (4.34)

Le développement sera beaucoup plus compliqué que cette simple équation. En fait, on peut
s’attendre & des couplages de modes beaucoup plus compliqués que le simple produit 62.

On va effectuer ces calculs dans le cas d’'un modéle Einstein-deSitter. Comme pour la
croissance linéaire, on obtient dans ce modéle des résultats analytiques simples. Il a été mon-
tré que les résultats auxquels nous allons aboutir ici restent valables avec un erreur de ’ordre
du pour-cent dans d’autres modéles (en particulier en tenant compte de la constante cosmo-
logique) [Bouchet et al., 1992]. D’autre part, on montrera au chapitre 10 ou 'on présentera des
résultats numériques, que ces conclusions restent valables dans certains modéles exotiques.
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Au deuxiéme ordre, il vient

6 1
ZH A+ + =V (V) = 0 (4.35)
H 6 3 1 . .
= — 42 T IT N =
(2 + H) 0+ gt 295 + aHvZ(V Vv 0. (4.36)

On a utilisé ici le fait que pour un univers EdS, I’équation de Poisson 47Gpd se ramenait
simplement & 3/2H2Q4. On a noté # la divergence de la vitesse

V.v

aH

Il est équivalent d’étudier @ et la vitesse particuliére puisque 1’on a supposé que la vitesse était

potentielle. on pourrait montrer, en fait, qu’au méme titre que les fluctuations vectorielles,

une éventuelle composante rotationnelle de la vitesse particuliére est gommeée par ’expansion.

Remarquons tout de suite qu’a ’ordre linéaire on connait la relation entre 8 et le contraste
de densité, puisque

0

(4.37)

60 = HoW, (4.38)
On va étudier nos équations différentielles dans ’espace de Fourier. Elles se transforment en
Ll +0+ / L Pk, k—k)o(k —K)O(k') = 0 (4.39)
H (27)3/2 ’ a '
H\. 6 3 -
2+ — —+-Q = 4.4
<+H>0+H+25 (4.40)

/ (2(::)7)]2,/2 (P(K', ke — k') + P(k — k', k') = 20(K', k — k) 8(k — K)0(K").

On a utilisé les fonctions P et Q définies par

ki-k
Pk, ky) = 1+ 1k22 (4.41)
1
ki-ko)?
Q(ki,ky) = 1 (k1 ko)” 2%;) . (4.42)
172

Il nous reste a résoudre ce systéme dans 1’espace de Fourier.

Effondrement sphérique

On va tout d’abord s’intéresser & un probléme plus simple dont les solutions vont nous aider
a calculer les solutions du systéme. Considérons donc ’effondrement d’une sphére matérielle.
L’équation d’évolution en est trés simple
GM* A
+ —R. 4.43
R? 3 (4.43)
On a ici tenu compte d’une éventuelle constante cosmique. Le paramétre R est le rayon
comobile de la sphére. M* est & tout instant la masse sous le rayon R. On peut définir un
contraste de densité pour notre probléme en faisant

5= (R%) o 1, (4.44)

R=-
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ou Ry est le rayon comobile initial de la sur-densité. L’équation (4.43) se ré-écrit en fonction
du contraste de densité

H?2 1 1/ . - 1 \? 45,/ 1\ 1_,
~ 505 (2H5 + 5) x <6+—1) 30 <5+—1> = —SH™Q. (4.45)
Il faut bien siir tenir compte dans cette équation de la présence d’une éventuelle constante
cosmologique ol d’un autre fluide. Cependant, comme précédemment, on ne donnera des
résultats que pour le cas particulier du mod‘ele EdS.

Cette équation donne des solutions séparables en temps et espace & tous les ordres. Ce
n’est pas particuliérement surprenant; on voit mal comment une sphére pourrait s’effondrer
gravitationnellement autrement que sous une forme sphérique. Ce n’est évidemment pas le cas
lorsque les sur-densités initiales ont des formes plus complexes. C’est d’ailleurs pour cela que
I'on s’attend & ce que la solution générale du deuxiéme ordre fasse apparaitre des couplages de
modes complexes. Dans notre modeéle simplifié, en tout cas, I’équation (4.34) est parfaitement
justifiée.

On va tout d’abord écrire ’équation pour 'ordre linéaire. On retrouve sans surprise 1’équa-
tion (4.31)

.. . 3
D, +2HD, — 5H?QD1 =0. (4.46)

A cet ordre on peut bien découpler temps et espace et les composantes spatiales n’ont pas de
couplages de modes.
Tournons nous maintenant vers le deuxiéme ordre. L’équation (4.45) devient, aprés élimi-
nation du premier ordre
.. . 3 8 .
Dy +2HD, — 5Hsz = 3H?QD? §D§. (4.47)

C’est la méme équation que pour le terme linéaire, mais avec source. On peut chercher des
solutions sous la forme

Dy x Di. (4.48)
Dans le cas d’un univers EdS, la solution pour D est
34
Dy = ﬁD% (4.49)

Le coefficient 34/21 est a priori modifié pour un modele différent. Cette modification est tres
faible [Bouchet et al., 1992], si bien que ’on pourra utiliser cette solution pour tous les modéles.
Comme on ’a déja annoncé plus haut, on discutera, chapitre 10, des modifications subies par
ce coefficient dans des modéles d’univers avec quintessence. Elles se révélent étre, elles aussi,
négligeable (de l'ordre du pour-cent).

Contraste de densité au second ordre

Revenons maintenant au systéme (4.39-4.40). On vient d’en exhiber une solution pour une
géométrie particuliére, celle de l'effondrement sphérique. On s’attend & ce que les solutions
du systéme au deuxiéme ordre puissent s’écrire en fonction de la solution particuliére Dy. En
effet, on peut montrer [Bouchet et al., 1992] que la solution pour le contraste de densité s’écrit
finalement

311
5® (k. 1) = / % 55k — k)
3

x [D% (P(k’,k — k)~ QK k — k’)) + gDQQ(k', k—k)|.(4.50)
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Finalement, on peut écrire le contraste de densité sous la forme
Pkid®ky -z ; ,
W 3(k1)d (k) F (K1, ky) e'k1 k)@, (4.51)
Dans un modéle EdS, le noyau de couplage de mode F se raméne a

3 Do
2D?

6(z,t) = D 6(x) + Di/

Flhy, k) = (P(kl,kz)—gQ(’“h"W))+

_ 5 kik 2 (ki - ko)?

ST R T k%R
Notons immédiatement que la contribution du second ordre du contraste de densité au spectre
de puissance n’est pas observable. En effet, ’équation (4.51), dans le spectre de puissance,
s’identifie & une simple moyenne sur le noyau J. Cette contribution s’absorbe dans la norma-
lisation du spectre.

Q(k1, ko)

(4.52)

Le gauchissement

Nous avons commencé cette discussion en se proposant d’évaluer ’évolution de la distri-
bution du contraste de densité au cours de ’effondrement gravitationnel. En particulier on se
proposait de regarder comment la distribution du contraste s’écartait de la gaussienne. On va
calculer les moments d’ordres supérieurs a deux. Dans le cas gaussien, ceux-ci se déduisent
tous du moment d’ordre deux. Il va donc s’agir de comparer les moments d’ordres supérieurs
& deux & ceux prédits par le théoréme de Wick.

Considérons le moment & trois points. Dans le cas gaussien, il est nul. Si ce moment
acquiert une valeur non-nulle lorsque ’on prend en compte 1’évolution quasi-linéaire, on aura
une preuve indubitable d’écart & la distribution gaussienne de matiére. Ici, cependant cela ne
va plus étre le cas. En effet, & 'ordre dominant, on a

) = (0 +7)") =3 (s077)

Ak B kod3ksd3k

4 1 2 3 4
3D+/ @n)°

On utilise le théoréme de Wick pour calculer le corrélateur a quatre points des contrastes de
densité initiaux (qui sont eux bien gaussiens)

(61050384) F (K1, ko) e'Fithathathke)e (4 53)

3 o [ Bkid®ks
Les dépendances angulaires dans la fonction F s’intégrent facilement et 1’on obtient [Peebles, 1980]
D 2 37 2
3 2 /2 2
= = . 4.
(%) = 355 (%) = 51 (@) (459
On définira le gauchissement, en anglais skewness du contraste de densité par
(9%)
83 = <52)2. (456)

Enfin, ces observables n’ont de sens que filtré a une échelle donnée. Le calcul du gauchisse-
ment, en tenant compte du filtrage, pose de nombreuses complications techniques. En effet,
le deuxiéme ordre du contraste de densité filtré s’écrit

Brd3ke ~ . -
50n) = D3 [ G k)3 k) Fr k) W (R Raldn). (457
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L’intégration des dépendances angulaires de la fonction F et de la fenétre W peut se révéler
tres complexe. Il a été montré |Bernardeau, 1994] que ces difficultés s’aplanissaient lorsque la
fenétre était en haut-de-forme (top hat) et que l'on connait bien les propriétés des fonctions
de Bessel®! On peut alors montrer que

D2 dln 0'2(00)

Sy =32 +

4.58
D2 " dlnby (4.58)

On a noté o2(fp) la variance du contraste de densité & 1’échelle 6, toujours pour la fenétre
top-hat. Lorsque ’on fait 'approximation que le spectre de puissance est une simple fonction
de puissance* P(k) ~ k™, la correction due au filtrage se calcule exactement. On a alors

Dy

+
On verra chapitre 5 la version projetée par l'effet de lentille du gauchissement. Chapitre
10, on verra que, comme annoncé plus haut, ce résultat est trés peu modifié dans certains

scénarios exotiques.

4.3.3 Evolution profondément non-linéaire.

On va maintenant quitter le développement perturbatif que nous avons suivi plus haut.
Nous allons chercher & décrire ce qui se passe a trés petite échelle. On va encore une fois
raisonner d’abord dans le cas de perturbation de densité sphérique. Au fur et & mesure de
I’effondrement de la sur-densité, les particules dont elle est formée voient leur vitesse augmen-
ter. Comme la matiére noire est non-collisionnelle, il n’y a pas de raison que les particules
s’arrétent. En fait, elles vont se mettre & osciller dans leur puits de potentiel. Cela arrive
lorsque leur énergie cinétique égale 1’énergie potentielle de gravité. On parle de virialisation.
On a alors formé un objet compact. Les amas, les galaxies sont des exemples caractéristiques
de ce genre d’objets. Evidemment, dans ces derniers, les baryons que nous avions négligés
jusqu’a présent jouent un roéle. C’est néanmoins la matieére noire qui représente le gros de la
masse de ces objets et explique entre autre les courbes de rotation des galaxies.

Lorsque 'objet est formé, son évolution ultérieure change radicalement. Les observations
et les simulations réalisées jusqu’a aujourd’hui semblent indiquer qu’aprés la virialisation
les objets compacts ne changent plus de taille. Plus précisément, le nombre de voisins de
chaque particule sur la sphére de rayon comobile R, £(R), doit rester stable. Cette hypo-
theése s’appelle I’Ansatz de Stable-Clustering [Peebles, 1974, Davis & Peebles, 1977]. Elle n’est pas
nécessairement remplie. Elle a été remise en question par des travaux récents sur des simula-
tions [Ma & Fry, 2000]. Nous admettrons dans la suite qu’elle est vraie. Cette hypothése améne
donc & supposer qu’aprés la virialisation, le contraste de densité ne doit plus croitre en D,
mais en a®/2, pour que le nombre de voisins® reste constant, c’est-a-dire qu'il croit comme a3
pour contrer I’expansion. Ce changement d’évolution induit un excés de puissance aux petites
échelles (une bosse dans le spectre), puisque celles-ci croissent plus vite que le reste du spectre.
La bosse est assez raide, traduisant le fait que la transition entre les régimes est assez rapide.
La transition est située aux alentours de 10 Mpc. C’est 1’échelle & laquelle on commence a
observer des objets.

3peut-on vraiment dire que les difficultés s’aplanissent s’il faut en passer par des propriétés obscures des
fonctions de Bessel...

40n a vu plus haut que ce n’était pas le cas. Néanmoins, cette approximation peut étre rendue moins forte
en disant que 'on remplace le spectre, & P’échelle du filtrage, par une loi de puissance. C’est en fait le plus
souvent le cas, sauf bien siir pour une fenétre pathologique de I’échelle de keq! Le résultat sur Ss reste alors
le méme.

Squi est proche du spectre de puissance
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La physique des objets virialisés est mal connue. La théorie de perturbation, dont j’ai
esquissé les prémisses plus haut, n’arrive pas encore & reproduire ’évolution du contraste de
densité aux échelles ou la matiére est virialisé. Hamilton et al. [Hamilton et al, 1991] ont proposé
une description de la transition linéaire/non-linéaire. Leur travail consiste & supposer qu'il
existe une fonction f qui assure la transition entre ces régimes

¢u(R) = f(¢(R)). (4.60)

L’hypothése de stable-clustering donne ’asymptote a petit R de la fonction

FER) = E(R)*. (4.61)

A D’inverse, lorsque le rayon est grand, la matiére n’est pas encore virialisée et la fonction se
comporte comme f(z) = z. La proposition de Hamilton et al. était avant tout motivée par le
fait que les simulations qu’ils avaient & leur disposition, pour différents spectres initiaux en loi
de puissance, mais dans le méme modéle EdS, donnait le méme rapport £/(a%£). Les auteurs
proposérent aussi une fonction f approchée, calibrée sur leurs simulations.

Peacock et Dodds ont par la suite étendu et affiné cette description [Peacock & Dodds, 1994,
Peacock & Dodds, 1996]. Tout d’abord, ils ont montré que la fonction de Hamilton et al. pouvait
étre remplacée par une fonctionnelle sur le spectre de puissance du contraste de densité.
Ainsi, ils ont montré qu’il était possible de relier la version linéaire et non-linéaire du spectre
de densité sans unité A%(k) = k3P(k)/(27?) par

A1211(141111) = fnl [AQ(k)] (462)
k = (1+A§1(kn1))_1/3kn1. (4.63)

On compare donc le spectre non-linéaire & une échelle k) avec le spectre initial, évolué avec
la loi linéaire, & une échelle k. En fait, le mode k est le mode dont est issu la perturbation
non linéaire de mode ky;.

D’autre part, Peacock et Dodds ont étendu la méthode a des modéles quelconques. L’asymp-
tote de la fonction & grand kyn doit donc changer pour prendre en compte la croissance en

D+7éa

-3/2 _
fu [B2(8)] = (A%(K)) 973 (4.64)
on a noté g le rapport des croissances dans le modéle étudié et dans un modéle EdS
D,
=" 4.
9= (4.65)

Enfin, les auteurs ont vérifié que la méthode restait valable pour des spectres initiaux
différents d’une loi de puissance comme l'est par exemple le spectre CDM dont nous avons
donné un apercu au début de ce chapitre. Il a été montré que le meilleur ajustement était
atteint pour une fonctionnelle paramétrée par 'indice spectral “local” (c’est-a-dire pour le
mode considéré) du spectre de puissance.

Nous utiliserons la description de Hamilton et al, telle qu’elle a été étendue par Peacock
et Dodds dans la suite de ce mémoire. En particulier, nous 'utiliserons dans le chapitre 10,
pour évaluer le régime non-linéaire dans des scénarios avec quintessence. Il nous faudra aussi
utiliser des spectres non-linéaires produits par cette méthode lorsque nous considérerons les
effets de lentilles.
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CHAPITRE b
L'effet de lentille gravitationnelle
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5.2.5 Gauchissement projeté — Calcul du troisiéme moment de la skewness 72
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On appelle effet de lentille gravitationnelle la déviation des rayons lumineux au voisinage
d’une masse. Cet effet bien connu est & 1’origine d’un des premiers tests de la relativité générale
(voir [Misner et al., 1973], boite 40.1 et [Fomalont & Sramek, 1975]). Dans ce chapitre, j’établis une
description de cet effet pour les cas d’intérét cosmologique. En particulier, je ne traiterai que
la limite des petites longueurs d’onde. De plus, je décrirai surtout 'effet dit de lentilles faibles.
Dans une deuxiéme partie, je présenterai aussi sommairement 1’effet de lentille due & une corde
cosmique. Il s’agit alors d’un effet fort. Aprés avoir présenté la limite des petites longueurs
d’onde et les équations de lentilles, je montrerai comment la polarisation de la lumiére est
affectée par les déviations gravitationnelles.

5.1 Quelques éléments d’optique géométrique

Nous allons revoir quelques résultats d’optique géométrique dans un espace temps courbe.
Cette section est fortement inspirée des calculs de [Misner et al, 1973] et [Schneider et al., 1992].
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5.1.1 Approximation des petites longueurs d’ondes — Equations de Maxwell

Lorsque ’on étudie les mirages gravitationnels, on s’intéresse avant tout & des ondes planes
et raisonnablement monochromatiques. En d’autres termes, on se place dans le cadre classique
de l'optique géométrique. Cependant, il faut adapter ce cadre pour qu’il soit valable en rela-
tivité générale. En effet, 'onde plane monochromatique n’est pas solution des équations de
Maxwell en espace courbe. On va donc devoir travailler avec une solution approchée possédant
les propriétés de I’onde plane. Pour ce faire, on va étudier des ondes qui sont le moins possible
affectées par les propriétés de courbure de I’espace. On se restreint donc & des solutions dont la
longueur d’onde est trés petite devant la courbure de la métrique. Qui plus est, pour se rappro-
cher le plus possible de 'onde monochromatique, on va supposer que ’amplitude et la phase
de la solution varie peu par rapport a la fréquence de ’onde. 1l s’agit ici de ’approximation
WKB, classique en optique quantique.

Sous ces hypothéses, la solution approchée des équations de Maxwell s’écrit comme un
développement de solutions monochromatiques

Fop = R[5 (Aag + %Baﬂ) +0()] . (5.1)

Le premier terme A,g est la limite de I'optique géométrique, suffisant en espace plat. Les
termes suivants expriment 1’écart & la solution classique. Ils sont tous de l'ordre A™, oli A est
la fréquence caractéristique de 'onde; le paramétre € n’a pas de dimension. La fréquence S
est une fonction réelle de 1’espace-temps d’ordre A~!. Le vecteur d’onde k, est alors donné
par

ko = —S.. (5.2)
Il reste a vérifier que notre solution (5.1) est compatible avec les équations de Maxwell
Dy Fog + DgFyo + DoFg, =0 DgF* =0. (5.3)
Ce qui se traduit pour I’ordre en ¢ !par,
Anghy + Ag ko + Aygkg =0 A%Pkg =0 (5.4)
et pour 'ordre en &°
Bagky + Bgyka + Byoks = DyAag + DgAqa + Do A, B*Pkg = DgA®. (5.5)

5.1.2 Rayons lumineux

On retrouve a partir des équations (5.4) et (5.5) les équations des rayons lumineux en
espace-temps courbe. Tout d’abord, on montre a ’aide de (5.4) que le vecteur k, est bien
de type lumiére k,k® = 0. Cette remarque nous permet de montrer que la phase S vérifie la
version relativiste de I’équation eikonale de 1’optique classique

825 0%S = 0. (5.6)

Les rayons lumineux sont, par définition les normales aux surfaces de phase constante.
D’apres I’équation eikonale, on peut alors écrire ’équation des rayons

dx®
— = k% =-0°S. )
I 0*S (5.7)
Par ailleurs, en se souvenant que le vecteur k, est un gradient,
kP . 1
ox = kP = k*DokP = k*DPk, = §Dﬂ (kok®) = 0. (5.8)

On retrouve le fait que les rayons lumineux sont des géodésiques nulles.
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5.1.3 Propagation de I'amplitude et de la polarisation

Je vais maintenant établir les équations décrivant la propagation de ’amplitude du champ
et, point sur lequel nous reviendrons souvent, de sa polarisation. Tout d’abord, je vais chercher
a exhiber le vecteur polarisation de 'onde. Je cherche une décomposition du tenseur A,z en
fonction du vecteur d’onde k, et d’'un vecteur complexe orthogonal A, et qui vérifie les
équations de Maxwell (5.4). La décomposition Ang = koAg — kgA, convient a notre but.
Comme k, est auto-orthogonal, le vecteur A, est défini & un multiple du vecteur ko prés. A
I'ordre suivant, en suivant (5.5), on obtient

[Ba,H _ (DaAﬁ — DﬂAa)] ky + permutations = 0. (5.9)

On peut alors décomposer B,g en fonction de A,, ko et d’un nouveau vecteur B, (pas
nécessairement orthogonal a kq) et on tire

B = (ko Bg + Do Ag) — permutation. (5.10)
L’autre partie de (5.5), avec un peu plus de travail, et en se rappelant que Ayk®* = 0, donne
2(DgAa) K + Ao (Dgh?) = ko (Bsh? — DA?). (5.11)

On a dit plus haut que le vecteur A,était défini & un multiple de k,, prés. Plus généralement,
tout vecteur A, = Aq+ f ko, avec f un scalaire quelconque convient. Je vais ici admettre que
l'on peut trouver une fonction f telle que le terme de droite de (5.11) s’annule. Il est aisé de
montrer que cette fonction est définie & une constante prés. On fait donc le choix d’une fonction
telle que A, n’ait que des composantes spatiales. Le vecteur A, étant complexe, orthogonal
kq et spatial s’identifie au vecteur amplitude—polarisation de ’onde et 1’on connait maintenant
son équation de propagation le long d’un rayon lumineux

Ay = —%Aa (Dﬂkﬂ) . (5.12)

Il reste maintenant & étudier la propagation de l'amplitude et de la polarisation. On pose
a = \/—A* A amplitude de l'onde, P, = A,/a la polarisation. Alors

2ai = —kP Dy (A%,AY) = % (Dﬁkﬁ) (A% A® 4 A% A,) = —q? (Dﬂkﬂ) , (5.13)

d’ou l'on tire I’équation d’évolution de I’amplitude de ’onde
i= —% (Dﬂkﬂ) . (5.14)
Et pour la polarisation, il vient
aPy + aP, = —% (Dﬂk/’) P, d'od Py =0. (5.15)

Ce qui montre que le vecteur polarisation de 'onde est transporté parallélement (est bien
toujours orthogonal & k, lui aussi transporté parallélement).

On peut tirer de ces deux derniers résultats deux propriétés qui seront trés importantes par
la suite. Tout d’abord, ’équation (5.14) montre que si jamais ’'amplitude s’annule en un point
du rayon lumineux, elle s’annule alors pour tout le reste du trajet. Ce résultat nous permettra
par la suite de parler de faisceaux lumineux. En effet, si I’on considére les géodésiques au bord
d’un faisceau lumineux comme des rayons lumineux d’amplitude nulle, on voit bien qu’en
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I’absence d’autres effets physiques, celles-ci resteront des rayons lumineux d’amplitude nulle;
la gravité ne disperse pas le faisceau [Sachs, 1961].

Deuxiéme propriété importante, la polarisation est transportée paralléelement. En d’autres
termes, quelles que soient ses conditions de mesure, en tout point du rayon lumineux, le
vecteur polarisation sera identique; en particulier, une polarisation rectiligne reste rectiligne.
Nous verrons plus loin que cette propriété nous permettra de calculer effet de lentille gravi-
tationnelle sur la polarisation.

5.2 Equation des mirages gravitationnels

Nous allons maintenant établir I’équation des déviations gravitationnelles dans un univers
en expansion. On ne considérera que de petites déviations. Nous suivrons ici la discussion de
[Seitz et al., 1994].

5.2.1 Description d’un faisceau lumineux.

Etudier les effets de mirages gravitationnels, c’est étudier la déviation des rayons lumineux
les uns par rapport aux autres. En effet, si tous les rayons lumineux subissent la méme
distorsion, il est impossible de parler de déviation! Il faut donc pouvoir décrire correctement
I’évolution d’un faisceau de géodésiques pour comparer leurs trajets respectifs. On va donc
se donner une description de I’ensemble des rayons arrivant en un point de ’espace, que 1’on
appellera le faisceau lumineux incident. Dans toute la suite, il est nécessaire de se donner un
observateur qui mesure les grandeurs associées au faisceau lumineux. On choisira ici, pour
simplifier le raisonnement, un observateur au repos a l’origine.

Donnons-nous donc un jeu de géodésiques z%*(\, @) paramétrées par le vecteur a deux
dimensions @ donnant leur angle d’incidence pour ’observateur au repos & 1’origine, et toutes
incidentes & l'origine. On a implicitement défini ici un rayon de référence -y pour lequel 8 = 0.
On choisit de plus le paramétre d’évolution A de telle sorte que A = 0 corresponde & ’origine
— d’ot 2%(0,8) = 0, pour tout o et @ — et que A augmente lorsque ’on remonte vers le point
d’émission du faisceau lumineux, si bien que le vecteur d’onde k% est dirigé vers les temps
négatifs.

Considérons maintenant deux rayons proches z®(, @) et z%(\, 0+ 3d0). On sait écrire leur
séparation
_ 0x®
o
et j'oublierai dans la suite que @ était un vecteur. Je vais, dans la suite étudier I’évolution du
champ de vecteurs-séparation Y le long du rayon lumineux de référence. On montre que

2,0
9 (koY) = kq Oz +ya% _19
oA o\ 00 dA 200
ce qui implique que le produit k.Y * est conservé dans le déplacement. Comme j’ai imposé
que tous mes rayons lumineux aboutissent & lorigine en A = 0, j’ai Y*(A = 0) = 0, donc
ko Y® = 0 sur tout le trajet. Le vecteur déplacement est donc perpendiculaire au vecteur
d’onde tout le faisceau lumineux. De plus, on voit ici que 'on peut définir notre champ de
vecteurs déviation a un multiple quelconque de k% prés. On peut donc se placer dans le cas
ou Y“ est spatial. Dans ces conditions, on voit que le vecteur Y* est en fait inclus, en chaque
point du parameétre A\, dans un plan spatial perpendiculaire & k®. On se donne donc, le long du
rayon lumineux de référence, une base orthonormée, transportée parallélement, qui décrive le
plan du vecteur Y%, (Ef), pour ¢ = 1,2. On notera maintenant les vecteurs bidimensionnels
de ce repére par des caractéres gras. Alors, il vient Y* = ¢ - E®. Le vecteur ¢ est donc la
distance angulaire entre les deux rayons, dans le plan orthogonal & la propagation.

oz 60" =Y 60 (5.16)

(kaka) = 0, (517)



5.2 Equation des mirages gravitationnels 63

Je peux maintenant évaluer les variations au cours du temps du champ de vecteurs dévia-
tion dans ce repére spatial orthogonal : on peut écrire

aYy* o¢ .,
a  an E (5.18)
puisque 'on a choisi la base E“transportée parallélement. D’autre part, comme 1’on a
(o) e 0%z Ok“
= DgY kP = = —— =Dgk°YP 5.19
o F oxoo oo " ° ’ (5.19)
I’évolution de ¢ est donnée par
% -E* = (- Dgk®EP, (5.20)

en vertu de quoi, l'on sait calculer I’équation d’évolution des positions des rayons du faisceau
dans le plan spatial perpendiculaire a la propagation

¢ =S¢, ou S est la matrice de terme général S;; = E* Dokg Ejﬂ (5.21)

On peut relier les termes de S aux scalaires optiques définis par Sachs [Sachs, 1961]. On
va sauter cette étape et directement écrire une équation du mouvement pour . En effet, la
dérivée seconde du vecteur séparation s’écrit

2ya
837 = (D,Dgk®) YPK" + Dgk® D, YP k7 = (D,Dsk®) YPK" + (D, Dgk®) Y kP
— —m——
Dgke DykB Y™

= ((DyDg — DyDp) k*)YPK" = R2, sk"YPK7, (5.22)

ou 'on a fait apparaitre le tenseur de Riemann, R%ﬂ, résultat de la commutation des dérivées

covariantes. On ré-écrit cette derniére équation pour le vecteur ¢
{ =T ¢ou T est la matrice de terme général T;; = E® Ry k" k” EJB . (5.23)

Pour finir, on va profiter des propriétés du tenseur de Riemann et I’exprimer en terme du
Tenseur de Weyl et du tenseur de Ricci. On a
RHY — O _9 [.URV]_ER v V] (524)
o0 = Yop T ety T 30T ) :
avec C'y, le tenseur de Weyl, R, le tenseur de Ricci et R, la courbure scalaire. On montre

que la matrice T se décompose en une matrice proportionnelle & l'identité et en une matrice
de trace nulle, symétrique

EoE’ E\E!

1
T = —=Rup k®kP1d + C k, kY
g tab B Eoo B EpoEP

. (5.25)

La premiére partie de ’équation (5.25), la partie proportionnelle & l'identité, montre comment
le tenseur de Ricci dirige la focalisation du faisceau lumineux. La deuxiéme partie de I’équation
est un peu plus complexe. En effet, j’ai annoncé plus haut qu’elle était symétrique de trace
nulle, ce qui n'est pas évident a priori. Tout d’abord, il faut utiliser la symétrie C%% = C’?’JL,
pour montrer que les deux termes hors de la diagonale sont égaux. Ensuite, on montre que la
trace de la matrice est nulle en remarquant que le terme ElaE'lﬁ + E'gaEzﬂ est un projecteur
sur le plan (E¢, EZ) et que la trace de la matrice se raméne & une contraction du tenseur de
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Weyl sur ce plan. Ce deuxiéme terme donne donc la déformation de la section du faisceau.
On écrira, pour mettre en évidence cette propriété, la matrice 7 sous la forme classique

[R-RZF) (P

T=1 s® Rr+wr® | (5.26)

et I’on a introduit les fonctions classiques
R = —%Raﬂ k*kP (5.27)
F = —% wprs€ KPR T, € = B +iEYS. (5.28)

11 reste, pour clore la discussion, & remarquer que ’on peux choisir notre base de vecteurs
E“ de telle sorte que les coordonnées du vecteur bidimensionnel ¢ coincide, & ’origine, avec
notre parameétre de description du faisceau lumineux, 6, ¢ (A = 0) = 6. Enfin, le fait que
l’équation différentielle (5.23) soit linéaire, et puisque a l’origine, ¢ = 0 nous permet de dire
qu’elle accepte une solution de la forme ¢ = aD(A) 0. Ainsi, on obtient I’équation d’évolution
de la matrice des correspondances D

d?(aD)
dA?

Il est notable, ici, que si la matrice 7 était symétrique, ce n’est pas nécessairement le cas
pour la matrice des correspondances. Nous verrons cependant dans la suite qu’elle pourra
étre approchée dans la plupart des cas par une matrice symétrique.

Remarquons enfin que les équations que ’on a écrites sont valables en fait quelque soit la
direction de propagation. On choisira donc A tel que A = 0 soit la position de 1’observateur,
z = 0. Tout se passe comme si I’on propageait le photon en direction de sa source! Le vecteur
¢(A = Ag) est alors la position de la source du photon dans le plan d’émission.

—aT D, DA=0)=Id DA=0)=0etentout A ¢ =aDo. (5.29)

5.2.2 Equation des lentilles

On va maintenant résoudre 1’équation (5.29). On va de nouveau se placer dans le cadre
de petites perturbations autour du modéle homogéne isotrope. On ne considérera que les
perturbations scalaires. En effet, on cherche ici des effets de petite échelle. Les perturbations
tensorielles ne sont significatives qu’a grande échelle.

La métrique peut alors s’écrire sous la forme

ds? = — (1+20) d#2 + a2 (1 — 28) y;;dz’da’. (5.30)

Et ’on rappelle que ’on a, sous I’horizon,

AD = gHmé, ®=10. (5.31)

En écrivant les tenseurs de Ricci et de Weyl, on obtient les expressions pour les fonctions R
et F

R = —4nGa™?p—a 2Ayp® (5.32)
F = —a7%(011® — Op0® + 2i012®). (5.33)

La matrice T est alors

T = —47Gpa~21d — 202 on O ) g (5.34)
01 O
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Solution homogeéne

La solution sans perturbation est alors

3
7O = —Eﬂocff’ld. (5.35)
On a utilisé dans cette équation 1’égalité
47Gp = 3/2 Va3, (5.36)

Qg étant le paramétre cosmologique de la matiére aujourd’hui. On a vu au chapitre 1 que la
densité de matiére variait comme a 3. L’équation (5.29) se réduit &

d*(aD) 3
—— = _ZQua*D 5.37
dx2 2" ’ (5.37)
en laquelle on reconnait ’équation différentielle de la distance angulaire [Weinberg, 1972]. Cette
équation est communément appelée l’équation de Dyer-Roeder [Dyer & Roeder, 1973]. La solution
en est bien connue

D = Dy 1d, (5.38)

avec ]
1 . dz
Do(z) = ﬁsmh VK 0/ ") |- (5.39)

On retrouve 1’équation liant le diameétre angulaire et la direction sur le ciel

¢(2) = aDy(2)0. (5.40)

Univers inhomogeéne — Calcul au premier ordre

Nous allons résoudre maintenant 1’équation pour un univers inhomogene. Résoudre 1’équa-
tion dans toute sa généralité est difficile. On va donc profiter du fait que ’on a supposé les
perturbations petites pour se livrer & une décomposition perturbative. Au premier ordre, on
a

2 (1)
TP — a7ODO) 1 a7® DO, (5.41)
L’ordre 1 de la solution doit aussi vérifier
dDpW
My — ) = —
DV(z=0)=0 Y 0 0. (5.42)
=

L’ordre 0 du développement s’identifie & la solution homogéne. La matrice 7 au premier ordre
est

3. o dn 0
7O = -~ S0 ( o o ) el (5.43)
On a défini le champ ¢ par
Ap =222 _ g5 (5.44)
Y= AanGp :

Le premier ordre de ¢ correspond alors & ’ordre linéaire de § que ’on a calculé au chapitre 4.
Le potentiel effectif que subissent les photons est le double de celui prédit par la gravitation
newtonienne. On retrouve dans cette équation un résultat classique de relativité générale : les
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particules relativistes dans un champ gravitationnel subissent une déviation double de celle
subie par des particules non relativistes [Misner et al., 1973].

Enfin, les dérivées 0;; sont définies dans le plan perpendiculaire & la propagation. On va
admettre dans la suite, que 'on peut travailler dans ’approximation des petites déviations.
C’est-a-dire que seuls les puits de potentiels dans le plan perpendiculaire & la propagation
contribuent & l'effet de lentille, de sorte que ’on peut écrire

Aopp = (011 + O022)p ~ Agp. (5.45)

Notons enfin qu’au premier ordre, on doit calculer ce laplacien le long de la ligne de visée
homogene. Ce développement perturbatif correspond en fait & 'approximation de Born.

Finalement, 1’équation s’écrit

d?(aD™) 3 _ 3., _ on 0
D) | 300~ 00 = S0~ b, ( o o )wm. (5.46)

On connait la solution homogene de ’équation (5.46). On peut obtenir la solution générale
par une méthode de variation de la constante [Van Waerbeke, 1997]

3 dz' Do(#')Do(z, 2') ( O O ) 1) (5.47)

M) = 2
D(z) 290 H(2") a 091 O

La fonction Dy(z, 2') s’identifie & la distance angulaire entre deux décalages vers le rouge

1 T a

. ¥4

D()(Z,ZI) = \/—ESIHh K/W . (54:8)
z

Cas d’'une masse ponctuelle

On va voir quelle est maintenant 1’équation des lentilles pour une masse ponctuelle z =
Zlentille- Dans ce cas, le potentiel est a symétrie sphérique

1
O11p = Onp = §Ag0 (5.49)

821<p2812<p = 0. (550)

Par ailleurs, d’aprés (5.44), le terme 3/2€0;;¢ s’identifie au double du potentiel newtonien
0;j®Prewt- Enfin, on va se placer dans I’approximation des lentilles minces. Les distances cosmo-
logiques sont grandes devant la taille du puits de potentiel, si bien que I’on peut faire comme
si celui-ci était confiné dans un plan en z = Zjentie- Finalement, on peut écrire ’équation de
la position angulaire observée B1en fonction de la position angulaire initiale Og

((zs,01) 2 Do (21emtilte) Do (21entille; 75)
O=""—"""—""=0s— — Vap® 0r). 5.51
On a fait réapparaitre, dans cette derniére équation la vitesse de la lumiére. C’est I’équation
classique de l'effet d’'une masse agissant comme lentille gravitationnelle. On montre figure 5.1
Ieffet d’une lentille gravitationnelle ponctuelle.
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Plan Source

>
Plan Lentille

Plan Image

FiG. 5.1 — Effet d’une lentille ponctuelle. L’observateur voit un objet F' au point #; dans son
plan image. En fait, les photons émis par 'objets proviennent de la position s du plan source.
Leur trajectoire est déviée sur le plan lentille qui agit dans ce cas 1a comme une lentille mince.
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Fonction d’efficacité

Finalement, 'effet de lentille, & cet ordre, se comprend comme la projection du gradient
des potentiels gravitationnels le long de la ligne de visée. La projection n’est pas une simple
somme des potentiels. La ligne de visée est pondérée par la fonction d’efficacité

3 Do(z")Do(2,2")

w(2',z) = _EQO Do(2)

(5.52)
Dans un espace plat, les distances angulaires s’identifient & la distance comobile, si bien que
Do(Z, ZI) = Do(zl) — Do(z). (553)

Cette fonction, en terme des distances angulaires est donc une parabole concave. A distance du
plan source fixée, le sommet de la parabole est atteint pour Dy(zr,) = Dy(zs)/2. Les lentilles
situées au milieu entre la source et I’observateur sont celles qui contribuent le plus.

5.2.3 Matrice d’amplification — Convergence et champ de distorsion

En général, on décrit l’effet de lentille en terme de la matrice d’amplification. Celle-ci est
définie par

” 00
Y(fs) = —. 5.54
A" (0s) 265 (5.54)
En fait, cette matrice n’est pas facile & écrire et & étudier. On utilisera plus facilement son
inverse 20
-1 _ ) l—Kk-—m -2
=< — = . 5.55
A {891} ( -2 1—fi+71) (5.55)

Convergence et Distorsion

On a donné dans cette derniére équation la paramétrisation de la matrice d’amplification
en terme du champ de convergence k et du champ de déchirement ou distortion (shear) . La
convergence correspond & I’amplification isotrope subit par 'image. Lorsque -~y est nul, 'image
est amplifiée d’'un facteur 1 + k. Le champ de déchirement correspond & une amplification
anisotrope. La matrice formée uniquement des composantes «y; forme une matrice de rotation.
Cette composante de rotation donne une orientation privilégiée & la matrice A7L.

Notre paramétrisation de la matrice d’amplification suppose qu’il ne peut y avoir que
deux types de déformations. Mathématiquement, il existe des déformations continues du plan
beaucoup plus complexes. On les autoriserait dans la matrice en relaxant I’hypothése .Al_Ql =
A;ll. On montrera, qu’au moins au premier ordre, et plus généralement dans I’approximation
de Born, que l’effet de lentille n’engendre pas de déformations plus complexes. En fait, la
matrice d’amplification est une reformulation de la matrice de déformation D qui n’est valable
que lorsque cette derniére est effectivement symétrique.

Notons que lors d’une rotation du repére, seules vont étre modifiées les composantes ;.
Le champ k étant ’amplification isotrope, il va se transformer comme un simple scalaire. Par
contre, les 7; vont se mélanger. Il est facile de voir que le vecteur <y est un spineur-2. En fait
pour une amplification anisotrope, une élongation, l'orientation est définie & 7 prés. Le calcul
du changement de repére par rotation s’écrit

A1=R''A 'R, (5.56)
ou l'on note R la matrice de rotation du nouveau repére vers ’ancien. Le calcul donne

e 1— kK —(cos2Bv; —sin28 ) —(cos2By2 +sin2B 1) (5.57)
N —(cos 2B y2 +sin28 ) 1 — K+ (cos2Bvy1 —sin282) '
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qui est bien le résultat annoncé. La situation est mathématiquement identique & celle de la
polarisation, chapitre 3.
Expression en fonction du déplacement
Dans la suite, on écrira I’équation des lentilles sous la forme
6 =0s + 6(01) (558)

Le vecteur & est le déplacement induit par les lentilles. La convergence et le déchirement de
I’effet de lentille s’écrivent simplement en fonction de &

Kk = —% (611 + &22) (5.59)
M o= —% (€11 — &2.0) (5.60)
Y2 = —% (§12+821) = &2 (5.61)

On utilisera abondamment ces relations dans les chapitres suivants.

Effet de lentille faible

Dans le cas du point massif étudié plus haut, la matrice d’amplification est une matrice
diagonale. En effet, la géométrie sphérique du potentiel ne donne pas de direction privilégiée
a leffet de lentille. Pour une lentille épaisse, on revient & ’équation (5.47). On peut calculer,
comme dans le cas de la masse ponctuelle, la relation entre plan source et plan image

B 3 dz' 1Dy(2")Do(2,2") (011 02 (1)
01 = 08 - 590 H(zl) E Do(z) 821 822 [ 0[. (562)

En fait, il s’agit de l’effet de lentille induit par les grandes structures. Cet effet a été parti-
culierement étudié comme une modification de 'orientation observée des galaxies [Gunn, 1967]
[Blandford et al., 1991] [Miralda-Escude, 1991| [Kaiser, 1992]. Il a été pour la premiére fois détecté dans ce
cadre en 2000 par trois équipes indépendantes [van Waerbeke et al., 2000b] [Bacon et al., 2000| [Wittman et al., 2000].
On reparlera plus loin (chapitre 8) des méthodes utilisées pour la détection de ce phénomeéne.

On peut calculer la convergence et le déchirement pour cet effet de lentille

_ 3 dz' 1D0(ZI)D0(Z,ZI) (1)

S R O TP PR N O A L (5.63)
. 3 dz’ IDO(Z')DO(Z,Z') (811—822) (1)

v = o [ LR —2) 0, (5.64)
B 3 dz’ 1D0(Z’)D0(Z,Z’) (821+812) (1)

2 = 3% e Dol 2 (0,2). (5.65)

On a utilisé I’équation (5.44) pour exprimer x en fonction du contraste de densité. On expri-
mera ces champs dans I'espace de Fourier

3 dz' 1 Dy(2")Do (2, 2') Prk (ke x(2)+ Do (2)k L -0)
TP HE) e Dole) / oz’ ki2)e (5.66)
o 3 dz' IDO(ZI)DO(Z,Z,) d3k' COSsz_ (1) i(kr x(2)+Do(2)k L -
T2 HE e Do) /(27r)3/2 5 0 (k2)e t.67)
. 3 dZ’ ].D()(ZI)DO(Z,ZI) d3k sin2l;:J_ (1) i(er(z)+D0(Z)kJ_')

2 = 2% HEYa Dolz) / Gmpr 2 0 (ke 15.68)
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On a utilisé dans ces derniéres équations les notations : k 1, ’angle du vecteur-d’onde dans le
plan orthogonal & la propagation k|, ainsi que ¥, la distance comobile

d !
=z (5.69)

x(z) = )

0
Symeétrie de la matrice d’amplification

Encore une fois, ces expressions nous rappellent des équations déja vues pour la polari-
sation. En fait, on peut comme pour les variables de Stokes @) et U calculer la composante
électrique £ et la composante magnétiqgue B du champ de distorsion. On obtient

AE = (011 — O2)11 + 201272 = Ak (5.70)
AB = (011 — Oa2)y2 — 201271 = 0. (5.71)

Comme ¢ est un champ scalaire, le champ de distorsion n’a pas de partie magnétique. Sa partie
électrique s’identifie & la convergence. En fait, I’absence de partie magnétique nous montre
que le champ vectoriel de distorsion est un champ potentiel. Donc que le champ vectoriel de
déplacement £ est lui aussi potentiel. On justifie a posteriori notre description de la matrice
d’amplification. Au premier ordre, pour un effet de lentille faible, la matrice d’amplification est
symétrique. En fait, cette propriété tient surtout a ’approximation de Born. A tous les ordres,
le champ ¢ conserve sa propriété scalaire. C’est aussi vrai dans le cas d’une lentille engendrée
par une répartition de masse quelconque (dans ’approximation des lentilles minces). Dans
tous les cas, le potentiel résultant est scalaire, si bien que la matrice d’amplification reste
symétrique. Si par contre 1’on s’écarte de 'approximation de Born et que l’on calcule, pour
une lentille épaisse, I'effet de lentille sur la vraie ligne de visée, la propriété de symétrie sur la
matrice A~! n’est plus assurée. Le premier ordre ol cette modification peut apparaitre est le
deuxiéme ordre. Un systéme simple présentant cette particularité serait le cas ol les rayons
lumineux subissent l'effet consécutif de deux lentilles minces (voir figure 5.2). Au deuxiéme
ordre, on doit calculer 'effet de la deuxiéme lentille, non sur la ligne de visée homogene, mais
sur le chemin perturbé par la premiére lentille. Avec les notations de la figure, il vient

01 =05 +&,(01) + £,(0L). (5.72)
Il est immédiat de voir que la matrice d’amplification s’écrit alors

- {5

J

i [0& " [0& " | DolLa,Ly)Dy(0,S) a¢i ock
1d; {(901 }j {80L} + Do(0, Lp)Do(Ls, S) {Z 00k (99£ } - (5.73)

J k

Dans ce cas, la matrice n’a en effet plus de raison d’étre symétrique. En effet, on a alors
-1 —1 b_ b
Ay — Ay =291y — N5, (5.74)
qui n’est pas nul dans le cas général. Dans le cas de lentilles faibles induites par les grandes

structures, le calcul numérique donne néanmoins .AIQI —.A;ll ~ 0. On pourra toujours supposer
que la matrice d’amplification est symétrique. On aura besoin de ces propriétés au chapitre 9.
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' Plan Source

Plan Lentille b

>
Plan Lentille a

Fia. 5.2 — Couplage de deux plans lentilles. Les photons sont déviés par les plans lentilles a

et b.
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5.2.4 Spectre de puissance de la convergence

On va maintenant calculer le spectre de puissance de la convergence pour les lentilles
induites par les grandes structures. C’est un effet de lentille faible. On peut effectuer le calcul &
I'ordre dominant, c’est-a-dire dans 'approximation présentée plus haut. A cet ordre, d’ailleurs,
la convergence est simplement la projection du contraste de densité avec la pondération de la
fonction d’efficacité, si bien que la convergence conserve les propriétés statistiques du contraste
de densité. On s’attend donc & ce que la convergence soit gaussienne et que son spectre la
décrive complétement.

Si W est la fenétre choisie, la variance de k & 1’échelle 6y s’écrit

dz; dz Chy ks
W00 = [ H ) ) ") / (@m)/2 2m)2

a—12 <(5(1) (kl, 21)(5(1) (kz, 22)> W(Do(z1)leGO)W(DO(zg)kut%)ei(leX1+k2’X2).

(5.75)

X

On va encore une fois invoquer 'approximation des petits angles pour dire qu’en fait seul
contribue le potentiel dans le plan orthogonal & la propagation. On connait le corrélateur

(80 k1, 2)00) (5, 2) ) = Pk, 2)6% (s + ko). (5.76)
Avec I’approximation des petits angles, on va dire qu’en fait
P(k,z) ~ P(ky,2). (5.77)

En intégrant sur les deltas de Dirac, on obtient ’expression finale de la variance

z 3 z
= [ 157 [ oy W R (5.78)

On rappelle enfin qu’au premier ordre, P(k, z) = a®g(z)2P(k), si bien que

dz o o [ A3k 5
= P(k) W (Dy(z)kbp)*“. 5.79
Wor = [ 592 [ Gy P W (D(2)k0) (579)
Pour une discussion trés compléte de cette variance voir |Bernardeau et al., 1997] ainsi que
Jain & Seljak, 1997| qui prend aussi en compte I’évolution non-linéaire du spectre.
qui p

5.2.5 Gauchissement projeté — Calcul du troisi€me moment de la skewness

Comme pour le contraste de densité, on peut aller regarder les ordres suivants de la conver-
gence. En fait, comme celle-ci, au moins au premier ordre, est une projection du contraste de
densité, on s’attend & ce que 'apparition des non-gaussianités, liée & 1’évolution gravitation-
nelle, induise des moments d’ordres supérieurs non-nuls dans la convergence.

Deuxiéme ordre de D

Pour effecteur ce calcul, il faut tout d’abord calculer la solution au deuxiéme ordre de
léquation (5.29). Il vient
d?(aD®) 3 A 3 o 0
— 1 200 D@ = —ZQoa Do [ T T2 )@ WpA), 5.80
oz gl 30 D0 gy an )T “T (5:80)
Il y a maintenant deux termes de source pour ’équation. Le premier est similaire & celui de
I’équation différentielle de D) (5.46). Tl va donc nous donner exactement la méme expression
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que pour DU, mais avec cette fois-ci le deuxiéme ordre du développement perturbatif en d. Le
deuxiéme terme de source s’identifie alors avec 1’écart a ’approximation de Born. C’est le terme
de couplage a deux plans lentilles. Comme pour D), on peut calculer la solution générale
de ’équation différentielle (avec les mémes conditions initiales) en utilisant une méthode de
variation de la constante autour de la solution D)

W) p@)
@),y _ 9 dz' Dy(2')Dy(z,7') (2) <P,ikaj (')
Dij (2) = —5%% ) p it 7 | (5.81)

Le deuxiéme terme dans ’équation (5.81) correspond bien au couplage de lentille. Cest le
pendant du terme de couplage de I’équation (5.73). Dans la suite, on oubliera ce terme pour
rester dans l’approximation de Born. On peut montrer (CITE) que pour un plan source
aux alentours de z = 1, 'écart & ’approximation de Born n’est qu’une petite correction au
gauchissement. On verra au chapitre 9, oll nous reviendrons sur ces calculs, que cela n’est plus
vrai lorsque l'on considére des effets de lentille sur le rayonnement de fond.

Gauchissement

Dans 'approximation de Born, en utilisant (4.51) le deuxiéme ordre de la convergence va
donc étre donné par

dz' 1Dy(2")Do(2,2")
H(z')a  Do(z)

3 3
/ %?(k k6D (6, 2)60) (K, 2) et (e Hh)x(2)+Do(2) (k1 +K1)-6)
27_{_ ? ? ?

R = 2qq

=3 (5.82)

La fonction de couplage F est donnée par l'équation (4.52). Comme pour le contraste de
densité, on va calculer le troisiéme moment de la convergence pour en déduire le gauchissement
projeté du champ

53— <<;3>>2_ (5.83)

Je ne détaillerai pas ici les calculs. En tenant compte du filtrage, pour un filtre top-hat, on peut
montrer que dans un espace EdS, comme dans le cas du gauchissement tri-dimensionnel, on
obtient une expression fonction de l'indice spectral & l’échelle de filtrage et du décalage vers le
rouge du plan source. Le calcul est plus pénible que dans le cas tridimensionnel ; les identités
que 'on doit invoquer sur les fonctions de Bessel sont beaucoup moins simples. L’expression
finale est donnée dans [Bernardeau et al, 1997]. Retenons seulement que la skewness significative
a z =1, s3 ~ 42, mais beaucoup plus faible lorsque 1’on considére des effets de lentilles sur le
rayonnement de fond, s3 ~ 4. On discutera plus ce point et ’effet de la correction du couplage
4 deux plans lentilles chapitre 9.

5.3 Distorsions optiques induites par une corde cosmique

Je n’ai pas, dans la discussion précédente traité le cas des lentilles fortes. Je ne discuterai
pas, dans ce mémoire des lentilles fortes engendrées par des masses. Je parlerai plutot de Ueffet
de lentille gravitationnelle induite par une corde cosmique. Seuls les cas simples de la corde
cosmique droite et circulaire dans le plan perpendiculaire a la ligne de visée seront abordés.
Le cas d’une corde cosmique quelconque est traité dans [Uzan & Bernardeau, 2001].
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5.3.1 Une corde cosmique ?

Les défauts topologiques peuvent étre créés lors de la brisure spontanée d’une symétrie de
la théorie. Nous en donnerons ici un exemple simple. Supposons, par exemple, qu'un champ
scalaire ¢ de la théorie soit invariant sous les transformations de phases infinitésimales. Le
lagrangien le plus général pour ce champ est

1 x
L= 5 (Dug) (D"9)" = V($) + Luq (5.84)
ol l'on a posé
Dy=0,+igAu et Ly = (0bAu — 0uAy) (0¥ AF — 0" AY) (5.85)

et A, le champ de jauge associé & 'invariance de phase. Pour garder une théorie renormali-
sable, le potentiel V(¢) doit étre de la forme

2
v(g) = 5167+ % |#1]- (5.86)

Tant que le couplage p? reste positif, le champ est confiné en zéro et la symétrie est conserveée ;
le champ ¢ a une masse p et le boson de jauge reste de masse nulle. Si maintenant u? devient
négatif, la forme du potentiel change. Le minimum est sur le cercle de rayon @ Le champ
acquiert une valeur moyenne non nulle, il doit donc choisir une phase et briser la symétrie
de jauge. Cet effet confére une masse 2g> ‘uZ‘ /A au boson. On reconnait ici le mécanisme de
Higgs.

Considérons maintenant une boucle dans ’espace. Le long de ce chemin, ¢ a choisi une
phase. Cette phase peut varier continiiment, si bien qu’aprés un tour complet de la boucle,
elle ne peut avoir changé que d’un multiple de 27. Si ce nombre d’enroulement de la phase est
nul, on peut contracter contintiment la boucle. Si cependant ce nombre est non nul, la boucle
ne peut étre contractée. Il y a un point, & U'intérieur de la boucle ol la définition de la phase
n’a plus de sens; c’est ce que I'on appelle défaut topologique (voir fig. 5.3). En cet endroit, ¢
doit étre nul et acquiert une énergie. Ce mécanisme a été proposé par Kibble [Kibble, 1976].

Le lieu de ces points peut avoir différentes structures qui dépendent évidemment des pro-
priétés du groupe de symétrie brisée. Nous ne nous intéresserons ici qu’au cas des cordes
cosmiques. Le lieu des points ou la symétrie est restaurée est alors une courbe. Ce type de
défaut est le plus intéressant d’un point de vue cosmologique. Il est important de noter ici
que cet objet qui posséde une densité linéique d’énergie posséde des propriétés trés diffé-
rentes de celles d’une densité linéique de masse. Pour une discussion plus compléte sur les
propriétés des défauts topologiques et des cordes cosmiques, le lecteur est invité & consulter
les revues de Hindmarsh et Kibble [Hindmarsh & Kibble, 1995] ou le livre de Vilenkin et Shellard
[ Vilenkin & Shellard, 1994].

5.3.2 Meétrique autour d’une corde rectiligne

Je donne ici quelques indications sur le calcul classique de la forme de la métrique autour
d’une corde rectiligne. Ce résultat nous permettra de calculer 1’effet de lentille induit par de
telles cordes et nous donnera des indications sur cet effet pour d’autres cordes.

Soit donc une corde cosmique rectiligne alignée sur ’axe des z. Pour une corde dont la
dynamique obéit a la simple équation d’état de Goto-Nambu, la tension le long de la corde est
égale & la densité linéique d’énergie. Pour ce cas simple, le tenseur énergie impulsion s’écrit

T! = pdgirac(z) dgirac (v) diag(1,0,0,1). (5.87)
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Fi1G. 5.3 — Un défaut topologique dans le plan. Autour du défaut, le champ peut prendre
n’importe quelle phase; il reste dans son état d’énergie minimale. Si comme présenté sur la
figure, la phase du champ réalise un tour complet autour d’un point, celui-ci ne peut plus étre
au minimum de son potentiel. La figure est tirée de [Hindmarsh & Kibble, 1995].
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Ce tenseur est trés différent de celui d’une densité linéique de matiére non relativiste pour
lequel la pression est trés négligeable devant la densité. Ainsi, & la limite newtonienne, une
distribution linéique de matiére créé un potentiel gravitationnel A® = 4w Gp, alors que notre
corde rectiligne donne A® = 0. La corde n’attire pas gravitationnellement la matiére autour
d’elle.

On va supposer que la métrique, en absence de corde, est Minkovskienne et qu’elle est
faiblement perturbée par la présence de notre corde

Juv = N + hl“’ et |huy| < 1. (588)

On se place dans la jauge harmonique pour laquelle hy, doit satisfaire

1
Oy (hz — Eél'jhg) =0. (5.89)
Dans ce contexte, I’équation d’Einstein prend une forme particuliérement simple

1
Ok, = —167G (TW - 577,“,Tg) . (5.90)

L’intégration de cette équation est directe. Elle donne la métrique

ds? = dt? — dz? — (1 — 8Gulog (;)) (dr2 + r2d02) , (5.91)
0
avec 7o la constante d’intégration. Sous 'hypothése G, < 1, et en faisant le changement de
coordonnées
(1 —8Gpulog (%)) r? = (1 -8Gpu) r' (5.92)
(1—4rG)0 =0’ ’ '

on retrouve, & l'ordre linéaire, la métrique de Minkowski
ds®> = dt? — dz® — dr'"* — "2 de". (5.93)

Si la forme est la méme, la métrique est néanmoins différente en ce sens que notre nouvelle
variable @' ne varie plus maintenant qu’entre 0 et (1 — 47Gu) 27. Ainsi, tout se passe comme
si la métrique autour du défaut était plate. Cependant, un observateur qui ferait le tour de
la corde n’aurait besoin que de faire (1 — 47Gu) 27 pour retrouver sa position initiale. C’est
la solution bien connue d’une meétrique sur un cone, tout est mormal, sauf pour un déficit
angulaire proportionnel & la densité d’énergie de la corde. La figure 5.4 montre la métrique
autour de la corde et ’angle manquant.

5.3.3 Effet de lentille gravitationnelle d’une corde rectiligne

Maintenant que nous connaissons la métrique autour de la corde, il est simple de déduire
I’effet de lentille de la corde rectiligne. La projection de la corde sur le plan perpendiculaire
a la trajectoire des photons est alignée selon ’axe des y. Si 'on observe un objet dans la
direction de la corde, celle-ci étant dans le plan perpendiculaire & la trajectoire, les photons
peuvent passer soit & droite, soit & gauche de la corde, de sorte que 1’on verra deux copies
de l'objet (voir figure 5.5). L’écart angulaire entre les deux images se déduit facilement de la
configuration géométrique du probléme,

D I T
A© = g Gy Socescorde (5.94)

DSOUI‘CQ
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JA]

Fi1G. 5.4 — La métrique autour d’une corde cosmique. La métrique adopte la forme d’un cone.
Tout se passe comme si la métrique était plate. Cependant, si un observateur fait le tour du
défaut, il n’a besoin que de faire un angle 27 — A©.

Plan Source

Plan Image

—e—
Fia. 5.5 — Effet de lentille d’une corde rectiligne. La corde, matérialisée par le point (rouge)
est dans le plan orthogonal & la feuille. L’objet F' est observé derriére la corde. Les photons
provenant de F' peuvent suivrent deux chemins pour parvenir a ’observateur, si bien que
celui-ci observe une image double de ’objet. En fait, c’est toute la partie du plan source en
traits gras qui est observée en double dans le plan image.
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La généralisation de 1’équation (5.94) au cas ou la corde fait un angle ® avec la direction de
propagation est immédiate

D I T .
A© = 8 Gy 2o i (). (5.95)

DSOUI‘CG

On peut alors écrire le déplacement induit par l'effet de lentille de la corde sous la forme

£p = 4WGMM [—8(z) + O(—z)] sin(D), (5.96)
Dsource
pour une corde en z = 0.

Nous avons vu précédemment que la polarisation de la lumiére était transportée paral-
lélement, et que donc une lentille gravitationnelle classique ne pouvait faire tourner cette
polarisation. Qu’en est-il dans le cas des cordes cosmiques 7 Dans le cas de la corde rectiligne,
la réponse est immédiate. Puisque la métrique reste plate, la polarisation ne varie pas.

5.3.4 Effet de lentille gravitationnelle d’'une corde

Le cas de cordes de géométrie plus complexe et en mouvement est beaucoup plus compli-
qué. Pour une étude compléte du probléme, le lecteur est invité & consulter [Uzan & Bernardeau, 2001].
Nous donnerons simplement ici quelques éléments qualitatifs pour comprendre 1’effet de len-
tille d’'une boucle dans le plan perpendiculaire a la trajectoire des photons.

Considérons donc une corde circulaire orthogonale & la direction de propagation. Une telle
corde doit osciller avec une fréquence comparable & sa tension [Vilenkin & Shellard, 1994]. On peut
montrer qu’en fait, pour une corde circulaire dans le plan perpendiculaire a la direction de
propagation, les équations pour l'effet de lentille vont étre les mémes que celles d’une densité
linéique de matiére immobile [Uzan & Bernardeau, 2001] [de Laix & Vachaspati, 1996]. Un phOtOIl pas-
sant & l'intérieur de la boucle, d’aprés le théoréme de Gauss ne va sentir aucune déviation. Un
photon passant a l’extérieur sera dévié en 1/r. Il peut encore y avoir deux photons provenant
de la méme source, un passant a travers la boucle (donc non déplacé) et 'autre pas (donc
légérement déplacé), produisant une copie avec déformation de ’objet. On peut écrire cet effet
sous la forme .

Ela) = —250@0: for a> . (5.97)

On utilisera ces résultats dans les chapitres 6 et 7, ol 'on étudiera l'effet de lentille
gravitationnelle d’une corde sur le rayonnement de fond.
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Dans ce chapitre, je vais présenter ’effet de lentille gravitationnelle sur les anisotropies
de température du rayonnement de fond micro-onde. Le chapitre suivant traitera de ’effet
sur la polarisation. Je présenterai tout d’abord le mécanisme physique en jeu. Par la suite,
je donnerai un apercu des travaux publiés sur le sujet. Mes propres travaux seront présentés
dans les chapitres suivants.

6.1 Effets de lentille gravitationnelle sur le rayonnement de fond cosmique

La question de leffet d’une lentille gravitationnelle sur les anisotropies de température
du rayonnement de fond est étudié depuis longtemps. Les premiéres contributions sur le
sujet s’attachérent & étudier d’éventuels effets de lentille forte ou de lentille en mouvement
[Dyer, 1976] [Tomita & Watanabe, 1989] [Gurvits & Mitrofanov, 1986] [Nottale, 1984] [Blanchard & Schneider, 1987]
[Kashlinsky, 1988]. Ces derniéres sont, d'un point de vue observationnel, les plus simples & mettre
en évidence puisqu’elles changent la température du rayonnement, ce que ne peut pas faire
une lentille statique. L’effet de lentille faible des grandes structures a été étudié plus tard
et dans les premiers temps pour des modéles particuliers de grandes structures [Linder, 1990]
[Cole & Efstathiou, 1989] [Cayon et al., 1993b, Cayon et al., 1993a]. C’est U. Seljak qui le premier a donné
une description compléte de ’effet sur le spectre de puissance des anisotropies [Seljak, 1996].

On a vu chapitre 5 les mécanismes physiques décrivant l'effet de lentille gravitationnelle.
On va donc simplement appliquer ces résultats au rayonnement fossile. En deux lignes, disons
simplement que 'effet de lentille déforme le champ d’anisotropie de température du rayon-
nement de fond, tout comme n’importe quelle image du ciel. Cette déformation va altérer de
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maniére trés particuliére les propriétés géométriques et statistiques du champ. Néanmoins, cer-
taines propriétés vont rester inchangées. En amplifiant ou en diminuant des portions d’images,
il est impossible, par exemple, de créer de nouveaux pics ou de nouvelles vallées dans la tem-
pérature. L’étude de Deffet de lentille sur le rayonnement de fond va donc consister & prédire
les signatures de cet effet & travers les propriétés du champ de température.

6.1.1 Déformations du champ de température

Etudions tout d’abord le mécanisme de déformation. Aprés la surface de derniére diffusion,
les photons du rayonnement sont complétement découplés de la matiére. Ils se propagent le
long des géodésiques. Ces géodésiques, on ’a montré chapitre 5 se trouvent déformées au
voisinage des puits de potentiel. On va décrire 'image observée des anisotropies de température
sur la surface de derniére diffusion par la fonction T'(@). Le vecteur a deux dimensions @
pointe dans la direction d’observation. Cette image est issue de la propagation de la valeur
primordiale! de la température 7(@). Dans la suite, on notera toujours les quantités observées?
par un chapeau, et celles primordiales sans rien. Le vecteur @ est toujours une direction
d’observation, mais maintenant pour un univers parfaitement homogéne et isotrope. Il faut
voir T'(@) comme la valeur de l’anisotropie de température dans la direction @ si 'univers
était parfaitement homogéne et isotrope. On utilisera aussi beaucoup dans la suite ce genre
de notation.

On a vu, dans le chapitre précédent, que ’on savait donner la relation entre la direction
d’observation d’un événement et la direction dans laquelle on observerait ce méme événement
dans un univers répondant parfaitement au principe cosmologique.

0=0+¢(0) (6.1)

Le champ vectoriel £ est la déformation induite par les lentilles ; il dépend évidemment de la
direction. Il est alors simple de calculer la relation entre la température observée et le champ
primordial

T(0) =T(0 + £(9)). (6.2)

6.1.2 Effets de lentille faible

Dans la premiére partie de ce chapitre, je vais considérer les effets de lentille gravitation-
nelle faible. Dans ce régime, on sait calculer dans ’approximation de Born, le déplacement
induit par les lentilles. On rappelle que

d2' 1Do(#)Do(z,7) )
H(Z)a  Dolz) 747

3
6(0) = —5% (63)
©,i(0, z) étant le gradient de la densité de matieére le long de la ligne de visée de direction 6. Le
déplacement étant de faible amplitude, on va souvent, dans la suite, faire une décomposition
perturbative de l'effet de lentille. Il vient alors simplement, au deuxiéme ordre

~

T(6) ~T(0) +£(0) - Ty + ;(0)8(6) - Ty (6.4

Au premier ordre, 'effet caractéristique de déformation sur la température est comparable a
la variance du champ de déplacement. On sait qu’aux échelles caractéristiques des structures
des lentilles, cette variance est de 1’ordre de la dizaine de pour-cent.

l¢’est-a-dire sur la surface de derniére diffusion.
Znoter ici que par observé on entend uniquement ayant subit I’effet de lentille. Il arrive bien d’autres choses
aux photons en chemin, mais nous n’en tiendrons pas compte ici.
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FiG. 6.1 — Effet de lentille sur la température. La figure de gauche est une réalisation d’un
champ de température pour une cosmologie EdS de 5 degrés de coté. La figure de gauche
montre l'effet de lentille gravitationelle sur ce champ de température. L’effet a été magnifié
six fois pour faire ressortir ses caractéristiques.

6.2 Signature de l'effet de lentille

Avant d’étudier des signatures particuliéres de l'effet de lentille, il est bon de considérer la
figure 6.1. Elle présente une simulation d’une petite région du ciel tel qu’il serait vu dans un
univers sans effet de lentille gravitationnelle (c’est-a-dire, 'observable T'(@) que nous avions
définie plus haut), et dans un univers ou l'amplitude de cet effet serait multipliée par 5.
On expliquera en détail dans le chapitre 9 comment obtenir de telles cartes. Il est & noter
qu’aucun filtrage n’a été appliqué a cette image qui est donc précise jusqu’a I’échelle du pixel,
ceci afin de ne pas masquer des effets de petite échelle éventuellement induits par le couplage
aux lentilles. L’effet de lentille a été magnifié car il serait autrement difficile & voir a 1’oeil
nu. Dans le cas d’une distorsion réaliste on ne verrait rien. Comme on I’a dit plus haut, la
déformation est trop faible aux échelles des structures du rayonnement de fond pour que 1’oeil
fasse la différence.

Sur la figure, on peut remarquer un certain nombre de caractéristiques frappantes. Tout
d’abord, les formes des pics et des vallées du champ de température sont altérées. Cela n’est
pas franchement surprenant. Néanmoins, cela nous incite a attendre une signature propre de
I'effet de lentille sur d’éventuelles observables sensibles a la forme du champ de température.
Nous verrons plus loin un exemple avec I’étude de I’ellipticité du champ. Dans le méme registre,
puisque la position des pics et leur hauteur ont changé (et a priori pas leur nombre, quoique
cela ne soit plus tout & fait vrai sur une région de ciel finie) on peut s’attendre a ce que
des observables sensibles a la distance entre les pics, ou & la fonction de corrélation & deux
pics reflétent ce changement. Nous reviendrons sur ces deux points plus loin, lorsque nous
étudierons les signatures géoméiriques de 'effet de lentille.

Par ailleurs, on ne reconnait plus vraiment dans cette figure, la forme classique d’une
réalisation d’un champ gaussien®. Il est naturel de s’attendre a ce que la statistique de la carte

3ce n’est pas si évident, évidemment... Disons que loeil habitué a voir défiler des réalisations de champ

gaussien me croira !
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ayant subit l'effet de lentille soit significativement différente de celle de la carte primordiale.
L’effet le plus simple auquel on peut penser, et qui a été particuliérement étudié, est une
modification du spectre de puissance angulaire des anisotropies de température. Par la suite,
on peut chercher des écarts a la gaussianité du champ de température couplé aux lentilles.

On va maintenant donner un catalogue des différentes signatures de l'effet de lentille qui
ont été étudiées jusqu’a aujourd’hui. J’ai découpé cette liste en trois parties qui concernent
respectivement

— les effets sur le spectre de puissance angulaire des fluctuations de température,

— les écarts a la gaussianité,

— les effets morphologiques.
Il ne faut pas donner & cette liste une signification trop forte. Il s’agit d’une classification
parlante, mais qui ne correspond pas & une réalité mathématique ou physique particuliére. En
effet, la plupart des effets que je qualifie de morphologiques sont en fait une expression de la
non-gaussianité du champ ayant subit ’effet de lentille.

6.2.1 Effets de lentille sur le spectre de puissance du rayonnement de fond

Cet effet a été un des premiers étudié [seljak, 1996]. Le spectre de puissance du rayonnement
de fond dont nous avons décrit les propriétés chapitre 3 est une quantité tres étudiée. Il était
assez normal de commencer par elle pour rechercher une signature de V'effet de lentille dans
le rayonnement de fond. A vrai dire, pour les Cy, I'effet de lentille est d’ailleurs plus un bruit
qu’autre chose. En effet, on espére utiliser le spectre de puissance pour reconstruire la cosmo-
logie sous-jacente, le spectre des fluctuations primordiales et les paramétres cosmologiques.
Dans cette optique, l'effet de lentille gravitationnelle est un bruit & inclure dans les barres
d’erreur de la mesure!

L’évaluation de I'impact sur les C est assez simple. On en donnera le calcul uniquement
dans D’approximation des petits angles, ol la décomposition en multipoles s’identifie & la
transformation de Fourier. Hu [Hu, 2000] a récemment donné une version compléte de ce calcul
valable pour tout le ciel. Seules les grandes échelles sont perturbées par l'approximation faite.
On n’attend pas un signal important a ces échelles pour lesquelles ’effet de lentille des grandes
structures est trés faible.

On va donc pratiquer une transformation de Fourier sur la température

-
T0)= [ —Tie'®.
(6) 27 Le
Le spectre de puissance est simplement
d?l 21’ 16
@OT10) = [5-5- (Tdr)
d?l -
_ / G Gt (6.5)

On a utilisé le fait que le champ primordial de température est gaussien, et que par conséquent
(Tidv) = CLo* (L +1). (6.6)

On va faire le méme calcul pour le champ de température observé. En utilisant la formule
perturbative (6.4) on a

~

(T(O)7T(0)) = (T(0+E0)T(8+£6)))
= (T(0)T(8)) + (£'(0)¢(6)) (T(0),T;(6)) + (6.7)

+3 (€'(0)¢7(0)) (T(0) ;T(8)) + 5 (€'(8)&7 (8)) (T (0)T,15()) -

N =
N =
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F1G. 6.2 — Le spectre de puissance de la température avec et sans effets de lentille. La courbe
du dessous est la différence entre les deux spectres. Cette différence est donnée dans le cas de
I'approximation des petits angles (noté “flat” sur la figure) et dans le cas du traitement complet
de l'effet de lentille avec les harmoniques sphériques. L’erreur faite par 'approximation des
petits angles est trés faible. La figure est tirée de [Hu, 2000].

Il faut nécessairement aller jusqu’au deuxiéme ordre de la décomposition perturbative pour
calculer la contribution dominante sur les Cy; la moyenne du déplacement ¢ étant nulle,
c’est au deuxiéme ordre qu’apparaissent les contributions du couplage aux lentilles dans la
corrélation & deux points. Les termes (7°(0) ;;7'(@)) n’étant a priori pas nuls, on doit tenir
compte du deuxiéme ordre de ’effet de lentille. Il ne reste plus qu’a pratiquer une transformée
de Fourier sur chacun de ces termes. Avec I’hypothése des petits angles pour 'effet de lentille,

il vient
(o) = o[ o (33 [ gt (-]
(6.8)

On en tire 'expression du spectre de puissance couplé aux lentilles en fonction du spectre de
puissance primordial

2 2 2 k)2 A
Gi=G [1 _/ (gw,; ‘ kf) P(k)] +/ (;17:;2 ‘ kl)<:4 : Pk)Cp k- (6.9)

On a noté P le spectre de puissance projeté des lentilles afin de se débarrasser des intégrales sur
x- Le spectre des anisotropies de température issu de ce calcul est présenté figure 6.2. L’effet
de lentille est trés faible. En fait, I’équation (6.9) nous apprend que cet effet se décompose :

— en une renormalisation qui provient en fait du deuxiéme ordre de la formule perturbative
(6.4). C’est un effet qui affecte tout le spectre, et n’est en fait pas détectable directement.
On ne connait la normalisation du spectre que par le spectre lui méme.

— en un couplage de mode. Le deuxiéme terme de l’équation (6.9) montre comment le
couplage aux lentilles n’affecte pas un seul mode, ou une seule bande de mode. La
convolution entre le spectre primordial et le spectre des lentilles lisse le spectre du
rayonnement de fond. Il n’y a pas d’échelle privilégiée; il ne peut apparaitre dans le
spectre aucun élément nouveau. Qui plus est, ’amplitude de U'effet est trop faible pour
faire disparaitre les premiers pics du rayonnement de fond. Il va surtout étre important
dans la queue du spectre, ou il peut modifier la courbe prédite par 'amortissement de
Silk [Metcalf & Silk, 1997].
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La signature de l'effet de lentille gravitationnelle sur le spectre de puissance du CMB est donc
assez réduite. Elle ne permet pas, en tout état de cause, de mesurer cet effet. Il n’est pas
difficile de construire, en jouant sur les parameétres cosmologiques, un spectre indiscernable
(a la précision des barres d’erreurs) de celui que nous venons de produire. On ne peut donc
pas, avec le seul spectre du rayonnement de fond, tirer une quelconque information sur les
lentilles. Par contre on ne peut négliger ’effet de lentille lors de la reconstruction du modéle
cosmologique & partir des Cp observés.

6.2.2 Signatures non gaussiennes de I'effet de lentille

On a vu plus haut que la modification de la statistique du champ d’anisotropie de tempéra-
ture induite par 'effet de lentille gravitationnelle avait un impact faible sur le second moment.
La question est maintenant de savoir si les lentilles modifient suffisamment la distribution du
champ pour ’écarter significativement de la gaussienne.

Moment a quatre points

L’idée la plus simple est de tester des moments d’ordres supérieurs. Elle a été étudiée par
quelques auteurs [Zaldarriaga, 2000, Bernardeau, 1997, Hu, 2000]. Si on relaxe ’hypothése de gaussia-
nité du champ de température, le corrélateur & trois points peut étre non-nul. Néanmoins,
dans le cas général, le premier ordre non-gaussien sera donné par le quatriéme moment. Il est
assez simple de calculer le premier ordre

(T(00)T(0)T(0:)T(81)) = (T(6:)T(8:)T(85)T(84)) +
+(£'(01)¢7(85)) (ViT(61)T(02) V5T (85)T(64))

+permutations

+(€'(61)¢7 (63)) (ViV;T(61)T(62)T(85)T(64))
+permutations

~ (T(6:)7(8)) (T(6)7(6.))
+permutations. (6.10)

Le premier ordre non-nul est alors simplement

(T(0)T(0)7(0:)1(82)) = (£181)¢/(83)) (ViT(6:)T(82)) (V5T(8)T(64))
+permutations. (6.11)

Ce genre de quantité a été particuliérement étudié par F. Bernardeau [Bernardeau, 1997] et M.
Zaldarriaga [Zaldarriaga, 2000]. Ce dernier montre comment combiner efficacement de telles ob-
servables pour des configurations de points (01, 02,03, 84) bien choisies afin de maximiser le
signal sur bruit. Si la détection de tels effets sur un ciel micro-onde entier semble réaliste, il
est moins assuré que le signal sur bruit de ces observables permettra de faire des mesures trés
précises de D’effet de lentille.

Reconstruction du spectre de puissance des lentilles

En exploitant le fait que le champ primordial est gaussien, on peut tenter une reconstruc-
tion du spectre de puissance des lentilles. Je décrirai succinctement les travaux de Seljak et Zal-

darriaga [Selja.k & Zaldarriaga, 1999b, Seljak & Zaldarriaga, 1999a, Seljak & Zaldarriaga, 2000, Zaldarriaga & Seljak, 1999].

Ces travaux ont été par la suite étendus a ’effet de lentille sur la polarisation. Je décrirai avec
plus de détail leurs résultats dans le prochain chapitre.
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Pour résumer, leurs travaux utilisent le fait que le terme dominant du corrélateur & trois
points est proportionnel & (£(8)&(6")). Pour la méme raison, un corrélateur & quatre points de
dérivées de la température va étre proportionnel au corrélateur & deux points de dérivées du
champ de déplacement. On sait relier les dérivées de ce champ & la convergence de 'effet de
lentille. Ainsi, en combinant intelligemment des dérivées premiéres du champ de température,
on peut effectivement reconstruire le spectre. Néanmoins, cette reconstruction n’est formelle-
ment vraie que si 'on peut marginaliser I’observable sur toutes les réalisations possibles du
rayonnement de fond ; ce qui est évidemment impossible! Les auteurs traitent donc les termes
qui se moyennent & zéro sur les réalisations du rayonnement de fond comme des termes de
bruit. Ces termes ne sont autres que des auto-corrélations du champ d’anisotropie de tem-
pérature. Il est possible de majorer ces auto-corrélations et de caractériser ainsi la précision
de la reconstruction. Malheureusement, ces corrélations sont assez fortes. A grande échelle,
effet de lentille est trop faible. A petite échelle, ’amortissement de Silk limite Pamplitude
des structures et le bruit d’auto-corrélation domine.

Au moment ou je rédige ce manuscrit, W. Hu [Hu, 2001] prétend qu’'une autre méthode
inspirée de ces résultats aurait un meilleur rapport signal sur bruit. La méthode repose sur
I’utilisation de corrélateurs a quatre points pondérés par un estimateur du spectre de puissance
primordial du rayonnement de fond. Encore une fois, la reconstruction est exacte si I’on peut
marginaliser sur les réalisations de rayonnement de fond. L’analyse du bruit (qui encore une
fois, est le propre signal d’anisotropie de température) semble plus prometteuse qu’avec les
méthodes de U. Seljak et M. Zaldarriaga. Néanmoins, la nécessité de recourir au spectre de
puissance primordial pour la réalisation du filtre peut se révéler problématique, puisque celui-
ci ne pourra étre connu qu’a travers sa reconstruction & partir de la mesure d’un rayonnement
de fond couplé aux lentilles et bruité par d’autres sources. Il manque dans le travail de W. Hu
une étude de la sensibilité de la méthode & "imprécision du filtre pour conclure a une réelle
avancée dans le sujet.

6.2.3 Effets morphologiques

Les signatures de 'effet de lentille que je vais décrire ici auraient autant eu leur place dans
la section précédente. Nous verrons qu’elles ont particuliérement & voir avec la modification
de la distribution du champ d’anisotropies. Cependant, on peut aussi les voir intuitivement
comme une modification des caractéristiques morphologiques du rayonnement de fond. Je
présenterai ici sommairement deux observables qui permettent d’analyser I’effet de lentille sur
la température du rayonnement de fond & travers ses propriétés morphologiques.

Ellipticité des points chauds

On a vu plus haut, en étudiant une réalisation d’une carte de rayonnement de fond que
la forme des points chauds et froids du champ de température était altérée. En fait, on
s’attend intuitivement & ce que ces pics et vallées, au départ & peu prés ronds, soient allongés
par les déformations induites par les lentilles. F. Bernardeau caractérise cette élongation des
structures des anisotropies de température [Bernardeau, 1998]. J’utiliserai aussi cette propriété
dans un travail en collaboration avec L. Van Waerbeke et F. Bernardeau que je décrirai dans
le chapitre 8.

Pour tout champ scalaire, on peut décrire la forme locale de ses structures en considérant
son ellipticité locale. Ce vecteur est calculé a l’aide des dérivées secondes du champ; dans

notre cas il s’agit de
(a2-02)T

AT
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FiG. 6.3 — Une comparaison de Dellipticité des champs de température avec et sans effets
de lentille. La figure est tirée de [Bernardeau, 1998]. La courbe épaisse donne la distribution de
Dellipticité théorique pour une échelle de filtrage de 5’ d’un champ de température ayant subi
I’effet de lentille des grandes structures. La courbe en trait fin, celle d’un champ de température
sans lentilles. Les courbes du dessous présentent la différence entre la distribution avec et sans
lentille. Les barres d’erreurs ont été mesurées sur une vingtaine de réalisations.

La norme de ce vecteur donne la forme locale (plus grande que 1 pour une forme hyperbolique,
plus petite pour une ellipse), la direction du vecteur fournit les axes. Il est notable que ce
vecteur est un spineur-2. En effet, une rotation d'un angle 8 des coordonnées utilisées pour
décrire T se traduira par une rotation d’angle 20 du vecteur e. En fait, comme pour la
polarisation ou le champ de déchirement des lentilles, seule 1’orientation de ce vecteur est
physique, le sens est arbitraire. R. Bond et G. Efstasthiou ont montré [Bond & Efstathiou, 1987|
que l'on savait décrire la forme des vallées et des pics du CMB & l’aide de cette ellipticité.
Sous 'hypothése de gaussianité du champ primordial, la distribution d’ellipticité du champ
de température est donnée par

Ple)de = — 5% e, (6.13)

3

(1+8e?)2
Comment est modifiée cette distribution lorsque les anisotropies de température ont subi un
effet de lentille. Partant de I’équation (6.4), il est simple de calculer Deffet de lentille sur les
dérivées secondes du champ de température
Tij =T (55 + f,’i) (5§ + éfj) + Tth;. (6.14)
En injectant cette relation dans I’équation (6.13), et en moyennant sur l'effet de lentille, on
calcule la distribution des ellipticités apreés effet de lentille

52 54
P(e)dé = P(&) {1 1821 206" 166 ] :.
(1+8¢é2)

Le paramétre o2 dans 1’équation n’est autre que la variance du champ de convergence des
lentilles qui apparait naturellement dans la moyenne sur les termes en ffj. Les termes dépen-
dant de dérivées d’ordre supérieur du champ de déplacement se compensent et n’apparaissent
pas dans la distribution observée.

(6.15)
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F. Bernardeau considére aussi le cas ol seule ellipticité au voisinage des points chauds
est considérée. L'effet se trouve amplifié en ces points. En effet, on s’attend a ce que 'effet
de lentille déforme les structures du rayonnement de fond en des structures elliptiques. Cet
effet va étre particuliérement sensible sur des structures rondes. Les points-selles vont étre peu
modifiés. Qui plus est, l'effet de lentille ne peut transformer un point-selle en un extremum
local. On avait déja fait remarquer plus haut que le nombre d’extréma locaux ne pouvait étre
modifié. En ne considérant que les extréma, on se restreint donc dans la région ou 'effet doit
étre maximal. Néanmoins la mesure de cet effet est difficile. L’écart au cas gaussien, filtré
et bruité, est susceptible d’étre confondu avec ’écart statistique normal. Le signal sur bruit
attendu est donc assez modeste.

Corrélation des points chauds

M. Takada, et al. [Takada et al., 2000] ont étudié une autre signature de ’effet de lentille sur la
forme du champ de température. On I’a fait remarquer plus haut, les distorsions des lentilles
gravitationnelles, si elles ne peuvent créer ou supprimer des extréma locaux dans le champ
de température, peuvent par contre les rapprocher ou les éloigner. On s’attend donc & ce que
la fonction de corrélation de la densité d’extremum soit notablement déformée par 'effet de
lentille. Le calcul de cette fonction de corrélation est assez long et pénible. Si ’on peut écrire
une (trés longue) expression, sous forme d’intégrales du spectre de puissance du rayonnement
de fond, sous I’hypothése de gaussianité du champ primordial, on ne peut en donner une
expression analytique. Les auteurs ont donc calculé numériquement et en donnent la courbe
pour quelques modeéles. On présente leurs résultats figure 6.4

L’effet de lentille sur la fonction de corrélation est lui, par contre, assez simple. En fait,
le résultat est trés proche, dans sa forme, de I'effet de lentille sur le spectre de puissance du
rayonnement de fond présenté par 1’équation (6.9). Il se résume donc & un faible changement
de norme dont ’amplitude est comparable a la variance de la convergence, et & une convo-
lution de la fonction de corrélation avec la convergence, qui adoucit donc les structures de
la fonction de corrélation a deux pics. Le raisonnement intuitif qui consiste & supposer qu’en
rapprochant et éloignant, sans direction privilégiée, les pics on adoucit la distribution de la
distance entre pics, semble valable. Cependant, du fait de la forme trés particuliére de la
fonction de corrélation de densité de pics, l'effet se trouve étre notable & 1’échelle du degré. En
effet, la fonction de corrélation de la densité de pic est fortement supprimée aux alentours du
degré. L’effet de lentille, en adoucissant cette suppression, tout comme il adoucit la coupure
de Silk dans le spectre de puissance, devient donc assez important, a une échelle facilement
testable avec les prochaines mesures du rayonnement de fond. L’étude numérique laisse espé-
rer un rapport signal-sur-bruit intéressant, & condition de disposer d’une couverture du ciel
importante. Malheureusement, ce que ce fort signal-sur-bruit trahit avant tout est le fait que
I’on compare la fonction de corrélation de densité de pics perturbée par les lentilles avec celle,
théorique, du rayonnement de fond primordial. Or, cette derniére n’est pas accessible autre-
ment que par le biais du spectre de puissance primordial du rayonnement de fond dont on ne
dispose évidemment pas. La solution proposée par les auteurs pour estimer le spectre de puis-
sance primordial est d’utiliser directement le spectre mesuré. C’est une attitude raisonnable
puisqu’on sait que celui-ci est peu modifié. Néanmoins, les résultats obtenus numériquement
avec cette simplification se révélent peu optimistes.
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F1G. 6.4 — Corrélations de points chauds lentillés extraits de [Takada et al., 2000]. La figure du
haut donne la fonction angulaire de corrélation des points chauds. Celle du bas est un agran-
dissement de la région des 70’ ou 'effet est maximal. La courbe pleine représente la fonction
de corrélation théorique en 'absence d’effet de lentille. Celle en pointillés est la courbe théo-
rique avec effet de lentille. Les points ont été mesurés sur une vingtaine de réalisations, tandis
que les barres d’erreurs donnent la variance cosmique mesurée sur une centaine de cartes.
L’effet de lentille gravitationnel est assez fort puisque les auteurs ont choisi de normaliser la
distribution de matiére & og = 1.5.
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Déformation sur les isothermes

M. Takada [Takada, 2001] a étudié récemment la distribution des valeurs propres de la ma-
trice des dérivées secondes du champ de température* le long d’isothermes. Il montre que la
distorsion due aux lentilles est maximale pour une certaine bande de températures et étudie la
détectabilité de cette distortion. Encore une fois, les résultats montrent que U'effet de lentille
peut étre marginalement détectable, & condition de disposer de trés grands champs d’obser-
vation de trés bonne précision. On donnera, chapitre 8, quelques idées sur des extensions
possibles de ces propriétés.

6.3 Effets de lentille induite par une corde cosmique sur le rayonnement de
fond.

Je vais laisser de coté l’effet de lentille faible pour me consacrer & un exemple d’effet de
lentille forte, celui créé par une corde cosmique. Je vais présenter ici l'effet de lentille d’une
corde en mouvement sur le champ de température du rayonnement de fond, aussi appelé effet
Kaiser-Stebbins |Kaiser & Stebbins, 1984]. Dans le chapitre suivant, on donnera le pendant de cet
effet sur la polarisation.

6.3.1 Effet Kaiser-Stebbins sur la température.

Nous avons vu chapitre 5 que la métrique autour d’une corde rectiligne étant plate (sauf
pour un angle manquant), l’effet de lentille se réduisait & une simple recopie, créant des images
doubles. La zone d’image double est une bande centrée sur la corde d'une taille comparable
a Gpu. Ce paramétre doit étre petit ; s’il était grand, nous aurions certainement déji observé
des régions du ciel optique ou micro-onde recopié. Par ailleurs, les modéles de création des
grandes structures par les cordes donnent une borne supérieure & G aux alentours de 106
[Vilenkin & Shellard, 1994]. Etant donné la précision de nos instruments et la taille caractéristique
des structures des anisotropies du rayonnement de fond, on ne peut donc pas s’attendre &
observer ce genre d’effet dans une expérience de mesure de la température.

Cependant, nous avons, dans notre discussion, négligé les mouvements des cordes. C’est
cet effet qu’ont étudié Kaiser et Stebbins [Kaiser & Stebbins, 1984]. Les cordes sont supposées avoir
des mouvements a des vitesses relativistes. Dans ces conditions, un objet passant & proximité
d’une corde va sentir une métrique plate en accélération. Il va donc recevoir un boost qui
I’accélérera, s’il est derriére la corde, et le ralentira, s’il est devant. Comme la corde recopie
une bande d’image, cet effet se fait sentir par une discontinuité de la température le long de
la corde. On donne un schéma de ce phénoméne figure 6.5. Contrairement & 'effet de lentille
statique, cette accélération est indépendante de la position de la corde. On peut 'évaluer
simplement

% ~ 87Gu B (6.16)

ou B ~ 1 est la vitesse transversale de la corde.

Cet effet n’a jamais été observé dans les expériences de détection des anisotropies du
rayonnement de fond. Cette non-observation renforce la borne supérieure placée sur la valeur
de Gu < 1076,

4souvent désignée sous le nom de matrice de forme, par analogie avec la matrice de forme des galaxies.



90 L’effet de lentille sur la température du rayonnement de fond cosmique

FiG. 6.5 — Effet Kaiser-Stebbins. La zone au dessus de la corde est accélérée par le passage
de la corde.
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Je vais me livrer au méme exercice, pour la polarisation, que dans le chapitre 6. La litté-
rature sur le sujet est cependant beaucoup moins riche. La polarisation du rayonnement de
fond n’a pour l'instant jamais été mesurée. On connait assez mal les sources d’erreurs liées &
sa mesure, et I’on ne sait donc pas encore aujourd’hui s’il est réaliste de parler de détection de
la composante magnétique, dont il va étre beaucoup question dans ce chapitre. L’étude des
effets de lentille gravitationnelle sur la polarisation a, de ce fait, été beaucoup moins dévelop-
pée. Dans un premier temps, je décrirai ’effet de lentille faible. Par la suite, comme dans le
chapitre précédent, je présenterai un résultat obtenu sur ’effet de lentille fort dans le cas des
cordes cosmologiques.

7.1 Effet de lentille faible sur la polarisation du rayonnement

Comme dans le chapitre sur la température du rayonnement, je vais tout d’abord donner
I'expression de 'effet de lentille gravitationnelle faible sur la polarisation. Ensuite, je décri-
rai deux travaux réalisés par U. Seljak, M. Zaldarriaga et J. Guzik [Zaldarriaga & Seljak, 1998,
Guzik et al., 2000] qui furent les premiers & explorer cet effet.

7.1.1 Effet de lentille sur la polarisation.

On a montré, dans le chapitre 5, comment le vecteur polarisation d’un rayonnement élec-
tromagnétique était propagé dans un espace courbel. Le vecteur se transporte parallélement
a sa géodésique. Il n’y a pas de rotation de la polarisation, on ’a vu section 5.1.3. On peut

13 Papproximation de 'optique géomeétrique.
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aussi trouver une autre démonstration de cette propriété dans |Faraoni, 1993]. C’est uniquement
le point d’arrivée du rayon polarisé qui change par rapport & la propagation dans un univers
vide. Le calcul de ’effet de lentille sur le champ vectoriel polarisation est donc trés simple. 11
est analogue & celui pour la température. Si 'on note P(0) le vecteur polarisation dont les
composantes sont les variables de Stokes

P9) = ( ggz; ) , (7.1)

la polarisation observée apres effet de lentille, sera
PO)=P6) = PO +¢). (7.2)

Comme on I’a dit plus haut, il n’y a pas de rotation du vecteur polarisation, il s’agit juste
d’une translation. Pour le champ vectoriel de polarisation, cela se traduit par une déformation.
L’action des lentilles gravitationnelles ne peut créer de polarisation sur un champ au départ
non polarisé. Les variables de Stokes ont été présentées chapitre 3. On rappelle que lors d’un
changement de repére par rotation d’angle (3, ces variables se mélangent avec un angle 23. Le
vecteur P est un spineur-2.

Développement perturbatif pour les variables de Stockes

On utilise le fait que le champ de déformation € est faible pour écrire le développement
perturbatif de 'effet de lentille

P(0) ~ P(0) + £(6) - P+ L£(0)€1(0) - Py, (73)

Ce développement est identique & celui obtenu pour la température, équation (6.4). Il n’y a
aucune surprise dans ce développement. La propriété de ’effet de lentille de ne créer aucune
polarisation, déja énoncée plus haut, se retrouve facilement dans cette équation. De méme,
il n’y a pas de rotation; on ne trouve aucun terme mélangeant les variables de Stockes dans
l’équation (7.3).

7.1.2 Effet de lentille sur les composantes E et B

On travaille volontiers avec la polarisation du rayonnement de fond en utilisant des va-
riables invariantes sous les rotations. On a présenté chapitre 3 la décomposition en une partie
électrique, E, et une partie magnétique, B de la polarisation

AE = (02 -080)Q +20:0,T, (7.4)
AB = (07— 82U —20,0,Q.

Cette décomposition non-locale se rameéne & 1’étude du champ vectoriel polarisation en fonction
de sa partie scalaire? et sa partie pseudo-scalaire®. Les propriétés géométriques de ces champs
sont bien connues. Alors que le champ scalaire est invariant sous les réflexions, le champ
pseudo-scalaire change de signe. La figure 3.3 montre des exemples de champs vectoriels pur
FE et pur B. La définition des composantes F et B est non-locale. Elle nécessite I'inversion
de l'opérateur A. Cette inversion posséde un noyau non trivial. On peut lever en partie cette

ambiguité en définissant cette inversion comme l'inversion au sens de Fourier* , pour une

2En d’autres termes, qui dérive d’un potentiel.
3Qui peut s’'identifier & la partie rotationnelle du champ vectoriel.
4ou d’une autre décomposition en série.
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fonction de fenétre déterminée. Malgré tout, on préférera, dans la suite, travailler avec les
laplaciens de ces composantes qui eux sont bien définis et n’ont pas de probléme de non-
localité.

L’action des lentilles gravitationnelles sur E et B va étre assez différente de celle sur les
variables de Stockes. Avant de calculer le développement perturbatif pour ces deux compo-
santes, on va essayer de se donner une idée de ce qui arrive & notre champ de polarisation.
Plus particulierement, on va étudier les propriétés géométriques du champ de polarisation
perturbé.

Action d'une déformation sur un champ vectoriel

Avant de calculer l'effet de lentille sur les composantes magnétique et électrique de la
polarisation, nous allons nous poser la question plus générale de la déformation quelconque
d’un champ vectoriel. Le probléme qui va nous occuper ici est de savoir si la déformation du
champ de polarisation P est une simple déformation sans mélange des champs F et B. Par
exemple, dans le cas d’une polarisation purement scalaire, la déformation préservera-t-elle
cette propriété?

On va établir sous quelles conditions un champ vectoriel dérivant d’un potentiel conserve
cette propriété aprés déformation. Soit X un champ vectoriel dérivant d’un potentiel F' et
donc de rotationnel nul

X=VF, V-X=0. (7.6)
Tout d’abord, remarquons qu’aprés une déformation du potentiel
F(x) - G(F(x)) = F(x + 6x), (7.7)

le nouveau champ vectoriel n’est pas a priori le champ vectoriel initial auquel on aurait
appliqué la transformation. En effet, si la transformation n’est pas triviale®

VG(F) = VF(z+d6z)=X(x + 6z)+ 8oz’ O;F, (7.8)
X # X(x+6z). (7.9)
Si on renverse ’argument, l'effet d’'une déformation du champ vectoriel ne se traduit pas par

une simple déformation du potentiel. En fait, le champ vectoriel est toujours purement scalaire
si et seulement si la propriété

;X7 = 9, X" (7.10)
est vérifiée. Il suffit pour cela qu’en tout point on ait
31'(5:El X7 4+ 9954 Bin + aiaj&vl X = ajdzl X' 4 96z anl + 8j6i6xl X;. (7.11)

Si 'on rajoute la condition que la déformation soit elle aussi irrotationnelle, la condition
devient

0;02' X7 + ¢76x' 0, X' = 9;02" Xt + 9'6x" 9; X (7.12)
La construction d’'une déformation brisant cette propriété pour un champ vectoriel donné est
assez simple. Il suffit, par exemple, si l'on connait le potentiel F' par une série entiére, de
construire & ’aide de (7.12) un potentiel D tel que

oz = VD. (7.13)

En résumé, dans le cas général, il n’y a aucune raison pour qu’un champ vectoriel pu-
rement scalaire conserve cette propriété aprés déformation. Pour la polarisation, il est donc
raisonnable de penser que les effets de lentille vont mélanger les composantes E et B. Ainsi, on
peut s’attendre a ce qu’une polarisation d’origine scalaire acquiert une composante vectorielle
par le truchement de D’effet de lentille.

Sc’est & dire telle que 8dx® # 0.
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Effet de lentille sur les composantes électrique et magnétique de la polarisation

Comme pour la température, nous allons établir une formule perturbative dans l’espace
réel de Veffet de lentille. Nous nous restreindrons au premier ordre du développement. Le
deuxiéme ordre est nécessaire pour calculer I'impact des lentilles sur le spectre de puissance.
La raison est identique & celle invoquée pour la température. On verra plus loin que comme
pour le spectre de température, il est alors beaucoup plus simple de le calculer dans ’espace
de Fourier uniquement.

Le calcul présenté ici est apparu pour la premiére fois dans [Benabed et al., 2001]. L’article
contient d’autres résultats qui seront repris dans ce chapitre et au chapitre 8.

On rappelle que la dérivée seconde d’un champ déformé Y s’écrit,

8;0,Y (0+€&) = 0,0,V (0+&) +&,0,0;Y (0+€)+£,00,Y (0+&) +&4¢% 0,0, Y (0+€). (7.14)
En développant au premier ordre, on obtient
0;0;Y (0 + €) = 0;0;Y (0) + £ 9,0,0;Y (6) + € 9,0;Y (6) + £ 8,0,Y (8). (7.15)

On a vu au chapitre 5 comment on peut écrire les dérivées du champ de déplacement en
fonction de la convergence et du déchirement de 'effet de lentille

% = —Kk—n1, (7.16)
Y = —k+m, (7.17)
yo= e (7.18)
En utilisant ces derniéres équations, on obtient I’expression
AE = (1-2k)AE+¢-V(AE) — 209 (v;AP; + Vv, - VP;) (7.19)
AB = (1-2k)AB+§-V(AB) -2V (;AP; +Vv; - VF;). (7.20)

Cette équation nous donne une idée assez précise de l'effet de lentille gravitationnelle sur la
polarisation, décrite en terme des composantes E et B. En effet, le couplage aux lentilles se
décompose, en :

— un déplacement. On le retrouve dans le terme (1+ &-V)AE qui n’est autre que le
développement perturbatif du laplacien de E pris au point @ + £. C’est exactement le
méme effet que celui sur la température, par exemple.

— une amplification. Assez logiquement, on voit apparaitre une amplification de chaque
composante du champ de polarisation. Cette amplification est controlée par le terme
en —2k et évolue donc comme la convergence de l'effet de lentille, ce qui n’est pas
inattendu.

— un terme de mélange. C’est ce dernier terme qui est le plus riche. En effet, c’est ici
que l'on trouve le comportement que nous avait suggéré notre intuition sur les champs
vectoriels déformés. Ce terme prend en charge 1’échange entre la composante scalaire et
la composante pseudo-scalaire. La structure du couplage est assez simple. Finalement
c’est juste la contraction du cisaillement ~ sur le vecteur P. Cette contraction doit
respecter la structure géométrique de chaque composante. C’est pour cela qu’elle s’écrit
comme une simple somme, avec un symbole de Kronecker 6%, pour la composante
scalaire, et a l’aide du tenseur complétement antisymétrique €/, pour la composante
pseudo-scalaire. On peut séparer les deux termes du couplage. Le premier couple le
cisaillement au laplacien du vecteur P. Le second couple leurs dérivées. Ces deux termes,
trés similaires, vont cependant contribuer & des échelles différentes. On peut s’attendre
par exemple & ce que le terme dépendant des gradients du cisaillement contribue & plus
petite échelle que 'autre. On reviendra sur ce probléme plus loin.
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FiG. 7.1 — Le spectre de puissance de la polarisation avec et sans lentille. Comme pour la figure
6.2, ces courbes sont tirées de [Hu, 2000]. Elles donnent les spectres de puissance avec et sans
effet de lentille. La courbe du bas est la polarisation B. Elle est calculée uniquement dans le cas
ol les perturbations tensorielles sont négligées, si bien qu’elle est non nulle seulement lorsque
I’effet de lentille est pris en compte. Comme dans la figure 6.2, les courbes sont calculées avec
et sans I’approximation des petits angles. L’erreur faite dans le cadre de cette approximation
est trés faible.

7.1.3 Spectre de puissance et composante pseudo-scalaire

U. Seljak et M. Zaldarriaga ont étudié l’effet de lentille gravitationnelle sur la polari-
sation du rayonnement de fond [Zaldarriaga & Seljak, 1997, Zaldarriaga & Seljak, 1998, Guzik et al., 2000]
et particulierement sur le spectre de puissance des composantes de la polarisation et de la
corrélation croisée température/polarisation. Leurs résultats ont été par la suite étendu par
W. Hu [Hu, 2000] qui a repris le calcul au-dela de I’approximation des petits angles. Un des
principaux résultats est la prédiction, valable pour les modéles inflationnaires, que l'effet de
lentille gravitationnelle est la contribution dominante du spectre de puissance & petite échelle
de la composante B.

Les équations (7.19-7.20) peuvent nous aider & comprendre cette prédiction. Dans le cha-
pitre 3, nous avons montré que, du fait de la forme de la diffusion Thompson, seuls les termes
de source des perturbations tensorielles interviennent dans la genése de la composante B
primordiale. Ces perturbations tensorielles sont fortement supprimées a petite échelle (voir
chapitre 2). Il en découle que la composante magnétique de la polarisation doit étre trés faible
a petite échelle (voir figure 7.1).

On vient de montrer que l'effet de lentille gravitationnelle mélangeait les composantes
scalaire et pseudo-scalaire de la polarisation. On peut donc s’attendre & ce qu’une partie de
la puissance contenue dans la partie scalaire se reporte sur la partie non-scalaire.
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Partons d’un exemple simple dans lequel on négligera la contribution des perturbations
tensorielles au spectre primordial. On a donc une polarisation purement scalaire. Typique-
ment, le spectre de puissance primordial de la polarisation va piquer aux alentours de £ = 1000.
Revenons maintenant a 1’équation (7.20). Pour B, puisqu’il n’y a pas de composante pseudo-
scalaire primordiale, il nous reste juste le terme de mélange

AB = —2¢" (y;AP; + Vv; - VPj). (7.21)

La polarisation engendrée par le couplage aux lentilles se rameéne & la polarisation primordiale,
filtrée, dans ’espace de Fourier, par une fenétre contenant l’information sur les lentilles.

Si on en reste & cette description trés sommaire, on s’attend donc & ce que les lentilles
engendrent une composante pseudo-scalaire de 'ordre de oxop, ou o, est la variance du
champ de convergence, qui donne une idée de l'intensité de 1’effet de lentille, et op la variance
de la polarisation, qui est simplement ici la variance de la composante E. Qui plus est,
toujours avec cette description allégée, on peut s’attendre & ce que le spectre de puissance de
la composante B pique lui aussi dans la région des £ = 1000, bien loin de la région dominée
par les perturbations tensorielles.

Calcul du spectre de puissance

Pour valider notre intuition, il faut calculer le spectre de puissance des deux composantes
de la polarisation avec effet de lentille, en considérant cette fois-ci les fluctuations primordiales
dues aux modes tensoriels. Comme dans le calcul du spectre avec lentille pour la température,
il faut impérativement inclure le deuxiéme ordre perturbatif de ’effet de lentille dans notre
calcul.

On pourrait pousser le développement commencé avec I’équation (7.19) un ordre plus loin.
Cela revient principalement & rajouter des termes de déplacement d’ordre supérieur — c’est-a-
dire des termes en £ - V. Les seuls nouveaux termes sont ceux issus de produits de Efgéfj dans
léquation (7.14). Ces derniers peuvent se ré-exprimer en termes de produits des champs de
convergence et des composantes du champ de cisaillement. Contrairement a I’équation (7.19),
cependant, ces termes de second ordre ne se regroupent pas de facon simple. L’équation au
second ordre est donc de peu d’intérét pour se forger une idée intuitive sur l'effet de lentille
sur la polarisation. Qui plus est sa complexité rend son utilisation assez malaisée pour calculer
le spectre de puissance de la polarisation avec effet de lentille.

Une autre voie, s’offre & nous. L’équation permettant de calculer les composantes F et B
a une forme particuliérement simple dans 1’espace de Fourier. En effet, les équations (7.4-7.5)
deviennent

E(t,¢) = cos(20)Q(L, ) +sin(26)U (¢, §), (7:22)

B(t,¢) = cos(2¢)U (¢, ¢) — sin(2¢)Q(, p) ; (7.23)

on a écrit le vecteur I en coordonnées polaires. Ainsi, la connaissance du spectre de puis-
sance avec effet de lentille des variables de Stockes permet de calculer directement celui des
composantes F et B

CF = cos?(29)C2 + sin?(29)CY + 25sin(2¢) cos(24)CLY (7.24)
cf = COSQ(Qd))CeQ + sin?(2¢)CY — 25sin(24) cos(2¢)Cg’2U. (7.25)

Reste a calculer I'effet de lentille sur les spectre de @Q et U et sur leur corrélation croisée. On
procéde comme dans le calcul pour la température. Il vient immeédiatement
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par analogie avec la température, le X désignant @, U ou QU. Je ne détaillerai pas la suite
du calcul qui est un peu pénible. Il faut réinjecter ’équation (7.26) dans les équations (7.25)
et faire apparaitre explicitement les dépendances angulaires sur la variable d’intégration. Le
résultat final est

CF = CF 1-1%] + / (Z:; (l-k2):4_ 5 k) (7.27)

x [(CF4 + Cliy) +cos(den ) (CF4 —CE4)] (7.28)

A Pk (k)2 -k
CE = cf [1—120]+/(27r)2 pr L)

x| (Clg + Cly) — costagrw) (CHy - Cly) |- (7:29)

On a noté [?c le résultat de l'intégration [ (ng’)“? (l}:i)QP(k). La figure 7.1 donne le résultat de
I'intégration numérique de ces spectres.

Les équations des spectres (7.28-7.29) sont un peu plus difficiles a analyser que les équations
(7.19-7.20). Comme pour la température, les termes de deuxiéme ordre se retrouvent tous dans
le changement de normalisation du spectre, ce que la forme compliquée du deuxiéme ordre,
dans l’espace réel, ne laissait pas deviner. Le terme de convolution de I’équation qui contient le
mélange des composantes, ici explicite dans les variables E et B, correspond donc au premier
ordre de l’effet de lentille. Les propriétés géométriques des champs E et B transparaissent
dans le signe devant le cosinus; c’est le pendant du terme géométrique 6% ou € dans les
équations (7.19-7.20). On retrouve le fait que, méme si le champ B primordial est nul, le
couplage aux lentilles peut engendrer une composante pseudo-scalaire.

Un raisonnement analogue & celui mené plus haut incite & penser que cette composante
sera piquée dans la méme région que le champ F primordial. De plus, le spectre de puissance
de la composante B primordiale étant toujours beaucoup plus petit que celui de E, on pourra
le négliger dans le terme de mélange®.

Contribution du terme de mélange

Retrouver, dans les équations (7.28-7.29), les différents termes du couplage aux lentilles
tels qu’ils ont été discutés a l'aide des équations (7.19-7.20) est ardu. On a perdu dans le
calcul les contributions séparées de la convergence et du cisaillement de l'effet de lentille. En
négligeant, comme on a vu que cela était possible & petite échelle, le mode B primordial, on
peut reconstruire la contribution du cisaillement, pour la composante B a 'aide de ’équation
au premier ordre. Dans la suite, nous allons, en suivant [Benabed et al., 2001], séparer dans le
terme de mélange de (7.20) les contributions en £9+; AP; que I’on notera par un Aba et celles
en sijamakpj que 'on notera par un Aby.

Dans l'espace de Fourier, on a

Aby(0) = / %E(z) 5(k) GEer (1, k) et (RTD0, (7.30)

5Cela n’est pas toujours vrai. En fait, & grande échelle, les deux spectres deviennent comparables et la
composante B peut dominer la polarisation. La plage de modes ot cette propriété est vérifiée est trés réduite
et une fois filtrée par le spectre des lentilles P(k), elle n’aura qu’une influence trés réduite sur les modes de
petite échelle qui nous intéressent particuliérement.
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FiG. 7.2 — Contributions au spectre de B des deux composantes du terme de mélange de 'effet
de lentille. La courbe en traits pleins donne le spectre total; celle en tirets la contribution des
termes A seuls; celle en traits mixtes la contribution des termes V.

Le B dans ’équation étant soit A, soit V. Toute I'information sur la nature géométrique du
couplage est contenue dans les termes ghKer définis par

GR" (L,k) = [’sin2(¢ — 1), (7.31)
GSer (I,k) = lkcos (¢ — ¢1)sin2 (¢, — o) - (7.32)

Dans le cas ol 'on a négligé la polarisation B primordiale, le spectre de puissance avec
lentilles se réduit, d’aprés (7.20) a

CE = (CA™ +oFY +208Y) 1™ (7.33)

Le dernier spectre de cette équation CIAV n’est pas nul, mais son intégrale doit s’annuler de
sorte que la propriété
(babv) =0 (7.34)

soit respectée. Cette propriété est requise par 'hypothése de gaussianité du rayonnement de
fond primordial.
Le calcul des spectres des trois corrélateurs est assez direct dans ces notations
ot = [ TE 0B By gRer (1= e, k) 6K (1 — ke k 7.35

e [ s OR PG - kR G L= k). (7.35)
On peut décomposer ainsi dans le spectre de la composante B les contributions respectives
des deux parties du terme de mélange. Les spectres de la contribution des termes A et V,
ainsi que Z4ClB sont présentés figure 7.2, Les deux contributions dominent & des échelles assez
différentes. Le terme A contribue particuliérement aux échelles moyennes, tandis que le terme
V est responsable des petites échelles et en particulier de la chute amortie par rapport & celle
de la composante FE du spectre aux petites échelles. On vérifie ici notre intuition qui nous
avait laissé supposer que dans ce dernier terme, les gradients du champ de cisaillement allaient
se traduire par une forte contribution aux petites échelles.
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7.1.4 Reconstruction de I'effet de lentille

On vient de montrer comment ’effet de lentille gravitationnelle mélangeait les compo-
santes géométriques de la polarisation du rayonnement de fond. On a déja dit que dans les
modéles inflationnaires, la composante pseudo-scalaire primordiale était faible et contribuait
principalement aux grandes échelles. Le calcul du spectre de puissance de la polarisation B
nous a appris que l’effet de lentille contribuait principalement aux échelles moyennes et petites.
On connait méme les détails de ce couplage.

Puisque la polarisation aux petites échelles est essentiellement une mesure de V'effet de
lentille gravitationnelle faible que 1’on sait si bien décrire, peut-on aller plus loin et essayer de
reconstruire, & petite échelle, ’effet de lentille gravitationnelle & partir de la polarisation du
rayonnement de fond? On va présenter deux approches visant cette reconstruction. Toutes
deux échouent, plus ou moins gravement, pour des raisons similaires qui sont en fait contenues
dans l’equation (7.12). S’l n’y a aucune raison qu’'un champ vectoriel d’origine scalaire déformé
conserve cette propriété, il n’y a aussi aucune raison qu’elle soit nécessairement brisée. Il
existe des effets de lentilles qui ne créent pas de polarisation B. Il y a donc nécessairement
une ambiguité dans une reconstruction de 'effet de lentille & partir de la polarisation.

Reconstruction directe

L’approche la plus directe est d’essayer d’inverser la formule au premier ordre de effet de
lentille. Supposons que la polarisation primordiale ait seulement une origine scalaire

P =Vo. (7.36)
La composante E s’identifie directement au laplacien du potentiel du champ vectoriel

E=Ayp, (7.37)
tandis que les variables de Stockes s’écrivent

Q (82 - 8?3) ¥,
U = 20,9, (7.38)

On rappelle que d’aprés la formule (7.20) la composante B avec effet de lentille est alors
seulement donnée par

AB = —2¢4 (%‘APj + ’Yi,kij) : (7.39)
On peut aussi’écrire les composantes de la matrice d’amplification comme des dérivées d’un
champ scalaire. Les formules sont identiques & celles de la polarisation. La convergence et le
cisaillement s’écrivent en fonction d’un unique champ scalaire ¥
A1) 1
Ta 7= 5 (33 - a;) P, v = aa:ay . (740)

K

Le probléme se reformule en fonction de nos potentiels ¢ et 1. Donc, étant donnée une
observation d’'un polarisation B et donc en premiére approximation, un champ ¢, peut on
reconstruire le champ scalaire ¥ 7 Il est équivalent, en fait, de répondre plutdt & la question
suivante : Quel est ’espace des solutions 1) vérifiant

—2¢" (%-APJ- + ’Yi,kij) =07 (7.41)

"en négligeant la contribution des couplages entre lentilles qui sont d’ordres supérieurs
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En effet, si cet espace est trivial, se résumant par exemple & quelques transformations bien
connues (translations, homothéties...), on pourra alors reconstruire & un groupe de transfor-
mations connues prés, 'effet de lentille. Je vais montrer que malheureusement, le noyau de
notre probléme n’est pas trivial.

Pour ce faire, supposons qu’il soit possible de pratiquer une décomposition polynomiale
des champs ¢ et ¥

(P(e) = Z ©nl 9305;, (7'42)
n,l

PO = D Yk 0705 (7.43)
m,k

Cette hypothése est toujours trivialement vérifiée sur une carte expérimentale; le degré du
polyndéme correspondant au nombre de points de la carte. Les ¢,,; sont connus. On peut les cal-
culer en premiére approximation & partir des variables de Stockes observées. L’erreur faite en
utilisant les composantes observées n’apparaitra qu’au deuxiéme ordre dans 1’équation (7.41).
La résolution de cette équation nécessite juste de déterminer une famille de 1), vérifiant

2 AQ — N AU + 87, 0'Q — 8im U = 0, (7.44)
ou encore

—(m +3)(m + 2)(m + 1) Yri3, O.U

+(k+3)(E+2)(k + 1) ¢Ympt3 0yU

+(m +2)(m + 1)(k + 1) Ymi2k+1 (0:Q — 6,U)

+(k+2)(k+1)(m + 1) Ymi1 k42 (0,Q + 05U)

—[(m +2)(m + 1) Ymion — (K + 2)(k + 1) Ymp42] AU
+Ek+1)(m+1) Ymi1p+1 AQ =0. (7.45)

Avant méme d’aller plus loin, remarquons que les familles de parameétres {99 # 0, PYm i =
0}, {910 # 0, Y = 0} et {100 # 0, ¥ = 0} sont des solutions triviales de I’équation du
noyau. Le plan masse®, ainsi que les translations font parties du noyau. Ce n’est pas un résultat
surprenant ! Les déformations induites par ces familles de solution n’obéissent évidemment pas
a la contrainte (7.12)! En fait, on est en train de résoudre le probléme inverse & celui que
I'on avait présenté section 7.1.2. On cherche toutes les déformations du plan, dérivant d’un
potentiel, qui laissent irrotationnel un champ vectoriel donné.

L’ensemble des solutions de (7.45) est beaucoup plus grand. Il ne se restreint pas aux seules
solutions triviales des translations. On va construire les solutions non triviales de ’équation par
récurrence. Pour amorcer le processus il faut spécifier au moins six 1, . Ces six paramétres
sont libres et correspondent & des transformations compliquées du plan. Qui plus est, & chaque
rang de la récurrence, il va falloir fixer encore de nouveaux termes. Le noyau explose. Les
éléments du noyau sont non-triviaux et déterminés par la valeur de la polarisation et de ses
dérivées. En d’autres termes, pour tout champ vectoriel de polarisation d’origine scalaire, il
existe des effets de lentilles non-triviaux, dépendant de la polarisation choisie, et possédant
la propriété de laisser la composante B invariante; c’est-a-dire, de laisser le champ vectoriel
de polarisation irrotationnel. Bien que la composante pseudo-scalaire n’existe que grace au
couplage aux lentilles, elle ne suffit pas pour reconstruire l'effet de lentille qui lui a donné
naissance. Il faut une information complémentaire pour réduire la dimension du noyau.

8on retrouve ici un résultat classique du probléme de reconstruction de leffet de lentille. Un plan masse
n’est jamais détectable.
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Une reconstruction possible du spectre de puissance

Une deuxiéme approche a été proposée par J. Guzik, U. Seljak et M. Zaldarriaga [Guzik et al., 2000].
Elle est trés fortement inspirée de la méthode de reconstruction du spectre a partir de
la température du rayonnement de fond que nous avions déja esquissée dans le chapitre
précédent, qui avait été d’ailleurs proposée par les mémes auteurs [Seljak & Zaldarriaga, 1999b,
Zaldarriaga & Seljak, 1999]. Elle va se heurter aux mémes difficultés, qui sont fortement liées a la
remarque faite plus haut de I'impossibilité d'une reconstruction exacte.

L’idée, développée par ces auteurs, est de s’intéresser 4 des observables composées de
dérivées premiéres de la polarisation. Dériver un champ déformé est une maniére simple de
faire apparaitre explicitement des dérivées de la déformation qui, on le sait, s’expriment en
fonction de la convergence et du cisaillement du champ de lentille. Les auteurs proposent de
s’intéresser aux observables suivantes

S = (Q%+Q%+U%+U3), (7.46)
Q = (Q4-Q%+U>-U2), (7.47)
u = 2 (Qanay + Ual'Uay) * (748)

Ces observables ont un certain nombre de propriétés intéressantes. Tout d’abord, la variable S
se transforme comme un scalaire. Par ailleurs, les variables Q et U/, tout comme leurs pendants
Q@ et U sont des spineurs-2. On pourra, par la suite, définir une composante scalaire £ et une
composante pseudo-scalaire B pour le champ pseudo-vectoriel

P - ( e ) (7.49)

La moyenne sur toutes les réalisations du rayonnement de fond de ces variables se calcule
sans peine

(Slems = op; (7.50)
(Qcus = O, (7.51)
Ueus = 0. (7.52)

On a introduit ici la notation op qui se raméne simplement & la variance de la dérivée du
champ de polarisation. Dans le cas ol la polarisation est purement scalaire, par exemple,

2l o,
op = Wl Cl . (753)

Le premier ordre de l’effet de lentille sur ces observables est particuliérement simple. Le calcul
est trés proche de celui menant au équations (7.19-7.20)

S = (1-28)8—271Q— 27U, (7.54)
Q = (1-28)Q-2vS, (7.55)
U = (1-28)U—27%S. (7.56)

D’aprés cette équation, il est évident que la moyenne sur le rayonnement de fond des obser-
vables S, Q et U est directement proportionnelle & ’effet de lentille

<S>CMB = (1=2r)op

<Q>CMB = —2vi0p (7.57)

y = —2v,0p.
@)oy = 200w
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Malheureusement, on ne peut évidemment pas pratiquer de moyenne sur les réalisations du
rayonnement de fond. L’information sur les lentilles reste donc inaccessible directement. No-
tons en passant que si nous avions pu, durant notre discussion sur la reconstruction directe,
disposer de plusieurs réalisations du rayonnement de fond affectées par les mémes lentilles nous
aurions aussi réduit notre noyau. On a montré comment le noyau dépendait de la réalisation
choisie. On est confronté une fois encore au méme probléme que dans le cas de l'inversion
directe de ’équation (7.20).

Il est possible, si 'on ne cherche que des estimateurs statistiques de ’effet de lentille
d’aller un peu plus loin. Les auteurs par analogie avec leurs travaux sur la température
[Seliak & Zaldarriaga, 1999b, Zaldarriaga & Seljak, 1999], ont cherché a mimer ergodiquement la moyenne
sur les réalisations du rayonnement de fond. Si on ne peut moyenner sur toutes les réalisa-
tions du rayonnement de fond, on peut le faire sur une seule réalisation. Ainsi, en moyennant
sur des cellules de taille donnée on construit un estimateur du champ de convergence filtré
a D’échelle de la cellule. Cette démarche est celle que suivent les observateurs qui tentent de
reconstruire 1’effet de lentille sur des galaxies d’arriére-plan. Cet estimateur est bruité par les
auto-corrélations des champs de polarisation a cette échelle. Il s’agit ni plus ni moins ici d’un
effet de variance cosmique. Remplacer une moyenne d’ensemble par une moyenne statistique
engendre une erreur qu’il est possible d’évaluer. On reviendra plus en détail sur ce genre de
calcul, chapitre 8.

Malheureusement, la taille des structures du rayonnement de fond est trop grande pour
obtenir des informations sur l'effet de lentille & des échelles raisonnables sans un bruit trop
important. Contrairement au cas des galaxies ol le nombre de structures de petite échelle
est suffisant pour reconstruire un estimateur raisonnable de la convergence, les gradients du
rayonnement de fond sont trop doux pour fournir une statistique suffisante. Pour que le
nombre de structures soit suffisant, il faudrait aller & beaucoup plus grande échelle, dans une
région ou l'effet de lentille n’est plus dominant. La solution adoptée par les auteurs, consiste
plutdt & reconstruire un estimateur du spectre de puissance de la convergence. Les corrélateurs
des observables S, Q et U sont directement proportionnels au spectre de puissance de l'effet
de lentille. Le bruit résiduel, di toujours a 'impossibilité de moyenner sur les réalisations,
ou encore 3 l'impossibilité de distinguer les solutions du noyau, va apparaitre comme des
corrélations de ces mémes observables sans effet de lentille. L’évaluation de ce bruit n’est pas
trés difficile. Celui-ci, sans surprise, est relativement faible & grande échelle et explose & petite
échelle, & cause du manque de structures dans le rayonnement de fond. La méthode permet
donc une reconstruction partielle, & grande échelle, d’'un estimateur du spectre de puissance.
Le signal sur bruit attendu est cependant modeste.

Pour revenir une derniére fois aux considérations de la premiére partie de cette section, les
auteurs, avec leurs observables, ont mesuré la taille du noyau ; ’erreur faite en considérant un
estimateur de 'effet de lentille construit par inversion, comme étant le vrai effet de lentille.
Leurs résultats montrent que cette erreur est trés importante a petite échelle.

7.2 Effet de lentille forte — Cas d’'une corde cosmique

On va maintenant quitter le régime faible pour se pencher sur ’effet d’une lentille forte
induite par une corde cosmique. Les résultats que je vais résumer ici ne sont donc pas tout a
fait équivalents a ceux de V'effet Kaiser-Stebbins [Kaiser & Stebbins, 1984] décrits chapitre 6. Ici,
les lentilles seront statiques. L’effet n’est pas dépendant du mouvement des cordes. Je vais
reprendre les principaux résultats de l’article [Benabed & Bernardeau, 2000]. Le détail des calculs
est contenu dans 'article inclus en annexe.
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7.2.1 Présentation de I'article

On rappelle, encore une fois que ’on s’attend & n’avoir, dans le cas de fluctuations pri-
mordiales inflationnaires, qu’une faible polarisation de type magnétique et uniquement pour
d’assez grandes échelles. On a vu aussi qu’il a été prédit que le couplage aux effets de lentilles
gravitationnelles devait induire une composante magnétique importante aux petites échelles.
Je vais voir dans quelle mesure ces résultats demeurent valables lorsque la lentille est forte.
On étudiera le cas particulier de l'effet de lentille d’une corde cosmique. La couverture globale
du ciel qu’offrent les expériences satellites de détection du rayonnement de fond est particulié-
rement adaptée & la détection de cordes par cette méthode... Si ’effet de lentille d’'une corde
est suffisamment important, ce que nous allons vérifier ici.

On peut écrire simplement ’effet dans le cas d’une corde rectiligne. Il a été montré au
chapitre 5 que la métrique au voisinage d’une telle corde restait plate, mais que du fait de
I’angle manquant, V’effet se réduisait & la recopie d’'une bande d’image. L’équation de base
(7.2) reste donc valable. Seule change l'expression de l'effet de lentille (5.96). Pour la variable
Q, ces deux équations donnent

~

Q(8) = Q(0z — &o,6y) O(02) + Q[0 + &o,0y) O(—0z). (7.58)
La corde est en #; = 0. On retrouve ici l'effet d’image double sur une bande de taille

87FGN Dsource ,corde

2o = (7.59)

DSOUI’CG

On a vu précédemment que les variables de Stokes ) et U ne donnaient pas une description
géométrique simple des propriétés du champ de polarisation et que ’on préférait utiliser
la décomposition scalaire/pseudo-scalaire F/B. L'effet de lentille des cordes se traduit par
une recopie d’'une bande d’image, et donc par une discontinuité le long de la corde. Cette
discontinuité étant infiniment fine, il n’est pas question de la voir dans les variables de Stokes.
De méme la recopie agissant sur des échelles de I’ordre de ’arc seconde (pour Gu ~ 107%),
on ne peut espérer détecter des structures en double dans la polarisation du rayonnement de
fond. Cependant, les composantes F et B étant non locales, on peut espérer y voir le couplage
aux lentilles.

On s’intéressera par la suite & la composante B. Celle-ci étant presque nulle aux petites
échelles, elle sera certainement le meilleur traceur pour l'effet faible que l'on cherche. On
exprime donc le déplacement induit par les lentilles dans la composante B

AB(6) = 6(6s) (IUal" —21Qy[") +6'(6:) [UT" (7.60)
ot | [[ est la formule des sauts
[XTT=X(07) = X(07) = X(=£0) = X (&)- (7.61)

La non-localité des composantes E et B fait que l'effet de discontinuité est sensible & une
distance arbitrairement grande de la corde. On a vu plus haut que ce genre de probléme était
dd au fait que la définition des variables E et B recourait a I'inversion d’un Laplacien. Encore
une fois, on répéte que cette inversion est ambigué. Elle n’a de sens que lorsqu’une fenétre de
filtrage est spécifiée. On s’attend alors & voir un signal dans la polarisation de type B jusqu’a
une distance comparable & la taille caractéristique de la fenétre de filtrage.

Ce qui est en jeu ici est encore une fois l'effet de déformation présenté section 7.1.2; &
ceci prés que l'on est dans le cas général d’une déformation ne dérivant pas nécessairement
d’'un potentiel. L’effet de lentille change la forme du champ polarisé, mais pas la direction
de polarisation. Une tache circulaire uniformément polarisée sera vue, aprés avoir subi 'effet
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F1G. 7.3 — Effet de lentille d'une corde sur une tache circulaire uniformément polarisée (gauche)
- non-uniformément polarisée (droite). La zone de recopie de la corde est matérialisée par la
zone grisée. La corde est au centre de la figure. Sur la figure de gauche, rien de particulier ne
se passe le long de la corde. A droite, le long de la corde, la direction de la polarisation n’est
plus définie et il y a apparition d’une discontinuité que peuvent sentir les composantes F et
B du champ.

de lentille d’une corde comme une sorte d’ellipse toujours polarisée uniformément (voir figure
7.3). Si la tache n’a pas une polarisation uniforme, la distribution de cette polarisation, ses
propriétés géométriques, vont étre changées par cette altération de la forme de la tache. C’est
ce que nous testons en étudiant la décomposition scalaire/pseudo-scalaire du champ vectoriel
de polarisation. Par ailleurs, nous retrouvons que l’effet de lentille ne crée pas de polarisation.
Dans (7.58) on voit qu’une polarisation primordiale nulle le reste aprés effet de lentille. Ce-
pendant, comme pour le cas d’une petite déformation, si le champ B primordial était nul, il
n’y a pas de raison, d’aprés 'équation (7.60) qu'il le reste. A part la distance d’action infinie
de l'effet, rien ne distingue ’effet de lentille gravitationnelle d'une corde rectiligne de celui
induit des grandes structures. L’échelle caractéristique de cet effet, parce qu’il se raméne &
I'intégrale de distributions, est arbitraire — comprendre : dépend de la fonction test choisie.
Toutes les échelles de B sont touchées. On a ici un couplage de mode encore plus important
que pour l’effet de lentille faible.

Il reste maintenant & évaluer 'amplitude de l’effet sur la polarisation du rayonnement de
fond. Dans 'espace de Fourier, le champ B s’écrit

aB0) =2 [ Lot (ot _ e Bl 4 s 7.62
(6) =2 [ B (ol —e ol ) |25V (0,) 4500, |, (T.62)

avec E la transformée de Fourier de la composante E primordiale”. Il ne reste plus qu’a
contracter AB sur une fonction test, que nous choisissons ici gaussienne de variance q,,, et a
estimer la variance de ce champ

.\ 2 _% 42 2 o | 121262 1
AB 9. ab [ 9 . 2 —2a2, | ety v_| _
<( ) >gauss e 3 Cg(l) sin®(&ly) x e ' [ob + Fio? (7.63)

9Une fois encore, on rappelle que les variables Q et U primordiales s’écrivent simplement en fonction de la
composante électrique de la polarisation lorsque la partie magnétique est nulle.
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Le spectre de puissance de la polarisation primordiale de type E, Cg(l), qui apparait dans
I’équation, est fortement supprimé par I’amortissement de Silk & une échelle caractéristique
beaucoup plus grande que celle du déplacement (voir chapitre 3). Cette coupure permet d’ap-
procher le sin? &l par (€olz)2. Si par ailleurs on approche le spectre de puissance par une
fonction de Dirac centrée sur le pic, & une échelle aypic ~ 1073 et ay < Qpeaks, I'équation (7.63)
se réduit & une intégrale sur les dépendances angulaires qui donne finalement 1’équation
(ABue=20u0,)))” | o
<(AE)2)1/2 T 4y/me ay

2
5+ 875, (7.64)

On retrouve ici le résultat prévu plus haut. L’effet de lentille se fait sentir jusqu’a des distances
de l'ordre de la taille de la fenétre. On a choisit d’évaluer I’amplitude & une distance 6, = Fay,
qui est proche du maximum de l'effet. Pour une échelle de filtrage autour de ’arc-minute,
Ieffet de lentille induit une composante magnétique de l'ordre de 10% de I'amplitude de la
composante magnétique, pour un déplacement Gu ~ 5”. L’effet tombe au pour-cent pour un
filtrage de 5 arc-minutes. Il y a donc peu de chance de détecter directement une corde cosmique
dans la polarisation du rayonnement de fond ; la précision des instruments de mesure n’atteint
pas encore les échelles nécessaires. Qui plus est, ’effet de lentille faible, ainsi que les autres
effets secondaires produiront sans aucun doute un signal beaucoup plus fort qui peut cacher
I'effet de lentille d’une corde. Cependant, des techniques comme la transformation de Radon,
sensibles aux structures alignées pourraient étre capables de sentir les structures particuliéres
induites par les cordes, méme pour des amplitudes si faibles. Cette étude nous a cependant
enseigné beaucoup de choses sur ’effet de lentille dans la polarisation du rayonnement de
fond ; la simplicité des effets en cause permettant un traitement entiérement analytique du
probléme. On trouvera, dans I'article inclut en annexe, une description plus compléte des
calculs, une simulation de cet effet pour des cordes circulaires ainsi qu’une discussion plus
compléte sur les détails des différents termes entrant dans le calcul de 'effet de lentille.
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7.2.2 Article
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Cosmic string lens effects on CMB polarization patterns

K. Benabed and F. Bernardeau
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Extending the Kaiser-Stebbins mechanism we propose here a method for detecting relics of topological
defects such as cosmic strings based on lens-induced smallBstgle polarization in the cosmic microwave
background. Models of inflation, in which large-scale structures of the Universe emerge from the inflaton
fluctuations, do not exclude the formation of topological defects at the end of the inflationary phase. In such a
case, we show that the lens effect of a string on the small-&:afpe polarization of the cosmic microwave
background induces a significant amountBefype polarization along the line of sight. The amplitude of the
effect is estimated for different resolutions of cosmic microwave background experiments.

PACS numbe(s): 98.70.Vc, 98.62.Sb, 98.80.Cq

I. INTRODUCTION with an axionic field associated with the string that could
induce significant photon-string nongravitational couplings
The temperature anisotropies of the cosmic microwavéo a finite distancg10]. The background model of large-
background CMB) offer a unique window towards the phys- scale structure formation of this paper is therefore inflation-
ics of the early Universe and for an understanding of thedriven adiabatic fluctuations with a few cosmic strings that
large-scale structures. Current observations of the temper&ay have survived from a late-time phase transition although
ture anisotropies power spectruflj point toward the exis- With a significant linear energy density. Note that what we
tence of a well-localized first acoustic pef. If this result ~ are describing here is a secondary effect from a perturbation
is confirmed by the next generation of CMB experiments, ittheory point of view in the sense that it is quadratic in the
supports models of large-scale structure formation from adiametric perturbation: it is a coupling between the local gravi-
batic scalar fluctuations at the expense of models of topologitational potential and the potential on the last-scattering sur-
cal defects and more particularly of cosmic strifigs]. Fur-  face (the Kaiser-Stebbins effect is also a secondary effect
thermore, the shape and normalization of the local matte¥Ve do not attempt to describe the primary anisotropies in-
density power spectrum(k) is also in poor agreement with duced at the recombination time that have been examined in
the CMB data for such modeJd]. This suggests thanly a  other studie$11].
small fraction of the large-scale inhomogeneities might be In Sec. Il we examine in detail the effects induced by
due to topological defects. However, recent studies havétraight strings and by circular loops. Section 1l contains the
shown that in realistic models of inflation cosmic string for- result of simulations of the effect. Then, in Sec. IV, we es-
mation seems quite natural at the end of the inflationary pelimate the detectable amplitude of tBecomponent in the
riod: it is a natural outcome in the super symmetry-inspiredcase of a straight-string-driven deformation.
scenarid5]; it can also be obtained during a pre- or reheat-
ing procesg6]. Il. COSMIC STRING LENS EFFECT
The effects of cosmic strings on the last scattering surface

temperature map have been described by Kaiser and Steﬁirbations give birth to a scalar polarizatipattern—that is

bins [7]. If & cosmic string is moving against an homoge-to say, toE-type polarization—whereas tensor modes, which
neous surface of uniform temperature, the energy of the de- Y, ype p '

flected photor(8] is enhanced or reducethe photons are can induce botle- and B-typg polarizations, contribute only
then blueshifted or redshifteddepending on whether the at a very large scalglz]. Th|_s res_ult accounts for the sym-
photon is passing behind or ahead the moving string, gnetry of the qu_ctuatlons. It implies that at small scales the
mechanism through which temperature anisotropies are geH_seudoscaIaB field

erated. The aim of this paper is to explore the possibilities of B=A"1[(ax2— ay?)U—29xdyQ], (1)
having similar effects for the polarization properties. Obvi-

ously, if the background surface is unpolarized, the deflectedefined from the Stokes paramete€s and U, is zero. The
photons remain unpolarized and no effects can be observegolarization field is then entirely defined by the sca&tdreld
However, if the background sky is polarized, then the polar-

ization pattern is affected through lens effects and, in par- E=A""[(9x*—ay?)Q+2dxayU]. 2
ticular, a geometrical deformation can naturally induce
B-type polarization out of th& component. This mechanism
has been described for the large-scale structi@kand rec-
ognized as a major source Bftype small-scale CMB polar-
ization. We are interested here in the case of cosmic strings

for which this effect can be easily investigated and visual- *Throughout the paper we work in the small-angular-scale limit.
ized. Note that, by doing so, we neglect a possible couplingee[13] for a general discussion of these properties.

In the inflationary scenario, at any given scale, scalar per-

Since the polarization vector is transported parallel along
the geodesics, a gravitational lens affects the polarization

0556-2821/2000/612)/12351@5)/$15.00 61 123510-1 ©2000 The American Physical Society
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simply by displacing the apparent position of the polarized O(x. V)= O(x— O(X—X) + O(X+

light source[14]. In other words, the observed Stokes param- QUxY)=Q(X=£0.Y) 01X =Xo) + QX+ £o.)

eters® and U are given in terms of the primarg.e., un- X[1=6(x—=Xo)], (6)

lensed ones b . . . .
J y where 6 is the step function and, is the position of the

Q(&):Q(aJrg), 0(5!)=U(51+,§), 3 string. The same expression holds for Since the primary
polarization map i8 free, the Laplacian of the observalBe

where¢ is the displacement field at angular positiér(a is ~ field is finally given by
a 2D vector that gives the sky coordinates in the small-angle

N B/ =\ _ +_ + ’ _ +
limit). The displaceme is given by the integration of the ~ AB(@)=8(X=X)(|U 4| Z=2|Q,|)+ 8" (x—x0) ||,

gravitational potential along the line of sights. We will as- @

sume in this paper that the only potential acting as a lens ignere we define

the cosmic string potential. It obviously depends on the

shape, equation of state, and dynamics of the string. IX|T=X(x§) = X(Xg ) = X(Xo— £0) — X(Xo+ &). (8)
Putting Eq.(3) into Eq. (1), we can write a general ex-

pression ofAB in presence of lenses: One can note in Eq7) that the effect is entirely due to the

discontinuity induced by the string on the polarization map.
AB(@)=—2Qj(a+&) (s +E)(8+8)-2Q(a+¥) Furthermore, thd component of the polarization will only
) . o o be nonzero on the string itself. Obviously, the efficiency with
X &yt U jj(at+E[(8+E(8+Ey) which such an effect will be observed depends on the angular
o o . ) precision of the detectors as we discuss later.
—(8,+E)(8,+E)]+U j(a+E) ().

(4 B. Case of a circular string

The case of a collapsing circular string loop allows us to

Igﬁ;ir%rg-tno e:e(?jgrgiscf?rr]if:r;g\/\(j:vrgatfaeéﬂe?;glﬁéd tglgrrgzzglr?c%mplement our analysis with the effect of the string curva-
yp 9 P ture. As shown iff15] the lens effect of such a string, when

simply because the two scalar field compositiamse being facing the observer, is equivalent to the one of a static linear

the primary scalar perturbation, the other the IIr]e'Of'S'ghtmass distribution. The structure of the displacement field is

gralglg?itlllzgﬂaﬂgfC\Egaleb;;;li(nt‘i;?g IﬂthllnatrilZet.wo special then simple. Let us consider a loop centered at the origin of
. . . plicitly the P .our coordinate and of radiug, . If one observes towards a
cases of a straight cosmic string and of a circular cosmic

; . : =~ direction through the loop, the displacement is nil. Outside
string, both of them in a plane orthogonal to the line of S|ght.the loop, the displacement decreasesralsy. We have

A. Case of a straight string - )
. S v)=—2¢—a for a>aq. 9
Let us assume that a straight string is aligned alongythe @) goaz “« ae ©

axis. Then the displacement is uniform at each side of the ) ] ] ) ]
string. The deflection angle=47Gu [8] (whereG is the Note that, in&y, w is an effective guantlty that contains the
Newton constant ang the string linear energy densjtin-  effects of dynamics as well. The@ is

duces a displacement given by

Q(a)=Q 0(a—a))+Q(a)

- &
D o a(l—zfo—z)
fx: ng] §0=47TG,LL CMB,.stnng, (5) o
string X[1—6(a—ay)]. (10
the sign depending on which side of the string one observes; . . . '
the displacement along is obviously 0. Deyg,sying and Two effects are induced in this case. The first one, also

Dyying are the cosmological angular distances between, reprgsen; '?‘ the IS”."J“Q*.“ stfr_ml%.c?]s_e,_ corr]nes frolm the d'?cont"
spectively, the last scattering surface and the string, and t uity of the polarization field; this is thetrong lensing ef-

string and the observer. In the following, we will assume that ect. It ISI due LO thengstence hOf a Cr'tl'(.:all region in Ll
we are in the most favorable case for detection, when th ource plane where objects can have multiple imagyes in

: : . . : this case, but it can be more in gendri]). The second one
ratio of the distance is about unity, hence removing any geo: ' . ) X
y ganyg aweak lensing effect simply due the deformation of the

metrical dependence on the cosmological parameters. Theﬁ, J= ;
P 9 b urce plane; it will be small compared to the other. This

the string lays at equal distance between the last scatteri N . . .
surface and the obsen&fFor a G, around 10° [8], the tter effect is investigated in more detail [ib6]. We expect
' " , &hese two effects to be present for any string model.

typical expected displacement is about less than 10 arc se

We can write the expression of the Stokes parameters,
I11. SSIMULATED MAPS

We present in Figs. 1—4 the simulation results of circular
2This means a redshift of 3 for an Einstein—de Sitter universe. cosmic string(30 arc min radius¢;=5"). The cosmic mi-
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/£

FIG. 1. B field for a circular loop crossing a 58 50' window. FIG. 3. Same as Fig. 1 with a better resolutidn?’). The dis-
The filter resolution is 5 arc min. At this scale, tBefield is less  continuity effect is less diluted. ThB field is now in amplitude
than 1% of theE one. The very faint patches that can be noticedabout 10% of the typicak fluctuations.
above the string are theeak lensing effect signaturéa few percent
of the strong lensing effect coming from the critical region ization field. We expect that this feature and the very pecu-

liar shape of the effect on the cosmic microwave background
crowave background polarization realization u€gscalcu-  polarization maps could help discriminate between this effect
lated with a standard cold dark matter model with a cosmoand other secondary polarization sources or foregrounds
logical constanft ACDM). Only scalar primary perturbations (lensing from large-scale structures, dust polarization). etc
are used here since we do not expect any significant tensdihe extraction of a clean cosmic microwave background po-
mode at such a small scale; without the string, there is ndarization out of a signal with foregrounds has been studied
signal in theB component. [19] at a larger scale. Very little is known about the contami-

The hot and coldblack and whitg patches run along the nation of theB signal at the scale we are looking at here.
string path. They come from th& term in the Eq.(7). Its

amplitude is the result of a finite difference in tbkfield at IV. AMPLITUDE OF A STRAIGHT STRING EFFECT
distance Z,. We will see in last section that, at small filter-

ing resolution, this term dominates the amplitudeBgjolar- We come back to the case of a straight cosmic string. It is
ization. easy to estimate the amplitude of the effect which only con-

Itis interesting to note here that theeak lensing effectis  sists of a discontinuity. At small angles we can decompose
negligible at these scales. Besides, even the discontinuitpe E field in plane-wave Fourier modes:
effect is really small at a 5 arc min angular scale. A 4 times
better resolution enhances significantly the sigiadlout 10 . . . .-
: : E(a)= | =—E(e'«!'. (11
times. Note also that the hot and cold spots along the strings 2
have the same linear sizes as the typical peaks of the polar-

FIG. 4. Same as Fig. 2 for a 1.2esolution. The discontinuity
FIG. 2. Same as Fig. 1 for the field. At this scale the string effect is now visible inE. Lens effects induce mode couplings that
remains completely “diluted” in théE field and cannot be sedéthe  create structures at very small scales dominating over primary
effect is smaller than 1% of the mean primdtysigna). structures.
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It is straightforward to write foiB, in Fourier space, 10% e T
AB(x y):zf d—lez(F)ei&-f(eifo'x—e*ifo'x) 3
’ 2 > 10°
g
Wy 3 X
X I—Z(S (x—x0)+||—25(x—x0) . (12 S0 1006
3
This expression makes sense only if convolved with a test™.
function—that is to say, convolved with a suitable window -2 ;5—2
function. For simplicity, we assume that our observational &
device window is described by a Gaussian window function _
W of width a,,: 10 ‘ s .
0.01 0.1 1.0 10. 100.

arcmin

W(a)=

2 ~ 2,2 2
5 e~ a2/2awy W( kx 1ky) —e ay (K + ky)/2. - ‘
Ty FIG. 5. A comparison of the exact computation of
(13 [7ABHI{AE?) (dashed ling at x=xo* a, and &=10" and its
approximation[see Eq.(16)]. The amplitude of the effect is about
10% at 1 scale, about 1.5% at 5The agreement between the exact
a2l dk amplitude and Eq(16) weakens for scales abové-23'.
A[:,W(X’y)zzj’ > 27TE( e DXollxk+xkyly]
aa T

Then we have

is not exact at § but is fairly accurate at’LNumerically, we
found that, at 5 resolution, the amplitude of the effect
. evolves like~325¢, at the positiorx=Xy* a,,; itis ~1.5
X 1072 when £,=10". The slope at smalt,, is due to the
14 ad.adad, in Eq. (16)—that is to say, to theS’ in Eq. (7).
. ) This is in good agreement with the simulations that sug-
The rms ofAB,y can then be expressed as a function of theyested an effect of this order of magnitude dominated, at

- . _ LIk 1
><W(k,|y)(e'5oX—e'5oX)[i *Izy +i|—y

E power spectrunCe(l): small a,,, by the finite difference inJ field at 2¢, scale.
R 2 [ d? .
<(ABW)2>:2e*<X*X°>2’“wf ?CE(l)Slnz(‘fle) V. CONCLUSIONS
2,2 6 The so-far planned cosmic microwave background experi-
2 2 121 (X_X )2 | . . .
W lpag Xy 2 707 y_|. (15) ments will have, at their very best, & Eesolution[17]. We
Iay, 1“ag, showed that at this angular scale and assuming that a string

) ) with £,=10" exists(which is perhaps somewhat optimistic
Ce(l) has a natural cutoff due to the Silk damping scaléye can expect a signal B-type polarization with an ampli-
lgamd 1/l samp™10'), @ scale much bigger than the induced yde of about 1% the signal i-type polarization. This sig-
displacement. Therefore, we can replacé(gjy) by its ex-  nal is too weak to be actually detected. Beside, the weak
pansionggly. Then the amplitude of the effect grows likg.  |ensing is expected to indu@type polarization at the same
Besides, if the size of the window is smaller than the typicalscale and is likely to hide any string effect. Improving the
scale of AE_structures,, < peaxs With apears~107°, we  resolution of the detector, however, will dramatically en-
have eXp(—Iﬁa@%l. And from Eq.(15) we can then calcu- hance the detectability of a string effect; dtstale, we ex-

late pect indeed to gain a factor of 10 in the amplitude of the
. 5 effect that should make the detection possible. The detection
(ABy(x=Xoxa, y))? 1 & 5 4 g Speals of cosmic strings through this effear through the Kaiser-
((AE)®)T2 - 4\/EOTW + as Stebbins effect which also requires a good angular resolu-

(16) tion) will probably be possible only with the post-Planck
generation of instrumen{d.8].
The distance to the string,=Xxy* «,,, has been chosen to

give a realistic account of the effe@n the simulation this ACKNOWLEDGMENTS
corresponds almost to the peak of the hot and cold pakches
Figure 5 shows these results forACDM model—the only The authors would like to thank P. Peter, L. Kofman, and

dependence on the cosmological parameters appears in thspecially J.P. Uzan for encouraging discussions and com-
position of the polarization peaks which depends essentiallynents on the manuscript. We also thank A. Riazuelo for the
on the global curvature of the Universe. Our approximationuse of his Boltzmann CMB code.
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CHAPITRE 8
Corrélations d’effets de lentilles
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On a vu au chapitre précédent qu’il était trés dur de reconstruire une information sur
leffet de lentille gravitationnelle et donc sur les grandes structures & partir du rayonnement
de fond seul. On a montré principalement que, du fait de ’absence de petites structures
dans le rayonnement de fond, les différentes observables sensibles spécifiquement & 'effet de
lentille auxquelles on peut penser ont toutes un signal sur bruit assez faible. Méme avec la
polarisation, pour laquelle, dans les modéles inflationnaires, la situation est trés avantageuse,
la reconstruction n’est pas possible.

Une solution, que j’ai particulierement étudiée durant ma thése, consiste a ajouter une
information supplémentaire pour permettre la reconstruction. Dans les cas que j’ai étudiés,
cette information supplémentaire est une mesure de l'effet de lentille gravitationnelle sur des
champs galactiques d’arriére-plan. Ce type de mesure permettra, dans un avenir proche, de
reconstruire des cartes de l'effet de lentille faible sur des plans images & des décalages vers le
rouge proche de 1. La reconstruction que je vais présenter ici consiste a comparer effet de
lentille sur le rayonnement de fond (& z ~ 1000) et effet de lentille & z = 1.

Cette idée de corréler le rayonnement de fond avec des observables & faible décalage vers
le rouge pour mesurer l'effet de lentille avait été évoquée précédemment dans les travaux
[Zaldarriaga & Seljak, 1999, Zaldarriaga, 2000]. Il était proposé de comparer le rayonnement de fond
avec des catalogues de galaxies ou de quasars. Cette proposition a d’ailleurs été développée par
la suite dans [Suginohara et al., 1998] [Peiris & Spergel, 2000]. Cependant, comparer le rayonnement
de fond avec les relevés d’effets de lentille faible est une idée nouvelle et qui posséde de
nombreux avantages sur les méthodes proposées dans [Suginohara et al., 1998] [Peiris & Spergel, 2000].
Notamment, les corrélations que je vais construire dans la suite ne font pas appel & une
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FiG. 8.1 — Deux photons sur la méme géodésique, un seul puits de potentiel. Les photons
partent de G, sur la surface de derniére diffusion et de F' sur un plan intermédiaire & z = 1.
Ils sont déviés par un seul puits de potentiel. Cependant, I’effet de déplacement est différent
sur les deux plans a cause de la projection. Les angles ¢ et &1 dépendent de la position des
plans sources.

reconstruction préalable de 'effet de lentille gravitationnelle sur le rayonnement de fond qui
est, on ’a vu, assez problématique.

8.1 Corrélations d’effets de lentille & différentes profondeurs.

La premiére chose a étudier, avant de tenter d’utiliser une information sur les lentilles &
z = 1 pour extraire du rayonnement de fond celle & z = 1000, est le recouvrement de ces
deux effets. Tout d’abord, il faut noter que z = 1 représente, pour un univers EdS, & peu prés
un tiers de la distance jusqu’a la surface de derniére diffusion. En effet, on rappelle que dans
un modéle EdS, la distance angulaire s’exprime en fonction du décalage vers le rouge par la
formule s

D(z) =2—-2/V1+z; (8.1)

on a alors D(1)/D(1000) ~ 0, 3. Des photons émis & la fin de la recombinaison auront subi sur
les deux tiers de leur trajet des déflexions que n’auront pas subies ceux émis par des galaxies
d’arriére-plan. La question est de savoir si ce tiers de trajet en commun suffit & induire une
corrélation significative entre les effets de lentille sur nos deux plans sources différents.

8.1.1 Effets géométriques

Concentrons nous sur la région commune du trajets des photons. Remarquons tout d’abord
que quelquesoit son point d’origine, un photon passant & proximité d’un puits de potentiel
va toujours connaitre la méme déflexion. En d’autres termes, I'effet de lentille se soucie peu
du point de la géodésique & partir duquel le photon a été émis. Supposons maintenant que
je m’intéresse & une géodésique qui, entre la surface de derniére diffusion et 1’observateur,
ne connaisse qu'une seule déviation, & une distance inférieure & z = 1 (voir figure 8.1). Le
photon du rayonnement de fond qui suit cette géodésique, ainsi que celui émis par une source
brillante & z = 1 sur cette méme géodésique vont subir exactement la méme déflexion a.
Cependant, l'effet de lentille ramené sur le plan source ne va pas du tout étre le méme! En
effet, la déviation sur le plan source est fonction de la déflexion « et de la position de la lentille
par

Drs
¢ = aD—OS, (8.2)
les distances angulaires Drg et Dog étant respectivement celles entre la lentille et la source et
I’observateur et la source. L’effet de cette lentille est beaucoup plus fort pour le rayonnement

de fond. En effet, si ’on note Dy = D(z = 1), on a D(z = 1000) ~ 3D;. Posons alors Dy, la
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o o o
o1 O

F1G. 8.2 — Les fonctions de fenétres pour z = 1100 (trait pointillés) et z = 1 (trait pleins).

distance entre la lentille et le plan source & z = 1 et &; Ueffet de lentille sur ce plan. Il vient
alors, pour l'effet de lentille sur le rayonnement de fond,

Dy +2 2

3D, =&+ a— (83)

écMB = o 3D,

On s’attend donc a ce que effet de lentille induit par les structures avant le plan galactique
soit amplifié pour le rayonnement de fond du fait des facteurs géométriques.

On va revoir cela plus en détail, en s’intéressant maintenant & la convergence de 'effet de
lentille. On a vu, chapitre 5, qu’on la calculait & 1’aide de la formule

_ 3 DOLDLS (5(0,){)
5(0) = 200 / ax PR S0, (8.4)

On va supposer que la distribution du contraste de densité croisse comme le facteur d’expan-
sion le long de la ligne de visée. Ce n’est pas tout a fait vrai. Nous y reviendrons plus loin.
La convergence sur le plan galactique et sur le rayonnement de fond différe alors uniquement

par un terme de sélection,
3 . DorDLs
= —Qp——=.
w(x) a 90 Dos

On va comparer ces fonctions pour les deux plans sources. La figure 8.2 montre la partie
géométrique des fonctions de fenétre pour nos deux plans. On retrouve le fait que leffet de
lentille induit par des structures avant le plan galactique est plus fort sur le rayonnement de
fond que sur ce dernier. Ce que la figure révéle aussi, c’est que les structures & grand décalage
vers le rouge vont étre assez importantes. En fait, la fenétre pour le rayonnement de fond
pique aux alentours de z = 3. Néanmoins, le recouvrement ne doit pas étre complétement
négligeable. Pour le quantifier, on va définir un taux de corrélation des deux effets de lentille

(8.5)

r= M. (8.6)

(KEmn) <”s21>
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On note par un indice g les quantités se rapportant & ’effet sur le plan galactique. En main-
tenant notre hypothése sur 1’évolution de la distribution des structures, le calcul se réduit
a

2

. [ dxwy(x)wems(x)a

_ . (8.7)
VI dxwdyp()a? [ dyw?(x)a?

Dans un univers EdS, les intégrales donnent r ~ 34%. A titre de comparaison, si l’on place
maintenant le plan galactique a z = 2, le taux de corrélation devient r = 53%. Comme nous
I’avions dit plus haut, la corrélation est importante, mais le maximum de la fonction de fenétre
pour le rayonnement fossile est situé plus prés de la région de z = 3.

Dans le paragraphe précédent, nous avons fait I’hypothése que les structures croissaient
comme le facteur de croissance, afin de pouvoir étudier uniquement la contribution du facteur
géométrique au recouvrement de l’effet de lentille. Cette hypothése est tout & fait vérifiée
dans un univers EdS. On a vu chapitre 4 que dans ce cas, la croissance des structures a
I'ordre linéaire égalait le facteur de croissance. Cependant, cela n’est plus tout & fait vrai
pour un univers au contenu différent. Par exemple, un univers plat avec 2y < 1 verra ses
structures croitre moins vite que le facteur d’expansion aux temps proches, lorsque la constante
cosmologique commence & contribuer notablement. On s’attend donc & une légére diminution
de leffet de recouvrement, puisqu’alors, les régions de ’espace a grand décalage vers le rouge
vont étre amplifiées par le facteur §(x)/a. Par exemple, pour une cosmologie de paramétres
Qo = 0.3, A = 0.7, le taux de corrélation calculé uniquement avec les termes géométriques
(c’est-a-dire en supposant une croissance proportionnelle au facteur d’expansion) est de l’ordre
de r = 26%, tandis qu’en tenant compte du ralentissement de la croissance a faible décalage
vers le rouge, 7 = 24%. Le recouvrement des effets de lentille sur le rayonnement de fond et
sur le fond galactique est donc dominé par les effets géométriques.

8.1.2 Spectre de puissance et effets de filtrage

On a pu se donner une idée, grace aux calculs de la section précédente de l'intensité
de la corrélation de l'effet de lentille sur deux plans différents. On a vu que le calcul se
ramenait simplement & ’évaluation des contributions géométriques. En effet, la croissance des
structures, & ’ordre linéaire, est en grande partie absorbée dans le terme en 1/a de leffet de
lentille. Quand aux termes dépendant de la distribution du contraste de densité, ou plutét en
l'occurrence de son spectre de puissance, ils se compensent exactement.

Cependant, nous avons négligé une donnée importante dans notre premier calcul. En effet,
lorsqu’on s’intéresse & un effet de lentille, on s’intéresse avant tout & la déformation d’objets.
Dans notre cas, il s’agira soit de galaxies, soit des structures du rayonnement de fond. Ces
objets ont une taille finie; il ne sont pas ponctuels. Nous avons mené le calcul comme si nous
travaillions sur des objets ponctuels. Il faudrait reprendre le calcul en spécifiant que nous nous
intéressons & des objets d’une certaine échelle.

Plus prosaiquement, si nous voulons utiliser nos résultats sur la corrélation des effets de
lentille sur deux plans distincts pour les confronter & d’éventuels résultats expérimentaux, il
faut prendre en compte le fait qu’'une expérience posséde une résolution angulaire finie. Cela
réintroduit aussi la notion d’échelle. Les expériences de détection de lentilles faibles sur les
fonds galactiques donnent une information sur 'effet de lentille gravitationnelle & une échelle
donnée. De la méme maniére, les mesures du rayonnement de fond donnent une cartographie
de ses anisotropies jusqu’a une échelle déterminée par la résolution des instruments.

On va donc calculer notre taux de recouvrement en tenant compte de ce filtrage. Si W (k)
est la fonction de fenétre, dans 1’espace de Fourier, qui filtre la convergence & I’échelle voulue,
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on a simplement
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Encore une fois, on va se restreindre a ’ordre linéaire de la croissance des structures, ce qui
permet de séparer les fluctuations spatiales et temporelles du contraste de densité

(k. x) = D1(x)é (k). (8.9)

Aux petits angles, P(k) = P(k,) et la corrélation entre deux effets de lentille sur des plans
X etY est

2
(kxky) = /dxwxwyD / 4k W2(kD)
2
= / dx wxwy D% / (gﬂl)“ P (f)/ZD)WQ(k) (8.10)

L’introduction d’une échelle de filtrage ne permet plus de factoriser I'intégrale le long de la
ligne de visée et sur ’espace de Fourier. On a maintenant une dépendance explicite du taux
de recouvrement 7 sur la forme du spectre de puissance.

Pour pouvoir évaluer le taux de recouvrement sans recourir & l'intégration numeérique, nous
allons faire une hypothése simplificatrice sur le spectre. Nous nous intéressons a des effets de
lentille aux échelles variant de quelques arc-secondes, jusqu’a quelques degrés. Cette plage
couvre correctement le cas des galaxies et celui du rayonnement de fond. On va supposer que
pour ces échelles, le spectre de puissance du contraste de densité est correctement décrit par
une loi de puissance,

P(k) ~ k™. (8.11)

Typiquement un indice spectral de l’ordre de n = —3/2 donne une approximation raisonnable
dans le régime linéaire. On peut alors de nouveau factoriser les intégrales sur k et le taux de
corrélation filtré devient
dxw w D2 D2
r = f X g ) CMB( ) (812)
VI dxwdagm(x) 3D [ dyw?(x)D3 D2

Notons, avant de continuer, que ce taux de recouvrement filtré ne dépend plus de I’échelle
de filtrage, grace a 'approximation faite sur le spectre de puissance. Cette propriété n’est pas
du tout générique. En anticipant un peu sur la suite, on se doute que cette propriété ne sera
plus du tout vraie si I’on prend en compte 1’évolution non-linéaire du contraste de densité;
on s’attend alors & une différence notable entre les échelles dans le régime non-linéaire et celle
hors de celui-ci.

Le filtrage de D'effet de lentille fait apparaitre un facteur D~2~" aux termes géométriques
qui contribuent au taux de corrélation. La puissance de ce facteur est typiquement négative;
pour le cas n = —3/2, on a D~1/2. Ce facteur va amplifier la contribution des structures a
petite distance. Le taux de corrélation filtré doit donc étre plus important que le taux calculé
avant. Pour un univers EdS, on obtient 7 = 42%, pour le modéle plat avec constante cosmo-
logique considéré plus haut, » = 33%. A titre de comparaison, je donne aussi, table 8.1 les
résultats de 'intégration numérique pour un spectre de puissance CDM et différentes échelles
de filtrage. Les résultats sont assez proches du calcul pour un spectre en loi de puissance.
Evidemment, le taux r dépend maintenant de ’échelle de filtrage. On peut comprendre cette
dépendance comme un changement de 'indice spectral. A 2 arc-minutes, I’indice spectral ef-
fectif va se rapprocher de n = —2, tandis qu’avec des fenétres de filtrage plus grandes, on
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TAB. 8.1 — Le taux de corrélation pour différents modéles.

r | 2 | 5 |10 |
EdS, loi de puissance 0.42 | 0.42 | 0.42
EdS, CDM 0.39 | 0.42 | 0.46
EdS, CDM + non-lineaire 0.50 | 0.49 | 0.49
Qo =0.3, A =0.7, loi de puissance 0.33 | 0.33 | 0.33
Qp=0.3, A=0.7, CDM 0.32 | 0.37 | 0.43
Q0 =0.3, A=0.7, CDM + non-lineaire | 0.4 | 0.4 | 0.43

coupe a plus grande échelle ’asymptote du spectre de puissance et on augmente 'indice spec-
tral vers n = —1. Comme 'effet de filtrage amplifie 'influence des structures proches comme
D~ 27" on comprend pourquoi augmenter 'indice spectral augmente le taux de corrélation.

On a supposé ici que ’échelle de filtrage des deux effets de lentille était la méme. Ce n’est
pas nécessairement le cas. Les expériences d’effet de lentille sur le fond galactique auront acces
4 des échelles beaucoup plus petites que celles des mesures sur le rayonnement de fond. On
peut refaire le calcul avec deux échelles de filtrage différentes. Cependant, dans ce cas, méme
avec un spectre en loi de puissance, on ne peut plus factoriser simplement ’expression du
taux de corrélation. Il aurait été de toute facon assez surprenant que pour deux échelles de
filtrage différentes, le taux de corrélation puisse rester inchangé... La figure 8.3 montre Ieffet
d’une différence d’échelle pour les deux effets. On peut étre rassuré de constater que le taux
de recouvrement est maximal lorsque les deux échelles correspondent.

8.1.3 Effets des non-linéarités.

On a vu qu’a petite échelle, I’évolution du contraste de densité changeait (voir chapitre 4).
Lorsque la densité est suffisante, des objets virialisés se forment et, si ’on suit les prescriptions
de ’Ansatz de stable clustering, ne suivent plus I’évolution comme le reste de I'univers. Ils
gardent une taille constante, alors que le reste de I'univers est dilué par expansion en a /2
Il faut donc que ces objets s’effondrent en a®/2, alors que le contraste de densité du reste du
fluide de matiére noire croit comme a (pour un modeéle EdS).

Au cours de l'effondrement gravitationnel, il arrive un moment ot dans une région donnée,
la pression, définie comme la dispersion des vitesses des éléments du fluide, équilibre la gravité.
Le fluide est dit virialisé. Un objet peut alors se former. Le fluide dans cette région change alors
complétement de régime; on parle d’évolution non-linéaire. On sait assez bien la décrire dans
le contexte de I’Ansatz des corrélations stables (stable clustering). Cet Ansatz fait ’hypothése
que lorsque le fluide se virialisé et forme des objets compacts, son évolution se découple de
I’évolution du reste du fluide. La taille de ’objet compact ne change plus. Ainsi, alors que le
reste du fluide continue de s’effondrer, faisant croitre le contraste de densité comme le facteur
d’expansion, les zones virialisées doivent étre caractérisées par un facteur de croissance allant
comme a®/2; on rappelle que le fluide est dilué par ’expansion en a3/2.

Cette évolution non-linéaire se caractérise, dans le spectre de puissance, par une amplifi-
cation du spectre a petite échelle. Cette amplification n’apparait que pour les modes dans le
régime non-linéaire. Hors, comme ’entrée dans ce régime est déclenchée par la virialisation du
fluide & certaines échelles, en d’autres termes par la croissance du contraste de densité, cette
amplification des petites échelles du spectre va dépendre du facteur de croissance linéaire.

Considérons un mode d’échelle k. A I’époque du rayonnement de fond, il n’est pas encore
entré dans le régime non-linéaire. Il va croitre avec Dy ~ a jusqu’au moment ou il va rentrer
dans le régime non-linéaire. Par la suite, il va croitre beaucoup plus vite, et donc se trouver
amplifié par rapport aux modes encore dans le régime linéaire. Comme on filtre & des échelles
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supérieures & l’arc-seconde, on supprime les modes de trés petites échelles, qui vont entrer
trés tot dans le régime non-linéaire. On sélectionne donc des modes qui sont non-linéaires
trés tardivement. La plupart des modes non-linéaires qui vont contribuer & ’effet de lentille
vont devenir non-linéaires & bas décalage vers le rouge et donc pouvoir contribuer & 1’effet de
lentille sur le rayonnement galactique ainsi que sur les arriére-plans galactiques. En filtrant les
échelles trés petites, on est donc en train de sélectionner des modes dont la contribution est
amplifiée par le régime non-linéaire et qui vont avoir un effet de lentille sur les plans & z = 1
et z = 1000. Ce phénoméne devrait augmenter le taux de recouvrement des effets de lentilles.
On donne table 8.1 les résultats du calcul numérique prenant en compte les non-linéarités.
L’effet est assez important, de ’ordre de 10 & 20%.

8.1.4 Effets de dispersion des galaxies

Pour finir sur I’évaluation du taux de corrélation, je vais encore affiner la description pour la
rapprocher des conditions expérimentales. Dans la suite, on voudra comparer le rayonnement
de fond et la reconstruction de I’effet de lentille sur des plans galactiques. Dans les paragraphes
précédents, nous avons toujours considéré que le “plan galactique” était réellement un plan
situé a une distance déterminée. C’est une approximation qui semble assez raisonnable, mais
qui n’est pas justifiée dans les faits. En effet, les galaxies observées pour reconstruire 'effet
de lentille sont situées autour du plan z = 1, mais leur dispersion peut étre importante et on
doit en tenir compte.

Je ne rentrerai pas dans les détails de la forme de la dispersion spatiale des galaxies. Elle
dépend & la fois de leur dispersion naturelle et de paramétres expérimentaux relatifs a la
sélection des sources. Le probléme a été traité dans divers articles présentant ’effet de lentille
sur les fonds galactiques (voir particuliérement [Kaiser, 1992]). On va juste retenir ici que ’on
doit donner une épaisseur au plan source galactique. On a utilisé une dispersion du plan source

assez large en

P 2 _(L)1.5

n(z) ~ (—) e \zg/ | (8.13)
Zg

Cette dispersion est particuliérement adaptée aux expériences sans sélection en distance des
sources, telles qu’elles ont été réalisées jusqu'a aujourd’hui. Comme la dispersion est assez
large, surtout pour z > zg4, elle va avoir tendance a augmenter le taux de corrélation. On
présente en figure 8.3 le résultat de l'intégration numérique pour cette dispersion, en tenant
compte des effets non-linéaires, et en laissant 1’échelle de filtrage pour leffet de lentille sur le
rayonnement de fond varier.

8.1.5 Sensibilité aux variations des paramétres cosmologiques

Les paragraphes précédent nous ont permis d’évaluer le taux de corrélation de l’effet de
lentille sur deux plans différents. En tenant en compte les effets de filtrage et 1’évolution non-
linéaire du contraste de densité, ce taux, suivant les parameétres cosmologiques, vaut de 40%
a 50%. On a vu aussi qu’en donnant une épaisseur au plan galactique, ce taux peut encore
augmenter, puisqu’on prend alors en compte des effets de lentille & des décalages vers le rouge
plus élevés. La question que ’on peut se poser est comment varie ce taux lorsqu’on change
les paramétres de la métrique ?

Nous avons vu dans la section 8.1.1 qu’une importante contribution au taux de corrélation
provenait d’effets géométriques; r est avant tout une mesure du recouvrement des fonctions
de fenétre. On sait que la relation distance-décalage vers le rouge est modifiée par des varia-
tions des parameétres cosmologiques. D’autre part, on a vu que le changement des parameétres
cosmologiques avait aussi un impact sur la croissance linéaire des structures et modifiait 1é-
gérement le taux de corrélation. La figure 8.4 présente une exploration des variations des
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FiG. 8.3 — Le coefficient de corrélation pour différents choix de filtrage. L’abscisse est la taille
de la fenétre pour l'effet de lentille & z = 1. Les trois courbes correspondent respectivement &
des fenétres de 2.5', 5’ et 10’. On a pris en compte pour ces courbes 1’évolution non-linéaire
du spectre de puissance, ainsi que de la dispersion du plan z = 1.

parameétres cosmologiques dans le plan Qg — A. Pour se donner une idée de 'influence relative
des variations de la relation distance-décalage vers le rouge et de celles de la croissance linéaire
des structures, on a remplacé dans la figure de gauche la croissance du contraste de densité par
le facteur d’expansion. Les résultats sur les deux figures sont assez différents. Si I’on ignore les
variations de Dy, le r formé uniquement par la contribution des effets géométriques semble
assez sensible aux variations de la constante cosmologique. La modification de D, gomme
cette dépendance ; r est essentiellement sensible aux variations de .

Ce résultat est assez déconcertant. En effet, le terme géométrique semblait étre la contri-
bution dominante du taux de recouvrement ; I’écart de la croissance au facteur d’expansion
avait l’air moins déterminant. On voit ici qu’il n’en est rien. Expliquer ce comportement est
assez compliqué. Il faudrait, pour ce faire, rentrer dans le détail des dépendances de D et
D(z), puis comprendre comment 'intégrale les lie dans k... Pour finir de se convaincre qu’il
est difficile de se faire une idée autre que numérique de la dépendance du taux de corrélation
dans les paramétres cosmologiques, on va changer la définition de ce taux. Appelons x notre
nouveau taux de corrélation

(KgkcmB)

X= T2y

(8.14)

Ce taux est toujours bien normalisé. Si maintenant, on se livre au méme jeu de ’exploration
du plan Qy — A, les résultats sont complétement différents. Les facteurs géométriques sont
maintenant beaucoup plus importants ; la différence entre les deux figures est minime. D’autre
part, alors que r était principalement sensible aux variations de €y, x est maintenant plus
sensible & A ! Ce nouveau taux est beaucoup moins sensible aux variations de la croissance du
contraste de densité. Dans la suite de ce chapitre, on montrera comment une telle quantité
peut étre construite a 1’aide du rayonnement de fond et de mesures de lentilles & z = 1.
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Fi1G. 8.4 — Effet des parameétres cosmologiques sur le coefficient de corrélation r. Les deux
figures ont été calculées avec un spectre de puissance en loi de puissance et un indice spectral
n = —1.5. En abscisse on fait varier A. La figure de gauche impose Dy = a .
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8.2 Corrélations avec la température

Nous avons montré dans la section précédente que la corrélation entre l’effet de lentille sur
des galaxies autour de z = 1 et sur le rayonnement de fond devait étre significative. On va
maintenant s’intéresser a divers schémas permettant la construction d’observables corrélant
température du rayonnement de fond et effet de lentille sur les galaxies.

8.2.1 Quelques mots sur les relevés d’effets de lentille

J’ai parlé tout au long de ce chapitre de la possibilité d’utiliser des mesures d’effets de
lentille faible sur des galaxies. Avant de montrer comment on peut comparer ces mesures avec
le rayonnement de fond, je vais décrire succinctement comment elles sont réalisées.

Ces détections reposent sur la propriété de l'effet de lentille gravitationnelle a nous rendre
localement astigmate! Les proportions des objets vus dans une direction donnée nous ap-
paraissent déformées par l’effet de lentille. On a fait remarquer plus haut qu’un objet cir-
culaire est vu comme une ellipse dont les axes s’alignent sur les directions du champ de
distortion «. De méme, 'ellipticité des galaxies que nous observons est perturbée par 1'ef-
fet de lentille. Ainsi, si dans une petite région du ciel, I'effet de lentille est assez homogéne,
les galaxies observées dans cette zone doivent étre préférentiellement alignées dans la direc-
tion privilégiée par le champ de déformation des lentilles. Ce phénoméne est le ressort de la
méthode de détection de l'effet de lentille faible sur les galaxies d’arriére plan telle qu’elle
a été proposée par Kaiser [Kaiser, 1992, Kaiser et al., 1995, Squires & Kaiser, 1996, Kaiser, 2000]. Cette
idée a permis a plusieurs équipes de réaliser les premiéres mesures de cet effet au début de
I’an 2000. [Waerbeke, 2000, van Waerbeke et al., 2001, Erben et al., 2001]. Plus récemment, de nouvelles
mesures ont confirmé et étendu ces premiers résultats [van Waerbeke et al., 2000b, Maoli et al., 2000,
van Waerbeke et al., 2001] [Rhodes et al., 2001, Bacon et al., 2000] [Wittman et al., 2000]. Ces papiers donnent
des informations statistiques sur l'effet de lentille et s’attachent a reconstruire son spectre de
puissance. Il a toutefois été montré que la reconstruction du champ de convergence et du
champ de distorsion était possible [van Waerbeke et al., 1999a]. C’est vers ce but que tendent les
expériences & venir. Outre la corrélation avec le rayonnement de fond, une telle reconstruc-
tion autorise la mesure d’observables plus complexes et plus riches comme le gauchissement
(skewness).

Cette détection permet donc de reconstruire ’effet de lentille sur des cellules de 1'ordre
de 'arc-minute carré. Elle repose sur la supposition que seules les déformations optiques de
I’effet de lentille peuvent donner une orientation privilégiée & la forme des galaxies sur 1’échelle
de la cellule. 11 faut donc que chaque cellule soit suffisamment grande pour contenir assez de
galaxies pour mesurer cette orientation privilégiée, mais pas trop afin que la moyenne du
champ de déformation sur la cellule ne soit pas trop faible. D’autre part, afin que cette étude
statistique soit valide, il faut que 'orientation primordiale des galaxies soit décorrélée.

Ce dernier point n’est pas évident. Il a été beaucoup discuté dans une série d’études ré-
centes tant numeériques (Voir [Croft & Metzler, 2000, Heavens et al., 2000]) que théoriques (voir pour les
plus récentes et les plus complétes [Crittenden et al., 2000b, Crittenden et al., 2000a, Mackey et al., 2001]).
En effet, on peut supposer que les galaxies proches étant apparues dans le méme environ-
nement gravitationnel, elles pourraient avoir des moments angulaires similaires. Une telle
propriété donnerait alors une autre source d’alignement des ellipticités des galaxies observées.
Les études les plus récentes semblent indiquer que c’est en effet le cas, et que cet aligne-
ment intrinséque est d’un ordre de grandeur comparable & celui engendré par les phénoménes
optiques d’origine gravitationnelle. Cependant, alors que les modes rotationnels du champ
de déformation de l'effet de lentille sont faibles (voir chapitre 5), les modes rotationnels du
champ vectoriel d’alignement intrinséque sont comparables aux modes scalaires. Cette pro-
priété peut avoir une grande importance puisqu’alors les mesures d’effets de lentille qui sont
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corrigées pour ces modes' pourraient étre nettoyées des effets intrinséques.

8.2.2 Ellipticité et effets de lentille (article)

J’ai montré, chapitre 6, que les déformations de la distribution d’ellipticité des structures
du rayonnement de fond avaient été étudiées. La déflexion des rayons lumineux déforme les
structures des anisotropies. Elles vont donc avoir tendance & s’aligner sur les directions propres
du champ de déformation local. C’est cet excés d’alignement que nous allons essayer de me-
surer. F. Bernardeau [Bernardeau, 1998| avait proposé d’étudier la déviation a la distribution
primordiale de ellipticité. Nous allons plutét comparer ellipticité & ’effet de lentille sur les
galaxies. Un travail sur le sujet a été réalisé en collaboration avec Ludovic van Waerbeke,
a ’époque au C.I.T.A., Toronto et mon directeur de thése, Francis Bernardeau. L’article
[van Waerbeke et al., 2000a] que je vais décrire ici & fait I’objet d’une publication dans la revue
Astrophysical Journal. Avant d’inclure le texte de ’article, je vais faire quelques remarques
sur ses résultats.

En absence d’alignement dii & l'effet de lentille, ’angle entre ’ellipticité et le champ de
distortion v, de l'effet de lentille sur les galaxies devrait suivre une distribution plate. Si
toutefois il y a un effet de lentille corrélé & celui & z = 1, cet angle devrait exhiber un excés
d’alignement entre e et v, d’amplitude comparable a r. Dans l'article inclus ici, on montre
que cet excés d’alignement est calculable. On peut prédire la distribution de 1’angle entre e
et v, et sa dépendance en r. Pour étre précis, le principal résultat du papier est que l’angle
04, défini par

cos(by) = —, (8.15)

suit la distribution

P(6,) = % 1+ 3\/§<"””L9>> cos(8,) | - (8.16)

Ce résultat permet de calculer la valeur moyenne du cosinus de cet angle qui se trouve étre

e

Une évaluation du rapport signal-sur-bruit que cette observable pourrait atteindre, dans
le cas d’'une mesure réaliste est proposée. Cette évaluation est assez ardue. En effet, il est,
dans le contexte actuel, assez difficile de prédire le niveau de bruit et les erreurs systéma-
tiques qui pourront entacher les deux mesures nécessaires & la construction de l’observable.
A vrai dire, une motivation supplémentaire pour mener de telles corrélations est 1’espoir que
les systématiques des deux mesures ne soient pas corrélées. C’est d’ailleurs beaucoup plus
qu’un simple espoir; on comprendrait mal en effet comment deux mesures extrémement dif-
férentes comme la mesure de la température du rayonnement de fond et la reconstruction de
leffet de lentille & partir d’image de galaxies d’arriére- plan, pourraient voir leurs bruits de
mesure corrélés... C’est moins vrai cependant pour les avant—plans. En effet, il semble tout &
fait raisonnable de supposer que ’effet Sunyaev—-Zel’dovich et 1’effet de lentille faible soient

(cos (b, (8.17)

Lcette correction fait partie de toute une série de tests et de traitements nécessaires a 'extraction de Ieffet
de lentille gravitationnelle. En effet, si 'on cherche & mesurer un effet optique d’astigmatisme, il faut étre
certain de l'isotropie de la mesure. Une imperfection des instruments, ou une variation des conditions atmo-
sphériques durant I’observation peut nuire & la précision des résultats. La correction des modes rotationnels
vise & I’élimination des erreurs systématiques liées aux conditions de mesures. Les techniques utilisées pour
réduire les systématiques de la mesure pourraient aussi amoindrir les problémes de bruit des alignements
intrinséques.
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corrélés ; les amas émetteurs SZ auront évidemment aussi un effet de lentille. Dans le cas qui
nous préoccupe, cependant, on peut supposer que cette corrélation sera de faible importance.
L’effet Sunyaev—Zel’dovich est de trés faible échelle, et I’on peut choisir de regarder des effets
de lentilles gravitationnelles & des échelles plus grandes. Je ne discuterai pas plus avant de
la corrélation de 'effet SZ et des lentilles. Le sujet mérite une thése a lui seul! Ayant tous
ces problémes en téte, I’évaluation du rapport signal-sur-bruit que nous présenterons ici sera
le calcul du rapport entre l'effet et un hasard statistique faisant que la région particuliére
étudiée reproduise ’effet. Le bruit instrumental sera pris en compte par l'utilisation de filtres
compenseés.
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ABSTRACT

The low-redshift structures of the universe act as lenses in a similar way on the cosmic microwave
background (CMB) light and on the distant galaxies (say at redshift about unity). As a consequence, the
CMB temperature distortions are expected to be statistically correlated with the galaxy shear, exhibiting
a nonuniform distribution of the relative angle between the CMB and the galactic ellipticities. Investigat-
ing this effect, we find that its amplitude is as high as a 10% excess of alignment between CMB and the
galactic ellipticities relative to the uniform distribution. The relatively high signal-to-noise ratio we found
should make possible a detection with the planned CMB data sets, provided that a galaxy survey follow-
up can be done on a sufficiently large area. It would provide a complementary bias-independent con-

straint on the cosmological parameters.

Subject headings: cosmic microwave background — gravitational lensing —

large-scale structure of universe

1. INTRODUCTION

The analysis of gravitational lensing of the primordial
fluctuations in the cosmic microwave background (CMB) is
of growing interest, since it gives a direct probe of the mass
distribution up to very high redshift. The detection of the
lens effects on the CMB would be very precious for con-
straining the cosmological parameters, with no ambiguities
about the distance of the source plane. Although the effect
on the CMB power spectrum is rather weak and affects only
small scales (I > 1000), it is now recognized that gravita-
tional lensing can produce some specific features worth
investigating. In this paper we focus our investigations on
the temperature maps only, although it has been noticed
recently that lenses can also affect significantly the polariza-
tion properties of the CMB maps (Zaldarriaga & Seljak
1998 Benabed & Bernardeau 1999).

So far there are two distinct effects that invite attention:
the small-scale (subarcminute) strong deformation of the
temperature fluctuations that can be used to probe galaxy
cluster gravitational potential (Zaldarriaga & Seljak 1999;
Metcalf & Silk 1998) and an intermediate- and large-scale
statistical effect (Bernardeau 1997; Bernardeau 1998; Seljak
& Zaldarriaga 1999), which is a way to determine the
cosmological parameters and provides a consistency test
against other CMB analyses. The detection of the small-
scale lens effects remains to be proved feasible. In particular,
the accumulation of secondary anisotropies (such as the
Sunyaev-Zeldovich and Ostriker-Vishniac effects and the
nonlinear Sachs-Wolfe effect) will mask the primordial lens
effects and make the interpretation of lensed secondary
anisotropies dependent on the unknown redshift where the
secondary anisotropies were generated. At scales above 1’
or 2/, the interpretation of the lens effects should be more
straightforward, but the number density of fluctuations is
not large enough to allow an accurate mass reconstruction
of the lens (in particular, in the case of clusters of galaxies).
Therefore, at scales larger than a few arcminutes, only a
statistical detection of the lens effect seems possible. More
specifically, Bernardeau (1998) investigated the effect of

1 CITA, 60 St. George Straight, Toronto, M5S 3H8, Canada.
2 SPhT, C. E. de Saclay, F-91191 Gif-sur-Yvette Cedex, France.
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lensing by the large-scale structures on the distribution of
the CMB ellipticities. The consequences are the same as for
the lensed distant galaxies: the gravitational distortion
induces an excess of elongated structures of CMB ellip-
ticities. The intrinsic CMB ellipticity distribution being
known for a Gaussian field (e.g., Bond & Efstathiou 1987), it
is then possible to compute the lensed distribution. The
lensed distribution is, unfortunately, rather close to the
unlensed one, in particular because the smoothing caused
by the CMB beam tends to circularize the local structures.
The orientation of the local ellipticity is expected to be
much more robust against the smoothing effects and there-
fore more efficient in tracing the lens effects. As a result of
the low number density of structures on CMB maps, such
effects can hardly be detected in CMB maps alone, so in this
paper we investigate instead the possible cross-correlation
of CMB ellipticities with the distant galaxy ellipticities.

It has been recognized before that a fair fraction of the
lenses that act on CMB temperature maps are at low red-
shift (Suginohara, Suginohara, & Spergel 1998). There are
different consequences. Temperature maps and a galactic
density survey should exhibit some correlations
(Suginohara et al. 1998), and lensing induces a nonzero
three-point function (or equivalently a bispectrum) in the
CMB maps (Goldberg & Spergel 1998; Spergel & Goldberg
1998). This is due to the coupling between lens effects and
low-redshift primary or secondary anisotropies such as the
integrated Sachs-Wolfe effect or the Sunyaev-Zeldovich
effect.

In this paper we focus our analysis in the expected corre-
lation between the CMB ellipticities and those of distant
galaxies. We indeed expect their relative angle to be nonuni-
formly distributed, unlike what would happen if there were
no lensing effects. We examine here the amplitude and the
observability of this effect. It is worth stressing that, unlike
in the analysis performed by Suginohara et al. (1998), the
correlation signal we are aiming at is independent of any
possible galaxy bias. It would then provide a complemen-
tary constraint on the fundamental cosmological param-
eters a priori independent of those provided by the
observations of the primary anisotropies.

We discuss the physical mechanism and introduce the
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relevant quantities in § 2. In § 3 we investigate the amplitude
of the effect for different cosmologies, and we calculate the
signal-to-noise ratio in § 4. Section 5 is a discussion on the
contribution of the different possible foreground contami-
nations, before we conclude in § 6.

2. LENSING OF CMB ELLIPTICITIES

A bundle of light rays coming from a high-redshift source
from the direction 0 = (0,, 0,) is deflected by a quantity &(0),
whose derivatives k =V - & and y = (0, ¢, — 0,&,; 20,¢&)
describe the isotropic and anisotropic deformation of the
light bundle. The convergence x and the shear y depend on
the integrated gravitational potential along the line-of-sight
0 and distort the image of distant galaxies as well as the
CMB fluctuations.

At any position on the CMB temperature map, we can
define an ellipticity e from the curvature of the temperature
field ;:

6y — 26y 20,6,
€=\ 25 > A2 2 .
326y + 026y 20y + 0207

This relation is similar to the ellipticity of a galaxy defined
from its second-order moments. A peak of temperature with
the same curvature on both axes has a zero ellipticity, but in
contrast to the ellipticity of the galaxies, the CMB ellipticity
can take any value between zero (circular peaks) and infin-
ity (symmetric saddle points). However, it is always mean-
ingful to define the orientation of the CMB ellipticity 0, =
arctan (e,/e,), which runs from 0 to 2z. The gravitational
lensing effect tends to stretch the structures and therefore to
produce an excess of elongated structures relative to the
number of rather round objects (Bernardeau 1998). The
lenses tend also to align the CMB ellipticity with the shear
7(0) acting on the CMB at the angular position 6. This is
similar to the effect that occurs on the ellipticity of distant
galaxies, although the corresponding shear y,(0) cannot be
identified with y(@), since the galaxies are at much lower
redshift. The variables y(0) and y,(0) are, however, correlated
because the light coming from either the CMB or the
distant galaxies is passing through the same portion of low-
redshift universe, and, consequently, for a given line of sight
0, the CMB ellipticities are preferentially aligned with the
distant galaxies.

In the paradigm of inflation, the CMB fluctuations are
Gaussian. Therefore, the unlensed CMB ellipticity distribu-
tion is very specific and furthermore independent of the
shape of the temperature power spectrum (Bond & Efsta-
thiou 1987). The effect of gravitational lensing on the sta-
tistic of a Gaussian random field can be calculated
analytically, at least using perturbative methods. According
to equation (1), the fields of interest are the second deriv-
atives of the temperature field, which defines the CMB ellip-
ticity. It is useful to introduce the matrix of the
second-order derivatives 6:

26 0.0 ) (‘c +g g
€ = x xyYT — 1 2 , 2
<axy6T 63 or g2 T— g1 @
where the CMB ellipticity (eq. [1]) is defined, as in Bond &
Efstathiou (1987), as

1)

£
2t

We want to calculate the effect of lensing on e and write the

©)

lensed ellipticity ¢ as a function of e, the shear y, and the
convergence k. For this we need to calculate the lensed
quantities & and 7 and expand the expressions using the
weak lensing approximation (y, k) < 1.

The effect of weak lensing is only a remapping of the
temperature fluctuations through the displacement field
&(0), with no modification of the temperature amplitude,

87(0) = 65™™(0 + &(0)) - @

The magnification matrix is the Jacobian of the transform-
ation between the source and the image plane. It is given by
the first derivatives of the displacement field:

1—x—1y -2
o.. = 6K L= 5
=05+ & < . | —kty)’ (&)

where K is the convergence and y the shear. The lensed
curvature matrix calculated from equations (2) and (4) is
(Bernardeau 1998)

(g(i);)s = oy E™ A5+ (04 061)(0; &) - (6)

The first term is identical to the lensing term for galaxies,
and the second term makes the spatial derivatives of x and y
intervene. This second term accounts for the variation of the
amplification matrix across the CMB patterns. It cannot be
a priori neglected because the scale at which the shear is
estimated corresponds roughly to the filtering scale, a scale
over which the shear might significantly change. Note that
for the galaxy field, the shear is measured at a much smaller
scale (the galaxy size), and the shear gradient term is always
neglected. However, we will assume later that the shear field
is Gaussian (which is a reasonable approximation for scales
larger than a few arcminutes), for which the shear gradient
is uncorrelated to the shear itself. Therefore, we expect the
shear gradients to play no role in the cross-correlation
pattern. As a result, in the following the second term of
equation (6) will be ignored for the lensed CMB ellipticities
as well.

It is then easy to obtain the transformation equations for
tand g:

T~tl—2x)+2y-g,
g~g(l—2k)+ 21y . 7
The lensed ellipticity é is obtained from equations (3) and
(7):
é~e+4(y-ee—vy. (8)

Note that this is very similar to the galaxy ellipticity trans-
formation relations (Schneider & Seitz 1995), for which we
have € ~ ¢ — (y * ¢)e + y if ¢ is the intrinsic galaxy ellipticity.
It is remarkable that the lensed ellipticity does not depend
on the convergence k.

3. GALAXY-CMB ELLIPTICITIES ORIENTATION

Let 0 be the angle between é and the shear y(0) at the
redshift of the CMB and 0, the angle between ¢ and the
shear of the distant galaxies y,(0):

. ©)
éy,

We should emphasize that the angles 6 and 0, are twice the

physical angles measured from the temperature map and

é.
cos6=A—y, cos 0, =
ey



where

8.2 Corrélations avec la température 125
16 VAN WAERBEKE, BERNARDEAU, & BENABED Vol. 540
the distant galaxies (e.g., 0, = = means that a lensed tem- 0.60F
perature fluctuation is perpendicular to a sheared distant E E
galaxy, if they were both intrinsically circular). « 0.50 E

We want to calculate the probability distribution func- o E
tion 2(0,) of the relative orientation between the lensed X 0.40 E
CMB ellipticity and the sheared distant galaxies. This can =
be done by marginalizing the joint probability * 0.30 E
2, v, v, 0, 0,) over (6, y, y,, 0). We adopt the point of view N
of conditional probability and write 2(¢, v, y,, 0, 0,) as £ 0.20 E

Pe, 1, V5 0, 0)) = P@11)P1ens(¥5 V55 0, 0) . (10) ! 0.10 E

Prons?> 74> 0, 0,) (which is a pure lensing - ]
contribution) is the joint probability that the shear is y at 0.00¢ s s £
the last-scattering surface and y, for the distant galaxies. 1 10 100 1000

Z(e|y) is the probability of observing a lensed CMB ellip-
ticity é when the shear is y at the last-scattering surface.
This conditional probability depends on the ellipticity dis-
tribution function in the field of the unlensed CMB p(e),
which can be derived by integrating equation (A.1.6) of
Bond & Efstathiou (1987) (see also Bernardeau 1998):

8e
(1 +8e)7 %

From equation (8) and the weak lensing approximation
(y < 1) we get

ple)de = ple,, e,)ede = (11)

a PO - de; |
Pely) = P(é,; &;17)é = ples, €5)| == |&
€
8é é-y
:WO_%W) 12

The integration over é gives the desired probability (eq.
[10]) as a function of 2, only,

2, 1, 0, 0,) = [1 — 3./2y cos 012P,n(, 7,5 0, 6,) . (13)

At this stage we need a model for 2.y, y,, 0, 0,). The
observables ¢ andy, will respectively be measured on the
temperature fluctuation map and a galaxy survey. As a
result of the limited beam size of the bolometers, we cannot
hope to measure é with a resolution better than a few arc-
minutes. Let 85 be this beam size and 6, be the smoothing
length used to measure y,. These two smoothing scales can
be totally different, and we will find later that the better
signal-to-noise ratio is obtained when they are equal. This
discussion is left aside for now, and we assume in the follow-
ing that O5M® and 6, are both larger than a few arcminutes.
It is therefore reasonable to assume a Gaussian distribution
for the variable V = [y, y,] and to write 2,.,(, y,, 0, 0,) as
a multivariate Gaussian distribution,

ylens(’ya yga 0— eg) €Xp (_ VM_I V) s (14)

1
~ 2n(det M)'?

whose correlation matrix M is given by

2 2
M <<v > <w2g>) _1 ( o ra;n,) s
e ¥g»/) 2\ree, oy

We used the property {y,7,> = 6X(x?>/2 (valid for the weak
lensing limit), where o = k), o2 = (k2), and r =
{xK,»/(o0,) is the correlation coefficient of the shear ampli-
tude between the CMB and the distant galaxies. Note that
the probability (eq. [14]) depends only on the relative orien-
tation between y and y,, since we can choose any origin for
the orientations. Figure 1 shows (for A cold dark matter)

bo

F1G6. 1.—Correlation coefficient r = {xx,>/(da,) as defined in eq. (15)
for an LCDM model for a galaxy source plane at z = 1; r is given as a
function of the smoothing angle 0, for x,. The three curves from left to
right correspond to a fixed beam size OSM® of 2'5, 5', and 10'. The stronger
correlation is obtained when 6, is comparable to the CMB beam size.

the correlation function r for a fixed O5M® as a function of
0,. The moments of the convergence are calculated using
the perturbation theory and the nonlinear evolution of the
power spectrum given by Peacock & Dodds (1996). It is
interesting to note in this figure that the maximum corre-
lation is reached when 6, and OSM® are nearly equal.

With a formal calculator, equation (13) can be integrated
without difficulty over v, y,, and 0 in order to get the final
result:

dao, n (KK,
2(0,)d6, = 2! (1 +3 \é Gy 8 og> . (19)

This equation constitutes the main result of this paper. It
shows how much the relative orientation of the CMB ellip-
ticity with the distant galaxies deviates from a random dis-
tribution because of the gravitational lensing effect.

Figure 2 shows the amplitude of this effect for different
cosmological models and different smoothing scales. We
assumed a CDM power spectrum, taking into account its
nonlinear evolution as described by Peacock & Dodds
(1996). The deviation from a uniform distribution can be as
large as 10%, and the effect seems mostly sensitive to the
curvature of the universe rather than Q,, or A. A possible
observable is the average of cos 0, over the total survey

area:
_3 [m Lxky) 17
{cos 0,> = 2 \/; <K§>1/2 . (17)

If the CMB ellipticities are significantly aligned with the
distant galaxies, then {cos 0, should be significantly larger
than zero. Some values of {cos 0, are given in Table 1 for
various cosmological models and smoothing schemes.

4. SIGNAL-TO-NOISE ANALYSIS

4.1. Description

In order to compute the signal-to-noise ratio of the quan-
tity given by equation (17), let us assume that we have at our
disposal a CMB temperature map and a shear map of
distant galaxies of angular area . An estimator E of
{cos 0, for a finite number N of measurements at locations
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F ] case, for & large enough, it is reasonable to take N —» 0,3
0.180 & = for which only the cosmic variance term matters. Therefore,
p aE the variance of {cos 0, is approximated by
0.170 ¢ s 20, d*0
~ =N o w2 | 5t o <c0s [0,00)] cos [0,0,)]) -
= 0.160 - A 3 7
e \. J (20)
E AN . ]
0.150 ¢ \j\;\ 7 / 3 The correlator C = {cos [0,(6,)] cos [6,(0,)]> depends on
\\\ - ‘/ a the temperature correlation function and on the con-
0.140¢F =7 E vergence correlation function, and it has to be calculated
: ‘ ‘ w L from the joint probability 2(y,(0,), v,(0,), &0,), &0,)).
0 ! 2 0 \?rod)4 5 6 4.2. Calculations
9 The calculations are simplified if we assume that the tem-
i ! perature fluctuations are unlensed and uncorrelated with
0.180 P E the orientation of the galaxies. This will give, by construc-
’ E tion, the signal-to-noise ratio of the CMB-lens positive
= = detection against the hypothesis of no lensing on CMB. In
0.170 : P that case, the lensing and the CMB distribution functions
> b o are separable and can be written
2 0.160¢ A =
=1 ‘ 7 2(1,001) 7,(0:), €(0,), €(6)
0.150 \::: /// E = ‘@lens(yg(ol)’ ')’g(oz))g)cma(e(ol): e(0,)) . (21)
B Using equation (3), it is then possible to reexpress the latter
0.140 3 E distribution in terms of the variables g(0,), g(0,), 7, and 7,,

8, (rad)

F1G. 2—Probability distribution function of the relative orientation 0,
between the CMB ellipticity and the sheared distant galaxies (eq. [16]).
The beam size is 05SM® = 25 for the upper plot and OSM® = 10’ for the lower
plot, and the smoothing lengths of the convergence «, are respectively
0, =2 and 6, = 10". The horizontal solid line represents the uniform dis-
tribution of 0, in the unlensed case. The dot-dashed line is for Q,, = 0.3,
A =0, o5 = 1; the triple dot—dashed line for Q,, =03, A=0.7, 04 =1;
and the dashed line for Q,, = 1,A = 0,05 = 0.6.

0; is

i

1
E=~ i; cos [0,(6)] . (18)

The ensemble average of the variance of this estimator is
{cos? 8,y N —1 (d*0, [d%,
E2y =" "9/, ~ |1
EZ N * N 4 s

x {cos [0,(0,)] cos [0,0,)]> . (19)

The first term accounts for the variance resulting from the
random intrinsic orientation of the ellipticities. The second
term is the contribution of the cosmic variance. N can be
either the number of individual galaxies or the number of
cells in which the galaxy ellipticities are averaged. In any

taking advantage of the fact that 2yg(g(0,), g(0,)) follows a
Gaussian distribution. Therefore 2yg(g(0,), g(0,)) has the
same form as in equation (14) with

V = [£6,), £0,)],

_1 < ) <r(01)f(02)>>
2 \<(x(0,)(0,)) <
here the correlation coefficient is defined as the temperature

fluctuations taken at two different locations 6, and 6,. Simi-
larly, 21..:(y,(0,), 7,(0,)) is given by equation (14) with

V = [Yg(01)7 ’}"g(OZ)]

1 ( <Kgy <Kg(01)'€g(02)>>
2 \(xy(0,)Kc,(05)> <Ka>

We are now in position to calculate C in which we rewrite
cos [0,(0,)] (resp. cos [0,(0,)]) as cos [0,(0,) — 0,,(0,)]
(resp. cos [0,(0,) — 0,,(0,)]), where 0,(0,) is the orientation
of the CMB ellipticity at location 6,, and 6,,,(0,) the orien-
tation of a galaxy at location 0,. It is useful to define ¢, =

ee(ol) - 62(02) and ¢ga1 = egal(ol) - egal(02)7 and to exXpress
glens(?g(ol)’ ‘Yg(BZ)) and QCMB(g(01)5 g(GZ)) as a quCtion Of
cos ¢, and cos ¢,, respectively. Then the only non-

; 22

23)

3 For example, for a 900 deg? survey there are N ~ 9 x 107 objects with
I <24 mag.

TABLE 1

VALUES OF {cos 0,) AND ITs SIGNAL-TO-NOISE RATIO

S/N
MoDEL (cosB,Y0=5) 6=25 6=5 =10
Standard CDM (900 deg?)...... 0.057 8.3 54 33
ACDM (900 deg?) ............... 0.054 10.7 6.7 39
Open CDM (900 deg?) ......... 0.040 75 44 23
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vanishing term in the correlator C is

C = 3{cos P, OS Pgyy . (24)

The calculation of C makes intervene the normalized
correlation functions c, = <w(0,)x(0,)>/{x*> and c, =
{1(6,)t(0,)>/{t?>. It turns out that the calculation of equa-
tion (24) is tractable analytically if we assume that ¢, and c,
are small compared to unity (then we can expand the dis-
tribution function with respect to ¢, and c,). This is always a
well-justified approximation for large surveys such as those
discussed here (for which the ¢ coefficients are at percent
level). After a straightforward manipulation (that can easily
be done with a formal calculator), we find

cos [0,(0)] cos [6,(0,)]>
2 4
z%<%+168f + ~~>%(8c,c+c,?+ ). (25)

The leading order in the correlation coefficient ¢, and ¢, is
thus

{cos [0,(0,)] cos [0,0,)1>

_ 7| <5(0.)(0:)) [P <e(0,)%(0,))
16 t*) (GO

which has to be integrated over the survey size in order to

give the desired result (eq. [20]).

(26)

4.3. Temperature and Convergence Correlation Functions

In order to estimate expression (2), one needs the tem-
perature and the convergence correlation functions.

The temperature correlation function can be evaluated
from the angular CMB power spectrum C,; given by the
CMBFAST code (Seljak & Zaldarriaga 1996). However, we
have to include the beam-size effect (which tends to enlarge
the temperature correlation function and therefore to
increase the noise) and to correct for the instrumental noise.
This can be achieved by a suitable Wiener filtering of the
power spectrum. The filtered ¢, are given by

-2
~ €, e
%l = ¢ 1242 ¢
1€ b+ noise

where o, = O5MB/(8 log 2)'/2 gives the beam size and
@ noise = Omix Qpix = 2 x 10717 is the typical level of noise for
experiments like M AP and Planck (¢}, is the noise variance
per pixel, and Q; the pixel solid angle). Here %, is
expressed in terms of (Ap/T)? sr. The correlation function is
then given by the standard Legendre polynomial expan-
sion:

@ e % 27)

1 5 1
{1(0,)1(0,)) = o Zl:(g l(l + E)P,[cos o] , (28)

where o is the angle between 0, and 6,.

The convergence correlation function is calculated as
in § 3, using the perturbation theory with the nonlinear
power spectrum evolution (Peacock & Dodds 1996).

4.4. Results

We then performed a numerical integration of equation
(26) for standard CDM, open CDM, and ACDM cosmo-
logical models. The signal-to-noise ratio is given in Table 1
for different cosmologies and smoothing lengths. The
survey size is assumed to be 900 deg?. The signal-to-noise
ratio scales roughly as the square root of the area for larger

12[

10f

(c0s04)/ 0 cossq)
»

6o

FIG. 3.—Signal-to-noise ratio of <{cos 6,> as a function of the con-
vergence smoothing scale ,. The CMB and the galaxy surveys both have a
size of 900 deg?. The cosmological models are standard CDM (dashed line),
open CDM (dotted line) and ACDM (solid lines). The beam size is always
2'5 except for the thick line (ACDM, beam = 5') and the very thick line
(ACDM, beam = 10).

surveys. A very good signal-to-noise ratio (~9) can be
obtained at small smoothing scale; however, even in the
large smoothing scale case a significant detection can be
obtained. This result contrasts with previous analysis of
lensing on the CMB where these typical signal-to-noise
ratios were obtained with a whole sky survey.

Figure 3 shows how the signal-to-noise evolves with 6,
for different values of the beam size O5M®. The maximum
signal-to-noise is obtained for 6, comparable to 6SM®, which
is a consequence that at small scales the sheared galaxies
behave essentially like a noise for the lensed temperature
fluctuations, and at large scale the signal is smoothed away.

5. EFFECTS OF SECONDARY ANISOTROPIES

Undoubtedly, secondary anisotropies and foregrounds
can affect our conclusions and should be examined in detail.
They may affect our calculations in three different ways:
first, some CMB fluctuations might be generated at low
redshift and the assumption that the source plane is located
at zy ... ~ 1000 breaks down; secondary anisotropies are
correlated with low-redshift mass concentrations that might
introduce spurious correlations between CMB ellipticities
and galaxy shear; galactic foregrounds can change our esti-
mation of the cosmic variance. We compare in the next
paragraphs the importance of various secondary effects.

5.1. The Thermal Sunyaev-Zeldovich (TSZ) Effect

The TSZ effect is the most important source of secondary
anisotropies. It corresponds to the scattering of CMB
photons on electrons of the hot cluster gas. During the
scattering, the photon energy is redistributed from the low-
frequency to the high-frequency part of the blackbody
energy distribution. The net effect is a deficit of photons at
low frequency (resp. an excess at high frequency), which
creates a negative (resp. positive) fluctuation in the CMB
map. Such fluctuations, essentially centered on clusters of
galaxies (where the gas is hot enough), creates a specific
ellipticity pattern, correlated with the gravitational shear
generated by those clusters. Therefore the ensemble average
{cos 0, (eq. [17]) is not expected to vanish, even in the
absence of gravitational lensing. The importance of this
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contribution depends on the amplitude and the extension of
TSZ, and it is beyond the scope of this paper to perform an
exact calculation. However, we know that the amplitude of
TSZ is proportional to the gas temperature, which is impor-
tant in the inner part of galaxy clusters only, at scales 1'—
2'(see Perci et al. 1995, where the TSZ is calculated). TSZ
coming from larger scales (filaments, for instance) do not
have a significant contribution (Tegmark et al. 1999). There-
fore, if the CMB is observed at a resolution of 5’ or larger,
TSZ should not be a problem. For smaller scales it can
become difficult to disentangle between the lensing effect
and the ellipticity-shear correlation generated by TSZ.
However, we should emphasize that it is always possible to
suppress this effect by either observing at 217 GHz (for
which TSZ vanishes) or by cleaning TSZ taking advantage
of its specific spectral signature.

5.2. Kinetic Sunyaev-Zeldovich (KSZ) and Ostriker &
Vishniac (OV) Effects

Although these effects are sometime discussed separately
in the literature, they have the same physical origin: this is a
Doppler effect caused by the electron bulk motion. OV is a
perturbative effect, while KSZ is a nonlinear effect which
can be important in the inner part of the clusters. OV is
negligible at scales larger than 3’, but its contribution
increases quickly with decreasing scale, and equals the
primary spectrum at 2’ (Hu & White 1996). The KSZ effect
provides a significant increase of the OV only for scales
smaller than 2’ (Hu 1999). Therefore, as long as we work at
scales larger than 2'-3’, KSZ and OV are not important for
our purpose. At smaller scales it becomes essential to esti-
mate their contribution to {cos 0,).

5.3. Integrated Sachs-Wolfe (ISW) and Rees-Sciama (RS)
Effects

ISW and RS effects describe the frequency shift of a CMB
photon when it crosses a time-evolving gravitational poten-
tial well. The induced fluctuations are pure gravitational
effects. The first-order ISW occurs only for universes differ-
ent from (Q = 1, A = 0) because for the flat Q = 1 universe
the growth rate of structures is compensated by the universe
expansion. However, there is always a nonlinear ISW due
to the time-evolving potential of nonlinear collapsing struc-
tures, which occurs in all cosmologies (the RS effect). The
amplitude of RS was computed by Seljak (1996), who found
a very small contribution for I < 4000. It is therefore irrele-
vant for our purpose.

5.4. Galactic Foregrounds and Point Sources

Bouchet & Gispert (1999) (see also Tegmark et al. 1999)
calculated the power spectrum contribution of Galactic

LENSING EFFECT 19

foreground and extragalactic point sources. The Galactic
foreground contamination is dominant only at very large
scales (I < 10), but the point source spectra might become
important for [ > 1000. Fortunately the clustering proper-
ties of the point sources do not play a significant role
(Toffolatti et al. 1998), therefore their contribution is essen-
tially white noise, which makes their removal possible, as
long as we have a good model for them (Guiderdoni 1999).

6. CONCLUSION

We have computed the amplitude of the correlation
between the lensed CMB ellipticities and the lensed galaxy
ellipticities to the leading order of perturbation theory. We
found that the modulation of the relative angle distribution
can be as high as 10% for a smoothing scale of 25 and 5%
for 10'. This lensing effect extends to scales well beyond the
anisotropies generated by the foreground contamination,
and therefore it should be easily detectable with a low-
resolution experiment provided that the survey is large
enough. In particular, future wide galaxy surveys (SLOAN)
used jointly with all sky CMB experiments (M AP, Planck)
are very promising for the measurement of such a lens effect.
A sky coverage of only 30% will improve the signal-to-noise
ratio by a factor of 4 over those given in Table 1. At scales
larger than a few arcminutes, any detected correlation
between the CMB ellipticities and the shear of the distant
galaxies can only be produced by lensing (since the fore-
ground contribution is too weak); this does not depend on
whether the CMB is intrinsically Gaussian or not (although
we used the Gaussian approximation for the calculations).

At the arcminute scale and below, the secondary fluctua-
tion become important, and the contribution of each fore-
ground should be carefully estimated. Moreover, at such
small scales, the CMB and shear fields cannot be approx-
imated by a Gaussian field, and one might go beyond by
considering a weakly non-Gaussian distribution like the
Edgeworth expansion.

The computation of the signal-to-noise ratio were made
in a simplified way. In particular, we assumed that the
smoothing OSM® for x takes most of the effects associated
with the beam smoothing, which we believe should be a
good approximation as long as the ellipticity orientations
only are concerned. We plan to check this aspect in numeri-
cal simulations.

We thank Simon Prunet and Dmitry Pogosyan for useful
discussions on this subject and for a careful reading of the
manuscript. We all thank IAP for hospitality and the
Terapix data center (http://terapix.iap.fr/) for computing
facilities. F. B. and K. B. thank CITA for hospitality.
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8.2.3 Une extension possible : longueur des isothermes

Je vais présenter ici une autre corrélation possible entre la température du rayonnement de
fond et V'effet de lentille sur les galaxies. L’idée est d’étudier les fonctionnelles de Minkowski
pour caractériser les modifications morphologiques du champ d’anisotropie de température. Je
vais briévement décrire ’effet de lentille pour une seule fonctionnelle, la longueur des courbes
isothermes.

Il est assez simple de calculer l'effet de lentille gravitationnelle sur la longueur des iso-
thermes. En effet, on a vu chapitre 6 que l'effet de lentille gravitationnelle ne faisait que
déformer le champ de température. Ainsi, les points appartenant & une isotherme du champ
primordial appartiennent & la méme isotherme dans le rayonnement de fond observé. Seule la
longueur et la forme de la courbe peuvent étre modifiées.

Soit dI, I’élément de longueur le long d’une isotherme

di? = (d6")* + (d6%)”. (8.18)

On rappelle qu'une observable X mesurée dans la direction @ est liée & sa valeur primordiale
par

X(9) = X(0+¢). (8.19)
On rappelle que la position sur le plan source 8 g est donnée en fonction de la position observée?
0s=0+¢&. (8.20)

Pour les éléments de longueur, on a
do% = (8% + 0;¢")de’. (8.21)

Donc, la longueur s’exprime par
A = (a0h)" + (d63)”
= (a0")" [(1+0:6")" + (926")7] + (a67)” [ (1 + 3€2)" + (21€7)’]
+2d0'd6? [(1 + 01€") 02 + (14 02€7) 0:€7] . (8.22)

En se souvenant des équations (5.59,5.60,5.61) on ré-exprime les dérivées du champ de dépla-
cement en fonction de v et x

Al = di? (1= 5)” +7) +2(1 = k) [~ ((d0")" = (46%)*) — 72 (2d0'd6%)] . (8.23)

Si bien qu’au premier ordre
diz =di* (1 -2k — 27), (8.24)

et 74 est défini comme la projection le long de 1’isotherme du pseudo-vecteur
i =~y ((46")” - (d6%)") — > (200" a6?) . (8.25)

On sait maintenant comment s’exprime, au premier ordre, la longueur des isothermes observées
en fonction des isothermes primordiales
dl=(1+x+75)dls. (8.26)

20n retrouve bien alors que pour une observable X, la valeur observée dans la direction 6 est liée a sa
valeur primordiale par

X(0)=X(0s) = X(0+¢&).
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Comme annoncé plus haut, on va utiliser ce résultat pour calculer une corrélation entre le
rayonnement de fond et ’effet de lentille sur les galaxies d’arriére-plan. Par exemple, 'intégrale
de la convergence & z = 1 le long des isothermes corréle in fine leffet de lentille sur le
rayonnement de fond et sur le plan source a z = 1. Sans rentrer dans le détail des calculs, on
va estimer la quantité X, définie par

= <§u dl Hg>isothermes v
<§u dl n§>isothermes v

Et 'on va admettre que l'intégrale sur toutes les isothermes v d’une observable X se comporte
bien comme (X) LY, o L” et la longueur totale de toutes les isothermes. On va commencer
par le numérateur de R, . En remarquant que pour tout 7, (ky;) = 0, il est évident que les
composantes en (k7) vont s’annuler dans le numérateur. On a donc, en utilisant le fait que

(k) =0,
<7{ dlh’,g> = <% dlsﬁg-l-fmg>

isothermes v

X, (8.27)

isothermes v

= (kkq) L%. (8.28)

Le calcul du dénominateur est simple

<?§ dlm§> = (k) Ls. (8.29)
v isothermes v

Finalement, on est ramené a

X, x x. (8.30)

Un étude plus compléte de cette observable ainsi que des autres fonctionnelles de Minkowski
est en cours de réalisation, a ’aide des simulations que je présenterai au chapitre suivant.

8.3 Corrélations avec la polarisation

Ce qui est possible avec la température est aussi possible avec la polarisation. La situation
va méme étre plus avantageuse, du fait des propriétés de la polarisation du rayonnement de
fond dans les modéles inflationnaires. En effet, on a vu, chapitre 3, que les modes B de la
polarisation étaient trés faibles a petite échelle. D’autre part, lorsque nous avons étudié 1’effet
de lentille gravitationnelle sur le rayonnement de fond, chapitre 7, nous avons montré qu’a ces
échelles, c’est 'effet de lentille gravitationnelle qui allait dominer trés largement B. Je vais
présenter un travail réalisé en collaboration avec F. Bernardeau et L. van Waerbeke qui utilise
cette propriété [Benabed et al., 2001].

8.3.1 Corrélation de B et de I'effet de lentille & z = 1.

L’idée développée dans cet article est d’utiliser au maximum les propriétés de la compo-
sante magnétique de la polarisation du rayonnement de fond. On a vu, chapitre 7, équation
(7.20), que la composante B pouvait s’écrire & petite échelle, dans les théories inflationnaires,
comme

AB ~ 29 (4;AP; + Vv, - VPj). (8.31)

Pour 'évaluation du spectre de puissance de B au chapitre précédent, on avait séparé cette
derniére équation en deux termes, de sorte que

B =ba + by. (8.32)
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Dans ’esprit des calculs de la section précédente, il est alors extrémement tentant de créer
deux nouvelles observables mélangeant effet de lentille & z = 1 et polarisation. On peut définir

b, = eI AP (8.33)

et I’équivalent pour le terme bgv. Ces deux observables se comportent alors, pour l'effet de
lentille, comme le ferait le rayonnement de fond si ’on pouvait le déplacer a z = 1. Il devient
alors trés intéressant d’étudier la corrélation croisée entre ce “rayonnement de fond & z = 17
et le rayonnement de fond mesuré.

Dans ’article qui va suivre, aprés avoir établi I’équation (8.31), on étudie les propriétés des
Clh# et la possibilité de reconstruction directe. Cette discussion a été reproduite et augmentée

chapitre 7. Ensuite, on étudie les propriétés des corrélations <ABbg>. Parmi les résultats de
I’article, il convient de souligner que ’on a montré que 1’on savait construire deux observables
XA et xv, avec

Xa = ﬂ = <ABbgV> : (8.34)

T (aEy ) T ((8)") (9w

En prennant en compte les effets de filtrage, ces deux observables sont comparables au taux
de corrélation x défini plus haut®. Enfin, la variance cosmique de ces observables est évaluée.

Je voudrais ici décrire un peu plus en détail le calcul de la variance cosmique. Tout d’abord,
sur les raisons qui ont fait choisir de calculer la variance cosmique comme estimation du rap-
port signal sur bruit pour les observables xy. En fait, il est tres difficile de prédire le bruit de
mesure de la polarisation et en particulier celui de sa composante B. La plupart des études
réalisées jusqu’a présent s’attachent surtout a déterminer la forme du bruit sur la composante
E, dominante dans les modéles inflationnaires [Prunet et al., 1998, Prunet et al., 2000]. Cette incon-
nue de I'amplitude, des propriétés du bruit de mesure et des avants plans spécifiques de la
polarisation est une motivation supplémentaire pour 1’étude de corrélations croisées. Encore
une fois, il serait étonnant que les erreurs sur la mesure de la polarisation soient en quelque
maniére corrélées au bruit de mesure de ’effet de lentille sur les galaxies.

Si 'on ne peut pas, dans 1’état actuel, calculer un rapport signal-sur-bruit réaliste, on
peut cependant calculer la variance cosmique des observables. En effet, alors qu’on a fait tous
nos calculs statistiques comme si ’on avait & disposition un nombre arbitraire de réalisations
du rayonnement de fond cosmique et d’effets de lentille, la mesure des observables, si elle est
réalisée un jour, se fera sur I'unique réalisation & notre disposition, et méme certainement sur
une petite partie de cette réalisation. Ce qu’on se propose de calculer est donc la variance sta-
tistique d’une telle mesure réalisée sur un échantillon fini. Cette variance donne un minimum
au rapport signal sur bruit. Dans la pratique, elle est trés souvent dominée par les erreurs de
mesure et les avants-plans. Dans notre cas, cependant, si la corrélation croisée joue & plein
pour éliminer les bruits non corrélés, cette variance pourrait étre une bonne estimation du
rapport signal-sur-bruit.

Je vais développer un peu les calculs de cette variance cosmique. Soit une observable X,
mesurée sur une région Y. La moyenne mesurée de X est

_ 5 d*0X(0)
X = W'

3pour étre précis, xa est identique & x, tandis que yv serait un taux de corrélation des gradients de x. On
montre, néanmoins, que ces deux observables possédent le méme comportement vis & vis des variations des
parameétres cosmologiques Qg et A.

(8.35)
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L’hypothése que l'on fait généralement est que cette moyenne est suffisamment proche de la
moyenne statistique, de telle sorte que 1’on puisse écrire

X = (X). (8.36)

C’est une approximation raisonnable lorsque X est assez grand. Par assez grand, il faut en-
tendre que la taille caractéristique des variations est trés petite devant la surface 3. Dans le
cas qui nous intéresse, ce n’est pas nécessairement vrai. Avec un fenétre de filtrage de I'ordre
de 5’ pour une surface de l’ordre de 100 degrés carres*, on ne peut pas dire que la moyenne
spatiale est équivalente & la moyenne statistique. L’erreur sur notre observable X est

X —(X), (8.37)

elle est évidemment statistiquement nulle, mais sa variance ne 1’est pas

Cx = \/(X2) — (X)2. (8.38)

Pour les observables xjy, ce schéma se complique un peu. En effet, les xy sont des observables
composites. Tout d’abord, on peut simplifier le probléme en remarquant qu’il est fort probable

que la source principale de variance dans xy soit la corrélation <ABb‘E’>. En effet, les autres
quantités entrant dans le calcul des observables x; peuvent étre mesurées sur de plus grands
échantillons. Leur variance cosmique sera donc plus faible que celle de <ABbE’ > On va se
restreindre au calcul pour cette corrélation.

Dans notre schéma, on cherche donc & remplacer la moyenne statistique <ABb€ >, par

la moyenne sur 1’échantillon ABbg . Pour étre tout & fait rigoureux, il faut retirer & cette
derniére expression la moyenne géométrique des champs AB et bg . En effet, celle-ci est nulle
si la moyenne est statistique, mais cela n’est plus garanti lorsque I’échantillon X est petit. Ce
qui tient lieu de X pour notre premier calcul est donc ABbg — Ebg . L’erreur qu’il nous faut
évaluer est alors

Cr = \/<(ﬁbg_m@2> — (ABY -8B, (5.39)

que ’on peut développer en une somme de corrélateurs connexes a deux, trois et quatre points

Cx=\[(3B") ~2(SBHABE) +(AB'H) . (8.40)

c

Ce que 'on a appellé point, ici, doit s’entendre au sens de la moyenne géométrique : dans
ABbY , AB et bg sont évalués au méme point puis moyennés géométriquement sur tous les

points de I’échantillon ¥, tandis que dans Eb‘g , les deux composantes sont évaluées & des
points différents.

La notion d’opérateur connexe, par contre, doit s’entendre pour les moyennes statistiques.
Je vais décrire cette notion plus en détail. Chaque AB et bé’ est composé de deux composantes
statistiquement séparées, une portant une information sur l'effet de lentille, I'autre sur la
polarisation primordiale du rayonnement de fond; on rappelle que pour les termes A, ou la
corrélation est la plus facile & écrire, (ABb% ) o« (kkg) (AE?). Les corrélateurs a 4 champs qui
forment 1’expression de Cy;, vont donc pouvoir s’écrire comme des corrélateurs de produits® de

“¢’est la taille de la région visée par Pexpérience MEGACAM /Terapix, par exemple.
Savec des dépendances géométriques compliquées que je vais oublier pour l'instant.
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4 champs AFE, 2 k et 2 k4. Sous I'hypothése de gaussianité des champs primordiaux x et F, on
peut utiliser le théoréme de Wick et se ramener a une somme de produits (AE2>, <ﬂ2>,<ng>
et (kkg) pris en 2, 3 ou 4 points différents®. Les corrélateurs connexes sont alors ceux tels
que tous leurs points sont reliés entre eux par des <AE2>, <H2>,<f§g> et (kkg). Cette notion
est beaucoup plus simple une fois représentée graphiquement, comme on 1’a fait dans ’article
a suivre. Cette représentation graphique ne peut étre faite qu'une fois que l'on a établi que
sous ’hypothese de gaussianité de certains champs composant nos observables, on pouvait
décomposer les corrélateurs a ’aide du théoréme de Wick.

La suite du calcul est donnée dans I’article. Elle est assez complexe et seuls seront évalués
les termes dominants du développement. Pour les termes dépendants de l’effet de lentille
gravitationnelle, d’ailleurs, on utilisera des résultats de simulations numériques plutét que
des résultats d’intégrations numeériques sur des modeéles de spectre de puissance des lentilles.
Le résultat principal du calcul est que la variance cosmique des observables xy se comporte
comme

Ox(xa)? = Cx ((AE?))? + (1; r ) Cs ((52))2. (8.41)

L’équation pour xv est trés similaire et est donnée dans ’article. Cette variance a été estimée

aux alentours de 8%, pour des conditions expérimentales “réalistes”” .

L’article qui va suivre a fait I’objet d’une publication dans la revue Physical Review D.

Sencore une fois au sens de la moyenne géométrique.
"une fenétre de filtrage de 5’ pour la polarisation et une couverture de 100 degrés-carrés du ciel.
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We explore the possibility of usinB-type polarization of the cosmic microwave background to map the
large-scale structures of the Universe taking advantage of the lens effects on the CMB polarization. The
functional relation between tH& component with the primordial CMB polarization and the line-of-sight mass
distribution is explicated. Noting that a sizable fracti@i least 40% of the dark halo population which is
responsible for this effect can also be detected in a galaxy weak lensing survey, we present statistical quantities
that should exhibit a strong sensitivity to this overlapping. We stress that it would be a sound test of the
gravitational instability picture, independent of many systematic effects that may hamper lensing detection in
CMB or a galaxy survey alone. Moreover, we estimate the intrinsic cosmic variance of the amplitude of this
effect to be less than 8% for a 100 desurvey with a 10 CMB beam. Its measurement would then provide
us with an original means for constraining the cosmological parameters, more particularly, as it turns out, the
cosmological constant.
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I. INTRODUCTION alteration of the CMB temperature patterns. The situation is
different when one considers polarization properties. The
reason is that in standard cosmological models temperature

In the new era of precision cosmology we are enterin . .
P oy 9Yfiuctuations at a small scale are dominated by scalar pertur-

forthcoming experiments will provi with r .
orthco INg experime ts provide us t accu ate Olatabamons. Therefore the pseudoscalar part, the so-cdled
on cosmic microwave backgroun©MB) anisotropieq 1]. RSO .. -

. o component, of the polarization is negligible compared to its
This should lead to accurate determinations of the cosmo-

logical parameters, provided the large-scale structures of thsecalar part(the E component and can only be significant

Universe indeed formed from gravitational instabilities of when CMB lens couplings are present. This mechanism was

initial adiabatic scalar perturbations. It was quickly realized,.recogmzed in earlier papef&1,12,10. The aim of this paper

however, that even with the most precise experiments, this to study systematically the properties of the lens-indiged

cosmological parameter space is degenerate when the ﬁ_eld and uncover its properties.
9 p P 9 P 1n sec. Il, we perturbatively compute the lens effect on

mzmacr:Mdit:r}[E;tt :?12ef)eals(zjr:)e'ei:etocr?']r(])srfEﬁéc:ﬂ(j)nct:r?)wa?lilee- S the CMB polarizationE and B fields. This first order equa-
y y ) YSion is illustrated by numerical experiments. The possibility

tematics are thus reqwred, .SUCh as supernova surays of direct reconstruction of the projected mass distribution is
(but sed4)) or constraints derived from the large-scale struc- . Lo

. also examined. As has already been noted a significant frac-
fion of the potential wells that deflect the CMB photons can
actually be mapped in local weak lensing survgy8,14].
This feature has been considered so far in relation to the
pMB temperature fluctuations. We extend in Sec. Ill these

probably the safef5], but still have not yet proved to be
accurate enough with present day observations.
Secondary CMB anisotropie@.e., induced by a subse-
quent interaction of the photons with the mass or matte . o . e
fluctuations offer opportunities for raising this degeneracy. Studies to the CMB polarization, exploiting the specificities
Lens effectd6] are particularly attractive since they are ex- ©f the field found in the previous section. In particular we
pected to be one of the most important. They also are erR’OPOS€ o quantities that can be built from weak lensing
tirely driven by the properties of dark matter fluctuations, the@nd cosmic microwave background polarization surveys, the
physics of which involves only gravitational dynamics, andaverage value of which does not vanish in presence of CMB
are therefore totally controlled by the cosmological param/ens effects. Compared to a direct analysis of the CMB po-
eters and not by details of galaxy or star formation rateslarization, such tools have the joint advantage of being less
More importantly an unambiguous detection of lens effectssensitive to systematics—systematic errors coming from
on CMB maps would be a precious confirmation of theCMB mapping on the one hand and weak lensing measure-
gravitational instability picture. Methods to detect lens ef-ment on the other have no reason to correlate—and so
fects on CMB maps have been proposed recently. High-ordegmerge even in presence of noisy data and of being an effi-
correlation functiong7], peak ellipticitied 8], or large-scale cient probe of the cosmological constant. Indeed the ex-
lens-induced correlatori®,10] have been proposed for de- pected amplitude of correlation is directly sensitive to the
tecting such effects. All of them are, however, very sensitiverelative length of the optical bench, from the galaxy source
to cosmic variance since lens effects are only a subdominamiane to the CMB plane, which is mainly sensitive to the

0556-2821/2001/63)/04350114)/$15.00 63 043501-1 ©2001 The American Physical Society
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cosmological constant. Filtering effects and cosmic variancéo the weak lensing effect, so the observed quantity will not
estimation of such quantities are considered in this section @ske into account any other secondary effect. It is very im-

well. portant at this point to note that the lensing effect does not
produce any polarization or rotate the Stokes parameters. In

Il. LENS EFFECTS ON CMB POLARIZATION this regime its effect reduces to a simple deformation of the

i polarization patterns, similar to the temperature maps. This is

A. First order effect the mechanism by which the geometrical properties of the

Photons emerging from the last scattering surface are déolarization field are changed. _
flected by the large-scale structures of the Universe that are To see that we have to consider tectric (E) andmag-
present on the lines of sight. Therefore photons observetietic (B) components instead of the Stokes parameters. At

from the apparent directioa must have left the last scatter- STMall angular scalesve assume that a small fraction of the

ing surface from a slightly different directiony+ &(a), Zlg‘,in(::dnaze described by a planéhese two quantities are

where € is the lens-induced apparent displacement at that

distance. The displacement field is related to the angular gra- EEA‘l[(aﬁ—&i)Q+2&XayU],

dient of the projected gravitational potential:

B=A"(d5—5)U—24,3,Q], (5)

- 2 (% Dz -
§i(a)=— ?j dZD D D i(@,2), (D) whereA ! refers here to the inverse of the Laplacian opera-
ik tor. These fields reflect the nonlocal geometrical properties
where® ; is the angular gradient of the gravitational poten-Of the polarization field. Th_e elgctric component aC(_:ounts for
tial in the direction orthogonal to the line of sighd, is the ~ the scalar part of the polarization, and the magnetic one, the
angular distance, arg is the source plane. In the following, PSeudoscalar part: by parity changes conserved, whereas
the lens effect will be described by the deformation effects ith€ B sign is changed. As has been pointed out in previous

induces, encoded in the amplification matrix papers[11,12,15, lens effects partly redistribute the polar-
ization power in these two fields.

1-k—1vy;1 ) o We explicate this latter effect in the weak lensing regime
A= PP sl+¢, (2 where the distortiong andy;, components are small. This is
Y2 L& indeed expected to be the case when lens effects by the

large-scale structures are considered, for which the typical

so that
value of the convergence field is expected to be-2% at
1 the 10 scale. The leading order effect is obtained by simply
K== §(§,Xx+ &), plugging Eq.(4) into Eq. (5) and by expanding the result at
leading order ir¢, «, andy . Noting that, for any fiel that
1 is affected by the lensing effe¢these calculations are very
y1=— E(gfx_ gyy), similar to those done ih14]),
FX= X (SK+E5),
v2=— =& @3) ' Y
ST sk gk |
All these fields can be written in terms of the second order NIX= X (6 +§i)(‘§i+€~i)
derivatives of the projected potential. The lens effect affects +(9’k7(_ §|,(ij ’ 6)

the local polarization just by moving the apparent direction

of the line of sight{16]. Thus, if we use the Stokes param- e can write a perturbation description of the lensing effect

etersQ andU to describe the local polarization vector on electric and magnetic components of the polarization. At
leading order one obtains

- Q)
_<U ’ AE=AE+EGAE—2kAE—25,(y' AP + ¥ PI¥)
2 2
we can relate the observed polarizatirto the primordial +O(7),
one by the refation AB=AB+¢3AB—2kAB—2¢;;(y' AP+ 9, PI¥)
Q(a)=Q(a+d), U(a)=U(a+d). @ 1O, @

From now on we will denotex an observed quantity and  \where we used the fact thAlK= AX+ £ 3;AX at the leading
the primordial one. Sincer’ =a+¢ is the sky coordinate order. The formulas foE andB are alike. The only differ-
system for the observer, the amplification matrxis also  ence is in thej;; ande;; (the latter is the totally antisymmet-
the Jacobian of the transformation between the source plam& tensor, €;,= €,,5=0, €,= — €;=1), which reflect the
and the image plane. We will restrain here our computatiogeometrical properties of the two fields. The first three terms

043501-2
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FIG. 1. Lens effect induced by a large isothermal sphere with finite core radius« Thep of the lens is shown on left panel. The
primordial E sky is presented in the middle left panel. It has been generatedIgr0.3, A =0.7 model, without tensor modes. The middle
right panel displays the true reconstructed field in a 4.5 4.5 deg map and the right panel shows the first order approximation. Note that
the rosettelike shape the eye seems to catdb fields is a numerical coincidence and has no special significance.

of each of these equations represent the naive effect: thé&/e will take advantage of this feature to probe the correla-
lens-induced deformation of the or B field. This effect is  tion properties ofB with the projected mass distribution in
complemented by an enhancement effeespectivelyxAE  the next sections.
andxAB) and by shear-polarization mixing terms. The latter
effects consist of two parts: one, which we will call the
term, that couples the shear with the second derivative of the
polarization field and the other one, hereaftertherm, that We show examples of lens-induc&maps. These maps
mixes the gradient of the shear and polarization. In our prehave been calculated usingcMBsLow” code developed by
vious work[14], terms similar toV (i.e., in the gradient of Riazuelo(see[18]) to compute primordial polarization maps
the lens effedgt had been neglected since they had a nul[we use realizations of standard cold dark mat@&bM)
contribution to the correlation coefficient we computed. Thismodel to illustrate lens effectsThen various shear maps are
is no longer true here; we will indeed show later thaand  applied. We present both true distortiofabtained by De-
V terms have similar amplitudes. launay triangulatiohused to shear th€ and U fields) and

One consequence of standard inflationary models othe first order calculations given by E().
CMB anisotropies is the unbalanced distribution of power Figure 1 presents the shear effect induced by an isother-
between the electrid) and magneticB) components of its mal sphere with finite core radiugnd the lens edges have
polarization. Adiabatic scalar fluctuations do not inducebeen suppressed by an exponential cutoff to minimize nu-
B-type polarization and they dominate at small scales ovemerical nois¢ The agreement between true distortioen-
tensor perturbationgnamely, the gravity waves So even tral panel and the first order formulé&ight panel is good.
though gravity waves indudé- andB-type polarizations ina However, a close examination of the maps reveals that some
similar amount, th@rimary CMB sky is expected to be com- structures in the true map are slightly wider than their coun-
pletely dominated byE-type polarization at small scales. terparts in the first order map. This error is more severe in
Then for this class of models the actual magnetic componerthe center, where the distortion is bigger, which is to be
of the polarization field is generated by the corrective part oexpected since the limits of the validity region of first order
Eq. (7): calculations are reached.

For illustration sake, Fig. 2 shows tlifield induced by
a realistic distortion. We use second order Lagrangian dy-
namics[19] to create a 2.582.5 deg map that mimics a
realistic projected mass density upze- 1000 and used its
This result extends the direct lens effects described in Benagravitational distortion to compute a typical weak lensing-
bed and Bernardedu 2] who focused their analysis on the inducedB map. Again we compare thexact effect (i.e., the
lens effect due to the discontinuity of the polarization field inleft panel where Delaunay triangulation is usadd the first
case of cosmic strings. Previous studies of the weak lensingrder formula(middle panel. The right panel shows the dif-
effect on the CMB showed that with lensing, tBecompo-
nent becomes important at small scdl&g]. We obtain here
the same result but W'th_ a d_lffere.nt me_tho_d. Equatién To perform the exact lensing effect on a CMB map, we compute
means that the polarization signlis redistributed by the yhe gisplacement field and the polarization fields on regular grids.
lensing effect in a way that breaks the geometrical properti€$hen the CMB grid is deformed according to Hé) to shear the
of the primordial field. Note here that it is mathematically grig containing the CMB data. The resulting polarization fields are
possible to build a shear field that preserves these geometfiemapped onto a regular grid using Delaunay triangulation, which
cal properties and that does not create Brsignal at small  provides us with an efficient algorithm to interpolate irregularly
scales. We will discuss this problem in Sec. Il C. It alsosampled data on a discreet grid. The result is accurate down to the
means thaB directly reflects the properties of the shear map.grid size.

B. Lens-induced B maps

AB=—2¢;(y'API+4 PI¥). ®)
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FIG. 2. The effect of aealistic weak lensing field oB. 2.2x2.2 deg survey with 1/8resolution. The left panel shows exact distortion
obtained by Delaunay triangulation, the middle one, the first order formula result, and the right gives the difference between the two. The
three panels share the same color table. The mean amplitude in the difference map is about 3 times smaller.

ference between the two maps. It reveals the locations where AB=—26;(yAPI+ 4|, PI*)=F[ ] )
the two significantly disagree. In fact most disagreements are
due to a slight mismatch of tH& patch positions, which lead and our reconstruction problem becomes an inversion prob-
to dipolelike effects in this map. lem for the operatoF. Unfortunately, one can prove that this

We also show here a comparison of the two parts of thgyroblem has no unique solution. It is due to the fact fhat
first order formula, Eq(8), in order to see which of th& or  admits a huge kernel, in the sense that, given a polarization
V terms dominates. It would be more comfortable if one ofmap, there is a wide class of shear fields that will conserve a
the two terms were dominant; however, Fig. 3 shows that ihull B polarization. The demonstration of this property is
is not the case. Even if thd term dominates at low sketched in the following.
(<1000) I, it is only twice bigger than th& one at this Since the unlensed polarization is only electric in our ap-
scale. The inverse is true for high€8000-5000 I's. This  proximation, we can describe it by the Laplacian of a scalar
can be seen by looking at Fig. 4 where we show the relativéield:
amplitudes of thel andV contributions. TheA part gives
birth to large patche&round 10) while theV panel shows Q=(%-3)e¢,
a lot more small features. Details of this calculations are E=A¢ so — (10

: } ¢ U=20,dy¢.
given in the Appendix.
The same holds for the shear and convergence fields

A 1
. The fact that the obsgrvab&is gt Igading order propor- K= 71// =3 0§—ﬁ§)¢, Yo=dxdyp. (11
tional to the weak lensing signal invites us to try a direct

reconstruction, similar to the lensing mass reconstruction. Ifry,s we need to know. for a given field, whether there is

C. Direct reconstruction: The Kernel problem

fact, we can write any ¢ that satisfies the equation
r T T Y2AQ— y1AU+ 9;9,d' Q— 8, y,9' U=0. (12)
i ¢ and ¢ can be written as polynomial decompositions:
10-10 <P(X,y):; anx"y',
33 E Y
I YY) = 2 DXy (13
/
// Using Egs.(13) in Eq. (12) we are left with a new polyno-
10-1t L2 el L mial whose coefficients;; are sums of, X b, and have to
100 1000 10* be all put to zero. With the coefficient equations in hand, it is
1 easy to prove that assuming all the, coefficients up to
FIG. 3. TheC, of AB (solid ling), theA term (dashed ling and M+k=N are known and writing the equatior¥ i+ ]
the V term (dot-dashed line The A part is dominant at smalts, = (N+1)—3, ¢;;=0, we can compute out of all the,, all

aroundl = 1000, that is to say, for structures around 1TheV  but threeby, with m+k=N+1. This is somewhat similar to
contribution gives birth to smaller structures in the 1-2 arc minmass reconstruction problems from galaxy surveys where
range. TheC, curve is in good agreement with results presentedone cannot avoid the mass sheet degeneracy. The situation is,
previously in the literatur¢11,15]. however, worse in our case since not only constant conver-
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FIG. 4. The effect of the two terms of the perturbation formula. Top row, the lens effect is the sum of the lenses up to recombination.
Bottom row, we use the same line-of-sight mass fluctuations but only up to redshift unity; it represents our “local” lensing survey. The
convergence fieldgeft panelg have been computed by slicing thexis and summing up the lensing effect in each slice. Lens-lens coupling
(including departure from the Born approximatiderms have been neglected, which is consistent with our first order approximation. The
convergence in each slice has been created by using second order Lagrangian dynamics. The middle-left panels show the leading order
contribution, the middle right th& contribution, and the right th& one. In this example, the correlation coefficient between the two
convergence maps, is equal to 0.48 at 1!8 The cross-correlation coefficient between the guess (famnd the real onéb) is 0.47. It is
0.37 between the redéb) andA (g) maps and goes down to 0.16 for the r@alandV (h).

gence but also translations and a whole classagf  will not interfere too much with the detection of the lens-
realization-dependent complex deformations are indiscerninduced B [20], little is known about removing the fore-
ible. Thus, with only knowledge of thB component of the grounds[21] to obtain clean maps reconstruction algorithms
polarization, one cannot, with the first order equati@, would require.
recover the projected mass distribution. These considerations lead us to look for complementary
It is worth noting here that this calculation is not in con- data sets to compai® with. Although the source plane for
tradiction with the Guzik-Seljak-Zaldarriaga resulfi€)]. In  weak lensing surveygs] is much closer than for the lensed
their paper they show that using different statistics, based o@MB fluctuations, we expect to have a significant overlap-
polarization measurements, they are able to reconstruct th@ng region in the two redshift lens distributions, so that
lens power spectrum of the large-scale structure. Moreovemyeak lensing surveys can map a fair fraction of the line-of-
this reconstruction is hampered bgise induced by the au- sight CMB lenses. Consequently, weak lensing surveys can
tocorrelation of the cosmic microwave background strucpotentially provide us with shear maps correlated \ittout
tures. This noise is strongly related to the kernel problenwhich have different geometrical degeneracy, noise sources,
addressed here. They can choose their statistic to reduce thisd systematics than the polarization field.
noise to an acceptable level in the power spectrum, yet they The correlation strength between the lensing effects at
cannot reconstruct a shear map. two different redshifts can be evaluated. We defires the
cross-correlation coefficient between two lens planes:

I11. CROSS-CORRELATING CMB MAPS AND WEAK <KKgal>
LENSING SURVEYS F (Zga) = . (14)
V<K2><Kgal>

A. Motivation

Even with the most precise experiments it is clear thain a broad range of realistic casesee Table), r~40%. To
clean detection oB components will be difficult to obtain. take advantage of this large overlapping we will consider the
The magnetic polarization amplitude induced with such aguantity that cross-correlates the CMBfield and galaxy
mechanism is expected to be one order of magnitude belowurveys. Moreover, cross-correlation observations are ex-
the electric ong¢17]. Besides, even if we know that there is a pected to be insensitive to noises in weak lensing surveys
window on an angular scale where other secondary effectand in CMB polarization maps. This idea has already been
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TABLE I. Values ofr, the cross-correlation between two source which corresponds to th& term in Eq.(8). The amplitude of
planes g4 and z.,=1100), for different models. The adopted the cross-correlation betweeyB andb, can easily be esti-
filter scale(see Sec. Il C for detailss 2 arc min for both the weak mated. At leading order, we have
lensing survey and cosmic microwave background observations.

Non-linear evolution of P(k) has been computed using the B o K. i | j
Peacock-Dodds methd@2]. (ABDy) 2eijen(y yga|><AP APY). (17)

The correspondin correlation is

r coefficient Zga=1 Zga=2
EdS, linear 0.42 0.60 ~ . )
0=03, A=0.7, linear 0.31 0.50 (ABby) = —26jj€0(ImY*nYgad(dmP'9nPY),  (18)
0=0.3, A=0.7, nonlinear 0.40 0.59 .
where we have defined
explored for temperature magpé4]. We extend this study by= €0k VgadkP’. (19
here taking advantage of the specific geometrical depen- Figure 4 shows numerical simulations presenting maps of
dences uncovered in the previous section. first order AB, its A and V contributions, and the corre-
sponding guess maps one can build with a lbghear map.
B. Definition of b, and by The similarities between the top maps and the bottom maps

] o are not striking. Yet under close examination one can recog-

The magnetic component of the polarization in B8  nize individual patterns shared between the maps. This is
appears to be built from a pure CMB part, which comes fromeonfirmed by the computation of the correlation coefficient

the primordial polarization, and a gravitational IensingApart.bet\,\,een the maps, which shows significant overlapping, be-
It is natural to defind in such a way that mimics thAB tween 50% and 15%, depending the correlation and filtering
function dependence by replacing the CMB shear field by thatrategy. The calculations hereafter will evaluate the theoret-

galaxy one: ical correlation structure between maps given in Figs. 4b and
. A 4q, 4h.
b= €;j( Ygad P! + Vgark P ) For galaxy surveys, the amplification matrix[&3]
= € (YgaA P+ YgaikP™) + O(2). (15)

q, - Zgal
Agal(a)f ld=— fo dXWgaI(X)
In the following, we will label local lensing quantities, such
as what one can obtain from lensing reconstruction on galaxy
surveys, with a “gal” index. This new quantity can be X f
viewed as a guess for the CMB polarizatiBrcomponent if
lensing was turned on only in a redshift range matching the
depth of galaxy surveys. The correlation coefficient of this

guess with the trué\B field, that is,(ABb), is expected to
be quadratic both i® and iny and to be proportional to the ] ] )
cross-coefficient. whered(k) is the Fourier transform of the density contrast at
For convenience, and in order to keep the objects we ma€dshiftz(x), w is the lens efficiency function, and is
nipulate as simple as possible, we will not exactly implementhe position angle of the transverse wave vedtprin the
this scheme, as it will lead to uneven angular derivative dek, =(k,, k,) plane. Assuming a Dirac source distribution,
grees in the two terms of resulting equations. We can, inthe efficiency function is given by
stead, decompose the effect in theandV parts. These two
are not correlated, since their components do not share the 3 DD,
. c gal
same degrees of angular derivatfoHence, we can play the Woa(2)=5Qo—=—
L B 2 ab,
proposed game, considering the two terms of &).as if
they were two different fields, creating two guess quantities

that should correlate independently with the obse®dield. ~ Note that the Fourier componenégk) include the density
Following this idea we build, as time evolution. They are thus proportional to the growth fac-

tor in the linear theory. The time evolution of these compo-
L nents is much more complicated in the nonlinear regisee
— |
bA: €ij ygaIA P! [22])

. . Then,b, is
= €j75AP +O(x?) (16) :

3 -
QLl;” S(Kyelkx+kiD(al
o

1+cog2¢ ) sin(2¢y )

sin2g,)  1-cos24)| 20

. (21)

gal

bu<&>=fxga'D(x,ITk)E(I)&(k)gfer(F,Rl), (22)

2Generically, a random field and its derivative at the same point
are not correlated. with the integration element defined as
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7 k)= o’k o j[kex+ (K D(x)+1)-a]
D(XJ,k)—dXng(X)(ZT)E,,ZEe" .

[it actually depends on the position of the source plane
through the efficiency functiow(z)] and where}j stands for
eitherA or V. The geometrical kerne}¥®' is given by[us-

ing Eq.(10)]
GRE(T,K)=1%sin2( py— b)), (23
GRE(T k) =1k cog ¢y — b))Sin 2 p— ). (24

This function contains all the geometrical structures ofshe
andV terms. We can write the same kind of equation for

AB. Then, the cross-correlation is

~ N Xgal N .
(48 b,(@)=-2 [ "D T Kea)

Xcmb > o Ker, i .
X D(Xcmbvlcmb:kcmb)gq (Igahkgal)

XG lh<er( I»(:mba Izcmb)< o IZgal) o Izcmb))

X(E(T ga) E(Tenp) - (25

The completion of this calculation requires the use of the

small-angle approximation:
k~k, . (26)

Then,

< 5( Izgal) 5( lzcmb)> = P( k) 5Dirac( lzgal"' IZcmb) (27)

implies that, and after the radial components have been inte-

grated out,

Xgal™ Xcmb™ X+ (28)

PHYSICAL REVIEW D 63 043501

and

~ N Zgal dkdl
(ABby(a))=- f ’ Id)( WgaIWcmbf mk3|305(|)’3(k)

1 . P
:_§<(VE) ><VK'VKgaI>x (32

implying that, ignoring filtering effects, we are able to mea-
sure directly the correlation between lensing effectaf,

and anyzg, a weak lensing survey can access. Sinde
=AE[1+0(k)], we get, for theA type quantity,

(AE%)=(AE1+0(x)]%)=(AE}[1+0((x?))].
(33

The same holds foW. We are then able to construct two
guantities insensitive to the normalization of CMB angt

_(ABby(@) (kg [ (K?)

= = - (34)
UABEN(RZ)  (kEy (r2a
and
__ (ABby(a))
<(€E)2><(€Kgal)2>
7_}(€K~€Kgap~_1 (V2
T2 way 2 Ny

We implicitly definedry like r but with V « instead ofk:

(€K~€Kgap

) ot (VgD

(36)

We will see in Sec. Il D that they behave very much alike.

We also define th€g(1) as the angular power spectrum of tis rest is to be compared with the formula {@os(y))

the E field:
(E(Tga)E(Temp)) = Ce(1) Spirac Tgar—Temp)-~ (29)

Eventually one gets

(ABb,(a))=—2 f i WeaWermo
d?kd? Ker, i\ 2
><chE(I>P<k)gh (IK2 (30

Then, integrating on the geometrical dependence@ﬁjﬁ’,
we have

-~ N Zgal dkdl
(AB bA(a)>=*2f ’ IdXWgaIWcmbf mkISCE(I)P(k)

=- (AE2)<KKga|) (3D

established if14] where the obtained quantity was going

like ry{«?). These calculations, however, have neglected
the filtering effects that may significantly affect our conclu-

sions. These effects are investigated in next section.

C. Filtering effects

In above section we conduct our calculations assuming no
filtering. Obviously we have to take it into account. We will
show here that the results obtained in Sec. Il B hold, in
certain limits, when filtering effects are included.

In the following, we consider, for simplicity, top-hat fil-
ters only. It is expected that other window functions will
show very similar behaviors so that this assumption does not
limit the scope of our results. Let us cal¥(k) the top-hat
filter function in Fourier space:

Ji(k)

W(k)=2= —. (37
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J; is the first] Bessel function. We will also defing/;(k) as  metrical properties of our problem. Integrating over the geo-
a general function: metrical dependences Gf,fe‘ leaves us with only a few non-
vanishing terms in our sum,

Ji(k)
Wi(k)=2——r, (38) sini¢) (7 i=1 or i=3,
k ; _
f dé sir(2¢) sing 0 elsewhere, (44
whereJ; is theith J Bessel function, so thAW=W,. Then, for the A
if X(&) is the value of any quantitX at positiona on the ~ 1OF tNeA term, and
sky, its top-hat-filtered value can be computed as /2 i=1
. d?k_ . ) o ) 3w/4 i=3,
X(e)(a)=fEXkW(k9)e'k‘”, (39 f d¢p cosp SirP(2)sin(i ) sinp= il i—s5
~ 0 elsewhere,
whereX is the X Fourier transform. In the following we will (45)

denoteX, the filtered quantity at scale.
The tricky thing for(ABbh) is that the CMB part and the
low-redshift weak lensing part aepriori filtered at differ-

ent scale. FoAB, which is a measured value, its pure CMB
part and its weak lensing part are filtered at the same gcale

for the V term. Each term can be computed exactly, and it
turns out that the terms built frodV;, i>1, are always
negligible compared to the ones coming fro¥. It implies

that we can safely ignore th&/; and W5 in both A andV
expressions; therefore it is reasonable to assume that

Hence,B reads W(|KD+1]6)=W(kD@)W(I6). It is expected that other
; windows, in particular the Gaussian window function, share

A > cmb > 5~ N P . . . . .
AB(OK)(e):*Zf D(x.T,KE)S(K)[GK(TK,) similar properties. Then, taking into accounts the filtering

effects, the equations for the cross-correlations reduce to

Ker 1 o " Pl ~
+ G351,k )JW(|k, D+11]6). (40 <AB(9)bA(0,09a|)>=_<AE(29)><K(9)KgaI(HgaD> (46)

A contrario by is a composite value. The CMB part is still and
filtered at# whereas the weak lensing pawhich comes

from a weak lensing survey of galaxjes filtered indepen- R 1
dently at another scale which we den@lg,. It implies that (AB([,)bV(Hyggal))= - E(VE(ZB))(V K(g)VKga|(ggal>>, (47)
bn(&)(e): 72J’XgaIID(X, F,E)E(I)é(k)gfer( '8 so that our correlation coefficients can be written,

2
X W(KD ) W(1 6). 41 [ (ko)
( gal) ( ) ( ) XA(eﬁgaD: _ r(ﬁﬂgaD <K2 (0) > (48)
gal(egal)

Taking filtering into account, the cross-correlation coeffi-

cient becomes and

~ Zgal dzkdzl 1 \v} 2
AB b = — 2| Py wgaw f— __ (Vi)
( (6) h(6,09a|)> X WgalWemb (2m) XV(ﬁﬁgaD_ Erv(evygal) m. (49
gal

X Ce()P(K)GKE(T,k)W(kD 6
e(DPIG (1 kWD 6ga) The results obtained in EqE34),(35) are thus still formally

XW(I 9)W(|KD+1]6). (420 valid. Actually, Egs.(48),(49) simply tell us that filtering
effects can simply be assumed to act independently on the
It can be showrffrom the summation theorems of the Bessellensing effects and on the primary cosmic microwave back-
functions that ground maps. We are left with two quantities that only reflect
the line-of-sight overlapping effects of lensing distortions.

Wy ([KD +1|60)= —Zl iW; (kD 8)W;(16) D. Sensitivity to the cosmic parameters
. We quickly explore here the behavior &f, in different
X(_l)iSIhl((bk—(ﬁ). (43  Sets of cosmological parameters. These quantities only de-
Sin( ¢x— ¢1) pend on weak lensing quantities. Ignoring thy depen-

dence in the angular distances and growing factor, one would
It is then possible to break tha/(|kD + | 6) into a sum of expect(x?) to scale IikeQ%. Yet because of the growth
W; (kD 8)W;(l 8) with coefficients that depend on the geo- factor, the convergence field exhibits a weaker sensitivity to
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¢ 30 @ Xxo X& xp
Cy=|2x I + 1 . A
[} [} Vi
e« X0 ® xo ® xo
Al A, A,
X X9 R\ P
+2 % : : +2 x M
[} ]
X® XxO o o
; —_— ——
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 Al Al
0, value _3" 3¢
, _ ¥ X0 xq xq x& Xxp
. FIG. 5. <K(0)Kga|(0gao>/<Kga|((,gal)> for a CDM model consistent _9x + ) \H_ "
with the values of Qg,A). 6=0g,=2". s , ” "
----0 o o e o
Qp. AssumingA=0 and a power law spectrum, we know B B B
. 1 2n 2e
from [23] that( x5,) < Qg *®for zg,= 1. The same calculation
leads t0<Kcmnga|>ocQé'68, <(VKgaI)2>OCQé‘gll and<€'<cmb +9 IQI \q\+2 I.\‘x}{
= . Lo - X X
-V kgad = Q. Then, in this limit, the quantitied, have a /; / N
. . °
very low dependence of}: , :
XAOCQS.OZ and Xvocﬂg.oos. B, Bs.
Eventually, the¥, quantities should exhibit a sizable sen- P T4
siti\_/ity to A; changingA i_ncreases or reducgs the size of the +2 X §7 l 5 +4x .L‘,L S
optic bench and accordingly the overlapping betwagq, o’ o
and Kgal- N—— N——
Figures 5 and 6 present contour plots of the amplitude of al ct

Q%O?\/n%:{v rlg d?(r:]tee d«}g\;é) Spé?]gﬁi\];ic:r gr[]) thhrzoedSSe-C&ey FIG. 7. Diagrammatic representation of the terms contributing
dependen(r:)e Both figure(; are veryyalike This ispdue to théo the cosmic variance of the correlation coefficients. In this repre-
fact that the dominant features are contained in the efficiencgentatlon the vertex@ representa B; the crosses stand for tieP

function dependences on the angular distances. ar, the circles foryen,. The other vertex & represents an, ;
the open circles stand foyg,. The solid lines conneckP terms

and the dashed ones thés.
E. Cosmic variance
p-we address in this section is to estimate the cosmic variance

In previous sections we looked at the sensitivity of o SR -
servable quantities which mixed galaxy weak lensing sur®f Such a detection in joint surveys in about 100 square de-

veys and CMB polarization detection. It is very unlikely that grees.

both surveys will be able to cover, with good resolution andI The compllJtat_lonl OI) cosmtl_c &/irk’?ce tls al cla;_sswtal fprob-
low foreground contamination, a large fraction of the sky. It em in cosmological observatid24]. A natural estimate for

seems, however, reasonable to expect to have at our dispoSH] ensimble. :gverag{é() is its geometrical average. If the
patches of at least a few hundred square degrees. The isstidVeY has size., then

— 1 N
— 2
_Efzd aX(a). (50

For a compact survey with circular shape of radEiswe
formally have

(ko L
x=f§,xu<)w<k:). (51)

For the sake of simplicity this is what we use in the follow-
; ing but we will see that the shape of the survey has no sig-
0.0 0.2 0.4 . 0.6 0.8 1.0 nificant consequences.
19} . v .
o vatue Taking X as an estimate @fX) (the ensemble average of
FIG. 6. (V'K(g)-V°Kgal(ggao>/((€xga|(ggap)2) for a CDM model.  X) leads to an error of the order @/f(xz)—(x)zwhich usu-
0=0ga=2"". ally scales like 143 if the survey is large enough.
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When we are measuring, on a small patch of sky, we fields survive. We can use a simple diagrammatic represen-
are apart from the statistical value by the same kind of errortation to describe their geometrical shape. All the nonvanish-

We can neglect the errors qmg), <(VE)2), <(VKga|)2> ing terms inC, are given in .Fig. 7. anh line be.tween two
and<'<éa|>; those may not be the dominant source of thevertgx re[:lresents a two.-pomt correlation function such as
discrepancy and can even be measured on wider and indéX(a;)X(a3)), and the different symbols at the vertex cor-
pendent samples. The biggest source of error is the measurespond to differenX fields (the crosses stand faxP, the
of <Aébn>- It is given by solid circles forycmy,, and the open circles foyy,). The A
terms represent terms where the two tapd the two bot-
_ - A T a— tom) AB andb, are taken at the same point, but top and
C,= _ 2y _ _ 2 ) b )

: \/«ABb" ABb,)%)—(ABb, —ABb,)%. (52) bottom fields are not at the same place. Thaerms are
Computation of Eq(52) is made easier if we write explicitly three-point diagrams: the topB and b, are at the same
the geometrical average as a summation &Vereasurement Point whereas the right and left bottom vertexes are at two
points (N can be as large as we want different locations. TheC terms are four-point diagrams,
where each vertex is at a different point. To illustrate our
notation, let us write3}. as an example:

1 X
=N 2 X(6); (53)
i=1

B£c=<7cmb( a;) '}’gal( a’2)><'ygal( @3) Yemi @1))
we then developed Ed52), and replaced the ensemble av- - - - -
erage of the summation sign by the geometrical average over X(AP(a1)AP(a1))(AP(a2)AP(a3)). (54)
the survey size. We are left with a sum of correlators con- We only focus on the calculation of thé terms because
taining eight fields taken at two, three, and four differentwe can use the approximation that
points. The calculations can be carried out analytically if we ASB>C (55)
assume that all our fields follow Gaussian statistics, which is ’
reasonable at the scale we are working on. In that case, iindeed, in perturbative theory, if the survey is large enough,
deed, we can take advantage of the Wick theorem to contraghe n-point correlation function naturally dominates over the
each of the eight field correlators in products of two-point(n+ 1) point correlation function. This is true as long as the
correlation functions. By definition, Eq52) contains only  |ocal variance is much bigger than the autocorrelation at sur-
connected correlators; moreover, the ensemble averagggy scale and we assume the surveys are still large enough to
(AB) and(by) vanish, and therefore only a small fraction of be in this case.
correlators among all the possible combination of the eight The general expression for agy diagram is

cmb N R N N
Aih =4 f D(Xcmbis | embisKemb) P(Xembas | embzs Kemb2)

gal - _ -~ ~ - - - ~ - N
K K K
X D(Xgallx I gallxkgall)D(XgaIZx I gal2vkgalz)g her( I cmb1s kcmblL)g her( I cmb2xkcmb2L)g her(l gallvkgallL)

XG5 rgalz-lzgaIZL)Mi“zi ITw(| lzcmblL D+ T gmpal €)W IZcmbzl D+ embad 6)W( Kgaiz, D 160ga) W(l ga16)
X W( kgaIZL D 2 0gal) W( I galze) W( | IZgallL D 1t I—)gaI:L'i' IZr:mbli D 1t I—}cmbll E )W( | IZgal2L D 2t I—}galz"" Ecmsz D 2t I—>cmbj E ) ’

(56)

where M, gives the two-point correlations associated with the lines of the diagram. For example,

My =(8(Kgan) 8(Kembn) Y 8(Kgaiz) 8 Kemp) W E (1 garn) E(! gai2) ) E( empn E( e - (57

We explicate in the following the computation ﬂﬁ . The other terms follow the same treatment or can be neglected. The
lines in theAi diagram give us the relations

Kemb1= — I(gallz Ky,  Kempz=— kgalz= Ko, Tembr= = lembz=lemps | gall= — I gal2™ l gal- (58

Then, using these relations and the small angular approximation, we have
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d?k Pk ol god?l e
(2m*  (2m*

gal N N
Aj= 4f dX1dX2Wcmb1WgaIchmeWgalzf Ce(l ga) Cel emp) P(K1) P(K2) G 5 (T e K1)

X GR (=T e k2) G (gt — K1) G K8 (— T gar, — K2) W[ K1 D + T i ) W(|KoD + o) 0)
X W( le 0gaI)W( k2D agal)Wz(l gale)Wz(l l gal+ l cmbl E ) (59)

We apply the decomposition &¥, (| KD (x) + r| #) we used in Eq(43). The geometry of our problem is the same and the result
(44) still holds for the terms MW, (k3D (x1) + [ e @) and W, (|KoD (x2) + et 6). This, however, is not true fowz(|T

+ rckaE) for which the application of the resummation theorem does not bring any simplification. Then, neglectvg all
parts and after integration oqﬁki, for the A term, we have

gal

| dkydky 0?1 goc?l cmb 4
Af = dx 19X 2Wemb1WgaiWembWgal2 f C2m*

(2 )2 (2 )4 alI cmlklszE(lgal)CE(lcmb) P(kl)P(kz)

XWA(|Tgart Temd 2)C0S2( 1= 1) WK1 D ) W(K,D B W21 i) WKy D 0)W(KoD O)WA(I ). (60)

kind of method, we obtain the same equation as &)
wherel gl oy is replaced byz 1% k2k3/2.

We can get rid of the remaining/?(|T g+ [emd 2) with
another approximation. The power spectr@gp(l) favors
large values of whereasW?(|1 gart I e E) Will be nonzero
for | T gar+ [emg ~ 1/2. Then for a typical survey size of about
100 square degreeH,ga|+ lomil <1; and we can assumiga  \yhich is essentially the cosmic variance(d&fE?) for the A

~ T emp andlga|+lcmb—e In this limit, co$2(¢_ w Pl partand of((VE)?) for the V one[wherel® in Eq. (61) is
=1 and A} can be written replaced byl *k?

Note that for the evaluation of th€ part, using the same e
A 82 B\W2(e=
A f zw)ZI CE(I)W“(IH)f o |PWi(eE)

gal 2

X

k dk
dXWcmngaIJ' om P(k)W(kD 6)W(kD egal)

(61)

2k2/2]. Finally we have

1

A fdl 19C2(1) w4(|e)

<B(g)bA(9,0ga|)>2 {J‘ dl |SCE(|)W (l 0)

L i cccosmic variance ofA E?, (62

where3 = 722 in case of a disk-shaped survey. We show in

g Fig. 8 numerical results for a 100 degurvey although the
g numerical calculations were done with a Gaussian window
3 function instead of a top hat.
= Numerically, for6=10', we get
N
2 A (3.7%)2 ©3
5 .
i (B(o)by(s,0,9)° /100 ded
0 1 | 1
0 5 10 15 20 We expect that for the same reasons thi terms will be

Filtering scale (arcmin)

dominated by the weak lensing variance. Yet a correct evalu-
FIG. 8. Comparison betweeg2A2/signal, (solid line and  ation here is harder to reach. We have made this estimation
[2AY]signat (dashed ling The C, are from aQ=0.3, A=0.7 within the framework of a power Ia\P(k) With this sim-
model. The survey size is 100 degand Gaussian filters were plification in hand, we can write, farj, (we focus only the
used. A part, but the same discussion holds for Th@bservablg
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TABLE Il. Values of the cosmic variance ¢k?2) and{(V «)2) ~ TABLE lIl. Values of the cosmic variance ofh . The survey _
for different models and different filtering radius. The size of the Size is 100 de@y We used the results presented in Table Il and Fig.
survey is 100 deg For theQy=0.3 (Q,=1) model, we use five 8. Ther, parameters are assumed to be equal and set to 0.4. We did
(seven independent ray-tracing realizatiofsee[25]) to estimate  not take into account the filtering effects in the definitiorr oThe
the cosmic variance in a 9 degurvey, which is then rescaled to difference due to the filtering correction is small, though. From this
the cosmic variance we should obtain for a 100 “dagvey. Given ~ stimation, we can expect a cosmic variance Aqr of less than
the low number of realizations, the values here can only be used dé)% for realistic scenarios.
a good estimation of the order of magnitude of Cos‘(/aﬂi) and

CosVar((V«)?). It also seems, from these figures, that the cos- CosVar(t,) CosVar(ty)
mic variance of((V«)2) is more degraded by the difference in , , 90:00'3 QO:% 9020'03 90210
filtering beams than the other. 6=5",0ga=2.5 6.44% 4.77% 6.06% 4.72%
9:5',Hga|:5' 6.58% 4.79% 4.99% 4.23%
CosVar( x2)) Cosva(((¥x)?)) 0=10',04,=5' 8.71%  6.73%  9.49%  7.62%
0,=03 Q=1 0,=03 0Q,=1
0=5",049=2.5 2.94% 1.86% 2.88% 2.07% " 5
0=5",04a="5' 3.02%  1.87%  2.23% 1.75% Azn _(2.12%) 67
—10 =5’ 0 0 0 o, - :
0=10',04,=5 354%  2.03%  425%  3.02% (Bbi(n,y)? /100 deg
R There is nor dependence here; the diagram cross-correlates
Azn Kemb @Nd K.
(Bp)b )2 We can approximate the remaininggterms. They should
(O)7A(0.0ga) be smaller than the former. We have

1 2
:r—zf d2kld2k2P(k1)P(k2)C052(¢k1_¢k2) gnNiw<B(0)bh(ﬂﬁ >2<A§n
ré /100 deg Yga)

W2(Kq ) W2 (Ko 0,a) W2(| Ky + Ko| 2
1(K1 O)Wi(Kp Oga) Wi([Ky 2|2)' (64 and

2
f dkP(K) W, (k0)Wy(Kbga) (2.12%x 3.7%)?

3/100 ded

i
3c

<B(«9)bh(9,693|)>2<"4;<:'
The last integral behaves essentially like the cosmic vari-
ance of(«?). More exactly, it goes like 1/2 of this vari-

ance. It should even be smaller, because of the extra C°§ubstantially to the cosmic variance.uf Since A’ and A
factor. We evaluated this cosmic variance using the ray . 1 2

p ; ; ; 2

tracing simulations described [@5]. These simulations pro- gre, respf:ctlglely, the coszmlc vanan.ce @E.) (2respec-
vide us with realistic convergence mafier the cosmologi-  tVely, ((VE)%)) and of («%) (respectively,((V«)%)), we
cal models we are interested) iwith a resolution of 0.1, ~ ¢an write the variance ot as

and a survey size of 9 dégThe sources have been put at a )

redshift unity, and the ray lights are propagated through a _ 2 r 2
simulated Universe whose density field has been evolvedcosva(XA)_ CosVar(AE")) + 212 ) Cosvar(«?)).
from an initial CDM power spectrum. The measured cosmic (68)
variance of(«(g)x(s,,) is about 3%(see Table Nl when

filtered at scalegy,=5" and 6= 10" for a ,=0.3 cosmol- and

Then, only the4; and.A} terms(boxed in Fig. 7 contribute

0gy. -
An estimation ofAj, is then given by CosVat Xy)= CosVa(((VE)?))
1+r2 .
AS, (2.12% 2 9 5 +< ; | Cosvat((Vx)?). (69
~ : r2
<B(6)bA(9'ﬁgal)>2 r 3,/100 deé v

Table 11l presents numerical results for various filtering sce-
Sincery is very comparable to, we very roughly estimate narios and models.
Ay The two quantitied, andby lead to similar cosmic vari-
ances that are rather small. Obviously it would be even better
AT 2 1204 2 1 to useb=b,+by. For such a quantity the resulting cosmic
2~( ) . (66) variance for the cross-correlation coefficient should even be
<B(9)bV(Mga|>> /100 deg smaller, by a factor of/2, although a detailed analysis is
made complicated because of the complex correlation pat-
The same considerations give terns it contains.

r
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1V. CONCLUSION APPENDIX: POWER SPECTRUM OF AB AND THE A
AND V TERMS

We have computed a first order mapping that describes, in
real space, the weak lensing effects on the CMB polarization. The aim of this appendix is to succinctly present the com-
In particular we derived the explicit mathematical relation putation of the power spectrum AfB and the different terms
between the primary CMB polarization and the shear field athat contribute to it as shown in Fig. 3. Unlike previous
leading order in the lens effect. It demonstrates tha a literature on the subjed®9,15] we do not need to compute
component of the polarization field can be induced by lenshe second order development of the lens effect if we restrict
couplings. We have shown, however, that Bienap alone our computations to the power spectrum of #dield. The
cannot lead to a nonambiguous reconstruction of the proreason why is that assuming that the primordagbolariza-
jected mass map. tion is null, the second order of the lens effect will have a
Nonetheless, th& component can potentially exhibit a null contribution to theB power spectrum at leading order.
significant correlation signal with local weak lensing sur-  Using Eq.(8), we have
veys. This opens a new window for detecting lens effectson . . . .
CMB maps. In particular, and contrary to previous studies (AB(a1)AB(ay))=(Ba(a1)Ba(az))+{(By(ay)By(a,))
involving the temperature maps alone, we found that such a - -
correlation can be measured with a rather high signal-to- +(Ba(@1)By(az))
noise ratio even in surveys of rather modest size and resolu- - -
tion. Anticipating data sets that should be available in the +(By(a1)Ba(@2)), (A1)
near future (100 dégsurvey, with 5 resolution for galaxy nere theBE are theA andV parts of AB. Then, one can
survey and 10 Gaussmn beam size for (_:MB polarization calculatecﬁ , the power spectrum ofB,
detection, we have obtained a cosmic variance around 8%.
Needless to say, this estimation does not take into account C|AB=CIM+CIVV+2C|AV, (A2)
systematics and possible foreground contaminations. It
shows anyway that cosmic microwave background polarizawhereqAA (respectively,CFV) is the power spectrum of the
tion contains a precious window for studying the large-scale\ term (V term) andC|AV is the cross-correlation at scalef
mass distribution and consequently putting new constraintthe A andV terms. The latter must sum up to zero, so that
on the cosmological parameters. (ByB,)=0. Using the notations of Sec. Ill, we have
In this paper we have investigated specific quantities that
would be accessible to observations. They both would permit - -
one to put a constraint on the cosmological constant. The (Bn(al)Bn(az)Ff
simulated maps we presented here are only of illustrative
interest. We plan to complement this study with extensive 21 42 _ L
numerical experiments to validate our resu(its particular = f ———Cg(h)P(k)gkth-(az=ay)
on the cosmic variangeand explore the effect of realistic (2m)*
ingredients we did not include in our simple analytical
framework: shear non-Gaussianity, lens-lens coupling, and
so forth.

2 - - -
Clﬂhell (ap—ay)

(2m)?

X GY(h,K)GE(RK), (A3)

where we have assumed t@(tk) take into account the line-
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CHAPITRE 9

Simuler les corrélations d’'effet de
lentille

Sommaire

9.1 Simuler le rayonnement de fond primordial et sa polarisation . . . . . . 149
9.2 Simuler un effet de lentille par triangulation . . . . . ... ... .... 150
9.2.1 Interpolation et triangulation . . . . ... ... ... ... .. .... 150
9.2.2 Probléme des limites . . . . . . .. ... Lo oL 151
9.2.3 Effet de lentille sur le rayonnement de fond. . . . . .. ... ... .. 152
9.3 Détermination de I'effet delentille . . . . . . . ... ... ........ 152
9.3.1 Ununiqueplanlentille. . . . . .. .. ... ... ... ... 152
9.3.2 Simulation multi-plans . . . . . .. ..o 152
9.3.3 Simulation du régime quasi-linéaire . . . ... . ... ... ... .. 155
9.3.4 Couplage a deux plans lentilles . . . . . . ... .. ... ... .... 157

9.3.5 Dernier raffinement : des simulations N-corps pour leffet de lentille
a petit décalage verslerouge. . . . . . .. ... 160
9.4 Reésultats . . . . . . . . .. e e e e e 160
9.4.1 Choix . . . . . . . . e e e 160
9.4.2 Résultats et perspectives. . . . . . . . ... 0o 161

Dans ce cours chapitre, je vais décrire une “expérience numérique” en cours dont le but
est d’évaluer numériquement l’effet de lentille gravitationnelle sur le rayonnement de fond
cosmique ainsi que les corrélations croisées avec cet effet sur un arriére plan & z = 1. Le plus
gros du travail consiste en fait & étre capable de simuler correctement des effets de lentilles
corrélés.

9.1 Simuler le rayonnement de fond primordial et sa polarisation

Les spectres de puissance primordials des anisotropies, de la polarisation ainsi que le
spectre croisé température/polarisation, sont faciles & obtenir. Plusieurs codes [CMBFAST, http|
[Riazuelo, 2000] permettent de les déterminer rapidement pour de grands nombres de modéles
cosmologiques. Avec ces spectres & disposition, la simulation d’une carte primordiale de rayon-
nement de fond se résume & un probléme de génération de nombres aléatoires. En effet, & petite
échelle, on peut travailler dans I’espace de Fourier, et créer une carte gaussienne de spectre
donné se réduit & remplir une grille de valeurs complexes gaussiennes dont la variance est
déterminée par le spectre. La seule petite difficulté est de prendre en compte le spectre de
puissance croisé. Pour chaque mode, on engendre plus alors F et T, mais deux vecteurs fonc-
tions de E et T, valeurs propres de la matrice des corrélations. Dans toute la suite, on a
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supposé que la composante B de la polarisation était nulle. Enfin, les variables de Stockes Q)
et U se déduisent simplement de la composante F

Q = A @-3)
U = 2A7'9,0,E.

L’inverse du Laplacien étant ici défini au sens de la transformée de Fourier.

Il est & noter que dans toute la suite, nous utiliserons les dérivées et les intégrales définies
au sens de la transformée de Fourier. Cela ne pose en fait pas de probléme tant que les
cartes sont périodiques. Les cartes primordiales le sont, puisque engendrées dans I’espace de
Fourier. Par contre, les cartes ayant subi un effet de lentille, méme engendré par une carte de
déformations périodique, n’ont aucune raison de conserver cette propriété. On verra dans la
suite comment on traite ce probléme.

9.2 Simuler un effet de lentille par triangulation

Avant de rentrer dans le probléme de la source de cet effet de lentille, je voudrais décrire
succinctement comment 1’on simule efficacement un effet de lentille sur une image quelconque.
Je rappelle que effet de lentille déforme I'image de telle sorte que, si X(0) est I'image bidi-
mensionnelle source, 'image ayant subi 'effet de lentille sera

X(0) = X(0+£(9)). (9.3)

9.2.1 Interpolation et triangulation

Supposons donc que nous ayons & disposition le champ vectoriel de déplacement £ ainsi
que le champ primordial X, pour un jeu de positions tabulées {@}, typiquement une grille
orthonormée. Tout le probléme est maintenant de pouvoir évaluer X pour les positions & +
£(O). En effet, Il est assez peu probable que cette position corresponde, pour toutes les valeurs
possibles de ®, a I'une des positions tabulées. La solution est donc de recourir & I'interpolation
du champ X.

Il existe plusieurs stratégies pour réaliser cette interpolation. Plusieurs techniques sont
envisageables. La plus classique est la méthode dite cloud-in-cell. Sur la grille, chaque point
a = 0 + £(0), va contribuer aux points alentours par sa valeur pondérée par 'intersection
d’une surface centrée en a et de la méme surface centrée sur la grille.

La méthode que j’ai choisie est beaucoup plus précise, mais aussi beaucoup plus gourmande
en temps. C’est une méthode par triangulation qui réalise une véritable interpolation linéaire
sur les points de la grille. Etant donnée une triangulation, tracée sur notre nuage de points
{a}, il est simple d’interpoler linéairement pour tout point en dehors du jeu des {a}; par
trois points, il passe un plan et un seul! Tout le probléme est de déterminer la triangulation.

Le “bon” pavage par des triangles, dans notre cas, va étre celui fourni par la triangula-
tion de Delaunay. Cette triangulation posséde la propriété que le disque circonscrit & chaque
triangle ne contient d’autres points que les sommets du triangle. C’est en quelque sorte une tri-
angulation “minimale”. De la méme maniére, tout point ¢ est assuré que ses trois plus proches
voisins dans le nuage {a} sont les sommets du triangle qui le contient dans la triangulation
de Delaunay. C’est cette derniére propriété qui nous intéresse particuliérement. Ainsi, pour
tout point de la grille on sait déterminer le plan passant par ses trois plus proches voisins.

11 existe de nombreux codes calculant de fagon trés efficace la triangulation de Delaunay ;
c’est un probléme d’algorithmique classique. Il suffit ensuite de retrouver pour chaque point
de la grille le triangle qui le contient. Cette derniére opération est grandement accélérée si les
points de la grille sont des entiers; on peut alors déterminer rapidement, pour chaque triangle,
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FiG. 9.1 — Effet de lentille sur une grille test. On a utilisé le champ de convergence présenté
figure 9.3 amplifié d’un facteur deux. La maille de la grille est d’environ 6'.

une liste des points de la grille qu’il pourrait contenir et tester ensuite chacun de ces points,
s’il n’a pas déja été utilisé dans une étape précédente.

9.2.2 Probléme des limites

Au bord de 'image, cependant, notre technique trouve ses limites. En effet, si des points
du bord de la grille sont déplacés vers l'intérieur de celle-ci, il est possible que certains points
de la grille rigide, aux bords, n’appartiennent & aucun des triangles de la triangulation. Une
solution simple, et qui permet de conserver en partie la propriété de condition aux bords
périodiques de nos cartes simulées, est de forcer le champ & étre défini sur un tore, de méme
que le déplacement. De ce fait, la triangulation devient un pavage du tore et il ne peut plus
y avoir de points “perdus”. De méme, les conditions au bord continuent d’étre périodiques.

Ce systéme, s’il apporte une solution simple et pragmatique au probléme, n’est néanmoins
pas sans danger. En effet, si I’on ne perd plus de points, les bords de notre carte n’en sont
pas moins problématiques. Par exemple, imaginons l'effet d’une lentille qui se résume & une
simple homothétie du champ X. Si le rapport d’homothétie est supérieur & 1, il n’y aura pas
de probléme au bord. Le nuage de points {a} sera plus étendu que la grille. Cependant, en
forcant X & vivre sur un tore, on va introduire une erreur aux bords pour cette lentille. En
effet, les points de {a} dépassant du bord droit de la grille, par exemple, vont étre réintroduits
par le bord gauche et donc contribuer au calcul des valeurs des points de la grille sur ce bord.

Au final, nous utiliserons le systéme du tore afin d’éviter la perte de points et pour garder
aux images des propriétés périodiques. Cependant, nous n’utiliserons pas dans 1’analyse des
données les valeurs situées dans une bande autour des bords.
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9.2.3 Effet de lentille sur le rayonnement de fond.

Maintenant que ’on sait calculer I’effet de lentille sur un champ quelconque, il est assez
simple de simuler celui sur le rayonnement de fond. Il suffit d’appliquer notre déformation au
champ T ainsi qu’aux champs @ et U. On rappelle encore que 'effet de lentille gravitation-
nelle transporte parallélement le vecteur polarisation et que c’est pour cela qu’il s’applique
aux variables de Stockes ) et U. Les champ E et B aprés effet de lentille se déduisent simple-
ment des variables de Stockes. Encore une fois, on utilise les dérivations et intégrations de la
transformation de Fourier qui sont trés précises puisque notre effet de lentille simulé conserve
artificiellement la périodicité des cartes.

9.3 Deétermination de l'effet de lentille

Le plus gros probléme de notre simulation va étre le calcul de 'effet de lentille engendré
par une distribution de matiére réaliste le long de la ligne de visée.

9.3.1 Un unique plan lentille

La premiére chose qui vient & l’esprit est de reproduire ce que ’on a fait avec le rayonne-
ment de fond. Si 'on connait le spectre de puissance de I'effet de lentille sur le rayonnement
de fond, on peut engendrer une carte aléatoire pour ce spectre. Cela n’est pas trop dur a
réaliser ; on sait calculer Py (k)

2
P = [0 [ %P(kmx),x). (9.4)

11 suffit donc de se donner une expression pour le spectre de puissance du contraste de densité
P(k, x). Un spectre de puissance CDM, par exemple, avec I’évolution simple donnée par ’ordre
linéaire de la croissance des structures D, fait parfaitement 1’affaire, dans un premier temps.

On a donc facilement & disposition une réalisation du champ de convergence . Le champ
vectoriel de déformation se déduit par intégration de x. Encore une fois, la transformée de
Fourier nous est d’un grand secours. Le probléme de cette méthode simple est qu’il n’est pas
possible, maintenant, de faire des corrélations croisées avec l’effet de lentille pour un autre
plan source. Ici, en fait, tout se passe comme si 'on avait remplacé notre distribution de
matiére le long de la ligne de visée par un unique plan contenant une répartition de matiéere
projetée équivalente. Cela nous donne une idée pour pouvoir réaliser des corrélations croisées,
au lieu de projeter la matiére sur un seul plan, on va découper en tranches la ligne de visée
et créer autant de plans que de tranches.

9.3.2 Simulation multi-plans

On ne veut plus maintenant travailler avec un seul plan lentille, mais avec au moins deux
plans. Ainsi, si 'on souhaite pratiquer des corrélations avec ’effet de lentille & z = 1, il nous
suffit d’avoir une connaissance de la distribution de masse jusqu’a z = 1 et entre z = 1 et
z ~ 1000. On va utiliser deux plans contenant la masse projetée, engendrés avec les deux
spectres de puissance

z=1 9
i) = [ axwtto [ 555 P60, 95
2=1000 ko
P = [ a0 [ G PEDR0.. (9.

z=1
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FiG. 9.2 — Exemple d’un effet de lentille sur le rayonnement de fond. De haut en bas, les
champs de température, polarisation F et polarisation B. Les cartes de gauche sont les cartes
primordiales. On n’a pas tenu compte des perturbations tensorielles de la métrique, si bien
que la polarisation est purement électrique. A droite, les cartes aprés effet de lentille. Pour
cette figure et dans toute la suite, les champs ont 5° de coté. Le modéle est Qy = 1, CDM,
h = 0.6. L'effet de lentille est calculé en utilisant des champs de convergence calculées avec
des simulations N-Corps et complétées avec des simulations & dynamique simplifiée décrites
plus bas. Sauf indication contraire, aucun filtrage n’a été appliqué et les cartes sont & 1’echelle
de la simulation, 35".
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FiG. 9.3 — Un exemple de champ & pour le rayonnement de fond

Il y a cependant un probléme ici. La projection utilisée est la projection de I'effet de lentille. En
d’autres termes, il s’agit d’une projection dépendant de la position du plan source... On s’est
bien gardé de spécifier quel plan source et donc quelle fonction d’efficacité w nous utilisions. Ce
n’est évidemment pas la méme pour Ueffet de lentille sur le rayonnement de fond et sur z = 1.
On va, pour résoudre cette ambiguité, recourir & une approximation. Nous allons décider que
P défini ainsi s

(k) = ek O

J7 dxw?(x)

ou la fonction de fenétre est celle de 'effet de lentille sur le plan source le plus éloigné, est une
bonne approximation du spectre de distribution de matiére et que P,,}g, le spectre de puissance
de Deffet de lentille & z = 1 peut s’écrire, & une trés bonne approximation

(9.7)

Py (1) = P2 [ axulto. ©0:5)
La fonction de fenétre wy est celle de effet de lentille & z = 1. Dans la suite, on notera 22>
I'intégrale

z2
g#:/@ﬁ@y (9.9)
21

On peut donc engendrer deux plans 6% et 61900, La convergence de I’effet de lentille pour z = 1
et le rayonnement de fond est alors

kg = wy(z1/2) X ot (9.10)
k= w(zg) X 6t + w(z500) x 61900,

Les décalages vers le rouge 21/, et 2500 correspondent aux distances médianes entre respective-

ment z = 0et 2 =1et z=1et z = 1000. Les deux cartes x4 et s possédent les caractéristiques
attendues. Elles représentent chacunes ’effet de lentille sur le plan z = 1 et z = 1000. Elles
sont corrélées comme attendu; on peut recalculer le taux de corrélation r qui est alors trés

proche du taux théorique, suivant le modéle.

Plusieurs effets, cependant, ont été négligés dans ce genre de simulation. Tout d’abord, le
spectre que nous avons utilisé ne prend pas en compte ’évolution non-linéaire. On sait que ce
régime est important. Il a un impact non négligeable sur le taux de corrélation. La solution
ici est assez simple. Il suffit d’inclure, par exemple, & ’aide de I’Ansatz de Hamilton, D’effet
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FiG. 9.4 — Deux plans sources corrélés. La carte de gauche donne l’effet de lentille sur un plan
sité & z = 1, celle de droite sur celui & z = 1100. Cette réalisation surévalue légérement le
taux de correlation. On mesure ici r = 0.6.

du régime non linéaire & notre spectre de puissance. J’ai réalisé un programme permettant
d’appliquer l'approximation de Peacock et Dodds de cet Ansatz au spectre de puissance
linéaire étudié, pour des paramétres €y et A arbitraires.

D’autre part, nous avons aussi négligé 1’ordre quasi-linéaire de 1’évolution des grandes
structures. Celle-ci est importante si I’on souhaite, par exemple, étudier I'impact de ’écart
a la gaussianité de D'effet de lentille & grand décalage vers le rouge. On pourrait vouloir étu-
dier numériquement les propriétés d’observables telles <ABbé’ h:g> qui sont difficiles & calculer

analytiquement et qui a ’ordre dominant sont sensibles au deuxiéme ordre de I’évolution du
contraste de densité. On va voir, dans la suite comment inclure ces effets d’ordre supérieur.

9.3.3 Simulation du régime quasi-linéaire

On a vu au chapitre 4 que ’on savait calculer, dans le cadre du développement perturbatif,
les ordres au dela de l'ordre linéaire de la croissance des grandes structures. En particulier,
on a vu que le premier ordre non-linéaire permettait de calculer la contribution dominante
au gauchissement de la distribution du contraste de densité et donc & l'effet de lentille. Le
probléme est de reproduire ces non-linéarités.

Une solution proposée par Zel’dovich [Zel’Dovich, 1970] et par la suite améliorée [Moutarde et al., 1991]
[Bouchet et al., 1992, Bouchet et al., 1995 est d’utiliser une approximation de la dynamique dans le
formalisme lagrangien. On va suivre 1’évolution des particules identifiées par leurs positions
initiales g. A un temps ¢ donné, les particules sont alors aux positions

x=q+¥tq). (9.11)

Tous les processus physiques sont contenus dans le champ de déplacement ¥. On calcule
I’expression du contraste de densité en notant alors que

p(x)J d%q = p(q) d*q, (9.12)

ou J est le jacobien de la matrice de passage des coordonnées comobiles aux coordonnées

lagrangiennes
ox ow
= R g ]_ _— . ].
e (22) =10 (22) 019
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Le contraste de densité est alors donné par
0=—=-1, (9.14)

tandis que la vitesse particuliére est
u=a¥d' (9.15)

On sait ré-écrire les équation d’évolution pour cette description. Il vient alors
3
JV, - ®" 1 2H]V, - ¥ = EQHQ(J— 1) (9.16)

L’approximation proposée par Zel’dovitch consiste & remplacer dans I’équation d’évolution le
champ ¥ par sa valeur initiale

(g, 1) = DV (1)¥(q,0). (9.17)

On peut alors remplacer les gradients sur = par des gradients sur ¢. On retrouve 1’équation
d’évolution pour DM (t) qui n’est autre que ’équation de la croissance linéaire des structures
que nous avions déja calculée

_3
)

)II

pW" 1 ogpW' = 2au2pW), (9.18)
Cette approximation revient, en gros, a lancer les particules & l'instant initial sur les trajec-
toires déterminées par l'attraction gravitationnelle, puis de couper 'interaction et de laisser le
systéme évoluer inertiellement. Cette approximation donne (étonnamment) des résultats assez
raisonnables. On en connait les limites. En particulier le systéme suit assez mal ’évolution &
petite échelle. Lorsque les particules sont trés proches, l'interaction devient trés importante
et on doit assister & la formation d’objets compacts. Au lieu de cela, 'approximation faite
ici, laisse les particules libres. Elles ne s’effondrent plus alors les unes sur les autres... Au
contraire, elles forment en excés des objets allongés dans les directions propres du jacobien.

On peut améliorer la situation en continuant le développement perturbatif autour de la
solution & t = 0 un ordre plus loin. On va donc écrire

z=q+e®V(t q) + AL, q) + O(). (9.19)

La variable € est ici un petit paramétre sans dimension que nous fixerons & 1. De nouveau, on
va chercher une solution pour laquelle les évolutions temporelles et spatiales se découplent.
Les calculs pour le premier terme ont été faits au-dessus. Au deuxiéme ordre, le jacobien
donne le terme

2
JO = v, @ 4 % [(V . q,<1)) _ q;gljhpglg] , (9.20)

En réinjectant ce nouveau terme dans (9.16) et en se restreignant aux termes de second ordre,
on obtient la solution [van Waerbeke et al., 1999b]

1 2
v, #O=0) = — [(V-\Il(l)) —wpflj)qlglj] (9.21)
p® — 3pae (9.22)

7

Cette solution n’est valable que pour un univers EdS. Néanmoins, les corrections & apporter a
ces résultats pour des paramétres cosmologiques différents sont trés petites [Bouchet et al, 1992]
[Bernardeau, 1994]. On appliquera cette formule telle quelle pour tous les jeux de paramétres.
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Il a été montré que 'extension au deuxiéme ordre de ’approximation de Zel’dovich donnait
d’assez bons résultats aux échelles moyennes. A petite échelle, ’approximation devient assez
mauvaise et elle ne peut évidement pas suivre 1’évolution aprés croisement de coquilles.

L’intérét de cette approximation (au moins au deuxiéme ordre), est qu’elle est toujours
valable & deux dimensions. Ainsi, ’on peut utiliser les calculs du dessus pour simuler 1’effet
de I’évolution quasi-linéaire directement sur nos cartes de densité projetée [Munshi et al., 1999).
Ainsi, §** le contraste de densité projeté pour le plan zx obtenu plus haut est maintenant le
premier ordre de ’approximation. On construit le deuxiéme ordre avec I’équation (9.21) pour
le cas & deux dimensions; c’est a dire

3

v (gt ==

K2RAZYER 1PR (9.23)
Encore une fois, on peut utiliser les dérivées dans l'espace de Fourier sans soucis, puisque
les cartes sont toujours périodiques. La derniére difficulté est de calculer le contraste de
densité final. En effet, la grille sur laquelle sont connus nos champs vectoriel ) et ¥O@
est maintenant la grille pour g. Or, on veux disposer du contraste de densité eulérien, aux
points & = g + ¥(t,q). Il faut donc interpoler les valeur de J~! — 1 connues en ces points
x sur une grille rectangulaire. On va encore une fois utiliser la triangulation de Delaunay.
Il a été montré que cette technique donnait d’assez bons résultats pour la simulation du
gauchissement du spectre de puissance [Munshi et al., 1999].

9.3.4 Couplage a deux plans lentilles

Nous disposons maintenant d’une simulation qui prend en compte des effets de deuxiéme
ordre dans l’évolution du contraste de densité et qui permet de faire des corrélations entre
deux effets de lentilles pour des plans sources différents. Cependant, il y a, dans l’effet de
lentille gravitationnelle un effet de deuxiéme ordre que nous avons négligé et qui pourrait
devenir important.

En effet, lors du calcul de I’effet de lentille, nous nous sommes restreint & ’approximation
de Born. Nous avons calculé les déflexions au voisinage des puits de potentiels le long de la
trajectoire non perturbée. C’est une approximation raisonnable, puisque les corrections sont
d’ordres supérieurs. Par exemple, considérons un systéme ot les effets de lentilles s’apparentent
a des lentilles minces. Supposons que l'on ait deux lentilles sur la ligne de visée (figure 9.5).
Dans ’approximation de Born, ’effet de lentille total est simplement la somme des deux effets
de lentilles sur la géodésique non perturbée

€tot(0) =& (0) + 52(0), (9'24)
et I’on rappelle que
£= 2y, (9.25)
S

pour ¢ le potentiel gravitationnel sur le plan lentille. Si ’on prend maintenant en compte le fait
que la premiére lentille a déja dévié le rayon lumineux, la déflexion totale s’écrit maintenant

DLV a0+ £(6)). (9:26)
Lo

§tot (0) = 51(0) +

On a donc a faire a une correction du deuxiéme ordre. Dans le cas & trois plans lentilles, la
correction d’ordre maximale va étre du troisiéme ordre et ainsi de suite.

On va se restreindre & la correction due au couplage & deux plans lentilles, puisque 1’on
sait qu’elle va étre dominante sur les couplages plus complexes, et qu’elle va apparaitre au
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FiG. 9.5 — Un exemple de couplage de lentille. La ligne de visée est perturbée par deux puits
de potentiels (des spheéres isothermes & rayon de coeur, coupées par des exponentielles). De
haut en bas, le champ de convergence des premier et deuxiéme plans lentille, la projection de
I’effet total et enfin I’effet total sur une grille test. La derniére figure en bas donne la différence
entre les grilles test (les couleurs ont été modifiée pour amplifier visuellement l'effet). Colonne
de gauche, l'effet de lentille sur une grille test en négligeant ’effet du couplage de lentille.
Colonne de droite, on tient compte de l'effet de couplage. La premiere lentille (en haut a
droite) agit sur le second plan lentille (deuxiéme en partant du haut, a droite). Le deuxiéme
plan lentille est présenté tel qu'il est vu par les photons.
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méme ordre que le gauchissement. Si I’on calcule leffet sur la convergence, a ’ordre en &2,
Correction due au couplage a deux lentilles
Ktot = K1—s T K25 —£H2—>s/€1—>2 Y25 '71—>2l+§lf—>28u"52—>s : (9.27)
Azll—)zs XA210—>L1
On peut alors calculer le terme correctif au gauchissement. On a, avec 'effet de filtrage,
Zg d Z1 d
coupl 2 2 21 2 22
= —2x%6 _ 2
5 x () <6 [ gEs ) [ v ()
x / k1 d%ky P (k1) P (ka) W (k1 D(21)O)W (k2 D(22)0)
kl'D(Zl)
1+ k‘zT(Z'z) COS(¢k1 — ¢k2) - 1-— COSQ(qﬁk1 — ¢k2)
~ ~ d terme en A~1x A1
terme en §,0,k
xW (|k1D(z1) + kaD(22)| ©) . (9.28)

En utilisant les formules connues sur les fonctions de Bessel, on peut intégrer les dépendances
angulaires. Le terme correctif se réduit alors a

21

coupl 2\ 2 - _19 / dz; 2 dzo
33 X <K' > X E(ZQ) wzs(zl) E(ZQ) wzs (ZQ)wzl (ZZ)

x/d2k1d2k2 P(k1)P(ko)W (koD(22)0)?
X [(1 — %) W(k1D(Z1)®)2 + %kl’D(zl)@W(le(zl)@)W'(le(zl)G) (929)

Cette derniére équation s’intégre alors facilement lorsque 1’on remplace le spectre de puissance
par une loi de puissance d’index n. On trouve alors
geoupl _ 3n(n — 3)(Tn — 13)
3 8(2n — 5)(2n — 3) °

(9.30)

Il est assez surprenant de remarquer que cette derniére équation ne dépend plus de z;. Pour
n = —3/2, la correction est petite. On trouve

sUPl = 124, (9.31)

Un calcul plus réaliste est donné dans [Van Waerbeke et al., 2001] et le résultat est évalué pour un
spectre CDM en tenant compte des effets non-linéaires. Les résultats sont trés similaires; la
correction attendue est de I’ordre de 1. Ce résultat est négligeable comparé au ss pour 'effet
de lentille sur le plan z =1

53 =42.3 (9.32)

mais ce n’est plus le cas pour l'effet de lentille sur le rayonnement de fond

s3 = 1.87. (9.33)

Le couplage & deux plans lentilles est du méme ordre de grandeur que le gauchissement induit
par le régime quasi-linéaire. On ne peut donc pas le négliger dans notre simulation.
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Le fait que l'on travaille déja avec plusieurs plans lentille nous met dans une situation
favorable pour simuler le couplage entre lentilles. L’équation (9.26) nous donne une méthode
simple pour simuler un lancer de rayon et inclure les effets des couplages entre plans lentilles.
11 suffit, pour ce faire, d’appliquer ’effet de lentille du premier plan sur le deuxiéme & 1’aide
de la technique présentée dans la premiére section. Ensuite, on calcule ’effet de lentille sur
le plan source du plan lentille ainsi perturbé. L’effet total est alors la somme de D'effet du
premier plan et du second plan perturbé par le premier. Il n’y a pas de difficulté technique
majeure. La figure 9.5 donne un exemple d’une telle simulation. Dans le cas étudié sur la
figure les deux lentilles (deux spheéres isothermes & rayon de cceur) sont équidistantes sur la
ligne de visée. L’image utilisée est une simple grille test.

Un dernier point reste & considérer. Nous n’avons pour l'instant utilisé que deux plans
lentilles. Si nous voulons maintenant prendre en considération le couplage entre lentilles, il
semble insuffisant de n’utiliser que ces deux plans. Qui plus est, nos deux plans ne sont pas
également r&partis en distance angulaire. Un plan peut donc étre artificiellement amplifié
par ce biais. On va donc plutdt découper le trajet jusqu’a la surface de derniére diffusion en
intervalles égaux, afin de pouvoir simuler correctement 1’effet du couplage entre lentilles.

9.3.5 Dernier raffinement : des simulations N-corps pour I'effet de lentille 3 petit déca-
lage vers le rouge.

On l'a dit plus haut, la technique du lagrangien 2D posséde une assez mauvaise précision
pour les petites échelles. Le choix de découper en de nombreux intervalles le volume jusqu’a
la surface de derniére diffusion va encore aggraver ce probléme. En effet, & faible décalage vers
le rouge, de nombreux objets, petits et compacts, vont étre formés. La dynamique simplifiée
que nous utilisons est particulierement mal adaptée a ce régime.

On va avoir a faire & des zones ol le jacobien peut s’annuler ; cela va créer de nombreuses
divergences. A bas décalage vers le rouge et pour des tranches petites, ces divergences peuvent
dominer D'effet de lentille. Ce probléme se fait sentir jusqu’a des décalages vers le rouge de
l'ordre de z = 1.5. Cela dépend de la vitesse de croissance des structures et donc du modéle.

Si seuls quelques points divergent, on peut envisager un schéma de coupure. Lorsque ces
zones s’étendent, c’est tout simplement que ’approximation n’est plus valable, et c’est alors
le schéma de coupure choisi qui va dominer la physique... Ce n’est certainement pas ce que
I'on veut pour une simulation! La solution que nous avons retenue a été de profiter de la
disponibilité de simulations N-corps. En particulier, nous utilisons les simulations de Hamana
et Colombi [Hamana et al., 2001] qui nous fournissent nos premiers plans lentilles.

On profite par ce biais du meilleur des deux mondes. La trés grande précision & petite
échelle des simulations & N-corps, et la possibilité de simuler précisément des effets de lentille
sur le rayonnement de fond, de maniére cohérente avec I'effet de lentille & n’importe quel autre
décalage vers le rouge. Qui plus est, on a pas besoin de disposer de simulation gourmande
jusqu’a de tres hauts décalages vers le rouge puisqu’on peut “remplir” la ligne de visée avec
des cartes utilisant notre dynamique simplifiée. Evidemment, si ’on n’est pas intéressé par le
couplage & plusieurs plans lentilles, un tel raffinement n’est pas nécessaire; on peut utiliser
des tranches plus grosses qui ne connaissent pas ces problémes de divergence.

9.4 Résultats

9.4.1 Choix

Il a été choisi, en fonction des simulations de Colombi et Hamana, d’utiliser 34 plans
de lentilles. Les simulations N-corps fournissent les 15 premiers plans. Chacun de ces plans
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F1G. 9.6 — Des exemples de résultats. A gauche un champ de polarisation magnétique. A
droite, les champs ba et by définis au chapitre 8. Les figures sont filtrées a 5. On retrouve des
éléments caractéristiques entre les champs B et ba. Le champ by semble présenter moins de
structures comunes. Ce comportement est tout a fait attendu a cette échelle de filtrage (voir
figure 7.2)

représente un carré de 5° de coté. Pour chacun des modéles traités par la simulation N-
corps, on a créé 40 réalisations. Les simulation N-corps disposent de peu de réalisations.
Néanmoins, en mélangeant ces réalisations et en translatant les cartes, on peut disposer de
pseudo-réalisations permettant d’augmenter la variance. Ce jeu d’échange a cependant des
limites. On n’est évidemment pas limité par contre par les simulations issues du Lagrangien
2D.

Pour chaque réalisation on a calculé I’effet de lentille avec couplage pour les plans & z = 1
et z = 1000. Il n’y a pas cependant de limitations particuliéres. On pourrait sans peine calculer
I’effet de lentille pour un plan source & une position arbitraire, ou méme pour un plan source
épais.

Enfin, on a aussi synthétisé autant de cartes du rayonnement de fond et de sa polarisation
avec les spectres adaptés aux modéles.

9.4.2 Résultats et perspectives

Les résultats de ces simulations sont actuellement en cours d’analyse. Je vais donc simple-
ment donner ici quelques pistes que nous allons suivre.

Tout d’abord, le but principal de ces simulations sera de valider les résultats présentés
dans les deux articles [van Waerbeke et al., 2000a, Benabed et al., 2001|. En particulier, un point im-
portant sera la détermination du signal sur bruit des observables étudiées. On montre figure
9.6 quelques cartes simulant nos mesures. On a dit chapitre 8 que ces rapports signal-sur-
bruit n’avaient été qu’estimés. On a confiance dans ces estimations, mais une confirmation
numeérique serait la bienvenue. La prise en compte des non-linéarités ainsi que des corrections
du deuxiéme ordre est importante pour cette détermination. Tout d’abord, on a vu que le
régime non-linéaire avait tendance & augmenter le taux de corrélation r. On a montré plus
haut que la variance cosmique de xy, par exemple était sensible a r et était d’autant plus pe-
tite que le taux s’approchait de 1. D’autre part, dans nos calculs de variance cosmique, nous
avons négligé les termes de second ordre dans 'effet de lentille, dont nous pourrons avoir une
idée par le biais de ces simulations. Les résultats préliminaires, au moins pour les observables
sur la polarisation, laissent & penser que nos estimations analytiques étaient assez précises.
Dans un second temps, on pourra rajouter une composante de bruit réaliste (reconstruction
de Deffet de lentille, bruits spécifiques du rayonnement de fond et de sa polarisation) qui per-
mettrons de valider nos propositions dans un contexte de mesure réaliste. Ces résultats seront
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particuliérement intéressants dans ’optique de futures mesures avec 'instrument Planck.

Le deuxiéme but de ces simulations est 1’étude de nouvelles observables sensibles aux
corrélations croisées. On en a montré un exemple, chapitre 6, avec 1’étude de la longueur des
isothermes. Ce point précis est en cours d’étude sur les simulations. Les autres fonctionnelles
de Minkowski seront aussi mesurées.

Enfin, on peut imaginer d’essayer de déterminer le gauchissement de 1’effet de lentille
sur le rayonnement de fond. Un terme comme <ABbgAf<ag>, par exemple devrait fournir des
informations sur le gauchissement de ’effet de lentille sur le rayonnement de fond. Un calcul
naif (trés naif) permet d’évaluer ce terme comme

(ABW\Kg) ~ <AE2> </§§/~c> + termes de deuxiéme ordre de AB. (9.34)

Le résultat sera un mélange d’effets de deuxiéme ordre du couplage des lentilles & la polari-
sation du rayonnement de fond, de termes perturbatifs du deuxiéme ordre du gauchissement
de la distribution de k et d’effets de couplage a plusieurs plans lentilles. Le calcul analytique
est assez compliqué, et est vite limité par les approximations nécessaires & son déroulement
(typiquement, on est amené & utiliser un spectre du contraste de densité en loi de puissance
et & négliger l'effet des non-linéarités.) Les cartes synthétiques que notre simulation fournit
permettent de tenir compte de tous ces effets et d’étudier précisément ce genre d’observables.
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Grandes structures dans un scénario
exotique
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Je vais m’éloigner un peu de l'effet de lentille gravitationnelle sur le rayonnement de fond
cosmique pour présenter une étude de quelques aspects de 1’évolution des grandes structures
dans le cadre d’un scénario exotique, la quintessence.

10.1 Quintessence

La quintessence est une théorie relativement récente dont le but est de donner une origine
dynamique a la constante cosmique. Nous allons voir dans cette section pourquoi il peut étre
nécessaire de faire une telle modification au modéle. Par la suite, nous décrirons le cadre
d’un modéle de quintessence minimal et nous présenterons une classe de modéles dits suiveurs
qui remplissent les conditions du modéle minimal et qui a soulevé un intérét grandissant ces
derniéres années.

10.1.1 La constante cosmologique

On a vu au premier chapitre que les équations d’Einstein pouvaient contenir un terme
constant, que ’on nomme couramment constante cosmologique. Cette constante correspond
a une densité d’énergie que ’on peut modéliser par un fluide parfait répulsif. Lorsque cette
constante domine les équations d’Einstein, 1'univers est alors dans une phase d’expansion
accélérée . C’est ce qui se passe, par exemple, durant la période inflationaire (voir un exemple
chapitre 2).

Les cosmologues ont beaucoup débattu de la présence et de la valeur de cette constante.
Suivant les “modes,” elle est apparue ou a disparu des modéles'. Récemment, les mesures de

13. Silk montre quelquefois, & I'occasion de séminaires sur le sujet, une courbe des valeurs de la constante
cosmique au cours du temps. La courbe est assez chaotique!
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Fi1G. 10.1 — Les résultats des études de la relation luminosité/décalage vers le rouge avec les
SNIa. La figure est tirée de [Bahcall et al., 1999)].

1998 et d’autres résultats apparus par la suite, sur les supernove de type la [Perlmutter et al., 1998]
[Bahcall et al., 1999] [Perlmutter et al., 1999] [Perlmutter et al., 1999a] [Riess et al., 1998] [Garnavich et al., 1998b]
[Garnavich et al., 1998¢|, en conjonction avec les mesures du rayonnement de fond, ont donné des
arguments forts en faveur de la présence d’une constante cosmologique.

Les expériences sur les supernovae permettent de mesurer la fonction distance/décalage
vers le rouge. Pour résumer trés sommairement, les astronomes mesurent les courbes de lu-
minosité et le décalage vers le rouge des supernovae. En faisant ’hypothése, qui n’est peut
étre pas totalement justifiée, que toutes les supernovee de type Ia ont le méme comporte-
ment, quelque soit leur environnement, on peut alors reconstruire la distance luminosité de
ces étoiles. En pratiquant cet exercice pour des étoiles trés proches et d’autres plus lointaines,
on peut reconstruire la fonction distance/décalage vers le rouge, et donc l'accélération de
I'univers.

Les résultats de ces expériences ont montré que, si ’on voulait un univers plat, comme le
privilégie les mesures du rayonnement de fond, et sans faire d’hypothéses supplémentaires, la
constante cosmologique devait contribuer pour les deux tiers de la densité d’énergie totale.

10.1.2 Les problémes de la constante

Si 'on ajoute un terme de constante dans les équations d’Einstein, on doit résoudre un
certain nombre de problémes. Ainsi, il serait assez agréable d’expliquer la constante comme
une manifestation de ’énergie du vide d’une théorie grande-unifiée ou d’une éventuelle théorie
de gravité quantique. Cette énergie du vide apparait dans les équations d’Einstein comme
un terme de constante. Regardons par exemple la contribution de cette énergie du vide si
I'unification a lieu aux alentours de la masse de Planck. On abouti & une densité de ’ordre de

Pvide ~ 10™ GeV*.
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Par ailleurs, si la constante cosmologique ne représente que les deux tiers de la densité d’énergie
aujourd’hui, elle doit étre de l'ordre de la densité critique, c’est-a-dire :

PA 10_47 GeV4.

Comment expliquer un pareil désaccord ? Une solution simple est de dire qu’en fait, il existe
déja un mécanisme, constante cosmologique nue, ou peut étre un mécanisme spécial de cette
gravité quantique que nous ne connaissons pas mais que nous sommes pourtant en train
d’évoquer ici, qui permet de supprimer fortement 1’énergie du vide gravitationnel.

Une fois encore, cette explication n’est pas complétement satisfaisante. Pourquoi un tel
mécanisme n’annulerait I’énergie du vide qu’a 10'2° prés! Si I'on peut imaginer qu'un effet
physique puisse nous cacher la densité du vide gravitationnel, comment expliquer qu’il laisse
néanmoins une composante de lordre de 10747 GeV*? On doit donc renoncer a expliquer
I'origine de la constante cosmologique par I’énergie du vide, éventuellement écrantée.

Non seulement notre probléme reste entier, mais il est méme aggravé... En effet, aprés s’étre
livré & ces comparaisons de densité d’énergie, il est de plus en plus difficile de comprendre
pourquoi la constante cosmologique peut bien avoir une valeur si peu comparable aux densités
d’énergies “naturelles” de la physique des particules.

10.1.3 Cosmologie et exotisme

La physique des hautes énergies n’aime donc pas la constante cosmologique, et encore
moins sa valeur [Weinberg, 1989]. En fait, on a véritablement un probléme si I’on espére pouvoir
décrire la cosmologie dans un contexte compatible avec une éventuelle théorie grand uni-
fie. Dans les hypothéses faites au premier chapitre, on a implicitement admis que cela était
possible.

Pour résoudre ce probléme, on va étre amené & rajouter un ingrédient supplémentaire
au modéle. Il faut garder a ’esprit que cette solution n’est peut étre que la traduction d’un
probléme plus profond... On est peut étre en train de rajouter des épicycles & notre description
pour sauvegarder un modéle faux. Méme si c’est le cas, il n’est pas moins intéressant d’étudier
les conséquences de cet ajout. Qu’il se trouve en contradiction avec les observations, ou qu’il
oblige & des modifications trop peu naturelles du modéle et il sera peut étre le germe de
nouvelles idées?... Si, ce serait encore mieux, il est en bon accord avec les expériences, la
cosmologie apprendra & vivre avec!

On a vu, chapitre 2, comment un champ scalaire pouvait mimer ’action d’une constante
cosmique pour accélérer ’expansion. On va reprendre cette idée pour la quintessence... Pour
expliquer la valeur de la constante cosmologique, nous allons postuler que celle-ci est le résultat
de I’évolution d’un fluide. On a donc plus de constante & proprement parler, mais un nouveau
composant de I'univers dont la dynamique ’aménerait dans un état proche d’une constante.
On nomme? ce fluide quintessence (la cinquiéme densité d’énergie du modéle), ou encore
énergie sombre (par analogie a la matiére noire). Cette idée a été plusieurs fois proposée par
le passé (voir [Sahni & Starobinsky, 2000] pour une revue sur le sujet). Il a véritablement pris son
essor ces derniéres années avec les papiers de Steinhardt [Caldwell et al., 1998] [Steinhardt et al., 1999).

Dans I'hypothése minimale on va prendre un fluide parfait d’équation d’état wg. Ce modéle
minimal a aussi été étudié par les chercheurs a la lumiére des supernova ! Une telle hypotheése
est compatible avec leur résultats. On montre, figure 10.2, la zone dans laquelle le paramétre
wq peut se trouver.

2et pas nécessairement seulement en cosmologie, le probléme vient de la physique des hautes énergies aprés
tout !
3principalement pour des raisons... publicitaires. Une constante dynamique ne sonne pas bien...
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F1G. 10.2 — Contraintes dans le plan (Qo,wg) du scénario wg constant. . La figure de gauche
donne en traits forts les contraintes des supernovee, en trait fin, les contraintes tirées du
rayonnement de fond. A gauche, est présentée la somme de ces deux contraintes. La figure
est tirée de [Perlmutter et al., 1999]. Ce genre de graphe est cependant & considérer d’'un esprit
trés critique. En effet, pour les contraintes tirées du rayonnement de fond, les auteurs n’ont
autorisé que des variations des parameétres {2 et wg. Du fait des dégénescences dans le spectre
du rayonnement de fond, la contrainte présenté est beaucoup moins forte si 'on autorise
maintenant les variations de tous les autres parameétres.

Néanmoins, si cette hypothése minimale explique la valeur actuelle de la constante cosmo-
logique, elle ne donne aucune explication sur la valeur dans le passé du fluide! Pour expliquer
les mesures et donc l'ajustement fin de la valeur de la constante on a renvoyé dans le passé
le probléme... Avec I’évolution minimale que 1’on s’est donné, il faut maintenant expliquer un
ajustement fin, pas beaucoup plus justifié, & une époque lointaine. Qui plus est, il faut aussi
maintenant expliquer la valeur du parametre d’équation d’état wg... On peut difficilement
considérer cette hypothése minimale comme une brillante solution & notre probléme!

10.1.4 Un champ scalaire dans un potentiel

Allons au-dela de cette hypothése minimale. La quintessence est maintenant un fluide
quelconque. Pour simplifier, on va décider que ce fluide se comporte comme un champ scalaire
dont l'évolution est donnée par un potentiel. Cette démarche ressemble beaucoup a celle
suivie pour la théorie de 'inflation, chapitre 2. De fait, I'accélération actuelle de 1'univers,
la quasi-domination de I’évolution par une pseudo-constante cosmique ressemble énormément
a la phase inflationaire. A la différence de celle-ci toutefois, la quintessence ne domine pas
encore 1’évolution de I'univers, et surtout, la majeure partie de son évolution s’est faite alors
que cette composante était dominée.

Le probléme est de construire un potentiel qui satisfasse de nombreuses contraintes :

— Etre en accord avec les données ! C’est le moins que 'on puisse demander & notre modéle.

Il faut que la densité d’énergie de notre fluide aujourd’hui corresponde a 2o = 0.7 et
que son équation d’état soit compatible avec la région non exclue par les mesures sur
les SNIa. Cette derniére contrainte est tout de méme assez souple. Les résultats des
SNIa ont été étudiées dans le contexte du modéle minimal. La vraie contrainte en
fait, est que I’évolution de 1'univers, avec ce nouvel ingrédient, conduise a la relation
distance/décalage vers le rouge mesurée.

— Expliquer pourquoi la quintessence ne domine qu’aujourd’hui. En fait, le probléme n’est
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pas tant que la constante, ou la quintessence, ne domine qu’aujourd’hui; il faut surtout
qu’elle n’ait pas dominé avant. En effet, il a été montré [Bean et al., 2001] que la nucléo-
synthése était trés sensible & une modification du contenu de 'univers. Pour ne pas
remettre en question ce que ’on sait sur 'univers, il faut donc, non seulement que la
quintessence mime une constante cosmologique aujourd’hui, mais aussi qu’elle n’ait ja-
mais été dominante avant. Il existe des modéles qui ne respectent pas cette derniére
condition mais qui arrivent & jongler avec les contraintes de la nucléosynthése pour ne
pas trop modifier ses prédictions [Dodelson et al., 2000].

— Reésoudre les problémes d’ajustement fin. Si ’on a abandonné le modéle minimal, c’est
avant tout parce qu’il ne résolvait pas notre probléme d’ajustement fin du début. I1
faut donc que notre potentiel donne une évolution telle que les conditions initiales ne
soient pas trop déterminantes. En particulier, on souhaiterait qu’avec des conditions
initiales “raisonnables” 1’évolution de la quintessence améne le fluide & satisfaire notre
premiére contrainte. Le terme de “raisonnable” au dessus est pour le moins flou! Il doit
s’entendre comme “compatible avec les densités d’énergies typiques de la physique des
particules.” Cela ne clarifie pas vraiment la situation, malheureusement ! La contrainte
que nous imposerons sera donc que des énergies initiales entre le TeV et le GeV soient
possibles.

— Etre implémentable dans un contexte de physique des hautes énergies. Les problémes de
la constante cosmologique sont avant tout des interrogations issues de la physique des
hautes énergies. Si I’on souhaite résoudre complétement ces problémes, il faut pouvoir
le faire dans le contexte de la physique des hautes énergies.

Je ne discuterai pas plus avant cette derniére contrainte. Des modéles de quintessence ont été
proposés dans de nombreux contextes réalistes du point de vue de la physique des particules.
Les lagrangiens de super-symétrie ou de théories effectives de cordes fourmillent de directions
plates, de condensats exotiques, de champs et de potentiels... On laissera aux physiciens des
hautes énergies le soin de décider du naturel de ces modéles. Ce qui m’intéressera beaucoup
plus dans la suite, c’est de voir a quel point les prédictions de ces modéles sont compatibles
avec ce que l'on sait de 1'univers.

10.1.5 Cosmologie avec une quintessence

Supposons donc que 1’on a un potentiel V' qui satisfasse notre derniére contrainte. On va
calculer les équations de Friedmann (1.11-1.12) pour un univers avec quintessence. Comme
pour 'inflation, la quintessence obéit a I’équation de Klein-Gordon (2.7)

Q- ;—28i81Q+3HQ = —%. (10.1)
On négligera dans la suite les variations spatiales du champ de quintessence. Celles-ci peuvent
a priori jouer un role et induire, par leur couplage gravitationnel des fluctuations dans la
métrique. Cependant, les fluctuations d’échelles plus petites que ’horizon décroissent. La
quintessence ne peut donc avoir d’effet que pour les modes super-horizon [Ferreira & Joyce, 1997,
Ferreira & Joyce, 1998]. On ne les prendra pas en compte dans la suite de I’exposé. On rappelle
que la pression et la densité du champ sont donnés par

1 - 1.
po=5Q° +V(Q) et Pg=5Q*-V(Q). (10.2)
Le parameétre d’équation d’état wg est donné par
P,

wo = —2. (10.3)
PQ
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Il n’a pas de raison d’étre constant. Suivant la dynamique de la quintessence, il peut varier
de —1 a 1. Lorsque le champ est dans un état similaire au slow-roll de l'inflation (voir section
2.2.3), ou plus simplement lorsque le champ est arrété dans un minimum local de son potentiel,
la quintessence se comporte comme une constante cosmologique. L’équation d’état est fixe et
wg ~ —1. Si, par contre, I’énergie cinétique domine, par exemple, si les conditions initiales
imposent une vitesse initiale grande, le champ varie vite et son équation d’état est wg = 1.
On peut aussi définir un paramétre cosmologique pour @,

192
_ Q7+ V(Q)
Qo=r"—Zmm (10.4)
On souhaite que la dynamique du champ soit telle que Q% = 0.7.
Avec la quintessence les équations de Friedmann s’écrivent
1.
H? = g (§Q2 + V(¢)> + HyQ%a™ + Hy Y Q%30 Hex) (10.5)
0
o B (A2 _ 32 0 —3(l+wx)
H = -2 (Q ) SHE (14 wx)Q%a . (10.6)

X

Dans ces équations, X parcourt les différentes espéces : photons, neutrinos, matiére noire et
baryons. On n’utilise pas le paramétre cosmologique dans ces derniéres équations ; I’équation
d’état n’étant pas constante, il serait assez artificiel d’écrire la contribution de la densité de
quintessence aux équations de Friedmann sous la forme

QY a3 twa), (10.7)

10.1.6 Potentiel Suiveur tracking potential

Il faut maintenant spécifier le potentiel. La recherche de potentiels dans le cadre des
théories de physique des hautes énergies, est une industrie florissante! Plutét que d’étudier
un modeéle particulier, je vais présenter une classe de modeéles avec Potentiel suiveur (tracking
potential).

Dans cette classe de modéles, le potentiel est tel que lorsque la quintessence est dominée,
il existe une trajectoire attractrice sur laquelle I’équation d’état est constante. Ces modéles
et leur propriétés génériques ont été particuliérement décrits par P. Steinhardt, L.Wang et
I. Zlatev [Steinhardt et al., 1999]. On va présenter les propriétés des modeéles suiveurs en prenant
I’exemple d’un des plus simples qui a été proposé pour la premiére fois par B. Ratra et P.
Peebles [Ratra & Peebles, 1988|, le potentiel en loi de puissance inverse

A4+a

V(Q) = o5

On va tout d’abord rechercher la trajectoire du champ @ lorsque celui-ci ne domine pas
I’évolution. Supposons donc que 'espéce dominante ait pour équation d’état wp. Le paramétre
de Hubble suit alors la loi

(10.8)

-3

H a2 (11vB), (10.9)

3(14we) avec w@ constant.

On va maintenant chercher une solution pour @) telle que pg o< a™
Rappelons que la densité est donnée par I'équation 10.2. En dérivant cette équation par

rapport au temps, on obtient
) . (. dVv )
bo = 04+ 55) =32
= Hop. (10.10)
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Donc, on connait le comportement en a de @, Q et Q

O o a2 @twetwn) (10.11)
Q a? 1) (10.12)
Q « a2 @e—ws) (10.13)

Il suffit maintenant d’écrire I’équation (10.1) pour déterminer wg en imposant que toutes les
puissances de a soient les mémes

-3 3

7(2+wQ—|—wB) = §(a+1)(wQ—w3). (10.14)
Le paramétre d’équation d’état de la quintessence est donc complétement déterminé par la
puissance du potentiel et ’évolution imposée par le fluide dominant

oawpg — 2

= 10.1
vQ 24+« (10.15)

On va admettre pour I'instant que cette solution est bien attractrice. On le démontrera rigou-
reusement un peu plus loin. Le champ, une fois sur sa solution attractrice, est sur des rails.
Tant qu’il ne domine pas la densité d’énergie, il ne peut dévier de sa trajectoire. Lorsque la
quintessence commence & étre de I'ordre de la densité critique, on est assuré, si son potentiel
est suiveur et qu’elle a rejoint sa solution, d’avoir toujours les mémes paramétres d’approche
de I’ére de domination de la constante. On a complétement gommé les “vraies” conditions
initiales. La valeur finale du champ est donc donnée par la normalisation de la solution at-
tractrice. Elle se calcule simplement

A1 91 —wd
A——5—5 = = .
QTP H 2 a+2

(10.16)

Au final, le seul ajustement de A, la normalisation du potentiel suffit & déterminer la va-
leur de 2 aujourd’hui. On peut montrer cependant que cet ajustement est assez difficile
[Brax & Martin, 2000]. En suivant simplement ’attracteur, on peut montrer que

A1 60
A at4Qq”

(10.17)

Lorsque « est grand, de trés faibles variations de A suffisent a balayer de larges régions de
Qg. En cela, on ne résout pas compleétement le probléme d’ajustement fin. On le déplace
de la normalisation du champ, vers la normalisation du potentiel. Il faut alors faire le voeu
pieur que la physique des hautes énergies réussisse & expliquer de manieére satisfaisante la
normalisation du potentiel...

La valeur du parameétre d’équation d’état aussi est importante. On a dit plus haut que les
mesures de SNIa favorisaient une équation d’état wg < —0.7. Cette contrainte n’est valable que
pour les modéles minimaux pour lesquels I’équation d’état est constante, au moins jusqu’aux
supernova observées. Dans le cas d’un potentiel réaliste, cette contrainte est assez mal définie.
On pourrait la traduire par une moyenne du parameétre wg sur la région sondée. Cependant,
lorsque le potentiel quitte 'attracteur, ’équation d’état peut subir des variations assez fortes
(voir figure 10.1). Rien ne permet d’affirmer que la relation distance/décalage vers le rouge
pour une cosmologie avec une quintessence réaliste et un parameétre d’état variant fortement
est identique & celle d’une cosmologie avec quintessence minimale ayant pour équation d’état
la moyenne de 1’évolution réaliste. La contrainte doit donc étre prise comme assez permissive,
du moins tant que les mesures de supernovee n’auront pas été étudiées dans le cadre d’un
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modéle non minimal*. Le modéle de Ratra-Peebles donne des résultats peu satisfaisants. Le
parameétre d’équation d’état est entre wg = —0.63 et wg = —0.29 lorsque la puissance « varie
entre 2 et 11 [Brax & Martin, 2000].

Etudions maintenant la stabilité de la solution que nous avons supposée attractrice. On
perturbe ) autour de sa solution (Qatt

Q == Qatt + (SQ (1018)
Aprés avoir supprimé la solution attractrice, I’équation (10.1) devient pour la perturbation
. . d’v
0Q +3HoQ + W(Qatt)éQ =0. (10.19)
On change de coordonnée, pour se ramener & une équation différentielle en a
5—3wp 1 A a(a+1) 1
Q"+ ———-0Q' + —5———-—56Q =0. 10.20
Q'+ T 0@+ e g 0@ (10.20)

En utilisant la normalisation (10.16) dans ’équation différentielle (10.20), on obtient une
solution en @) x a? ou p est solution du trinéme

9a+1 9

3

2

—(1— — 1- =0. 10.21
P+ S —wp)pt S (- wh) =0 (10.21)

Il est simple de vérifier alors que lorsque wg est compris entre 0 et 1 et que « est positif, le
déterminant du trinéme est négatif. La partie entiére des solutions est donnée par 3(wp —1)/2
qui est toujours négatif. La perturbation subit donc des oscillations amorties avant de tendre
vers 0. La solution @), est donc bien une solution attractrice.

On sait maintenant prédire I’évolution d'un champ @ laché avec des conditions initiales
quelconques. Si il est sur la solution, pas de probléme! Si les conditions initiales sont telles
que ’énergie cinétique domine 1’énergie potentielle, le champ se comporte comme un fluide
d’équation d’état wg = 1. Sa densité d’énergie va baisser trés vite. En fait, si on néglige le
terme potentiel dans I’équation (10.1), on aboutit & une décroissance exponentielle de I’énergie
cinétique. Cette chute se poursuit jusqu’a l'attracteur. A ce moment 14, le terme potentiel
n’est plus négligeable. L’énergie cinétique continue encore & décroitre exponentiellement. Le
parametre d’équation d’état va donc sauter vers celui d’une constante cosmologique wg = —1.
Le terme potentiel va maintenant réinjecter de la puissance dans le terme cinétique, via
léquation d’évolution (10.1) et le champ scalaire va s’approcher doucement de la solution
attractrice. En fait, on a simplement décrit ici les oscillations de la perturbation dQ calculés
plus haut!

Si maintenant les conditions initiales sont telles que 1’énergie potentielle domine sur 1’éner-
gie cinétique, seule la derniére partie de I’évolution décrite au-dessus va se dérouler. La figure
10.3 donne ces deux exemples d’évolutions.

On comprend pourquoi le modéle suiveur va pouvoir admettre une trés grande plage de
conditions initiales différentes, & condition toutefois que le temps d’oscillation, pour rejoindre
la solution attractrice soit suffisamment court. Plus a va étre petit, plus le déterminant du
trinéme va étre petit et plus les temps d’oscillation vont étre longs.

On a vérifié sur un modéle particulier I’existence d’une solution attractrice. Dans I’étude
citée plus haut [Steinhardt et al., 1999], les auteurs ont défini dans quelles conditions un potentiel

4notons que le modéle minimal peut étre obtenu & partir d’un champ scalaire en choisissant bien le potentiel !
Cela a été fait par V. Sahni et A. Starobinsky [Sahni & Starobinsky, 2000]. Le potentiel est assez compliqué et
uniquement motivé par la volonté d’obtenir un fluide d’équation d’état constante.
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F1G. 10.3 — Evolutions des densités d’énergie de la matiére (tirets), du rayonnement (pointillés)
et de la quintessence pour deux conditions initiales différentes. La figure de gauche correspond
& des conditions initiales au dessus de l’attracteur, celle de droite au-dessous. Les figures sont
tirées de [Brax & Martin, 2000]
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FiG. 10.4 — Evolution de I’équation d’état de la quintessence pour deux conditions initiales
différentes. Mémes remarques que pour la figure 10.3.



172 Grandes structures dans un scénario exotique

quelconque présentait ce genre de solution. En gros, un potentiel suiveur doit avoir la parti-
cularité de ressembler fortement dans une région suffisamment grande, & la loi de puissance
inverse que nous avons étudiée. On peut formaliser cette condition en imposant au potentiel
de vérifier

dz_‘gV
r = & > (10.22)
dv
(3)
1 .
—Tr- ~1|. 2
‘Hr 1‘ < [r—1 (10.23)

Le paramétre I' s’identifie facilement & la puissance du potentiel de Ratra-Peebles

1
r—-1=-—, (10.24)
e
et ’on sait évaluer le parameétre d’équation d’état du champ dans son régime suiveur
—2(I'—1
wp =2 = 1) (10.25)

YOT T T o)

10.2 Phénoménologie de quelques modéles de quintessence

Dans l’article |Benabed & Bernardeau, 2001 qui va suivre, on s’est intéressé aux conséquences
phénoménologiques de quelques modéles de quintessence avec potentiel suiveur. On regar-
dera principalement D’effet de ’ajout d’une composante quintessencielle a la croissance des
grandes structures. On donnera ici les modifications attendues sur la croissance linéaire, le
premier ordre non-linéaire et le régime profondément non-linéaire dans le cadre de 1’Ansatz
de Hamilton et al.. On tirera aussi quelques conclusions sur les fenétres observationnelles ou-
vertes par leffet de lentille gravitationnelle sur ces phénomeénes. Cet article a fait 'objet d’une
publication dans la revue Physical Review D.
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Testing quintessence models with large-scale structure growth
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We explore the possibility of putting constraints on quintessence models with large-scale structure observa-
tions. In particular, we compute the linear and second order growth rate of the fluctuations in different flavors
of quintessence scenarios. We show that effective models of quintesgeggewith a constant equation of
statg do not account for the results found in more realistic scenarios. The impact of these results on observa-
tional quantities such as the shape of the nonlinear power spectrum in weak lensing surveys or the skewness of
the convergence field is investigated. It appears that the observational signature of quintessence models is
specific and rather large. The effects clearly cannot be mistaken for a chafipe of

DOI: 10.1103/PhysRevD.64.083501 PACS nunier98.80.Cq, 98.62.Sb, 98.65.Dx

I. INTRODUCTION spectrum has nonetheless been studied in different models:
the effective quintessencéwith the extra shortcoming that
The recent evidence in favor of a nonzero cosmologicathe possible fluctuations of the quintessence field were ne-
constan{1-9] has led to the development of alternative sce-glected as well as some high-energy physics trackpogen-
narios to explain such a nonzero vacuum energy defislly ~ tials[14,23. It has been found that at the redshift of recom-
In particular, models involving the so-called quintessencebination the dark energy fluid is subdominant and has only
have attracted attention from the high-energy physics comsignificant superhorizon fluctuations. Quintessence effects
munity [11-17]. Indeed, in such models the vacuum energyappear, therefore, only as a modest change of the Sachs-
density is due to the potential and kinetic energy of a scalawolfe plateau, an effect difficult to detect unambiguously
field rolling down its potential. Various models have beenbecause of the size of the cosmic variance.
proposed. The simplest implementation of such models, It has been shown, however, that although the intrinsic
widely used in the literature, is to introduce effective quin-  properties of CMB anisotropies fail to provide an unambigu-
tessence with a constant equation of sfatd. More elabo-  ous test of quintessence, its existence can be shown by the
rate theories provide potentials that exhibit a tracking soluamplitude of the density fluctuations on the last scattering
tion regime as long as the energy density of the quintessencirface compared to those at low redshift. This can be done,
field is subdominanf13]. This behavior is generically en- for instance, with the help of galaxy cluster couf24,25 or
countered in the Ratra-Peeb[d¥] model in which the quin-  with weak lensing measuremeri5,27.
tessence potential is a simple inverse power of the field. In all cases, however, direct constraints(@g that would
Other models inspired by high-energy physics have also bedmelp to disentangle models rely on analysis of the local uni-
shown to exhibit this remarkable propefti4—16. verse properties. The matter content of galaxy clusters or
The presence of a quintessence field changes the enertfyeir number density evolutiof24,28 can provide useful
content of the universe and therefore alters its global expargonstraints. Unfortunately these methods depend on non-
sion rate. It is then natural to try to detect the signature of drivial modeling of cluster properties such as x-ray luminos-
nonstandard vacuum equation of state through its impadty or temperature-mass relations. It is therefore unlikely that
upon the distance-luminosity function, which can be re-they can provide accurate constraints(®gnwith a well con-
vealed by supernova type (8Nla) observation$18—-2Q. It  trolled level of systematics.
has been found, however, that the precision with which the New methods, based on weak lensing observations, are
vacuum equation of state can be measured depends crucialipw emerging that are in principle free of elaborate physical
on whether priors are assumed on the other cosmologicahodeling. The proposed means for constrainlg are
parameters, in particular on the matter content of the Unibased on the rate at which nonlinear effects start to play a
verse. This calls for a reexamination of the theoretical foun+ole in the cosmic density field. Fundamentally, two ideas
dations upon which precision methods for determination ohave been followed. One is based on the nonlinear evolution
the cosmic density are based. of the shape of the power spectry®9] and preliminary
The cosmic microwave backgroun@MB) anisotropy results have already been reported in this ¢3¢ It relies
power spectrum has been recognized as a gold mine for tten some specific class of models, namely, some flavor of
determination of cosmological parameters. It is actually acold dark mattefCDM) model (the shape of the nonlinear
very valuable method for measuring the global curvature opower spectrum obviously depends on what is assumed for
the Universd 1] (through the value of the angular distance ofthe linear ong The other method, proposed|[ig0], is more
the last scattering surfacbut it suffers from an unavoidable demanding on the observation side but is based on the sole
parameter degenera¢?21,22 so thatQ), cannot be deter- assumption that the initial conditions were Gaussian. It relies
mined alone. on the direct detection of non-Gaussian properties of the den-
The impact of quintessence models on the properties dity field. In particular, it has been shown that the large-scale
the CMB as well as on the primordial density contrast powerconvergence skewness can be used to meaQyreExact

0556-2821/2001/68)/08350110)/$20.00 64 083501-1 ©2001 The American Physical Society
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results obtained via second order perturbation theory have A. Effective quintessence
been obtained for models with or without a cosmological \1odels of effective quintessence are the simplest imple-

constant. It is then crucial to know whether these resuIt?nentations of a nontrivial vacuum equation of state. It is

would be_ affecte_d in the case of qumtessentlgl dark energySimply assumed that the equation of state parameter is fixed
The aim of this paper is therefore to examine the growth :
nd represents an average value of a cosmic component fol-

of structure in both the linear and the nonlinear regimes. Tq" . ; o X
gwing a complex evolutiorfwhether or not it is a quintes-

illustrate our results and their robustness we consider vario ; . L . .
realistic models of quintessence. So far the evolution of€Nce fieldl Considered as a simplified version of a quintes-

large-scale structure has been studied only with effectivéence model, this is a valid approach if, for some reason, the

quintessencgl1,31,33 and we will see that it does not pro- kinetic energy and tlhe potgptlal are glmost constant and of

vide a realistic account of what is happening in explicit mod-the same order. This conditiogwhich is not the slow-roll

els of quintessence. condition where the kinetic energy is much smaller than the
This paper is divided as follows. In Sec. Il we describepotentia) seems unlikely to be satisfied in a realistic frame-

the models we use and in particular the evolution of thework. We will nonetheless compare realistic models with this

vacuum equation of state they imply. In Sec. Ill the resultsapproximation to show its impact on observed quantities.

for the linear and second order growth rates are presented.

Implications of these results are discussed in Sec. IV for the B. Tracking quintessence

nonlinear power spectrum. . . .
P P In a very wide class of quintessence models the field dy-

namics exhibits a tracking solution. It is such that the evolu-
I1. THE QUINTESSENCE MODELS tion of the dark energy, during radiation and matter domina-

We postulate that the content of the universe includes 40" 1S completely determined by the potential shape
scalar fieldQ of potentialV. This scalar field is responsible régardless of the initial conditiortsin other words, the only
for the dark energy we observe today and is usually detUning required to reprqduce today’s obs_ervatlons_ is the en-
scribed as a cosmological constant. Its motion equation i§rgy scale of the potential. Eventually, this scale will have to

given by the Klein-Gordon equation be explained by high-energy physics computations. While
this task seems insuperable in the case of a pure cosmologi-

} ) oV cal constant, it might be within theoretical grasp for tracking
Q+3HQ=—-—= (1)  quintessencgl3,33.
7 The phenomenological properties of this class of models
) ] ) can be summarized through the time evolution of the cosmic
and it contributes to the energy and pressure terms with  gquation of state. The detailed behavior of the field in the
first stages of its evolution depends on the initial conditions.
_ 1., If initially pq represents a fair fraction of the cosmic energy
Pe=V(Q)+ EQ ' density, the fieldQ rolls quickly down its potential so that the
quintessence energy density is purely kinetic. It is slowed by
1 the expansion until it freezes at a value larger than the one
Po=—V(Q)+ 02, ) corresponding to the tracking solution. The value of the field
2 then remains constant—the quintessence energy density is
purely potential—until it coincides with the attractor solu-

The equation of state of the dark energy tion. Once on the attractor solution, the equation of state
parameter of the quintessence field takes a value that de-
Po= g Po 3 pends only on the shape of the potential and on the equation

of state of the dominant species of the univelis¢herefore
changes at equivalenc&Vhen the energy density of the field
starts to dominate, the field follows an inflationary type
slow-roll solution whose equation of state is approaching
wq=—1. These behaviors are displayed on Fig. 1 for the
potentials we adopted. The time at which the tracking solu-
tion is reached is completely arbitrary and has no effect on
the quantities we consider in the following.

Our analysis will be done for two tracking models.

First is the Ratra-Peebles modél7] whose potential is

is a priori no longer characterized by a constasg=—1
parameter. It can vary froreg=—1 when the dynamics of
the field is dominated by its potential, tog=1, when the
kinetic energy dominates. In all the models we will consider,
the parameters will be chosen so tHay=0.3 and Qq
=0.7 today, unless otherwise mentioned.

In the following we focus our analysis on two models
with tracking solutions that provide explicit time dependency
of the equation of state, the Ratra-Peebles mptgland the
model developed by Brax and Martin in which the potential Ata
shape incorporates generic supergravity facf@s16. In Vre(Q)= —— 4
this section we succinctly review the properties of the effec- “
tive, Ratra-Peebles, and supergray®JJGRA) quintessence
models and compute the resulting equation of state of the
Universe in these models. 10ver hundred orders of magnitude.

083501-2



10.2 Phénoménologie de quelques modéles de quintessence 175

TESTING QUINTESSENCE MODELS WITH LARGE .. PHYSICAL REVIEW D 64 083501

0.2
0.
-02
“e o4
-0
-038
N0 ok ‘{‘Z;gw(a;i 0 0.15 02 03 05 07 1

a

FIG. 1. The evolution of the vacuum equation of state @s @ [ 2. The evolution of the global cosmic equation of state as
function of the expansion parametarfor different cosmological 5 fnction of the expansion parametefor different cosmological

models. The dotted line corresponds to a vacuum equation of statg,,qels for a redshift range=0 to 10. Same convention as Fig. 1

p=—0.8p; the dot-dashed line to a Ratra-Peebles solution with it thin solid line corresponding to a pure cosmological constant
=2; the dashed line to a SUGRA behavior witk=6; and the solid ¢ |1, that) ,=0.7 atz=0.

line to a SUGRA model withw=11. The amplitude of the quintes-

sence potentials is such t@fnane~0.3 atz=0 in all cases. The two models have the same tracking solution and the

equation of state parameter on it is thus the same, given by
and which is the simplest model exhibiting a tracking solu-gq. (5). Differences between the two models arise when the
tion. In particular, it is very hard, with this potential, to get fie|d leaves the tracking solution. At this time, the field value
an equation of stateo<—0.7 while keeping a reasonable s of the order of the Planck mass, and the SUGRA correc-
energy normalization foM (from the high-energy physics tjon of the latter models starts to dominate. This SUGRA
point of view) if (1, =0.7 today. Note that for such a poten- correction cures the problems encountered by the Ratra-
tial the vacuum equation of state of the attractor solution igpeeples potential by quickly slowing the field as it rolls
given by down, thus providing a smaller equation of state parameter

[16.15.

—2+tawg

WQ=————F— ®)

at+2 C. Solution of the equations with quintessence

The quintessence field contributes to the Friedman equa-
where wg is the equation of state parameter of the back-ions, and therefore to the evolution of the expansion rate of
ground fluid (1/3 for a radiation dominated universe, 0 for athe universe,
matter dominated universeln the following we will con-

sider the caser=2, which giveswg~ — 0.6 today, margin- a\’ 8
ally consistent with the supernovae observations although it al = mkpmt (7)
leads to an unrealistic low-energy scale fér
Second, we consider the SUGRA model, proposed by a 4
Brax and Martin[16,15, whose potential is =" av (Pt 3Py 8
a 3M Planck
M4+« Q? wherep, is the total energy density of the Universe gng
Vsugd Q) = e §| : ® its pressure, assuming we live in a zero curvature universe. It
anc

is convenient to define the parameigas the effective equa-

. . . . tion of state parameter of the ensemble of cosmic fluids,
The corrective factor is motivated by the fact that, in the

Ratra-Peebles scenario, the field naturally reaches the Planck
scale at low redshift. If the quintessence potential is to be
derived from models beyond the standard model of particle This parameter is expected to vary from 1/3 in the radia-
physics that are expected to include supergravity propertiesion dominated erap=0 in the matter dominated era, &

it is natural to expect supergravity corrections in the shape of-> — 1 when the vacuum energy dominates. The shape of this
the potential. The potential Brax and Martin proposed is aciransition and its implication for the growth of structure are
tually an extension of the Ratra-Peebles potential, with grecisely what we investigate in this paper.

generic supergravity correctigithe exponential terin This The evolutions of the equation of state of the universe are
last model is of particular interest since its predictions are irshown on Figs. 1 and 2. They show that the transition from a
good agreement, for a wide range of parameters, with thenatter dominated universe=0 to a vacuum dominated
SNla measurements. We studied here two examples of thisniverse is much smoother in the case of quintessence mod-
potential,a=6 anda =11, which both lead to the equation els. In fact, the universe leaves tle=0 line much sooner in

of statewy~ — 0.8 at zero redshift. These choices of param-the tracking quintessence models than in the effective quin-
eter lead to an energy scalefrom 1P to 10" GeV, which  tessence or tha models. It is then natural to expect signifi-
does not contradict our knowledge of high-energy physics. cant effects on the angular distances or on the growth of

Ptot™ @ prot- 9

083501-3



176 Grandes structures dans un scénario exotique

K. BENABED AND F. BERNARDEAU PHYSICAL REVIEW D 64 083501
1 1F
0.98
0.96 0.9
0.94
Do/D* 0,02 D,/a 08
09 0.7
0.88
0.86 0.6

0.001  0.009.01 0.050.1 05 1

a 001 002 005 01 02 05 1

a

FIG. 3. Evolution of the comoving angular distance in the dif-
ferent scenarios comp_ared to a pure cosm(_)loglcal _con_stantzfrom ifferent scenarios. Today’s growth rate is smaller by about 20% in
=1000 to the local universe. Same conventions as in Figs. 1 and . ) )

; o racking quintessence scenarios.
are used for the line styles. The lower solid line corresponds to a
pure cosmological constant model withy=0.4.

FIG. 4. The ratioD , /a (normalized to unity ar>100) for the

fluctuations. Moreover, the low-redshift behavior of the glo-
bal cosmic equation of state is very different in the three
quintessence models. This also should induce significant
phenomenological differences between thenodels and the
quintessence models.

D,(t)+2HD (1) — ;Hzﬂ(t) D,(t)=0, (10)

The implication of these behaviors for the angular dis_whereQ(t) corresponds to the fra_1ct_ion of energy in the mat-
tances is shown on Fig. 3. The differences seem not verter component. The growth rate is mdepende_nt of the wave-
noticeable at small reds-hift. However, they build up to beMangth of Fhe fluctuations as long as we consider fluctuation
significant when the effect is., integratea to the last scatterin & suphorlzon spale and if we neglect thg pressure effects.
surface. The end values of the angular distances for the dif-.he time e\{olutloq oD, prqwdes the amplitude of the_ den-
ferent tr.acking guintessence scenarios are very close to ead) ty fluctuations. Fl_gure 4 gives the growth rate, for different

. odels, as a function of redshift compared to the growth rate
other, although they correspond to different values of the

. - L in the EdS cas@.In models with a pure cosmological con-
equation of state todafsee Fig. 2 Not surprisingly, quan- .
" " . . stant, the growth factor remains very close to the EdS solu-
tities sensitive to the angular distance at higlsuch as the

o . . tion for a long period, and then changes abruptly between
position of the first acoustic peak, have been found to depenrdt(a)dshift 2 and 3. In quintessence models the solutions follow

upon the vacuum equation of stdt23]. One should also :
A . . . the same scheme, yet with a smoother slope change. How-
expect significant differences in the amplitude of the lens

effect on the CMB anisotropie@&s its depends on the angu- ever, f_or the sa|1me normaléz_atlor) al(>1100_, when éh? un('j_ ,
lar distances between the observed objects and the )ense\sl,erse Is very close to an Einstein—de Sltter model, today's
. growth rates are quite different. The quintessence scenarios
We note hawever that A model with a lower value of}q ith a tracking field exhibit a smaller growth todé&yf order
can reproduce fairly well the low-redshift behavior of the \évcl)t 3a0(y 9 e 9
angular distances in our quintessence models. B 0 p_ercent lesTo say itin other words, for th_e same
og, the quintessence models demand larger density fluctua-
tions at early times. This effect should lead to a difference
I1l. THE GROWTH OF STRUCTURE between CMB normalizations and low-redshift normaliza-
tions.
The origin of this difference is clear. It is due to the fact
In the previous section we observed that, since the evoluthat the energy fraction in the quintessence field remains sig-
tion of the universe with a quintessence component isificant for a much longer time. In this respect the effective
smoother than with a pure cosmological constant, the depaguintessence solution is very similar to the scenario,
ture from an Einstein—de Sitt@EdS universe occurs later in  whereas realistic models of quintessence lead to linear
the former case. This effect has been described beforgrowth rates that depart from the EdS case at redshift as
[32,11,13, although only in the context of effective quintes- large as 30. Clearly, models of effective quintessence that
sence, but it is clearly amplified here because the energyan match the SNla observations do not provide a good ac-
fraction of the quintessence field can be much larger at higleount of the linear growth rates found in realistic models of
redshift in cases of realistic quintessence models. quintessence.
In this section we investigate the impact of these effects
upon the evolution of large-scale structure. We consider the
large-scale structure history only after recombination, a time
at which the dark matter fluctuations dominate. After recom- As mentioned in the Introduction, for Gaussian initial
bination and at subhorizon scales the quintessence field petonditions the second order growth rate determines the rate
turbations correspond to decaying modes and can therefore
be ignored. Within these assumptions the growth rate of the
density contrast at linear order is driven by the equai&H 2Whose solution is well knowrD,(t)=a(t).

A. Thelinear growth rate

B. Second order growth rate

083501-4



10.2 Phénoménologie de quelques modéles de quintessence 177

TESTING QUINTESSENCE MODELS WITH LARGE . . PHYSICAL REVIEW D 64 083501
4,875 TABLE I. Value of the skewness, E@15), of the local conver-
4.87 gence in weak lensing surveys for sources at redshifts 1 or 2 and for
4.865 a power law indexa=—1.5.
4.86
S3 4 855 Skewness z:=1 z,=2
485 A model ,=0.3) 76 26
4.845 A model (Qq=0.25) 85 28
484 wo=—0.8 83 28
0.01 002 0.05 0;11 02 05 1 Ratra-Peeblesy =2 a1 P
SUGRA, a=6 8 30
FIG. 5. The skewness for the different scenarios. The horizontaSUGRA, a=11 86 30

straight line gives the skewness in EdS models. The variations in
the quintessence models are very small.

pendence on the vacuum equation of state. This result actu-

at which non-Gaussian properties emerge in the matter demdly extends a property already known for the dependence of
sity field. In a perturbation theory approach it is indeed thiss, on Q, for open universef36], flat universes with a cos-
quantity that determines the value of the large-scale skewmological constanf38], or in some flavors of nonstandard
ness. Furthermore, it turns out that weak lensing surveys cagacuum equation of sta{@9].
be used as a test ground for this effect and provide a robust The skewness of the convergence is thus expected to be
constraint or(), through the value of convergence skewnesseft unchanged, except through the dependence of the angu-
[35,30. We examine here to what extent this approach refar distances and the linear growth rate of the fluctuations.
mains valid in a quintessence cosmology. We recall here the formal expression for the convergence

Such perturbation theory calculations are based on thekewness in perturbation theory for a power law spectrum
computation of higher order terms in a perturbative ap-(of indexn) [30]. For a flat universe, it is given by
proach. More precisely the reduced skewness defined as

(5% stdDws(D) D4(D) D20+
= (ll) _ 0
< 52>2 S3=

sgD—g(mz)

Dy 2
“ dDw?(D) D4(D) D~ ("*+2)
0

can be related to the second order growth fa& and more
specifically to the second order growth rate in spherical col- (19

lapse dynamicg37,38. In this case it is simple to expand the _ . - . .
local density contrast to second order with respect to th(\aN'th an efficiency functiorw(D) given by

initial density fluctuations, 3 D(D~D)
W(D)=5 Qo5 (16
Dz(t) ) 2 Dsa
Osd)=Da(V) s+ —— i+, (12 . N
whereD; is the comoving distance to the sources apds

. . - . the skewness parameter for the 2D dynamics. The latter can
with a time dependent coefficient that can be explicitly cal-p (a|ated to the 3D one, since it implies only a different

culated for any cosmological model. The functiba(t) is . pination of the terms appearing for the 3D cEa&30.
the growing mode of the equation This finally gives

3 9D,

Dz(t)+2HD2(t)—gHZQ(t) D,(t)=3H?Q(t) DX(t) _3,9D
2 4p¥

17

S3

8.
2
+3D1(H. (13 which amounts to 36/7 for an Einstein—de Sitter case.
In Table | we present the expected skewness for the dif-
The 3D density skewness at large saaled when smoothing ferent models we have considered for sources at redshifts 1

effects are neglecteds then directly proportional t®,(t), ~ ©F 2. The results show that the projection effects on the value
and is given by of the skewness can be quite large. They increase the value

of the skewness so that quintessence models @ik 0.3

D, (1) mimic what one expects for 8,=0.25 model with a pure
=3——. (14)  cosmological constant.
Di(t) It is to be noted that angular diameter distances, in a quin-

From Fig. 5 it is clear that the variations of skewness withtessence scenario, rather resembl& anodel with alarger
the cosmological models are very smdielow the percent value of() (see Fig. 3. From those two joint observations it
level) and are likely to remain undetectable. This means thashould then be possible to test the quintessence model hy-
the second order growth rate does not introduce further depothesis. However, results should be extended to the inter-
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mediate and nonlinear regime where most of the data are From the Hamiltoret al. ansatz we expect very different
going to be, although we expect the qualitative results foundbehaviors for the small-scale nonlinear power spectrum

here to remain valid. when quintessence and nonquintessence models are com-
pared. We previously obtained the result that about 20% to
V. NONLINEAR MATTER POWER SPECTRUM 30% discrepancy is expected, depending on the quintessence
IN QUINTESSENCE MODEL S potential, betweerg? and D. The consequences of this
priori modest discrepancy are dramatic for the nonlinear
A. The shape of the nonlinear power spectrum power spectrum. For a mode that entered the non-linear re-

We complete these investigations with the nonlinear evogion long before redshi, we have
lution of the matter density contrast power spectrum. Assum-
ing a stable clustering ansatz and the Hamilebal. map- PS(Kn,2) Aﬁ(knhz)zw 9%2) *A%kq,2)°
ping [40], we compare the power spectrum in quintessence PAky,2) AMky.2)2 g2 3AMK,,2)3
and cosmological constant models in the deeply nonlinear
regime. ) ) ) wherekq (k,) is the linear mode in the quintessence)(

The linear matter power spectrum In quintessence SCliear power spectrum g|V|ng rise to tHe]l mode in the
narios has been studied befdr,14,42,23 For modes in-  nonlinear spectrum. Assuming, as stated before, that at the
side the horizons, models with a pure cosmological constar§ybhorizon scales we are interested in the linear power spec-
or with a quintessence field show very little difference in thetra of the models are identical, up to a normalization factor
shape of the linear transfer function. Limiting our study to P,, we write P(k,z)=g2(z)a%Pok" with n>—3. For a
those modes, we can reliably approximate the linear quintesnode in the nonlinear region we have
sence power spectrum by a standard cold dark matter model

(19

with a cosmological constant\(CDM) one. k2 |\ Mer
However, there is no reason for the nonlinear evolution of k~ > (20
these models to lead to the same power spectrum. Indeed, we a“Po
showed in Sec. Il A that generically the large-scale structureand Eq.(19) reduces to
grows more slowly in quintessence scenarios. Hence, for the q: u
same amount of structure today, the density contrast had to 3 2.2 n+3\ 32
be bigger in the quintessence scenario at early time. This PA(kn,2) NgQ(Z) 9%()%a Pg ko
implies that modes that are in the nonlinear regime now have PAka.2) g*(z)7%\ g’(2)%a%Pj k)3
reached t_his regi_me sooner i_n quintessence scenarios. 0\ (@2)[1-(n+3)/(n+5)]
Following the idea of Hamiltort al. [40], later extended Ps
by Peacock and Doddg}3,44], we postulate that one can ~<P8) @y

describe the effects of nonlinear evolution through a univer-
sal functionf,, that maps the linear power spectrum onto thewe suppose here that the spectral indeis identical for
nonlinear one: both P(kg) andP*(k,), which is a reasonable approxima-
A2(k.) = F(A2(K)) tion. Finally, if we set both the spectra to fit the cluster nor-
ni BnlZ = Enl ' malization, the ratid®$/P} is simply the ratio of the grow-
ing modes az=0 and we get

PR(Kni,2) _ ( g?z= 0)) =3 [1-(n+3)/(n+5)]
Pikn,2) \g*(z=0)

k=[1+A%(Ka) ]~ ¥y, (18

A%(K)=47k3P(K). (22)

Enforcing stable clustering, Peacock and Dodds showed that
this function must follow an asymptotic behavior at lasge NOte that the exponent gets closet@ when the spectral

such thatf ,(x)=g(Q) ~3x¥2—whereg(Q) =D, (a)/a is the index goes to- 3. Given the variation 0§ the ratio given
ratio of the linear growth factor to the EAS growth factor IN EQ- (22) can be as large as 2. .
described in Sec. IIl A—and proposed analytical forms for 1N same ratio is easier to compute for modes in the

f, that depend on the cosmological parameters thrgfgh ~ near regime,

only and that are calibrated on varioNsbody simulations. 9 Q A 2

We assume that their results hold for quintessence scenarios. P~(k,2) _(9<(2)97(0) 23
In particular, we assume that the nonlinear regime always PMk,2) | g0)giz)]

reaches a stable clustering regime. Moreover, and in the ab-

sence of quintessendé-body simulation for our particular These simple investigations show unambiguously and
scenarios, we also assume that the normalization factor in theith a limited number of assumptions that the shape of the
asymptotic branch is independent of the cosmological sceaonlinear power spectrum is very sensitive to the presence of
nario. These assumptions are not trivial and can probably ba quintessence field. In order to have a full description of the
challengedsee, for instancg32], where the behavior of the power spectrum behavior, including the intermediate regime,
nonlinear power spectrum is investigated for effective quin-we use the Peacock and Dodds prescription. This formula
tessence models with a different perspedtive has been shown to be reasonably accurate for effective quin-
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2 g ; " " y derstood in the transition regime between the linear and non-
18} linear regimes, prevent a robust and reliable test of these
16 .. scenarios. In the next section we rather try to validate these
al 7 properties in the context of a better defined observational
Po 4ol procedure: the projected power spectrum in weak lensing
Pa ’ surveys.

08

06 - B. Projected power spectrum in weak lensing surveys

0.4 : : - - . Weak lensing surveys can potentially provide us with pre-
0.001 001 01 1 10 100 1000 cision maps of the projected density up to redshifts around 1
k (Mpe.h™) [45-48,26,49,27,50 These measurements are expected to
FIG. 6. The ratioP$,/PL, atz=0. The solid and dashed lines be free of observation biases once the redshift distribution of
are the SUGRA quintessence models dor 11 anda=6, the dot- the sources IS known. .
dashed line is the Ratra-Peebles model, and the thin dotted line is VVeak lensing surveys, through observation of the defor-
the effective quintessence model for amg=—0.8. We also show ~Mation of background galaxies, can give access to the con-
here the results for 8,=0.4 flatACDM model(thin dashed ling ~ vergence field. The latter can be written as the projection of
and anQ,=0.25 flat ACDM model (thin double dashed line the matter density along the line of sigla0],
which were discussed in previous sections.

- D -
K(a)= j “dDw(D) 8(a,z(D)), (24)
tessence models M-body simulation, at least at low redshift 0
[32]. Anyway, we are more interested, in this paper, in the . .
general trend rather than a completely accurate description gih\?;ﬁ;hfi? ?i&?ssm;ttig? ?Sgﬂ&rrg'sotg{](ﬁ:g th;:gg:;ilil;
the transition between linear and nonlinear evolution. Figur 1t Spe y 9 o
6 shows a comparison between quintessence models an melw(D), defined in Eq(16), accounts for the projection

: effects.
standardA CDM. The curves represent the ratios between a We expect that the ratio of the power spectra of the con-

quintessence nonline&;y atz=0 and theACDM one as- ; X .
. . ergence field for models with a cosmological constant and
suming that the linear power spectra have the same normal- : . . . o

models with a quintessence field will exhibit roughly the

ization. As expected, the small-scale ratio tends toward the . : . .
Q) Ay-3 S . Same properties as the ratio of the three-dimensional power
(95/95)  ° asymptote. The shape of the curve in this region

) . spectra. However, the value of this ratio is expected to be
is described by the[3—(n+3)/(n+5)] power calculated go o by a corrective factor induced by the geometrical

aLbove. Sini(/asth.e _effect E propﬁ)rticf)nal ;? th_e grov_vth ratio Qe el which itself depends on the details of the cosmologi-
the power 1/3, it Is much smaller for effective quINteSSeNce,,| mogel. In the following we present an evaluation of this

where the discrepancy between its growth andAhmodel rescaling factor along the line of reasoning of the previous
growth is smaller. We stress again therefore that the use of & psection

constant equation of state cannot account for the amplitude | o small-angle limit, we have
of this effect as it is expected in realistic models. '
Note that the transition between the linear and nonlinear

D, 2 .-
regimes depends on the ansatz used farHowever, a very pk(;): J SdDW(D)ZJ ﬂpaD(kvz(D))elk'Dﬂ
sharp transition, as encountered here, is not unnatural. It ac- 0 (2m)?
counts for the different times a given mode enters the non- (25

linear regime in different models. If one follows a given L

mode throughout its evolution, it will first obey the linear SO that the convergence power spectrum is simply

growth and evolve aa?g?(a). Then it enters the nonlinear

regime and grows aa®. The transition between these two P.(I)= st d—Dw(D)ZP /D, 2(D)) (26)

regimes is very sharp. When models with a different growth L 2 8D ' '

factor are compared, this rapid transition translates into a

sharp increase of the power spectrum ratio between the linearhere a possible redshift evolution of the shape of the power

and nonlinear regimes. spectrum is included. The kernalis a bell shaped window
Moreover, we note that this effect cannot be mistaken fothat reaches its maximum at4=2z(D4/2). To evaluate

a variation of(}4. The latter has a much more dramatic effectroughly the rescaling factor we will approximate? by a

on the shape of the linear power spectrum through a changgmple Dirac functioan(D)~w§ﬁ S(D—Dd2) with Wey

of the shape of the transfer function. In this case, not only is= [Psdpw(D) and z.s~ 0.4 (it depends on the cosmology

the linear growth rate changed but the position of the maxiwe are consideringor sources at redshitt;. Now, the ratio

In principle, large-scale galaxy surveys such as the 2dF or
i i 2
the SDSS should be able to put constraints on the amplitude POy (w3/DR\°PS(21/DQ,23)
and shape of the power spectrum. However, the possible ef- | o I o 27
fects of biasing mechanisms, which are extremely poorly un- Pie() \Wei/ D) P3p(21/Dy ,ze)
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TABLE II. Evaluation of the raticP®/P% in the linear domain,

from Eq. (29).

z=1 z=2 z=1000
wo=-0.8 0.94 0.95 1.06
Ratra-Peebles=2 0.86 0.88 1.20
SUGRAa=6 0.92 0.92 1.16
SUGRAa=11 0.91 0.91 1.18

T 10 100 1000 10000 100000

For a mode in the nonlinear region, a few percent error in the ¢

position of the mode is not significant, so that we can ignore  gig. 7. RatiosPQ(1)/P)(1) for a source plane at=1. All
the difference betweeDg and D, in the last term of the  models are normalized so that, are the same at 10scale and

equation. As a result, correspond to aif2o= 0.3 flat ACDM model with og=1. The ob-
0 Q 10\ 2/ .0\ 3 servational window, in which measurements with an accuracy better
Pl Wer/ D Agit than 10% are foreseeable, correspondsao200 to 10 00Qminute
Pf(l W) Wéﬁ/Dé\ agﬁ to degree scajewhere the most dramatic changes take place.
gQ(z=0)| 3R+ model with A =0.7). Because of the projection effects given
W ) (28 in Table I, this is not equivalent to the normalized linear 3D
g7 (z=

power spectrum. Projection effects also slightly change the
which, compared to Eq22), contains an extra geometrical shape of the projected linear power spectrum. The redshift of

factor due to the projection effects. It evaluates to 0.8 to 0 éhe sources is simply assumed to be unity here. The differ-

depending on the model and position of the source plane. wenees in the shape of th_e power speptra are clea_rly visible
and should be already within observational constraints.

expect therefore the conclusions reached in the previous sec- We al ive the effects of a ch @ following th
tion to survive in weak lensing observations. € aiso give the etlects of a change b oflowing the
Similarly, for a mode in the linear region, we have same prescription for the norma[lzatlon. In this case, because
we normalized to theonvergence linear power spectrum, the
Q Q 1pQ\ 2/ 4Q\ 2/ 4Q(Q A 2 change of(), also directly affects the normalization. Com-
P ~(We”/DS) (aeﬁ) (g (zer) 97(0) ) ) pared to 3D power spectra, it actually worsens the situation
aly g?(0) g(zy) and make the distinction between quintessence models and
such models striking.

Table 1l ai th | f th ted ratio in the i The result of Fig. 7 gives us hope to strongly constrain the
aole 1l gives the vaiue of the expected ratio In he 'nearquintessence scenario using weak lensing surveys. The next
region. It is a_bout 0.9. This indicates that the normal|zat|0ngenen,jm0n weak lensing surveys will made available wide
ratio Cfior thek Illnea_r 3D power spe_ltlzt;l_JfT akr;d t:_at for the pro'surveys where a precise determination of the lensing effect
JectTeh wea e_nsmlg §pe|3ctrurr1ltW| ditter by td 1S amoutnt.f thWi” be possible for a range of scales large enough to map the
. esqe s/?mlanaytlca resulls give a good account of gy, rise predicted here. For example, measurements of the
ratio P;/P, for all angular scales. At large scale, it iS \eak lensing effect amplitude at the 1° scale and the 1
roughly flat; its value is given in Table Il. Then, as we getgcale with only a 10 % precision appear sufficient to test the
closer to the transition between the linear and nonlinear reggra quintessence hypothesis. It seems that the observa-
gimes, the ratio exhibits a slight drop. Indeed, from B2Y)  {iona| requirements are much more modest than for direct

the ACDM model enters the nonlinear regime earlier, be-measurements of the angular distances through SNia obser-
cause of the difference between thg. Hence, one expects 5tions.

to have, for a few modes, |a;‘ that rises more quickly than
its quintessence counterpart. Then, when the quintessence
power spectrum also hits the nonlinear regime, the ratio will
exhibit a shape very similar to that of the three-dimensional In passing we note that weak lensing effects on CMB
power spectrum ratio, with the rescaling factor computednaps could also be used to test the quintessence hypothesis.
above. The amplitude of the effect is mainly given by the amplitude

In Fig. 7 we present the explicit computation of the non-of the fluctuations ofk, oi, along the line of sighf51,52.
linear power spectra of the convergence field using the prein Table IlIl we show the amplitude of the lens effect on the
scription of Peacock and Dodds to compute the redshift evolast scattering surface at two different angular resolutions.
lution of the 3D power spectrum. Unlike in Fig. 6, here the The amplitude is mainly sensitive to the linear change of the
power spectra are not cluster normalized. In this case thgrowth rate integrated over the line of sight. It would prob-
power spectra are normalized so that the weak lensing anably not be a crucial test for the nature of the vacuum energy
plitudes match at 10scale when computed with the linear but it is potentially an important test to pass once the general
power spectrum and match the amplitude of the recent dezosmological parameters are determined. If the coming gen-
tections of weak lensing effecte.g., 0g~1 for a ACDM eration of observations requires quintessence, observation of

PAIY  \wiy/D2

C. Weak lensing on cosmic microwave background
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TABLE Ill. Ratios between the amplitudes of the lens effects onthe fluctuation. We found that, when expressed in terms of
the last scattering surface for different models and the standarthe square of the linear rate, it is not sensitive to the nature of

ACDM model (A=0.7) at two different angular resolutions. the dark energy. This ratio is actually not significantly sensi-
5 tive to any of the cosmological parameters. In this respect
o, atz=1000 5’ 10 our result extends previously known properties.
0=0.25, A=0.75 model 123 1.29 Weak lensing surveys appear to be the natural playgroqnd
for such effects. They combine effects on the angular dis-
0=0.4, A=0.6 model 0.68 0.73 .

— 08 120 121 tances and on the growth rate of the fluctuations. We show
‘F‘;Q_ P' bleg=2 1'49 1'54 that the skewness of the convergence field, at large angular
atra-peebles = : : scale, is notably sensitive to the projection effects. It is to be
SUGRAa=6 1.29 1.32 noted, however, that a universe with a quintessence field
SUGRAa=11 133 1.36 does not resemble a universe with a cosmological constant

and larger matter densitas is the case for the behavior of

) the angular distancgdut rather one with a lower density
an excess of power in the lens effect as suggested by theﬁ%rameter.

calculations will be an important consistency test. Moreover, the shape of the power spectrum of the conver-
gence field, which can be identified with a projected 3D mat-
V. CONCLUSION ter power spectrum, retains the properties found for the 3D

In this paper we have examined the growth of structure i onlinear spectrum. It appears clegr that CDM family m"d?'s
quintessence models in both the linear and the second ord&" & _flat universe can be distinguished fr(_)m one another: a
regimes and present their more striking implications for thevariation ofQ, changes the shape of the linear power spec-
statistical properties of the low-redshift large-scale structurd’dM: Whereas the introduction of a quintessence field
of the universe. We paid particular attention to cases of realcN@nges the time at which modes become nonlinear. =

istic implementations of the quintessence field since they. The precision level of the current semianalytical predlc-.
lead to scenarios where the energy fraction in the quinte ions for the shape of the nonlinear spectrum does not permit

sence component can represent a significant fraction of th'téS so far to tma;lfel precl:(;Sﬁ pred|ct|otns Ir%ml\xvhlch thetﬂum-
total energy density over a long period. We found that thisi€SS€NCe potential could be reconstructed. Moreover, the use

effect is responsible for important differences in the behavionDf the presc_ription of P_eacock a_nd Dodds for models of q“"?'
of the linear growth rate of the fluctuations: For the same€SSence with a tracking solution should probably be vali-

values of(), realistic quintessence models lead to a Iinealdated with spe_c:lflc nhumerical S|mula_t|ons. .
growth rate that can be 20% or 30% lower than in models _The calculations have been done in two specific models of
with a pure cosmological constant or with an effective quin_qumtessence, the Ratra-Peebles model and the SUGRA

tessence componetwhere the vacuum has a constant equa-mool_eI developed |rﬁ_16]. We think, however, that our con-
clusions would survive for any model where the energy den-

tion of state which matches the angular distance constjaints~. . . -
The consequences of this discrepancy have been explorébty in the quintessence component can be a significant frac-

at the level of the nonlinear power spectrum for which suchon of the total energy up to recombination.

qmerences are gmpllfled. For power spectra with |d_ent|cal ACKNOWLEDGMENTS
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