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Introduction

Les problemes de magnétisme quantique en deux dimensions occupent une place impor-
tante parmi les enjeux actuels en théorie de la matiere condensée. Les fluctuations de spins
jouent un réle incontournable dans les oxydes, et tout particulierement dans les supracon-
ducteurs a haute température critique, mais aussi dans les isolants de Mott en général :
des matériaux magnéto-résistants & 1’*He solide.

Le modele abordé dans cette étude est celui de 1’échange multiple, généralisation de
I’hamiltonien d’Heisenberg a des processus d’échange impliquant simultanément plus de
deux particules. Ces processus d’échanges se traduisent par un hamiltonien effectif de spins
sur réseau qui est une somme d’opérateurs de permutations. Dans le langage des matrices
de Pauli, les interactions ne contiennent pas seulement des termes a deux spins S, - ,§j
comme dans le modele d’Heisenberg, mais aussi des termes a quatre, six spins et plus :
(5:-5,)(Sk-S), (Si-S;)(Sk*S)) (Spm-S,)- Pourquoi s’intéresser & des interactions si complexes ?
Tout d’abord, les échanges a plus de deux particules sont naturellement engendrés dans les
isolants magnétiques quand on integre les degrés de liberté de charge. C’est par exemple
le cas dans le modele de Hubbard & demi remplissage et forte répulsion [84], et ce avec des
amplitudes qui sont loin d’étre négligeables devant les énergies des termes d’Heisenberg,
dans les cuprates notamment [34,111, 130].

Par ailleurs, une part importante de l'intérét du modele d’échange multiple provient
de sa réalisation expérimentale dans 1’He solide. Le diagramme de phases magnétique
de 1*He & trois dimensions est aujourd’hui compris dans le cadre du modele d’échange
multiple [36,49,113]. Dans ce solide quantique, les mouvements de point zéro des atomes
sont tels que les échanges tunnel, ou jusqu’a quatre atomes échangent leurs positions par
permutation cyclique, sont fréquents. Ces échanges d’atomes dans l’espace réel se tra-
duisent de maniere effective, dans I’espace des degrés de libertés de spins, par les inter-
actions a plusieurs spins évoquées plus haut. Il est maintenant de plus en plus clair que
les mémes processus d’échange multiple sont & ’ceuvre dans I’*He bidimensionnel, réalisé
expérimentalement en adsorbant une, deux ou trois couches atomiques sur un substrat
de graphite [50]. L’abondance de propriétés exotiques liées a la frustration dans ce cristal
fait du modele d’échange multiple sur le réseau triangulaire un probléme particulierement
riche.



2 INTRODUCTION

Que sait-on de l'effet des interactions d’échange multiple sur des spins quantiques?
Si beaucoup de travaux traitent du modele d’Heisenberg et de ses variantes sur plusieurs
réseaux, beaucoup moins fréquentes sont les études qui s’intéressent aux interactions a plus
de deux spins. Les résultats concernant la nature du fondamental quantique en présence
d’échanges multiples, a quatre spins notamment, sont peu nombreux. Il s’agit d’approches
de champ moyen et d’ondes de spins [113], de diagonalisations exactes (N < 18) sur
le réseau carré [111] de calculs de “coupled-cluster approximation” [112] ou d’analyses de
modeles unidimensionnels (par théorie des champs [96, 119] ou numériquement [23]). Enfin,
plus récemment, des diagonalisations exactes ont été réalisées sur le réseau triangulaire [94].
Dans ’ensemble, il ressort des travaux en dimension un et deux que la frustration des in-
teractions a quatre spins affecte profondément les solutions classiques ou de champ moyen,
parfois au profit d’états sans ordre magnétique. L’espoir d’obtenir des phases quantique-
ment désordonnées a température nulle a été une motivation importante de ce travail,
méme si aucune donnée sur la nature des fondamentaux possibles sur le réseau triangulaire
n’était alors disponible.

Par ou aborder le probleme ? Du point de vue des méthodes théoriques disponibles, la
dimension deux est peut-étre la situation la plus difficile. Alors qu’il existe différents outils
analytiques pour traiter les problémes quantiques en dimension un (ansatz de BETHE [21],
bosonisation ou invariance conforme) et qu’en dimension supérieure ou égal a trois les
méthodes de champ moyen sont souvent fiables, la dimension deux est plus problématique.
En deux dimensions, les calculs d’ondes de spins permettent ’étude des systémes ordonnés.
Cependant, dans le cas de spins % frustrés, il n’est pas rare que les fluctuations quantiques
détruisent I'ordre de Néel a longue portée. Des théories de champ moyen (limites N — oo
des généralisations SU(N) [6,10] ou Sp(N) [104] du modele SU(2)) permettent d’aborder
ces phases désordonnées mais leur mise en place peut étre difficile quand I'hamiltonien
possede des interactions & plus de deux spins. Numériquement aussi, la dimension deux
est plus délicate que la dimension un ou le “density matrix renormalization group” [145]
permet d’étudier de grandes tailles. Quant a la frustration du modele d’échange multiple,
par le fameux probleme de signe, elle limite fortement les simulations Monte-Carlo.

La plupart des résultats de ce travail ont été obtenus par diagonalisations ezactes.
Il s’agit de calculer numériquement les énergies et fonctions d’onde propres de systemes
de taille finie, par une méthode de type Lanczos associée a une analyse extensive des
symétries de ’hamiltonien et des effets de taille. Cette technique s’est avérée puissante
pour étudier l'effet de la frustration dans le contexte du modele d’Heisenberg sur le réseau
triangulaire [18]. Il semble qu’'une des clés soit de ne pas limiter I'analyse aux calculs
de la susceptibilité associée a chaque forme d’ordre envisagée, mais d’exploiter plus en
profondeur I'information des spectres. L’étude des symétries des états de basse énergie,
parce qu’elle permet d’aborder le probleme crucial des brisures spontanées de symétrie,
est une des données les plus importantes. Nous 1'utilisons chaque fois que c’est utile et
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possible.
Grace aux diagonalisations exactes, nous montrons que le modele d’échange multiple

sur le réseau triangulaire possede une phase ou les fluctuations quantiques détruisent

I'ordre de Néel a température nulle. L’approche numérique permet d’aller assez loin dans

la caractérisation de ce liquide de spins : depuis son ordre local a sa thermodynamique a

température finie, en passant par les symétries de son fondamental ou le spin de ses exci-
tations élémentaires. Parce qu’elle se trouve dans la zone de parametres pertinente pour

I’ He , et parce que la découverte d’un nouveau liquide de spins peut avoir des retombées

sur d’autres problemes de magnétisme quantique, c’est sur cette phase du modeéle que nous

avons concentré nos efforts.

L’organisation de ce mémoire est la suivante :

Dans le premier chapitre nous présentons ’hamiltonien d’échange multiple et son
origine microscopique dans le cadre de la théorie de THOULESs [135] et discutons
brievement 1’application aux films d’3He .

Au deuxiéme chapitre nous abordons une approche de champ moyen quantique pour
traiter les spins en interaction, les bosons de Schwinger. Les chapitres suivants nous
apprendront que cette théorie de champ moyen ne prend pas bien en compte les tres
importantes fluctuations quantiques engendrées par la frustration et les interactions
a quatre spins.

Troisieme chapitre : Diagonalisations exactes et premier diagramme de phases. La
technique et les grandes lignes du diagramme de phases a température nulle dans
I’espaces des parametres J, de I’hamiltonien sont présentées.

Le quatrieme chapitre explique en quoi ’analyse des spectres de taille finie montre
que les fluctuations détruisent ’ordre de Néel dans la phase non ferromagnétique.

Le cinquieme chapitre est I'investigation des propriétés du fondamental dans la phase
quantiquement désordonnée. La question centrale étant ici de déterminer a quelle
famille de liquide de spins le modeéle appartient, et en particulier de savoir s’il y a ou
non brisure spontanée de symétrie spatiale a T = 0.

Sixieme chapitre : comportement du systéme dans un champ magnétique extérieur.
Le rapport entre les énergies d’échange et I’énergie Zeeman ! permet, dans 1’*He solide
bidimensionnel, d’explorer le diagramme de phase magnétique avec quelques Teslas.
Cette question est donc d’un intérét expérimental direct. Nous discutons I'existence
de plateaux d’aimantation.

Les propriétés du systeme a température finie sont étudiées au septieme chapitre et
nous présentons quelques comparaisons quantitatives avec des données expérimentales
de chaleur spécifique et de susceptibilité des films d’3He.

!Le moment magnétique de I’*He est de u/kp=1.556mK /Telsa et les échanges typiques, en deuxiéme
couche solide & basse densité, sont de I'ordre du milli Kelvin.






Chapitre 1

Modele d’échange multiple

Le role des processus d’échange a plus de deux particules est depuis longtemps re-
connu dans 1’*He solide tridimensionnel [113]. Plus récemment, les films solides d’*He ont
aussi été ’objet de nombreuses études pour leurs propriétés magnétiques. Si les premieres
expériences de RMN sur de 1’He adsorbés remontent aux années 70, ce n’est qu’a partir
de 1984 (FRANCO et al. [45,46]) que 'existence d’échange magnétique nucléaire dans de
I’’He 2D a pu étre mis en évidence, & Grenoble, de maniére définitive par les premiere
mesures de RMN au milli Kelvin.

Ce chapitre commence par un rappel des arguments de DIRAC et THOULESS [135] qui
établissent la pertinence d’un hamiltonien d’échange, dont le prototype est celui d’Heisen-
berg, pour décrire de maniere effective le magnétisme d’un systeme de fermions quasiment
localisés. Nous présentons ensuite un diagramme de phases classique d’'un modeéle pour
I’ He incluant des échanges jusqu’a six particules. Les effets quantiques, qui se réveélent
capitaux dans ce systéme extrémement frustré, font ’objet du chapitre suivant.

1.1 L’échange comme hamiltonien effectif

Introduit par DIRAC [38,39] et HEISENBERG [58], I'hamiltonien d’échange est une des-
cription effective dans ’espace des spins de I'interaction entre fermions quasiment localisés.
Nous présentons une explication succincte de la théorie de Thouless [135]. Le point de vue
adopté ici est largement inspirée du travail de ROGER et al. [105,113].

Partons d’un systéme de particules discernables, sans spin ' mais identiques (7.e 1’hamil-
tonien est invariant sous toute permutation P des coordonnées des particules PH = HP).
Nous supposons que dans les états de basse énergie, ces particules sont quasiment localisées
et se répartissent sur NV sites d’un réseau et forment un cristal. Le probleme est donc celui

1C’est dans un deuxiéme temps que nous sélectionnerons dans le spectre les états propres qui sont les
états physiques de fermions de spin %
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F1c. 1.1: L’abaissement des barrieres d’énergie qui séparent les cavités dans ’espace des
phases leve la dégénérescence N! du fondamental.

d’une particule quantique fictive dans un espace de dimension 3N, dont le potentiel possede
N! minima équivalents. Chaque minimum correspond a I'une des N! fagons de placer N
particules discernables sur les N sites du réseau. Si les barrieres d’énergie séparant ces N!
points de I'espace des phases étaient infinies, I’état fondamental serait N! fois dégénéré.
L’abaissement de ces barrieres leve la dégénérescence en permettant a la particule fictive
de passer d’une cavité a 'autre (Fig. 1.1).

Comme pour un électron dans un solide, on étudie la formation de la bande d’énergie la
plus basse par un hamiltonien de saut (Fig. 1.2). Un saut du systéme d’une cavité a autre
correspond donc a une permutation des coordonnées (d’espace) des N particules réelles :

H==" Jp(Pespace T Prpace) (1.1)

Peon

L’hypothese de quasi-localisation implique que les processus tunnel de saut d’une cavité
a ’autre sont rares. Nous pouvons donc étudier de maniere isolée, avec une bonne précision
en énergie, un processus de saut particulier. Considérons les termes P et P! quand ils
couplent les cavités w, Pw, - -+, P" 'w (ol n est 'ordre de la permutation P). Nous savons &
priori que la fonction d’onde du fondamental n’a pas de neeuds 2, et donc qu’elle correspond
A la combinaison uniforme w + Pw + - -- + P""lw. Cet état doit donc minimiser ’énergie
de —Jp (P + P~1) et par conséquent Jp > 0.

L’indiscernabilité des fermions restreint I’espace de Hilbert aux produits antisymétriques
Hermions = Antisym [Hespace ® Hspin]- Une fonction d’onde physique |¥) vérifie donc : VP

20n peut trouver une démonstration de ce théoréme au chapitre 4 de la référence [87]
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N!

F1G. 1.2: Les énergies constituant la bande la plus basse sont reproduites par un hamilto-
nien effectif de saut.

Papin Pespace |[¥) = (1)) | ) ou par définition Piyip := (1 ® P) et Pegpace := (P ®1).
En faisant agir (1.1) sur |¥) nous trouvons donc :

H |\I/> = - ZJP espace + espace) |\I]>

= — Z s1gn ( Pspm + Pspin) “I/>

Nous en déduisons une écriture de H en termes d’opérateurs n’agissant que sur la partie
spin de la fonction d’onde :

Hgpin = — Z (=18 Jp (Papin + Pagia) (1.2)

Pcoy

C’est cette forme que 1'on désigne par hamiltonien d’échange multiple. 11 y a égalité
exacte SUr Hermions €ntre les opérateurs (1.2) et (1.1). L’intérét de la forme (1.2) est qu’elle
permet de ne considérer qu’une partie des degrés de liberté, ceux de spin, en se placant
dans Hgpin. Cet espace est de dimension plus faible que Hegpace @ Hspin €t est en bijection
avec Hfermions °

3Mathématiquement, voici comment s’opére cette bijection, et d’une maniére générale le couplage entre
fonctions d’onde de spin et d’espace. La construction explicite d’une base d’états antisymétriques si-
multanément vecteurs propres de H, S? et S* se fait en classant les états de spins et les fonctions
propres d’espace |®,) en terme des représentations irréductibles (RI) du groupe des permutations on
auxquelles ils appartiennent. Nous décomposons ’espace des spins suivant les nombres quantiques S2, S?

et f=1,---,f(S): [D%]N = N/2 wl F(S)DS. On montre que les |SQ,SZ,f>f:1mf(S) se transforment
sous les permutations suivant une RI de oN, ps, de dimension f(S). De maniére analogue, un état |®,)
se transforme suivant une RI de on notée p,. Par ailleurs, toute RI de o reste irréductible quand on la
multiplie par la représentation det : P — (—l)Sig“(P ). On vérifie alors, c’est une conséquence directe de
Porthogonalité des RI, que ce sont les fonctions d’onde d’espace |®,,) se transformant suivant p, = det - pg

qui formeront avec les |S2, S, f > les états totalement antisymétriques cherchés.
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1.2 Echange multiple dans 1’’He sur le graphite

L’3He adsorbé sur un substrat de graphite constitue un systéme exemplaire pour étudier
le magnétisme en deux dimensions. Le graphite est fortement attractif pour les atomes
d®He. Ainsi, le potentiel d’adsorption d’une surface de graphite pour un atome d’*He
présente un puits d’une profondeur d’environ 200K. L’énergie d’adsorption, elle, est de
-136.2K (JoLy et al. [67] et BRAMI et al. [22]). La différence entre ces deux énergies
provient de I'importante énergie cinétique (de point zéro) des atomes dans la direction
perpendiculaire au substrat.

Ce substrat de graphite permet la cristallisation d’un solide bidimensionnel triangulaire
de spins % ELSER [41] propose en 1989 un modele pour le magnétisme de la seconde couche
commensurée, basé sur un réseau kagome. Ce modele a été abandonné depuis 4. Pour une
densité totale 17.8 < p; < 18.5nm ™2 on observe deux couches solides d’*He (correspondant,
A une densité dans la deuxiéme couche 6.4 < py < 7.6nm2). Pour des densités plus faibles,
la deuxiéme couche est liquide °, tandis que si p; augmente, des atomes sont promus en
troisieme couche. C’est dans la deuxieme couche, puisqu’elle est plus éloignée du substrat
et donc moins confinée dans la direction perpendiculaire, que les mouvements de point
zéro, et donc les processus d’échange, sont les plus importants ©.

L’évaluation des fréquences d’échange a partir des premiers principes est une tache
ardue. ROGER [105] en 1984 effectue un calcul semi-classique (WKB) des échanges dans
’*He tridimensionnel et dans le cristal de Wigner. Il met notamment en évidence I'impor-
tance du terme a trois corps sur le réseau triangulaire. Les fréquences d’échange ont plus
récemment été calculées par intégrales de chemins Monte-Carlo (PIMC) [16,17] dans le
cas de I’*He sur le graphite. En premiére couche, ces simulations prédisent des échanges
de 'ordre du milli Kelvin aux plus basses densités (p = 6.8nm?) et descendent au micro

“La suggestion d’ELSER est basée la constatation suivante : pour le rapport de densités 4/7 entre la
deuxieme et la premiere couche, il existe une structure commensurée, énergétiquement, favorable, oli un
quart des atomes (sites B) de la seconde couche (triangulaire) se trouvent exactement au dessus d’un
atome de la premiére couche, contrairement aux autres atomes de la seconde couche (sites A). ELSER fait
I’hypothése que les échanges les plus fréquent sont ceux entre les sites A, qui forment un réseau kagome.
Ce modele est construit pour expliquer les données de chaleur spécifique de GREYWALL et BUSCH [52].
Depuis, les calculs Monte-Carlo des fréquence d’échange ont indiqué, au contraire, que tous échanges (A-A
et A-B) sont & peu pres équivalents (BERNU, communication privée). Par ailleurs, le déficit d’entropie que
prédit le modeéle d’ELSER n’est pas observé expérimentalement [65].

5De récentes expériences sur des films liquides (divergence en loi de puissance de la masse effective des
quasi-particules lors de la transition liquide/solide) suggerent que la solidification est une transition de
localisation de Mott [27].

6Des expériences menées & trés basse température sur une monocouche indiquent que I’échange multiple
joue un role important des la premiére couche [64]. Par contre, quand une deuxiéme couche cristallise sur
la premere, cette derniere est suffisamment dense pour que les échanges y soient négligeables (uK) devant
celles de la deuxiéme couche (mK).
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p (nm—?) Jo Js Jy Js Je
6.8 1.08 2.19 0.451 0.478 0.471
7.00 0.419 1.6 0.348 0.255 0.215
7.50 0.103 0.476 0.0643
7.85 0.0366  0.191 0.0217 0.022 0.012
9.00 0.00135 0.011 0.000576 0.00041 0.00022
10.0 0.00014 0.0012

TAB. 1.1: Fréquences d’échange (en mK) dans une monocouche d’*He solide adsorbé sur
du graphite. Simulations Monte-Carlo de BERNU et CEPERLEY [16].

Kelvin pour les fortes densités (p = 9nm~2) (Tab. 1.1). La variation avec la densité est tres

Qn
rapide puisqu’elle est du type Jn(p) =~ Jn(po) <pﬂo> ou I'exposant « est supérieur a 20

(par exemple a3 ~ 20 et ag ~ 27 d’apres [16]). On peut également évaluer les constantes
d’échanges en comparant des mesures de chaleur spécifique et de susceptibilité magnétique
aux séries haute température de I'hamiltonien d’échange multiple [107,109]. Dans les deux
cas on constate 'importance des processus d’échange multiple.

On ne considere dans la suite que les échanges a moins de 6 particules les plus simples.
Ceci est motivé par plusieurs raisons :

e D’une maniere générale, I'effet tunnel n’est significatif que pour de petits objets,
pour lesquels ’action peut étre comparable a h. Les échanges sont des processus qui
peuvent étre décrits par le passage par effet tunnel d’une particule fictive de masse
nmy d’une cavité & une autre dans un espace de dimension 3N (N est le nombre
total d’atomes et my la masse d'un atome d’*He , c¢f. § 1.1). La probabilité de ces
processus rares est reliée a ’amplitude de la fonction d’onde a N corps dans la
barriere de potentiel. Inspiré par ’approche WKB [105] et la discussion de CROSS et
FISHER [36], supposons que le passage d’une cavité a I’autre se fait essentiellement au
voisinage du chemin qui minimise I'action classique. Si z est une coordonnée le long

de ce chemin, la fonction d’onde dans le “conduit” ressemble & U(z) ~ e V ww,
ou I'énergie E est plus petite que la hauteur V' de la barriere. Hauteur et longueur
du chemin varient de maniere complexe avec le nombre d’atomes impliqués, la forme
de I’échange et la densité. Dans la limite de grand n on s’attend a avoir V ~ n et
x ~ O(1). Dans le solide, la dépendance exponentielle en e~ finit donc par interdire
I'échange. Les calculs Monte-Carlo [16] et WKB [105] montrent toutefois que les
échanges jusqu’a n = 6 contribuent.

e Pour des raisons stériques, les échanges les plus probables sont ceux qui sont les moins
“anguleux”. Ceci est confirmé par les calculs WKB [105] et Monte-Carlo [16,29].
Cette restriction aux chemins les plus simples trouve une explication intuitive quand
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o JQPLQ

A —J3 (P1’2’3 + P3,2,1) J2 - 2J3 = —2.718mK

ﬂ J4 (Pl---4 + P4...1) J4 = 1.42mK

é:k —J5 (Pl...5 + P5...1) J5 = 0.497mK

Q :]6 (P]_...G + Pﬁ...l) JG =1.92mK

TAB. 1.2: Processus d’échange dominants dans les films d’3He et le terme correspondant

dans I’hamiltonien effectif de spin. Les valeurs des J sont celles obtenues en partie par
une analyse haute température des données pour un film d’*He sur une monocouche d**He
sur du graphite (Papyex ) (BAUERLE et al. [14]). Cette analyse est faite en fixant le
coefficient Jo, = 2.0mK d’aprés des données dans I’*He pur, et le rapport Js/J, = 0.35
d’apres les simulations Monte-Carlo [17]. La densité de la couche d’®He est entiérement,
solide et commensurée avec la couche d’*He dans un rapport de densités de py/p; = 4/7.
Le chapitre huit présente quelques résultats sur la thermodynamique de cet hamiltonien.

T pg(nm_Q) |JCV| JX JQeﬁ Jy Js Je JQeH/J4 J5/J4 JG/J4
1.61 6.4 1.8 03| -31 19 07 1.5 -1.7 0.35 0.8
1.66 6.7 -46 | -44 26 09 1.0 -1.7 0.35 0.4
1.71 7.0 24 -93| -50 21 0.6 0.6 -24 0.3 0.3
1.75 7.3 46 -28 | -88 33 1.0 17| -27 0.3 0.5
1.76 231 -99 45 13 16 -2.2 0.3 0.4
1.83 -2.71-124 57 1.7 1.7} -21 0.3 0.3
1.84 7.65 5.6 -3.5(-108 40 12 1.7 -2.7 0.3 0.4
1.90 7.75 291 96 39 12 1.5 -2.5 0.3 0.4
1.93 7.8 44 31| -80 26 08 1.3 -3.0 0.3 0.5
2.02 7.95 29 22| -38 10 03 06 -3.6 0.3 0.5
2.11 1.8 -15]-26 0.5 0.2 0.3 -4.9 0.3 0.5

TAB. 1.3: Constantes d’échange (en mK) fonction de la densité (d’aprés ROGER et al.
[109]). Ces données sont extraites des données expérimentales de x(7T') et Cy(T') a l’aide de
séries et Padés haute température [107]. La plus basse densité correspond a la solidification
de la deuxieme couche. x est la couverture mesurée en nombre de couches, elle est définie
comme la densité totale p, divisée par la densité maximale d’une premiere couche saturée :

maxr

T = pe/pY
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on se représente les atomes d’*He par des spheres dures.

Dans la suite des études précédentes [106], on ne retient dans I’équation (1.2) que :

H=1J ZPLQ —J3 Z (Prs+P ")+ Js Z (Pr.a+ P (1.3)
e A Varg
—J5 Z (PLs+P 1)+ Js Z (Pr.e+P7)
o O
Sur un réseau triangulaire, I’échange & trois corps autour d’un triangle (J3) peut se

ramener a trois échanges a deux corps sur les trois cotés du triangle. On définit dans la
suite JST = J, — 2.J5, de sorte que :

H=J) Pio—J3Y =-2NJs+ "> P, (1.4)
oo Fal

o

La physique du modele dépend de trois parametres sans dimension : JST/.J,, Js/Jy et
Js/Js. La théorie de THOULESS impose aux .J,, d’étre positifs. Le signe de JST, qui est une
différence, n’est pas contraint. Souvent dans la suite, nous noterons .J; au lieu de J$T pour
I’échange a deux corps effectif.

1.3 Diagramme de phases classique

La limite classique du modele d’Heisenberg fait correspondre aux opérateurs de spin
des vecteurs classiques de longueur fixée. On procede de la méme fagon pour étudier le
systeme classique d’échange multiple. En face d’un hamiltonien complexe comme Eq. (1.3),
trouver le fondamental classique est une premiere étape, d’autant plus pertinente que cette
approche donne la bonne image dans le cas Heisenberg simple. Pour le modéle d’échange
multiple, méme I’étude du fondamental classique est difficile. Il n’existe quasiment aucun
résultat exact et nous faisons au § 1.3.2 une approximation variationnelle simple pour
“dégrossir” le diagramme de phases.

1.3.1 Décomposition des permutations

Comment définir I’analogue pour des spins classiques d’une permutations cyclique agis-
sant sur des spins % quantique ? On commence par écrire les opérateurs de permutations
en termes d’opérateurs de spin. Par exemple pour deux particules de spin % on a :

1 — —

Pz',j - 5 = QSZ Sj (15)
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Il est possible d’écrire la partie réelle d’'une permutation cyclique comme somme de
produits de S; - S; ol tous les couples (7,7) d’un terme sont deux & deux disjoints [72].
Concretement, pour des échanges jusqu’a cing corps on trouve :

L1
Pios+Pso1=Pio+Pos+ P —1 (1.7)
Pioss+ Pysor =PiaoPsy+PiyPos— PisPos+Pig+Py—1 (1.8)
1 1
P s+PFP5 1= —5—5(P1,2+P2,3+P3,4+P4,5+P5,1) (1.9)
1
+§ (Pig+ Pos+ Pss+ Pag+ Pso)
1
+§ (P1,2P3,4 + P2’3P475 + )
1
+§ (PioPss+ P3Py + ...)
1
—5 (P1,3P2,4 + P2’4P375 + )
Jusqu’a cing corps, ’hamiltonien Eq. (1.3) peut donc s’écrire :
H=3 5i;S-Si+ Y ijra(Si- Sj)(Sk - Si) + cte (1.10)
i<j i<jk<l
Plus précisément, on trouve :
3 3 3 .
H=N (§J2 — Tyt i = ZJ5> + (255 + 57, —7J5) Y S1- Sy (1.11)
[ o J
+(J4_2J5)ZSI'SQ_J5 Z S-Sy
.'/' *———»o

+4J, > [(S1+82) (S5 84) + (S1 - S4) (S2 - S3) — (S1 - S3) (S2 - Su)]

25

—2J5 > [(S1-S2) (Ss-S4) + (S2-S3) (Ss-Ss5) + (S3- S4) (St - Ss)

+(S4-S5) (S1-S2) +(S5-S1) (S2-S3) + (S1 - S2) (Ss - S5)
+(S2-S3) (S4-S1) +(Ss-S4) (S5-S2) + (S4-S5) (S1 - Ss)
+(S5-S1)(Sa-Ss) — (S1-S3)(S2-S4) — (S2-S4) (S3 - S5)

—(S3-85) (S4-S1) — (S4-S1) (S5 - S2) — (S5 - S2) (S1 - S3)]

Une formule explicite de la décomposition du terme a 6 corps en produit d’échanges de
paires se trouve dans la référence [49].
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1.3.2 Minimisation de I’énergie d’une hélice plane

Un calcul exact du fondamental de I’hamiltonien classique ne semble pas possible pour
des valeurs générales des fréquences d’échange. Nous cherchons un sous-espace variationnel
suffisamment simple pour qu’un tel calcul puisse étre mené.

Le voisinage des configurations de grande symétrie dans I’espace des phases est de plus
grande dimension. Ces configurations sont dont favorisées par les fluctuations, a la fois
quantiques et thermiques. C’est le mécanisme de I’ordre par le désordre [138]. On s’attend
donc a une sélection des hélices planes, méme si le minimum absolu d’énergie se trouve
étre une configuration des spins moins symétrique. On considere ici les états s’écrivant :

S; = & cos (R; - q) + &sin (R; - q) (1.12)

L’hamiltonien Eq. (1.11) devient une fonction du vecteur d’onde q. Elle est minimisée
analytiquement jusqu’a 5 corps (Maple V) tandis que la contribution de ’échange a 6 corps
a du étre en partie calculée numériquement. Le diagramme de phases qui en résulte est
présenté Fig. 1.3. Les équations des frontieres A o 3 sont calculées pour un spin arbitraire :

Ay I (68%4+9/2)J5 + 3.+ (1/2+25%)Js =0 (1.13)
Ay:  J —65%T5—3/2Js+ (=5/8 +25%)Js =0 (1.14)
Ag:  J (682 4+4)J5+5/2J,+ (3/8+25%)Js =0 (1.15)

La frontiere de la zone « est connue quand Jg =0 :

JE — (652 +17/2)J5+4J, = 0 (1.16)
J (68?2 +1/2)J54+2Jy = 0 (1.17)

Dans cette région, les hélices possedent un vecteur d’onde qui varie continuement avec
les parametres J, sur la ligne indiquée Fig. 1.5, c’est-a-dire entre 1’origine et un point A,
milieu de bord de zone.

Les énergies des différentes phases sont représentées Fig. 1.4 & J; = Jg = 0. Les énergies
des phases tétraédre et uuud trouvées par KUBO et al. [77] sont aussi représentées. Ces
phases ne sont pas des hélices planes et elles possedent des énergies inférieures dans une
grande gamme de parametres. Toutefois, I’hypothese sur le role stabilisant des fluctuations
quantiques vis-a-vis des solutions de plus grande symétrie semble étre en partie validée par
les résultats obtenus par la méthode des bosons de Schwinger au chapitre suivant. Nous
trouvons, a 1’aide de cette méthode de champ moyen quantique, que ’état uuud au profit
de solutions antiferromagnétiques proches de I’état colinéaire trouvé dans la région 3 de la
figure 1.3. Par contre, c’est bien une solution & 4 sous-réseaux analogue a 1’état tétraedre
qui est sélectionnée au niveau du champ moyen (Fig. 2.3).
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Fic. 1.3: Diagramme de phases classique dans 'approximation des hélices planes. Les
lettres indiquent la position du vecteur d’onde q de I’hélice dans la premiere zone de
Brillouin (Fig. 1.5).
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Fer 0 uuud Tetraédre %Néeli

71@ | ‘ [ ‘ [ ‘ [ ‘ [ ‘ [
-4 -2 0 2 4 6
JE/JAL

Fic. 1.4 Energies classiques pour ’hamiltonien J5/Js. On y trouve les hélices planes
trouvées précédemment ainsi qu’une solution ferrimagnétique (uuud) et une solution non
planaire (Tétraedre). KuBo et MoMOI [77], qui ont trouvé ces deux dernieres configura-
tions, ont démontré que 1’état tétraedre est le fondamental classique exact dans l'intervalle
Jo/Js € [—1,1]. Leur approche variationnelle prédit pour cet état tétraédre une région de
stabilité plus étendue : Jo/J; € [—%, %5] Des résultats Monte-Carlo classique obtenus par
Mowmoir et al. [94] a Jo/J, = —2 montrent que ’état uuud est un des états fondamentaux
de cet hamiltonien.

A, B
(0,2m/~/3)

F1Gc. 1.5: Premiere zone de Brillouin du réseau triangulaire
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Chapitre 2

Bosons de Schwinger

Cette partie décrit la théorie des bosons de Schwinger et son application au probleme
d’échange multiple. On doit & AROVAS et AUERBACH [10] 'utilisation de cette représen-
tation de l'algebre des spins pour formuler une théorie de champ moyen. Elle a ensuite
été perfectionnée par CECCATTO, GAZZA et TRUMPER [28] !. Qualitativement, le résultat
obtenu est le suivant : les phases classiques trouvées pour ’hamiltonien d’échange multiple
sont, des le niveau du champ moyen, séverement affectées par les fluctuations quantiques.
Les parametres d’ordre sont réduits, mais les ordres de Néel trouvés demeurent a longue
portée. En revanche, il s’ouvre une fenétre dans l'espace des parametres d’échange ou
aucune solution n’a pu étre trouvée numériquement, donnant une premiere indication de
I’existence d’une phase liquide de spins. L’analyse par diagonalisations exactes montrera,
en fait, que cette phase désordonnée s’étend sur la plus grande partie du domaine ou les
solutions classiques sont antiferromagnétiques.

Les paragraphes 2.1 a 2.3.3 sont exclusivement dédiés a une présentation de la théorie.
Pour I'exposé des résultats concernant 1”échange multiple, il est possible de passer direc-
tement au paragraphe 2.3.4.

2.1 Idée générale

2.1.1 Représentation de ’algebre des spins

Considérons ’hamiltonien d’Heisenberg dans un champ extérieur :

H=>Y J(j—i)855— Be 5 (2.1)

1<J

T s’agit d’éviter I'utilisation de la contrainte Eq. (2.3) pour simplifier I’hamiltonien, dans la mesure
ol elle n’est satisfaite qu’en moyenne par le traitement de champ moyen. On garde alors explicitement les
deux parametres d’ordre (ferromagnétique et antiferromagnétique) dans ’hamiltonien.
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On introduit en chaque site deux opérateurs de création de bosons : 64 crée un boson

portant un quantum de spin vers le haut, tandis que aI porte un quantum de spin vers
le bas. L’algebre des opérateurs de spins peut-étre représentée en termes de ces opérateurs

bosoniques [10, 28] :
g 1 G 02 ap
g1 [ t ot } 2.2
2 L% Fo1 0o ay (22)

ol ¢ désigne les trois matrices de Pauli. L’espace de Hilbert d’un spin 2=9 (S+1) est
le sous-espace des états de bosons satisfaisant la contrainte :

a1a¢ + a1a¢ =28 (2.3)
Quant au produit scalaire de deux spins, il s’écrit :
S_;i . S_;j = B;r’jBi,]‘ : _AZ,in,j (24)

ou A; ; et B; ; sont définis par :

Aij = (an%j - %%)

1
2
(2.5)
Bl; =3 (“%“Tj + “L%’)

Pour i # j on remarque que : B;r,sz-,j : +A}L,in’j = i(a%a“ + aLa“)(a%a“ + aija“).

Compte-tenu de Eq. (2.3) on a :
Vi#j, : BLB;;: +Al A;; =S (2.6)

AROVAS et AUERBACH [10] utilisent cette relation pour éliminer A; ; (respectivement
B; ;) dans (2.4) dans le cas ferromagnétique J < 0 (resp. antiferromagnétique J > 0).
Au contraire, CECCATTO et al. [28] conservent les deux parameétres d’ordre puisque le
traitement de champ moyen ne satisfait la contrainte (2.3) qu’en moyenne. En I’absence de
frustration, 'un des deux parametres d’ordre est nul et on aboutit aux mémes équations de
champ moyen. En revanche la valeur de I’énergie differe (pour un exemple concret voir [28]).
Dans le cas d’un systeme frustré il faut conserver A et B puisque les deux opérateur vont
acquérir une valeur moyenne non nulle au niveau du champ moyen, sans pour autant que
ces valeurs moyennes satisfassent Eq. (2.6).

2.1.2 Symétries et invariance de jauge

La formulation d’un probléme de spins avec des opérateurs de création et d’annihilation
(bosons ou fermions) introduit en chaque site un degré de liberté supplémentaire lié a la
phase de ces opérateurs. Cette phase donne a la théorie une symétrie de jauge U(1), qui
vient s’ajouter a I'invariance par rotation SU(2) du probléme.
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e [’hamiltonien 2.1 est invariant sous les changements de jauge ¢; :

o] om [ o] o

ag,; ai;

En effet, sous cette transformation A; ; et B; ; deviennent :

Ai’j — €i(¢i+¢j)Ai,j (28)
Bij — ei(d)ji(m)Bi ;

P

e La rotation globale des spins se traduit sur les opérateurs bosoniques par :

g€ SU(2),Vi: { ZI ] — g [ ZI ] (2.9)

Par exemple, pour une rotation d’angle # autour de ’axe z de quantification g =

ei0/2 0
[ 0 e—iG/Q :| et :

e i. (2.10)

2.1.3 Champ moyen

Revenons au hamiltonien Eq. (2.1), il s’écrit de maniére exacte :

L Bex
H = Z J(] - ’I,)(Z BJ,JBz,] : _AI,]AZ,]) - 9 ! Z (CL%G,TZ. - G,LG,“) (211)

1<J

On fait une hypotheése de champ moyen en découplant ? les termes & quatre bosons de

20n peut aussi obtenir H p/r d’une formulation en termes de champs et d’intégrales fonctionnelles [10] :
on exprime la fonction de partition comme une intégrale sur les champs de bosons et sur un champ scalaire
qui implémente la contrainte, on découple les termes quartiques par une transformation de Hubbard-
Stratanovich. L’approximation de point selle pour les champs scalaires donne alors un hamiltonien effec-
tif pour les bosons qui n’est autre que H pp. Généralisons la méthode a un antiferromagnétique avec
des “spins” SU(N). On utilise alors N couleurs de bosons a,; ¢ = 1---N. La contrainte (2.3) devient
Zfr\;l at,ia,; = NS. 1l faut trouver une généralisation des formules (2.5). On commence par éliminer B;
avec la contrainte. Si le réseau est bipartite et sans interaction frustrante, une redéfinition des opérateurs de
bosons “up” sur I'un deux sous-réseaux (as;, — —ay, et a;; = ay; et a,,; = a,,; ) permet de récrire (2.5)
sans signe moins pour A; ;. On généralise alors (2.5) au cas de N couleurs par : A; ; = % Ziv Ug,iGq,j- Si
le systeéme est frustré, il n’est pas possible de trouver une formulation SU(N) avec ces bosons. On peut
utiliser un formalisme fermionique [2,6,10,102,114] ou bien réduire la symétrie entre couleurs de bosons
de SU(N) a Sp(N) [104,116]. L’approximation de point selle est exacte dans la limite N — oo et on peut
calculer les corrections en 1/N (termes & une boucle) [137].
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la manieére suivante :

Al;Aij ~ <AZT]> Aig + AL (Aig) = (A

(2.12)
: B B, =~ <BJ]> B, + Bl (Bi;) — (Bij)|’

L’hamiltonien Eq. (2.11) devient :
Hpyp = Y J(j—1) [B;r,j < By; > —Af;(Aij) + <B§,j> B;;— <AIJ> A
i<j

B + (A — PSR (213)

%

Cet hamiltonien est quadratique dans les opérateurs a+ et a; et peut étre diagonalisé
par une transformation de Bogoliubov. Mais il dépend explicitement des parametres d’ordre
< A;; > et < B;; >. Ceux-ci doivent donc étre calculés de maniere auto-cohérente : a
température nulle, les valeurs moyennes < A > et < B > calculées dans le fondamental de
H yr doivent donner les parametres d’ordre introduits dans H\yp.

La contrainte (2.3) est aussi traitée en champ moyen. On introduit pour cela en chaque
site ¢ un multiplicateur de Lagrange J; :

1
H\MF — H\MF - 5 Z)\z [a&an + GL,UJ% - 25 (214)
7
Puis on ajuste ces potentiels chimiques de sorte que V7 :

1
5 (ol o, +alay,) =< By >=$ (2.15)

A ce stade, le probleme de spin en interaction est ramené, par une approximation
de champ moyen, a un hamiltonien quadratique de bosons dont les parametres sont les
amplitudes des fluctuations ferromagnétiques et antiferromagnétiques pour chaque paire
de spins couplés par I’échange. Il reste a déterminer les équations que doivent satisfaire ces
parametres d’ordre. Elles peuvent I’étre en minimisant 1’énergie libre, ou bien en imposant
une condition d’auto-cohérence. Ces deux chemins conduisent bien stir aux méme équations
et c’est la seconde approche qui est expliquée dans le paragraphe qui suit.

2.2 Equations d’auto-cohérence

2.2.1 Hypotheses

Pour établir les équations d’auto-cohérence on suppose ici I'invariance par translation :
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o <A >=A(j—1)
e <B;;>=B(j—1)
o Vi\i=A\
de sorte que I’Eq. (2.13) devienne :

1 | .. .
Hor = 337000 5 (ahan, ) BG =)+ he = 1BG — ]
_EZJ(-_i) l(a* al —aTaT)A('—i)+hc—|A('—z’)|2 (2.16)
9 £ J 9 \ ¥ T Lity J : J :

2 Y o alan] = 5 3 [ohan ol oy 2]
(2
Il n’est pas possible, méme avec la liberté de jauge U(1) sur les opérateurs a; et b;
de rendre réels les parametres d’ordre B et A. En particulier s’il existe un flux autour
d’une plaquette (i,7,k) : B(j —i)B(k — j)B(i — k) ¢ R, il ne peut pas étre absorbé dans
une redéfinition des bosons. Anticipant sur la suite, nous mentionnons ici que toutes les
solutions que nous trouvons avec le modele d’échange multiple ont un flux nul.

2.2.2 Diagonalisation de ’hamiltonien

On écrit (2.16) en transformée de Fourier :

1 T | o]
H|MF:)\NS+§ZCI: [ CLTq a¢_q ]hq \‘ CLL_q J (217)
+ \/N (anq - quq) - (Bq —A+ Bext)}
ou la matrice hq vaut :
B—q — A — Bey _ Qg
hq = [ Bq — A+ Bexi (2.18)

et avec :

Ba ; Y J(x)B(x)e "% € R (2.19)
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tandis que Aq et By sont les transformées de Fourier * A, f S e A, et By

ﬁ Yo e 9*B, € R. Puisque By = Bix, on peut décomposer 4 en une partie paire et
une partie impaire en q, toutes deux réelles :

ba = 5 (fa+Boq) = IRCECERCR

1/~ -
60a = 3 (Ba—fq) =i Z J(x)B(x) sin(q - x) (2.20)
Pour les solutions ou B(x) est réel on a 634 = 0, mais dans le cas le plus général hq s’écrit :
Bq—A g —Bext — 0034 0
hq = Oq Bq— M|+ 0 +Bext + 084 (2.21)

Pour déterminer le spectre de (2.17) on cherche & écrire cet hamiltonien comme une
somme d’hamiltoniens d’oscillateurs harmoniques :

CLTq

[(ﬂq a¢_q}hq a,I_q = (Tl(PT PTq>—|—w (P¢ PT ) (2.22)

On diagonalise hq par un changement de base qui préserve les relations de commutation
canoniques des opérateurs.

e o
Pl | =My | df, (2.23)
avec
|Pras Plrg| = Sqadsaete.. (2.24)

La matrice My donnant cette rotation de Bogoliubov est dans le cas présent :

e~ coshfy €7 sinh b,

M, = ) ) 2.25
4 [ e 7 sinh 6, € cosh O (2.25)
ol les angles 74 et 64 sont définis par *
ag = |ag|e*
2.26
tanh 20, = 2 (2.26)

SA Pexception d’aq et 84, on adopte partout la convention suivante pour les transformées de Fourier :
fla) = & 3, flxe o

4On remarque que le deuxiéme terme de Eq. (2.21) n’intervient pas dans la transformation puisque ni
0f3q ni Bey n’interviennent dans le choix de ’angle 64 ni de la phase vq.
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En termes des opérateurs P et P, 'hamiltonien Eq. (2.17) prend la forme :

H\MF :/\NS—F%Z [wq (P';rqPTq_FPi«—qu,q) (227)
" —(Bew +080) (Pl Pry = PL Pl
+VN (“_quo‘q - Bqﬂq) - (Bq - A+ Bext)}

Les énergies sont donc wq & (Bext + 034) avec des wq donnés par :

wq = signe (B — A \/(Bg — V) ~ lag? (2.28)

Le spectre devant étre borné inférieurement, les modes ont tous des énergies > 0.
Nécessairement Vq wq > |Bext + 04| €t donc Bq — A > |Bext + 04| Les quasi-particules
de Bogoliubov ont alors des énergies :

wéT = \/(ﬁq - )‘)2 - |aq‘2 + (Bext + 6ﬂq) (229)

2.2.3 Equations d’auto-cohérence a4 T =0

Calculons les valeurs moyennes de (2.5) dans un fondamental de (2.27). Cet état est le
vide pour les bosons P; dont les énergies wg sont > 0. Si par contre il existe des modes ou
wg = wq — (Bext + 08q) = 0, ils sont susceptibles d’étre occupés par PTT o PTq = ng bosons.
De méme pour les bosons P, seuls les modes ot wé = Wq + (Bext + 63q) = 0 pourront étre
occupés. Un fondamental s’écrit donc simplement a partir du vide des bosons P et P, :

ng

R | S A | S 0 A PSP SR D

a/{wq=Bext+00q} a{/wq=—(Bext+38q)}

Pour calculer les parametres d’ordre, on exprime les opérateurs a4 et a; en fonction des
opérateurs P; et P| en inversant la relation Eq. (2.25).

Agy = Ul argay, — ajgar, [P) et

o
2N &
1
= SN Ek (Ul arayq — ayang V)

1 .
s B — Z(7k+'7—q) e T
/N Ek (Y] { e [cosh Ok Py, — sinh 6y P _k}

[— sinh 0P} __ + cosh eqpiq} — idemgesi } T (2.31)
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Utilisant (2.26) et (2.30) on trouve finalement :

1 o Ng + N—
A, = _‘1( a q.|_1) 2.32
= s 7 (2:32)

ou on a posé : ng = nfl -+ né. On obtient par la méme méthode la deuxieéme équation

d’auto-cohérence :

1 Bq — A Ng + N Ng — N—
By = g 1+u>_1_u) 2.33
. m( = ( ' (2.33)

La derniére équation d’auto-cohérence provient de la contrainte (2.15), son expression
se déduit de (2.33) puisque B(x =0) =5 = \/—lﬁ >_qBla).

1 ﬂq—)\ Ng+N_q B
2qu:( Wq (1+ 2 1) =95

1 = fBq— A
NZ 9 " (1+4ng = 25+1
q

(2.34)

2.2.4 Casréel B(x) e R

Dans le cas ol1 on se contente des solutions avec B(x) réel, on a nécessairement B(q) =
B(—q) et donc, d’aprés Eq. (2.33), nq = n_q. Les équations (2.32) et (2.33) deviennent
alors :

1 By A B
By =3 \/N< o (1+nq) 1) (2.35)
1 «
Ag=——="2(nqg+1) (2.36)

Enfin, ’équation de contrainte (2.34) demeure inchangée. Si on se restreint aux solutions
avec B réel, on peut utiliser un champ extérieur Bgy > 0 infinitésimal pour régulariser la
transformation de Bogoliubov. En effet, avec 34 = 0, Bexe > 0 implique que 84 — A > 0
et donc lexistence de la matrice Eq. (2.25), (2.26). Compte-tenu de ce choix de régulariser
la transformation de Bogoliubov par un champ infinitésimal Be > 0, les solutions ou
< §% >= 0 sont aussi caractérisées par Vq ngq = 0. En effet, >, S7 = > (np, — np) =
Y q Mq- Pour les solutions d’aimantation nulle, le fondamental est le vide des bosons P; et
P,. 1l est donc invariant par rotation et la symétrie SU(2) n’est pas brisée. Dans ce cas nq
disparait des Eq. (2.32), (2.33) et (2.34).
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A partir de (2.27), on dispose d’une expression pour I’énergie :

Epr = ANS + % > [wq(ng+ 1) — Bexi(ng — 1) (2.37)
+\/N (zqaq - Bq/@q) - (Bq - A+ Bext)] (2-38)

Cette expression se simplifie en utilisant (2.34), (2.35) et (2.36) :

1 1 1 1
Eur = B zq: |:§wq(nq +1) - Bextnq:| + §N/\(S + 5) (2.39)

2.3 Bosons de Schwinger pour 1’échange multiple

2.3.1 Découplage

On cherche a traiter I’hamiltonien Eq. (1.10), (1.11), qui contient des échanges jusqu’a
cing corps, par la théorie des bosons de Schwinger. La premiere étape consiste a se ramener
a un hamiltonien d’Heisenberg par un découplage du type :

— —

(@-gj)(Sk-Sl):<$-§j>§k-§l~|—5’;-§j<5"k-5}>—<5’;-5"j><§k-5’}>

(2.40)
De sorte que (1.10), qui s’écrit
H=> 5i;5-Si+ Y jijwa(Si-S;)(Sk - S) + cte (2.41)
i<j i<jk<l
devienne :
H~> g+ Y Gigka + Jrig) < Sk S >| Si+ S + cte’ (2.42)
i<j k<l

Cette approximation de champ moyen ramene donc ’hamiltonien d’échange multiple
Eq. (1.11) & un hamiltonien de la forme (2.1) ot le couplage Juyui(j — %) du site j avec le
site ¢ dépend des parametres d’ordre < Si - .S; > sur les liens k — [ environnants :

Joatei (J = 7) = Jig + Z (gt + Jrig) < Sk S > (2.43)
k<l
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2.3.2 Equations d’auto-cohérence a 7'=0

Les équations d’auto-cohérence (2.35), (2.36) et de contrainte (2.34) sont inchangées.
Par contre aq et (4 ne sont plus des combinaisons linéaires des parametres d’ordre A(x)
et B(x) puisque (2.20) devient :

Qg = Y Jouni(X)A(x)e9x
Bq > Jmuiti (X) B(x) cos(q - x)

0fq @Dy Jmui(x) B(x) sin(q - x) (2.44)
Tt (X) = 5(x) + D4 (Goxkt + Jiso) (|B(x)]? = [A(x)[?)

Les inconnues sont :

o )\

o A(x) = —A(-x)

e B(x) = B(—x)f
ou x sont les vecteurs qui relient 1’origine aux sites qui lui sont couplés par les
échanges.

Critere de stabilité de I’état ferromagnétique

L’état completement ferromagnétique (S* = %) est caractérisé par < 5’;5’; >= S§2 pour
@ # j. Il peut étre représenté par la solution réelle Vi,5 A;; = 0 et B, ; = S. L’équation
d’auto-cohérence (2.36) est automatiquement vérifiée puisque Ay = 0 = aq. Les énergies
prennent la forme : Wl = 8 — A+ (Bext +65q). En transformée de Fourier, B;; = S donne
Byq = \/NS(Sq,O et 1’équation d’auto-cohérence (2.35) indique que la totalité des bosons
doivent condenser en q = 0 :

Vq #0,nq =0 (2.45)
Ngeo = 2N S (2.46)

L’équation de la contrainte (2.34) est automatiquement satisfaite grace aux conditions
Eq. (2.46) ci-dessus. Pour que le ferromagnétisme soit solution du probléme, il ne reste
plus qu’a s’assurer que wq — Beyt soit minimal en q = 0 et le potentiel chimique vaudra
alors A = g — Bexs- On calcule donc fq :

Ba = Y Jouni(x)B(x)e 4> (2.47)
= SZJmulti(X)e_iq'x (248)

= SJmulti(q) (249)
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Dans le cas d’échanges & 2, 4 et 5 corps on trouve a l'aide de (1.11) et de (2.41) que
I’expression de J,; pour I'état ferromagnétique est :

ot (%) = 8(x? = 1)(2Jy + J4(125% + 5) + J5(525% + 7)) (2.50)
+(1—48?) [6(x* = 3)(Js + 2J5) + J56(x* = 4)] (2.51)

Pour des spins % cette fonction s’annule au dela du premier voisin :
Jouiii(X) = 6(x? = 1)(2J5 + 8J4 + 20J5) (2.52)

Et donc Jyui(q) est minimum en q = 0 si et seulement si 2J; + 8J; + 20J5 < 0. Ainsi,
I’état ferromagnétique satisfait les équations d’auto-cohérence quand

JIT < 40, +10J; (2.53)

C’est aussi le résultat donné par un calcul d’ondes de spins [107] ®. On peut enfin vérifier
I’énergie de la solution ferromagnétique en remplagant A, 34 et ng par leurs expressions
dans (2.39). On retrouve bien sir le résultat exact (auquel il convient éventuellement, dans
le cas de spins 3, d’ajouter la constante cte’ de Péquation (2.42) :

1
Eferro =N (_Bexts + 552 g Jmulti(x)) (254)

2.3.3 L’algorithme

Le systéme d’équations a résoudre est donnée par (2.34), (2.35), (2.36) et (2.44). Ce
systeme est résolu numériquement par itérations pour des réseaux de taille finie N =
48 ---432, et par endroit jusqu’a N = 1732. Cette méthode est différente de celle utilisée
habituellement. Plutot que de se placer directement & N = oo et d’itérer le calcul numérique
d’intégrales (D_,) de fonctions singulieres (condensation de Bose pour certains vecteurs
d’onde oll wq = 0) nous choisissons, comme certains auteurs [86], de travailler avec des
sommes finies pour ensuite extrapoler les quantités physiques a N = oco. L’avantage est qu’il
n’est pas nécessaire de connaitre a priori le(s) vecteur(s) d’onde ou pourraient condenser les
bosons, ni méme de savoir s’il y a condensation ou si la solution possede une aimantation

5 On obtient également ce résultat en considérant, sur un échantillon de N sites, les N-1 états de spin S =
N/2—1 avec S* = N/2—1.Ils s’écrivent |k >= ﬁ >, €®X|x > ot k est un des N-1 vecteurs d’onde # 0
et [x > est I’état ol tous les spins sont 1 & ’exception de x. |k > est état propre de H et sont énergie vaut :
E/N = Eferro/N + Z‘fNﬂ [J;ff —10J5 +2Js + 4J4] avec f(k) = cos(k.u) + cos(k.v) + cos(k.(u—v)) — 3.
Puisque f varie entre 0 et -4 quand k parcourt la zone de Brillouin, J§T — 10J5 + 2Js + 4J4 < 0 est
nécessaire pour que ’état ferromagnétique soit stable vis & vis des |k >.
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totale (ferro- ou ferrimagnétisme). Ceci implique en particulier que les solutions trouvées
ne brisent pas la symétrie SU(2) de I'hamiltonien et que ’étude d’un ordre de Néel doit se
faire par I'analyse des corrélations ou du facteur de structure |[S(q)||. Voici I’algorithme
itératif employé pour résoudre les équations d’auto-cohérence :

e Initialisation : on part d’une configuration arbitraire (aléatoire par exemple) des B(x)
et A(x). Remarquons qu’il suffit de considérer les seuls sites x couplés a ’origine. On
choisit également un décalage initial de potentiel chimique 0\ positif mais arbitraire,
par exemple 6\ = 1.

e Premiére étape. Calcul des Jpuui(X), aq et Bq avec (2.44).

e Calcul du potentiel chimique maximum pour lequel Vq wq — |Bext + 004| > 0 :

Amax = Ming (501 — /a2 + (Bt + (5ﬁq)2) (2.55)

d’apres (2.29).
e On pose A = Apax — 0.
e Calcul du spectre wq (2.29). On repere le ot les p point(s) qy..., ol w}ﬁ est minimum ©.

e On calcule le nombre d’occupation n = Nqy..., qui satisfait la contrainte 7 Eq. (2.34) :

25+1- 43, (%2)

1N fa =2
Ly,

n =

(2.56)

e Si n est négatif (non physique), on diminue le potentiel chimique en incrémentant
dA. Si n est positif (tendance a la condensation) on décrémente d\.
De cette maniere, )\ et A tendent de maniere dichotomique vers la solution physique :
soit 6A > 0 et n = 0 (et existence d'un gap, éventuellement du a la taille finie), ou
bien 6\ = 0 et n > 0 (condensation de Bose). Pour les solutions antiferromagnétiques
avec ordre de Néel on trouve, a taille finie, 6\ ~ 1/N quand N — oo. Ceci est en
accord avec le comportement du gap de taille finie prédit par ’existence d’une tour
des états (cf. § 3.3).

e Calcul de B(x) et A(x) avec les équations (2.32) et (2.33) et retour & la premiere
étape.

5Remarquons que wiJ =04 60X =0, il peut alors y avoir condensation.

7On fait ici ’hypothese que la méme quantité de bosons condense dans chaque mode. Ceci n’a aucune
incidence sur les solutions d’aimantation nulle (puisque on y trouve n = 0) ni pour les hamiltoniens
ferromagnétiques oll wq possede un unique minimum en q = 0.
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2.3.4 Résultats

La théorie décrite dans les paragraphes précédents a été appliquée au hamiltonien
d’échange multiple sur réseau triangulaire avec des échanges a 2 et 4 corps. Voici les grandes
lignes du diagramme de phases obtenu par cette méthode de champ moyen. Une partie de
ces résultats est publiée [90].

Différents ordres de Néel

La résolution numérique des équations d’auto-cohérence conduit a la solution ferro-
magnétique dans le domaine fixé par (2.53). En dehors, les solutions sont de spin nul. A
'exception d’une petite fenétre autour de JST/.J, = 3 ol aucune solution n’est trouvée, les
états antiferromagnétiques présentent de ’ordre magnétique a longue portée, mais avec un
parametre d’ordre fortement réduit :

e 3 sous-réseaux (région Néel, Fig. 2.1).
e 4 sous-réseaux (région 3, Fig. 2.2 et 2.3).

e configuration hélicoidale des spins (région «). L’existence dans cette région d’un
grand nombre de solutions d’énergies voisines ne nous a pas permis de déterminer
sans ambiguité la valeur du parametre d’ordre, le vecteur de 1’hélice changeant d’une
taille a ’autre. La structure la plus stable pourrait toutefois étre un état colinéaire
a deux sous-réseaux avec un facteur de structure représenté Fig. 2.4. Cette solution
particuliére fait apparaitre un pic (de hauteur O(N)) au vecteur d’onde q = A et
une structure a q = i%B qui met en évidence l'existence de corrélations locales mo-
dulées sur une distance de 6 sites. MOMOI et al. montrent que le systeme classique
posséde une dégénérescence importante [94] au point J, = —2 et Jy, et il semble
que, dans le voisinage de cet hamiltonien, le champ moyen ne léve pas suffisamment
cette dégénérescence pour qu’une solution unique soit stabilisée. Toutefois, contrai-
rement au cas classique, toutes les solutions trouvées sont d’aimantation nulle (pas
de ferrimagnétisme).

Parameétre d’ordre

Nous calculons le facteur de structure par transformée de Fourier de la corrélation
< S;- Sj >

2
I1S(a)|]” =< >=Y < S-S >ex (2.57)

S’il y a un ordre de Néel a longue distance caractérisé par un vecteur d’onde qq, alors

15(q)||2 ~ N tandis que ||S(q # qo)||? reste de I'ordre de 1. Une normalisation naturelle
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IS(a)If
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Fic. 2.1: ||S(q)|* pour Jo/J, = 4 et N = 432. C’est une solution de Néel & trois sous-
réseaux puisque les deux maxima sont en q = +B. ||S(q)||* ~ 7.55, soit 13% seulement de
la valeur classique.

IS(a)lt

Fic. 2.2: Facteur de structure ||S(q)|[2 & Jo/Js = 2, N = 432. C’est une solution & 4
sous-réseaux puisque les 3 maxima (~ N) sont en q = A;—123. Voir aussi Fig. 2.3.
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F1G. 2.3: Corrélation < S;-S; > & Jo/Jy = 2, N = 432. < §;- S; > est représenté a
gauche en fonction de la distance |j —i|. < S;-S; > vaut exactement 0 une ligne sur deux.

La partie droite montre les aimantations des quatre sous-réseaux. (A4, B) et (C, D) sont
orthogonaux tandis que les angles (4,C) = (A, D) = (B,C) = (B, D) valent 27/3.

IS(a)R

157

107

F1G. 2.4: ||S(q)||? en fonction de q pour J,/J; = —2, N = 192. Etat de Néel colinéaire
a deux sous-réseaux. On distingue aussi deux maxima au voisinage de q = j:%B qui
renseignent sur la période des corrélations locales.
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F1G. 2.5: Parametre d’ordre et énergie par site a Jo/J, = —1 en fonction de la taille du

systeme : N =48, 64, 112, 144, 192 et 1732.

est donc la valeur classique maximale de ||S(qo)||2 dans un état hélice plane de vecteur
d’onde qq, c’est la normalisation ® adoptée dans figure 2.6, qui montre les résultats des
extrapolations 3 N = oo (pour Js = J; = 0) de ||5(q)]|. A titre d’illustration, les paramétres
d’ordre pour les tailles N = 192,144,112,64 et 48 ainsi que la valeur extrapolée sont
données Fig. 2.5 pour J, = —1 et J, = 1. Les corrections de taille finie au parametre
d’ordre sont en \/_%

Comme évoqué au paragraphe précédent, I’existence de plusieurs solutions quasiment
dégénérées dans la région v ne nous a pas permis d’y extrapoler sans ambiguité a N = oo
les parametres d’ordre. Toutefois, il s’agit a chaque fois de solutions ordonnées a longue
distance. En revanche, au voisinage du point J,/J; = 3, I'algorithme décrit a la section 2.3.3
ne converge pas, méme pour de relativement petites tailles N ~ 50. D’autre part, la
variation d’amplitude du parameétre d’ordre dans les deux phases voisines (Fig. 2.6) est
similaire a ce qui est observé dans d’autres problemes ou les fluctuations ouvrent une
région désordonnée a la frontiere de deux phases ordonnées. Il est par exemple admis que
ce phénomene se produit dans le modele J; — J; sur le réseau carré [32,121,137]. Ceci
suggere que nous avons a faire a une physique différente autour de J,/Jy; = 3. Méme si
nous ne pouvons pas y exclure ’existence de solutions ordonnées. L’hypothése d’une région

ou les seules fluctuations présentes au niveau du champ moyen suffisent a détruire ’ordre

81S(a = B)|2ax = SN S? (maximal dans I’état de Néel & trois sous-réseaux) et [|S(q = A;)||%a = NS?

max max

(maximal dans ’état de colinéaire & deux sous-réseaux).
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FIG. 2.6: Paramétre d’ordre ||S(q)|| en fonction de J;/J; pour Js = 0. Dans la phase Néel
15(q)|| est maximum pour q = By, (Fig. 2.1). Dans la région 3 ||S(q)|| a trois pics :
Un premier pour q = A; et deux plus petits, identiques, en q = A,;—o3 (la symétrie par
rotation Ro, /3 est brisée, voir Fig. 2.2 et Fig. 2.3).

est tres vraisemblable.

Excitations

La théorie des bosons de Schwinger fournit le spectre de basse énergie du systéme. Dans
les phases avec ordre de Néel que nous trouvons, le gap de taille finie tend vers zéro en
1/N. La relation de dispersion w(q) (c¢f. Eq. (2.28)) des quasi-particules de Bogoliubov
est donnée Fig. 2.7 pour les parametres Jo = —1, J, = 1. A des effets de taille finie pres,
w(q) s’annule linéairement en quatre points de la premiére zone de Brillouin : +q; et +qs.
Ceci peut étre vérifié dans la partie haute de la figure 2.7. Ce ne sont pas directement
les excitations physiques du systéme puisque les bosons a4, comme les bosons Py portent
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un spin AS* = +1 (ce sont des spinons). Les excitations physiques sont des magnons qui
portent un spin AS?* = 1. Les impulsions que I'on peut obtenir en combinant deux spinons
d’impulsions +q; ou +qs sont :

A= — @1 =92—q2 =0

q=q +q=A;

q=2q =2q2 = A,

q=q — Q2 = A3
Ainsi, comme il se doit, on trouve que les modes de Goldstone associés a I'ordre de Néel
antiferromagnétique a quatre sous-réseaux s’annulent aux quatre points q = 0 et q =
A;_123. Autre exemple, dans le cas d’un ordre a trois sous-réseaux, les spinons d’énergie
nulle sont au voisinage de q = i%B, de sorte que ’on trouve un spectre d’ondes de spins
qui s’annule en q = 0, B et —B.

Il est aussi possible d’évaluer le spectre des ondes de spins par un calcul de “Single Mode
Approximation” (SMA). Si on note |¥y> le fondamental, cette approximation consiste
a calculer la valeur moyenne de I'hamiltonien dans Pétat [¥y >= > STe®®*| ¥y >. On
considere alors Q(k) = %— <Wo|Hpr|¥o>. Ce calcul, effectué dans le cadre de
la théorie de champ moyen des bosons de Schwinger, donne la structure correcte du spectre
des ondes de spins.

2.3.5 Spin critique S, < %

Dans le cas de I'hamiltonien d’Heisenberg sur un réseau bipartite, il est possible de
calculer analytiquement la solution des équations d’auto-cohérence. Le résultat fait ap-
paraitre une valeur critique S, du spin au dessus de laquelle le systéme possede le ’ordre
de Néel a longue portée et brise la symétrie SU(2), ce qui se traduit par une condensation
de Bose ?. S, fournit donc une mesure approximative de I'importance des fluctuations dans
le systeme.

Les solutions ordonnées de la section précédente ne doivent pas occulter le fait que
les bosons de Schwinger sont aussi capables de décrire des phases désordonnées, soit dans
la limite de grand N (voir par exemple SACHDEV [116] pour Heisenberg sur le réseau
triangulaire ou kagome) ou dans leur formulation SU(2) (par exemple, avec le modeéle
Ji — Jo— J3 sur le réseau carré, CECCATTO et al. [28]). Les solutions ordonnées pour S =
que nous trouvons indiquent que le spin critique est inférieur a % Meéme si les spins S <

N[N

d’q 1 _
2m)2 \/1—%(sin(qm)—i-sz'n(qy))2 o
0.197, ce qui en fait un systeme ordonné & température nulle pour toute valeur physique du spin S > % > S..
En dimension trois sur un réseau cubique, le méme calcul donne, comme attendu, une valeur beaucoup
plus faible : S, = 0.078 (voir par exemple HIRSCH et TANG [60]).

™
9La valeur critique S, est inférieure & § pour le réseau carré: S, = 1 —1 [[ T
-
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F1a. 2.7: Spectre w(q) pour N = 1732 et Jy/Jy = —1. Pour ces parametres, le systéme
posseéde le méme ordre de Néel a quatre sous-réseaux que Fig. 2.2 et 2.3. w(q) possede
quatre minima (figure du bas) aux points +q; et +qy. Ces quatre impulsions satisfont
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2q = As,. A, est I'impulsion de milieu de bord de zone, ou le facteur de structure statique

est maximum (Fig. 2.2). En créant deuz spinons, de basse énergie, on trouve des branches de

magnons qui s’annulent en q = 2q; = 2q, =0etq=q1+q: = A, q1+q1 = Qo +q2 = A,

et q; —qo = As.
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F1G. 2.8: ||S(A)||? en fonction du spin S. Jo/J, = —2 et N = 432.

n’ont pas de réalisation physique, et a fortiori pas dans 1’*He, la valeur du spin en dessous de
laquelle le systeéme est un liquide de spins au niveau du champ moyen est une information
utile pour identifier les régions susceptibles d’étre, en réalité, désordonnées quantiquement
a T = 0. Une étude précise demanderait une analyse des effets de taille et de dépendance
dans les parametres d’échange. Nous donnons ici quelques résultats préliminaires.

Il est nécessaire de normaliser les termes en S? et S* de ’hamiltonien d’échange multiple
(Eq. 2.42) pour qu'ils gardent les mémes poids relatifs a S = % et a S # %, et garantir
de retrouver le fondamental classique quand S — co. Le parameétre d’ordre ||S(A)|? est
représenté en fonction du spin S (Fig. 2.8.a). La brusque chute aux alentours de S = 0.2
signale la transition vers une solution non magnétique. La fonction de corrélation < 5"15"] >

présente une décroissance rapide en dessous du spin critique (Fig. 2.9).

2.3.6 Solution désordonnée pour S = % ?

Nous avons obtenu une solution liquide de spins pour un spin S = % au point Jo/Jy =2
et N =432, et d’énergie inférieure (F/N = .10, N = 432) a la solution ordonnée (E/N =
0.32, N = 432). Ce résultat, obtenu seulement lors de la rédaction de ce mémoire, n’a pas
encore été completement exploité et demande des vérifications supplémentaires. Il n’a pas
encore été possible numériquement de propager cette solution, ou les corrélations spin-spin
sont a courte portée, a d’autres valeurs des parametres d’échange ni méme a une autre taille
de systeme. Ceci peut signifier que, dans notre approche itérative, le bassin d’attraction de
cette solution est tres réduit : seules quelques conditions initiales particulieres permettent

de converger itérativement vers cet état, tandis que les autres conduisent en général a la
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F1G. 2.9: Corrélation < S - 5’;- > en fonction de la distance |j — i| pour un spin S = 0.15 :
ordre a courte portée (Jo/Jy = —2, N = 432).

solution avec ordre de Néel. Ce résultat pourrait confirmer que la zone ou aucune solution
n’est trouvée (autour de Jo/Jy, ~ 3, cf. Fig. 2.6) correspond bien & une phase liquide de
spins. La différence d’énergie entre la solution désordonnée et celle avec ordre de Néel
indique que I'étendue de la phase liquide de spins est sous-estimée. Ceci sera confirmé par
les calculs de diagonalisations exactes dans chapitres suivants.

2.4 Conclusions

La théorie des bosons de Schwinger est une méthode de champ moyen polyvalente,
capable de décrire avec un méme formalisme des phases magnétiquement ordonnées ou
non. Dans le cas de I’échange multiple, elle est une premiere approche simple au diagramme
de phases qui met en avant I'importance de la frustration : compétition entre différentes
phases, réduction des parametres d’ordre par les fluctuations et possibilité d’un liquide
de spins. Dans la mesure ou les diagonalisations exactes montrent que la quasi totalité
des phases ordonnées est détruite par les fluctuations, il a semblé naturel de porter les
efforts sur cette derniere méthode, quantitativement plus fiable pour le modele d’échange
multiple, méme si de nombreux points restent a explorer dans le cadre de ce champ moyen.
Par exemple, ’approche itérative de résolution des équations est-elle adaptée aux phases
quantiquement désordonnées ou peut-on la perfectionner 7 Comment trouver un découplage
des termes a quatre spins plus pertinent pour mieux rendre compte des résonances locales
induites par ’échange a quatre corps? Quelle est la nature des phases non magnétiques
trouvées pour S < S, de leurs symétries, de leurs excitations ou de leur thermodynamique ?
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Chapitre 3

Diagonalisations exactes et
diagramme de phases

Comment diagonalise-t-on un hamiltonien de spin et que peut-on apprendre de ’analyse
de son spectre ? Nous proposons ici une (bréve) introduction & ces questions en donnant
quelques éléments sur la technique des diagonalisations. Pour commencer avec I’hamiltonien
d’échange multiple proprement-dit, nous présentons un premier résultat numérique relatif
au spin du fondamental : I’absence de ferrimagnétisme.

Puis, et avant d’aborder 1’étude plus complete des chapitres suivants, la notion de tour
des états d’ANDERSON dans les antiferromagnétiques, est expliquée. Car s’il s’avere que
les modeles considérés dans ce travail n’ont pas de tour, cette structure qui distingue les
antiferromagnétiques ordonnés reste un prototype de spectre dont la connaissance peut
étre utile a 1’étude d'un liquide de spins.

3.1 La méthode

Nous calculons les niveaux de basse énergie de I’hamiltonien d’échange multiple sur le
réseau triangulaire Eq. (1.3) pour des systémes contenant jusqu'a N = 36 spins. Jusqu’a
N = 21 le calcul des 2V énergies propres est possible, au deld, seuls les premiers états
excités sont accessibles (plusieurs centaines avec N = 24 et un ou deux seulement pour
N = 36) par I’algorithme de Lanczos avec les ordinateurs actuels. Nous donnons ici quelques
éléments sur la technique employée.

3.1.1 Algorithme de Lanczos

Cet algorithme itératif permet de diagonaliser des matrices hermitiennes. Pour une
matrice de dimension d, il faut d applications de I’hamiltonien H (et autant d’orthogo-
nalisations) pour écrire la matrice de H dans une base orthonormale {|v,>},—1..q ol elle
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est tridiagonale. Dans cette base, seuls les termes <v,|H |v,>= hy, <vpy1|H|vp,>= ay, et
<Up_1|H|v,>= a},_, sont non nuls :

hO CLS o --.. . 0
Qg hl CLT :
|0 @ 0 (3.)
0 a2 T . a2_3 0
: : e hgo ago
0 0o --- 0 Aqg—2 ]’Ld,1

On part d’un vecteur unitaire |vy> aléatoire et on lui applique H. Le vecteur H|vy>
est décomposé en une composante parallele a |vy> et une orthogonale :

H|vy>= ho|ve> +ag|vi> (3.2)
On répete 'opération sur |v;> :
H|vi>= hi|vi> +aq|ve> +ai|ve> (3.3)
oll |vy> est pris unitaire et orthogonal & |ve> et [v;>. A 'étape 2, on a :
H|vy>= ha|ve> +aglvg> +aj|vi> (3.4)

ou |vz> est a nouveau choisi unitaire et orthogonal a |vy> et |vy>. Vérifions que |vy> et
|vs> sont orthogonaux. Puisque H est hermitien <vo|H|va>= (ho <vg| + af <v1|) |[va>= 0
et donc <wy|lvg>= 0. Les trois premiers vecteurs sont bien deux & deux orthogonaux.
L’hermicité de H permet de poursuivre la construction de cette base orthonormale en ne
gardant a chaque étape que les deux vecteurs antérieurs :

Vd>n>1, Hlv,>= hy|v,> a5 |vp11> +a;,_;|vp_1> (3.5)

Sous cette forme tridiagonale, la matrice possede un polynome caractéristique dont il
est simple de déterminer les racines, c’est-a-dire les valeurs propres de H, par une méthode
de type dichotomique.

L’intérét principal de la méthode est que les n valeurs propres de la matrice tridiagonale
générée a 1’étape n convergent vers les n plus basses et plus hautes valeurs propres du
spectre complet. Ainsi, méme si la dimension d du sous-espace est trop grande pour qu’il
soit numériquement envisageable d’effectuer d itérations (en pratique on ne peut pas en
faire plus de quelques milliers), on dispose, a partir d’un n suffisant, des plus petites valeurs
propres, qui sont celles d’intérét pour la physique de basse énergie. A titre d’illustration,
la représentation irréductible triviale S* = 0 (c’est en général celle du fondamental pour
un hamiltonien antiferromagnétique) du réseau triangulaire a 36 sites est de dimension
supérieure & 10%, mais une centaine d’itérations seulement suffit pour obtenir 1’énergie du
fondamental avec une précision meilleure que 10~°.
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Erreurs d’arrondis

L’algorithme de Lanczos est instable numériquement. En raison des erreurs d’arrondis
(la précision de la machine est de seize décimales), I'imprécision sur les valeurs propres
finales croit de maniere exponentielle avec la taille de la matrice. En pratique, ceci limite
I’utilisation de la méthode dans sa forme brute a des matrices ayant moins d’une dizaine de
milliers d’éléments (~ 100 x 100). Au dela, la précision sur les valeurs propres risque d’étre
assez aléatoire. Autre conséquence de cette instabilité : I’apparition de valeurs propres

€Mme jtération peut finir

fantomes. Une valeur propre d’un état excité qui est convergée a la n
par se “décrocher” quelques dizaines d’itérations plus tard et converger vers 1’énergie de
I’état du dessous. Il en résulte une apparente dégénérescence.

Nous traitons ces deux problemes qui empéchent d’avoir acces au spectre des états tres

excités par :

e La projection sur I'espace de spin total S toutes les dix itérations. Ceci filtre les
composantes parasites des vecteurs qui sont générées en dehors de I'espace S* = S
qui nous intéresse (cf. § 3.1.2).

e La ré-orthogonalisation des vecteurs |v,> & tous les précédents.

Cette méthode est tres sure, elle permet d’avoir le spectre complet d’une RI avec exac-
tement le nombre d’itérations imposées par sa dimension. Le prix a payer est un temps de
calcul et une place mémoire accrue.

3.1.2 Nombres quantiques

Pour réduire la dimension des matrices & diagonaliser, les codes employés ' traitent
individuellement chaque représentation irréductible du groupe de symétrie de I'hamilto-
nien. Le gain en mémoire et temps de calcul est considérable et cela évite les problemes de
dégénérescences, difficiles a traiter avec I'algorithme de Lanczos. Enfin et surtout, I'utilisa-
tion de toutes les symétries donne beaucoup plus d’information que les seules énergies
propres puisque nous disposons des nombres quantiques, magnétiques et spatiaux, de
chaque état.

Nous ne donnons pas ici I’étude mathématique des représentations irréductibles du
groupe de symétrie du réseau triangulaire (pour une discussion détaillée, voir BERNU et al.

!L’essentiel des résultats de ce travail a été obtenu avec un code Fortran tournant sur les calculateurs
vectoriels Cray C90 et C98 de I'Institut de Développement et de Recherche en Informatique Scientifique
(IDRIS) du CNRS sous les contrats 960076/964091. Le code a été développé par Bernard BERNU, Laurent
PIERRE et Philippe SINDZINGRE au Laboratoire de physique Théorique des Liquides. C’est aussi le code
utilisé dans le travail de doctorat de Philippe LECHEMINANT [79]. L’étude de 1’échantillon de 36 sites a,
elle, été menée sur un Cray parallele T3E-256 de I'IDRIS ainsi que sur le T3E-512 du Zentralinstitut fiir
Angewandte Mathematik, Forschungszentrum & Jiilich en Allemagne. Le code parallele & été développé
par Christian WALDTMANN dans le cadre de sa theése de doctorat [139].



42 CHAPITRE 3. DIAGONALISATIONS EXACTES ET DIAGRAMME DE PHASES

[18]), mais résumons les nombres quantiques utilisés pour les décrire. S € O ou 3, -, % est

o S\ 2
le spin total, défini par S? = (Ziv Si) =S(S+1).57e-4,...

spin sur I'axe z; q est 'impulsion, elle prend N valeurs dans la premiere zone de Brillouin

, % est la projection du
du réseau triangulaire.

Nombres quantiques spatiaux

Viennent ensuite les nombres quantiques du groupe ponctuel. Ce groupe est engendré
par les rotations et symétries axiales. Suivant les symétries du vecteur q, certains peuvent
ne pas étre définis.

® Rorss € {1,7,7%} est la phase acquise par la fonction d’onde lors d’une rotation de
27 /3 autour d’un site du réseau. Cette phase n’est définie que si 'impulsion q est un
vecteur invariant par Ro./3 c’est-a-dire seulement si q € {0, £B}.

e R, = +1 est la phase acquise par la fonction d’onde lors d’une rotation de 7 autour
d’un site du réseau. Cette phase n’est définie que si 'impulsion q = —q. Ce n’est le
cas que pour les vecteurs q € {0, A, Ay, Az}

e o0 = +1, parité de la fonction d’onde par rapport a ’axe de son impulsion, n’est
définie que si q se trouve sur un axe de symétrie du réseau triangulaire. C’est le cas
pour les vecteurs d’onde q = AB ou q = AA; avec \ € [—1,1].

Spin total

Techniquement, S est traité d’une maniere différente des autres nombres quantiques.
Comme il est difficile de construire une base explicite de S = Sy fixé (contrairement
aux autres nombres quantiques), nous travaillons dans une base de S* = S; et fixons
le spin total en projetant les vecteurs dans le sous-espace Sy en appliquant le projec-

teur [[g g, % La nature instable de l'algorithme de Lanczds vis-a-vis des

erreurs numériques d’arrondis force a effectuer cette projection régulierement au cours des
itérations (typiquement toutes les 10 itérations), méme si, mathématiquement, la conser-
vation du spin total par I’hamiltonien [H, 52] = 0 permettait de ne faire qu’une seule
projection du vecteur initial. Par ailleurs, ces projections régulieres combinées aux ortho-
gonalisations (§ 3.1.1) assurent une protection compléte contre les erreurs d’arrondis et les

valeurs propres fantomes.

3.2 Ferromagnétisme ou spin nul

Pour N = 19 nous balayons 'espace des parametres Jy/Jy, J5/Jy, Jg/J4 afin de d’évaluer
Veffet des fluctuations quantiques sur le diagramme de phases de I’hamiltonien Eq. (1.3),
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et plus particulierement sur 1’étendue de la zone ferromagnétique. La premiere information
apportée par un spectre est le spin du fondamental. Il apparait dans le cas de I’hamiltonien
d’échange multiple qu’il est soit nul, soit maximal. En fait, seule une étroite région dans
I’espace des J, située tres pres de la frontiere, donne sur N = 16 un fondamental de spin
S =1o0u S = 2 mais ceci est un effet de taille finie et la transition vers le ferromagnétisme 2
est du premier ordre a T = 0.

La figure 3.1 représente la ligne de transition pour différentes valeurs de Jg/J, pour
N = 19 sites. Pour I'obtenir, nous calculons I’énergie du fondamental du secteur S = 0 (ou
% si N est impair) pour une cinquantaine de points pres de la frontiére et nous ajustons
(“fit” par moindre carré) cette fonction par un polynéme homogene de degré 2 en Jy/Jy,
Js/Jy et Jg/Jy. L'énergie de I’état ferromagnétique a la méme valeur que celle du systéme
classique @ = 3J§H +6J, —12J5+ 2Js. La ligne de transition est obtenue en résolvant
Es—o = Es—_n/2. Ces courbes sont, a quelques pour cent pres, une bonne approximation
du cas N = oo, puisque seul l'effet de taille sur 1’énergie du fondamental S = 0 influe.
Deux exemples de spectres du coté ferromagnétique de la frontiere se trouvent en haut
de la figure 3.2 tandis que deux spectres dont la plus basse énergie est dans le secteur
S = 0 apparaissent en bas. Les diagonalisations indiquent que les fondamentaux S = 0 ont
une énergie inférieure a I’énergie de la phase classique correspondante. Ce gain énergétique
di aux fluctuations réduit légerement 1’étendue de la phase ferromagnétique au profit des
états de spin nul dans le cas quantique ®. Le probléme est maintenant de savoir dans quelle
région du diagramme se trouve ’hamiltonien d’échange multiple pertinent pour la seconde
couche d’*He .

La deuxiéme couche d?He

La comparaison avec les valeurs des J,, (Table 1.3) obtenues par ROGER et al. [109] in-
dique que ’hamiltonien effectif traverse la frontiere : le systeme est dans la phase S = 0 aux
faibles densités et dans la phase ferromagnétique a forte densité. Compte-tenu des barres
d’erreur sur la détermination des fréquences d’échange, nous ne pouvons pas déterminer
trés précisément la densité de transition p, ~ 6.8 & 0.4nm 2. Cette information doit de
toute fagon étre prise avec précaution. Utiliser le modele d’échange multiple avec un seul
jeu de fréquences d’échange a chaque densité suppose que le systéeme soit homogene. Or il

2Les N+1 états de spin maximum S = N/2 et S* = —N/2..N/2 sont états propres de tout
modele & symétrie SU(2), et des hamiltoniens d’échange en particulier. Ils sont dégénérées et 1’énergie
possede la valeur classique. Les premieéres excitations d’un systeéme ferromagnétique sont des magnons :
|k>= ﬁ > e X|[x> et leur relation de dispersion est connue exactement (voir note 5 page 27). Le
ferromagnétisme quantique n’est donc de ce point de vue pas tres différent du cas classique et le spin
S = N/2 du fondamental suffit & 'identifier.

3Cet effet est probablement amplifié par le fait que nous ne connaissons pas la frontiére exacte dans le
cas classique et que ’approche variationnelle ne peut que surestimer la région ferromagnétique.
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" Fondamental S=N/ 1
0.6 ~Ferromagnétique

Fondamental S=0 _|

—4 -3 -2 —1 0
5/,

Fi1c. 3.1: Lignes de transition a 7' = 0 entre ferromagnétisme et une phase oti le fondamental

est de spin S = 0. Six valeurs de Jg/Jy : 0, %, %, %, %, 1.

n’existe d’indications d’une structure triangulaire et uniforme qu’aux plus basses * et aux
plus fortes densités 5.

Le diagramme de phases aux densités intermédiaires n’est pas encore élucidé [50, 110]
mais des éléments suggeérent une coexistence de phases solides de densités différentes [15,
120]. L’utilisation d’un unique hamiltonien d’échange ne serait plus justifiée dans une telle
situation, puisque les fréquences d’échange dépendent fortement de la densité. La coexis-
tence d’une phase ferromagnétique et d’'une phase moins dense ou les échanges placeraient
I’hamiltonien magnétique dans la région S = 0 du diagramme Fig. 3.1 fournit par exemple
une interprétation simple aux données de SHIFFER et al. [120] sur le comportement linéaire
de 'aimantation a température nulle en fonction de la densité.

“La structure commensurée pa/p; = 4/7 proposée par ELSER [41] est observée [51] pour une densité
voisine de p; + pa = 17.8nm~2. Elle a fait I'objet d’études théoriques [1,110] et a aussi été proposée pour
les films *He/“He [26].

SGODFRIN et RAPP [50] font une revue détaillée de ces questions de structure des couches adsorbées.

11 est admis que la structure est triangulaire et incommensurable pour pgo; > 26nm 2.
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F1G. 3.2: Spectres N = 16 ferromagnétiques (haut) et non ferromagnétiques (bas) pour
JofJy = =2 et J5/Jy = 0.5,0.35,0.25 et 0.20. Les symboles indiquent les nombres quan-
tiques spatiaux. o désigne la symétrie axiale par rapport a I'impulsion. R, /3 la rotation
de 27/3 autour d’un site et R, la rotation de 7. Quand "impulsion n’est pas spécifiée il
s’agit d’un vecteur k # 0,# A;. L’état ferromagnétique (A & S = 8) est état propre dans
tous les cas. Son énergie vaut E(S = 8) = N(3Jy + 6J, + 12J5 + 2J5).
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3.3 Antiferromagnétisme - Tour des états d’ANDERSON

Le spin du fondamental informe si le systéme est ferromagnétique (S = N/2), pa-
ramagnétique ou antiferromagnétique ® (S = 0) ou si le systéme est ferrimagnétique
(S = mN/2,1 > m > 0). Le cas le plus riche est celui ot S = 0, c’est celui ot 1'on
trouve I’antiferromagnétisme (ou ordre de Néel) et les liquides de spins.

Un antiferromagnétique est un systeme qui s’ordonne en sous-réseaux au sein desquels
les spins sont ferromagnétiques. Les fluctuations quantiques réduisent I'aimantation des
sous-réseaux mais I'image classique est qualitativement correcte si cette aimantation reste
macroscopique. La différence fondamentale avec le ferromagnétisme est qu’un état de Néel
n'est pas un état propre de H. Il brise a la fois la symétrie SU(2) et l'invariance par
translation de H. ANDERSON [7] remarque en 1954 qu’un état de Néel ne peut donc étre
obtenu que par combinaison linéaire de plusieurs états propres de ’hamiltonien appartenant
a des représentations irréductibles différentes du groupe de symétrie, et en particulier de
spin total S différents. Les états propres de H a partir desquels on peut construire les états
de Néel constituent une tour d’états s’ils sont dégénérés avec le fondamental a la limite
thermodynamique. Pour un systeme de grande taille, le cotlit énergétique de ce paquet
d’onde est faible. Puisque les écarts entre les niveaux d’énergie qui le composent décroissent
avec la taille de I’échantillon, les composantes du paquet d’onde se déphasent d’autant plus
lentement que le systéme est grand. Autrement dit, 1’état de Néel possede une “durée vie”
qui croit avec la taille du systeme. Les premieres caractérisations de ces niveaux d’énergie
et de leur comportement a taille finie dans les antiferromagnétiques quantiques sont dues,
notamment, & NEUBERGER et ZIMAN [97] et FISHER [44]. Les nombres quantiques et
dégénérescences auxquels obéissent les états de la tour dans le cas du réseau triangulaire
sont discutés par BERNU et al. [18,20] et LECHEMINANT et al. [79-81]. Quelques éléments
de théorie des groupes appliqués a cette question se trouvent dans ’annexe A.

Quel que soit I’hamiltonien, les états ayant les nombres quantiques requis pour la brisure
de symétrie de tout ordre de Néel existent quelque part dans le spectre. La question est donc
de savoir si ce sont ces états qui sont les niveaux de basse énergie et s’ils suivent les bonnes
lois d’échelle quand la taille du systeme augmente. C’est la symétrie et la dynamique libre
du parametre d’ordre qui déterminent comment se comportent les énergies des états de la
tour. Le résultat est le suivant. Le fondamental du secteur de spin S doit avoir une énergie :

S(S+1)  §?

B(S) = S50 = = 5 (3.6)

oll Yo est la susceptibilité magnétique par spin du systeme. Cette énergie peut étre comprise
comme ’énergie cinétique d’un rotateur d’inertie Ny, et de moment cinétique S. Ce rota-

6Nous réservons le terme antiferromagnétique 3 un systéme magnétiquement ordonné, et choisissons
d’appeler paramagnétique tout systéme sans ordre magnétique a longue portée.
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teur est constitué des vecteurs aimantation des sous-réseaux ferromagnétiques (Fig. 3.3).
C’est parce que ces vecteurs sont de longueur proportionnelle a la taille du systeme que
I’inertie du rotateur est macroscopique ~ N. Si 'on substituait le moment cinétique par
une impulsion, et la susceptibilité y, par une masse m, ce terme est ’analogue direct de
I’énergie cinétique du centre de masse d’un solide de N atomes de masse m : £ = z\}%' La
brisure spontanée de l'invariance par rotation dans un antiferromagnétique devient ana-
logue de la brisure de l'invariance de translation dans un solide (le centre de masse est
localisé). De méme que 1’état p = 0 ne suffit pas a décrire la fonction d’onde d’un solide
macroscopique localisé, le fondamental absolu S = 0 ne suffit pas a décrire un état de Néel.

Plusieurs approches permettent d’obtenir ce résultat (par exemple le modele o non
linéaire [11], ou plus simplement, la décomposition de I’hamiltonien expliquée annexe A,
qui conduit & un modele sans fluctuation exactement soluble). A S fixé, ces états s'ef-
fondrent sur le fondamental avec une vitesse 1/N, c’est-a-dire plus rapidement que le
magnon d’énergie la plus basse .

Quant a la dégénérescence du niveau E(S), - elle n’est qu’approchée 4 taille finie -, nous
rappelons en annexe A qu’elle est donnée par une regle d’addition des moments cinétiques
(c’est le nombre de secteurs de spin S que I’on obtient en couplant les p spins % des p
sous-réseaux).

La tour d’ANDERSON offre une signature particulierement visible de I'ordre de Néel,
méme sur de petits systemes . Considérons & titre d’exemple le spectre du modele J; — J,
sur le réseau triangulaire pour N = 16 sites et Jy/J; = 0.8 représenté Fig. 3.4. Pour
cette valeur du rapport Jy/J; le systéme s’ordonne a la limite thermodynamique en deux
sous-réseaux et les spins forment un état colinéaire (Fig. 3.3). La tour d’ANDERSON est
constituée de la famille d’états qui sont nettement séparés du continuum des excitations et
leurs énergies sont linéaires en S(S+1), conformément & I’Eq. (3.6). Regardons maintenant
les propriétés spatiales de ces états. L’état colinéaire considéré étant invariant par toute
translation de deux pas dans n’importe quelle direction, il ne peut étre la combinaison
linéaire que d’états d’impulsions vérifiant €*9* = 1 pour tout vecteur x du réseau. Les
4 vecteurs d’onde satisfaisant cette condition sont q = 0 et q = A; (Fig. 1.5). On peut
vérifier sur le spectre que ce sont effectivement les seules impulsions présentes dans la tour
des états. Une analyse précise [80] des symétries de cet état colinéaire ° permet de prédire

Le magnon le moins énergétique a une énergie totale Emin = ¢|Kkmin|, 0 ¢ est la plus petite vitesse
d’onde de spins et Kpin ~ ﬁ le plus petit vecteur d’onde permis par les conditions aux bords sur le
systeme de taille finie. Ceci donne Epj, ~ \/_CN

8A condition que les conditions aux limites ne frustrent pas ’ordre. Si I’ordre n’est pas frustré, alors ce
résultat découle de la faiblesse des fluctuations quantiques sur les petits systémes ou 'espace des états est
réduit.

9La taille N = 16, dont le spectre est présenté Fig. 3.4, n’est pas suffisante pour que les fluctuations
quantiques sélectionnent parmi les ordres antiferromagnétiques a quatre sous-réseaux ceux qui sont des

états colinéaires & deux sous-réseaux. Ces fluctuations augmentent avec la taille de ’échantillon, c’est &
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Fic. 3.3: Etats de Néel & deux (gauche) et trois (milieu) sous-réseaux. A droite sont
représentés les 3 spins macroscopiques formés par les moments magnétiques des sous-
réseaux de 1'état de Néel a 120 degrés (milieu).

tous les états qui y apparaissent. Un autre exemple de spectre de systeme ordonné est
donné au chapitre suivant (Fig. 4.3).

dire quand on accroit le nombre de modes de grande longueur d’onde. La sélection de ’ordre colinéaire est
manifeste des la taille N = 28, dont le spectre de basse énergie est donné Réf. [80].
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F1a. 3.4: Spectre avec tour des états, modele J; — J sur le réseau triangulaire (N = 16).
Les symboles 1égendent les nombres quantiques spatiaux. La ligne en pointillés relie les
états de la tour et permet de vérifier que leurs énergies sont proportionnelles a S(S + 1).
Pour cet échantillon N = 16, les symétries des états de la tour sont celles d'un ordre anti-
ferromagnétique a quatre sous-réseaux (RI T’y ;). LECHEMINANT et al. [80] ont montré
comment la solution colinéaire & deux sous-réseaux (qui est un cas particulier de solution
a quatre sous-réseaux) est sélectionnée pour les plus grandes tailles (N = 28).
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Chapitre 4

Absence d’ordre a longue distance

Le chapitre précédent a mis en évidence une gamme de fréquences d’échange ou les
spectres de tailles finies possedent un fondamental de spin nul S = 0. La question posée
ici est la nature de cette phase. Nous commencons par montrer que I’hypothese d’ordre de
Néel & température nulle est exclue par I’absence de tour des états d’ANDERSON. Cette
structure spectrale (présentée § 3.3) signale la brisure spontanée de la symétrie SU(2) et de
symétries d’espace dans un antiferromagnétique par le biais de quasi dégénérescences dans
les spectres de taille finie. Nous nous concentrons sur un point particulier du diagramme
de phases, le point Jy/J, = —2. Les spectres y offrent une régularité d’un réseau a 'autre
qui permet une meilleure maitrise des effets de tailles. .’absence d’ordre magnétique a
longue portée conduit alors & examiner différentes fonctions de corrélations, dimere-dimere
notamment, afin de détecter d’éventuels ordres non magnétiques dans ce liquide de spins. La
présence d’un gap de spin est montrée section 4.3 et confirme I’absence d’ordre magnétique.
Toutes les données suggerent que la physique de basse énergie est essentiellement locale et
dominée par une échelle de longueur finie et petite.

Une grande partie des résultats exposés dans ce chapitre correspondent a la référence [92].

4.1 Absence de tour des états

4.1.1 Conditions aux bords périodiques

Pour un grand nombre de valeurs des J, dans la région 0 < Jg < J; S | Jo| et
-5 < Jy/Jy < 1 (plus d’une trentaine) nous calculons le spectre sur un échantillon &
16 sites. Certains points ont aussi été étudiés avec d’autres tailles (N = 19,20 ou 28) ou
avec des conditions aux bords tournées, discutées dans la section suivante. Aucun de ces
spectres ne possede parmi ses états de basse énergie toutes les représentations irréductibles
caractéristiques d’une tour des états correspondant a un ordre a 2, 3 ou 4 sous-réseaux. Au-
cun non plus n’exhibe de famille d’états avec une énergie £ ~ S(S + 1) (Eq. 3.6) détachée
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Fi1G. 4.1: Spectre sans tour des états Jo = —2, J, = 1, N = 24. Le groupe d’espace de
ce systéme & 24 spins (parallélogramme 6 x 4) est engendré par les 24 translations et la
rotation d’angle m par rapport a un site. Le fondamental est non dégénéré et appartient
a la représentation triviale du groupe d’espace (k = 0 et R, = 1). Seul le fondamental
de chaque représentation irréductible (RI) est dessiné dans la vue de gauche. Les lignes
verticales signalent les intervalles d’énergie ol tous les états ne sont pas indiqués.

des autres excitations. Un spectre a Jy = 1, Jo = —2 pour 24 sites est représenté Fig. 4.1.
Deux caractéristiques remarquables de ce spectre sont génériques aux hamiltoniens ou J
est important et ou Jy < 0. Au lieu d'un comportement de E linéaire en S(S + 1) on
observe une concavité pour S < N/4 et un changement de pente & N/4. Ceci a pour
conséquence un plateau d’aimantation & S = N/4 = Spax/2 qui est discuté au chapitre 7.
Le deuxieme point remarquable est 1’écart d’énergie important entre le fondamental S = 0
et le fondamental S = 1 ainsi que la tres faible densité d’états au dessus du fondamental

dans le secteur singulet.

Ces observations conduisent a 'hypothése que les phases antiferromagnétiques prédites
classiquement (§ 1.3) ou par la théorie des bosons de Schwinger (§ 2.3.4) sont, a I’exception
de 'ordre de Néel a trois sous-réseaux pour Jy ~ 0, détruites par la frustration de I’échange
a quatre corps et les fluctuations quantiques. Un scénario pour le diagramme de phases
est proposé figure 4.2 ainsi qu’'un rappel des frontiéres des phases classiques. Nous n’avons
pas exploré numériquement la transition de I’état de Néel a trois sous-réseaux vers le
ferromagnétisme. Le schéma Fig. 4.2 est a cet égard largement spéculatif, il montre une
phase désordonnée (ligne Jo — J5) mais une transition du premier ordre est tout aussi
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F1G. 4.2: Proposition de diagramme de phases du modele d’échange multiple J,—J, —J5 sur
le réseau triangulaire. Le coin droit est le modele a Jy pur, celui de gauche le modele de J;
pur. En bas et en haut se trouvent les modeles d’Heisenberg ferro- et antiferromagnétiques.
Lettres et traits en pointillés : phases classiques. a : ferromagnétique. b : Etat de Néel
A trois sous-réseaux. ¢ : Etat de Néel & quatre sous-réseaux. d : Hélice incommensurable,
état a grand nombre de sous-réseaux ou état wuud ferrimagnétique [77]. Traits pleins :
scénario pour les phases quantiques.

possible.

La question de la stabilité de ’ordre de Néel a trois sous-réseaux au voisinage de I’ha-
miltonien d’Heisenberg J, > 0 vis-a-vis d’une perturbation J; ou J;5 est également ouverte.
Les résultats préliminaires dont nous disposons montrent que 1’état de Néel est rapidement
détruit par I’échange a quatre corps. Les figures 4.3 et 4.4 illustrent la disparition de la
tour d’ANDERSON quand on “branche” une perturbation J;/Jo = 0.1. On constate dans
le spectre Fig. 4.4 que ce sont les états constituants la tour dans le spectre Fig. 4.3 qui
sont les plus affectés par la perturbation. Ils sont poussés a plus haute énergie dans le
continuum d’excitations. L’éventualité qu'un couplage J; infinitésimal suffise a supprimer
I’ordre a longue distance n’est pas exclue. Cette question est importante si on se rappelle
que les interactions a quatre corps peuvent étre engendrées par 'intégration de degrés de
liberté non magnétiques dans des systemes a priori décrits par un hamiltonien d’Heisenberg
sur réseau triangulaire. Une étude quantitative du type de celle menée par LECHEMINANT
et al. [81] doit permettre de déterminer le J, critique, en suivant I’évolution du nombre
d’états de la tour parmi les niveaux de basse énergie en fonction de Jy/J et de la taille du
systeme.
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Fi1G. 4.3: Spectre du modele d’Heisenberg antiferromagnétique sur le réseau triangulaire
(N = 27). La brisure de la symétrie SU(2) et de I'invariance par translation due a ’ordre
de Néel a longue portée (Fig. 3.3) apparait comme un ensemble d’états avec une énergie
E(S) ~ S(S 4+ 1)/N (ligne en pointillés). Les symboles représentent les nombres quan-
tiques des états (voir § 3.1.2 et légende de la figure 3.2). Les lignes verticales indiquent
les intervalles d’énergie ou toutes les valeurs propres n’ont pas été calculées. Ceci n’a pas
de conséquence sur la partie de basse énergie de chaque représentation irréductible, ou les
états sont connus exactement.
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F1G. 4.4: Spectre du modele d’Heisenberg perturbé par de I’échange & quatre corps Jy/Jo =
0.1 (N = 27). La structure de Néel visible Fig. 4.3 est détruite et la densité d’états de basse
énergie est accrue.
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4.1.2 Conditions aux bords tournées

La structure de tour des états ne peut apparaitre dans un spectre de taille finie que si
les conditions périodiques ne frustrent pas la structure en sous-réseaux. Ne serait-ce que
parce que dans le cas contraire, les vecteurs d’onde qui caractérisent la brisure de symétrie
spatiale n’appartiennent pas a la premiere zone de Brillouin de 1’échantillon. Dans ces
conditions, une hélice de grande longueur d’onde, ou une spirale incommensurable peuvent
étre difficiles a détecter avec des conditions périodiques. On utilise pour cela des conditions
aux bords tournées. Une hélice plane classique de vecteur q est une configuration du type :

S;=&,cos(i-q) +&sin(i-q) (4.1)

ou €, et €, sont deux vecteurs orthogonaux dans le plan de I'hélice. On cherche un repere
local dans lequel cet hélice serait un état ferromagnétique. On définit :

8 =R 0[] (4.2)
ou R} est la rotation d’angle 6 autour de ’axe de quantification z. Avec ce choix, 1'hélice

Eq. (4.1) devient 5'; = €, qui est un état q = 0 dans les variables S. L’hamiltonien de
départ, qui s’écrit avec des termes S; - S; dans la base initiale, peut s’écrire, toujours de
facon invariante par translation, avec les spins “tournés” :

S+ 8) = Ripa [Si] - Ry [S] = S - 069575, (43)
Pour un systeme infini, cette transformation est un pur changement de base et le spectre
n’est pas modifié. En revanche, pour un systéme de taille finie, le nouvel hamiltonien differe
du premier par des termes de bords . Si T; et Ts sont deux vecteurs qui définissent la
périodicité de ’échantillon, le spectre “tourné” sera différent du spectre périodique des que
6 =T;-q# 0 mod (27) ou bien f; = Ty-q # 0 mod (27). Cette méthode a été utilisée,
entre autre, pour étudier 'ordre de Néel a trois sous-réseaux sur les échantillons qui n’ont
pas un nombre de sites multiple de trois [20]. De maniére générale, elle permet d’étudier
toutes les hélices planes.

Pour N = 19 sites avec les parametres Jo/.J; = —2, nous balayons la zone de Brillouin
pour déterminer la torsion qg qui minimise 1’énergie du fondamental. Le résultat est un
vecteur d’onde qui se trouve a l'intérieur de la zone de Brillouin, a un point sans symétrie
particuliere. Si le systéme avait un ordre de Néel a longue portée (commensurable ou
non), g indiquerait le vecteur d’onde de cet ordre magnétique et le spectre correspondant
exhiberait une tour des états du type F ~ % La figure 4.5 montre que ce n’est pas le
cas. S’il y avait une tour des états, les premiers états d’impulsion nulle dans chaque secteur
de SE, (ligne en pointillés Fig. 4.5) en feraient partie et se trouveraient plus bas que les

autres états excités de méme S ,.

1On remarque que le nouvel hamiltonien n’est plus invariant sous SU(2). S2, n’est plus une quantité
conservée mais S7, reste un nombre quantique.
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F1G. 4.5: Spectre avec les conditions aux bords tournées qui minimisent I’énergie du fon-
damental pour N = 19 sites a J,/Jy = —2. La ligne en pointillés relie les premiers états
d’impulsion k = 0 (A) de chaque valeur de SZ,. Qu’ils ne soient pas les états de basse
énergie signifie qu’il n’y pas de tour des états. La torsion qg est qo = 0.27TA; — 0.20A.,
ou A; et A, sont deux milieux de bords de zone. Par symétrie, il y a douze vecteurs qui
donnent le méme spectre que qp.
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4.2 Corrélations a T=0 (Jy/Jy = —2)

L’analyse en termes de tour des états de la section précédente indique que 1’échange
a quatre corps est capable de déstabiliser les ordres de Néel classiques dans une grande
région du diagramme de phases. Afin de caractériser cet état liquide de spins, nous nous
concentrons sur un point particulier : le modele Jo—J; & Jo/J, = —2. Le choix de cet hamil-
tonien particulier est motivé par un souci de simplicité et plusieurs raisons expérimentales
et théoriques :

e J,/Jy = —2 correspond aux rapport des parametres JST et .J; mesurés dans la seconde
couche d”*He solide & basse densité dans la phase commensurée 4/7. (cf. Tab. 1.2).

e La similarité des spectres a Jy fort et Jo < 0 laisse espérer que les propriétés de basse
énergie sont similaires dans une région importante de l’espace des parametres.

e MoMOI et al. [94] montrent que cet hamiltonien avait une grande dégénérescence
de son fondamental au niveau classique. Nous nous attendons a ce qu’en ce point
particulier les propriétés de la phase liquide de spins liées aux résonances quantiques
(gap magnétique en particulier) soient exacerbées par cette dégénérescence.

Nous commencons ’analyse du fondamental du systeme par le calcul de fonctions de
corrélation dans le fondamental. Les corrélations spin-spin confirment I’absence d’ordre
de Néel tandis que ni les corrélations dimeére-dimere ni chiralité-chiralité n’indiquent la
présence d’ordre non magnétique. Au contraire, une chute rapide sur des distances de 2 a
3 pas du réseaux suggere une décroissance exponentielle.

4.2.1 Corrélations spin-spin

Pour deux spins %, S’;S’; varie entre —3/4 dani l’éEat singulet et 1/4 dans un état triplet
tandis que la moyenne & haute température 7Tr[S; - S;] est nulle. Comparées a ces valeurs
extrémes, les corrélations spin-spin du fondamental du modele d’échange multiple sont
faibles. Elles sont données pour des échantillons a N = 16, 24 et 28 sites dans la table 4.1.
La figure 4.6 présente la valeur absolue de la corrélation en fonction de la distance |j — i|.
Sur les trois échantillons, les distances disponibles sont assez faibles (|i — j| < 3) et les
données montrent d’'importantes dépendances avec la taille du systéme. Le réseau N = 24
est un tore de 6 x 4 spins qui n’est pas symétrique par rotation de 27/3 autour d’un site
(les réseaux 16 et 28, eux, le sont), il met en évidence une dépendance de la corrélation
avec 'orientation du segment j — i.

A ce stade, il est difficile de tirer une conclusion sur la décroissance des corrélations.
Cependant, dans un systeme de taille finie avec des conditions aux bords périodiques, il
faut attendre des effets géométriques particuliers pour les paires de sites (7, j) qui possedent
des symétries spéciales. L’effet le plus important est 1’accroissement de <§i . §j> sur les
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i—j [ N=28 N=24 N=16
1 -0.06941 | -0.08925 -0.06356 -0.04894 | -0.06614
V3 || -0.08014 | -0.11194 -0.03425 -0.01640 | -0.02887
2 | -0.02534 | -0.17823 -0.02560 +0.02051 | -0.05996
VT || 40.04983 | +0.07543 +0.00306 -0.00454 x
3 X +0.01472 x

TAB. 4.1: Corrélations <§i'§j> dans le fondamental du modele d’échange multiple J5/J, =
—2. Les trois valeurs pour N = 24 correspondent a trois directions inéquivalentes. Les
valeurs soulignées indiquent les paires de sites antipodales, elles sont sur-corrélées.
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F1G. 4.6: Valeur absolue de la corrélation <,S_‘;- . §j> a Jy/Jy = —2 en fonction de la distance
|7 — i|]. L’axe vertical va jusqu’a %, qui est la corrélation premier voisin dans la chaine de
Majumdar-Gosh. Cette échelle est choisie pour souligner & quel point les corrélations spin-
spin sont faibles. Les symboles pleins indiquent les corrélations pour lesquelles on s’attend
a des effets de taille moindres (voir texte).
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échantillons ou j — i et i — j sont des vecteurs équivalents. Autrement dit, on observe un
renforcement systématique de la corrélation (ferro- ou antiferromagnétique) a une distance
donnée si les points sont antipodaux sur le tore (valeurs soulignées Tab. 4.1) 2.

Quand le réseau n’a pas la symétrie de rotation Ryq/3, les effets de taille finie pour la
corrélation a une distance donnée seront les plus faibles dans la direction v =1i—j qui n’est
pas frustrée par la périodicité sur le tore. Une fagon simple d’évaluer si le pas v est “frustré”
est de considérer la boucle fermée partant de l'origine : O, O+v,0+2v,--- ,O+(n—1)v, 0.
On associe la frustration au nombre d’enroulements de cette courbe fermée. Le nombre
minimum est 1 : par translations successives de v, on se retrouve au point de départ apres
un seul tour. Nous faisons I’hypothese que les effets non physiques dus a la petite taille du
systeme seront moins importants dans la direction oli le nombre d’enroulements est le plus
petit. Etant donnée une distance d, la corrélation <§'Z~ . §j> la plus pertinente est alors
obtenue dans la direction qui donne la boucle topologiquement la plus simple 3.

Si nous éliminons ainsi les couples de sites antipodaux et les directions frustrées du
réseau a 24 sites, seuls les points représentés par les symboles pleins Fig. 4.6 demeurent.
Le comportement avec la distance est plus monotone et la décroissance rapide suggere une
longueur de corrélation assez courte, de ’ordre de 2 pas du réseau.

L’absence manifeste d’ordre magnétique, que ce soit par ’absence de tour des états ou
de corrélations spin-spin suffisantes, nous amene a nous interroger sur la structure locale
du fondamental. Indépendamment de toute considération énergétique, il y a deux facons
naives de construire une fonction d’onde singulet a partir d’un grand nombre de spins % :

e Combiner les spins de maniere ferromagnétique en un petit nombre de sous-réseaux.
Puis faire s’écranter ces spins macroscopiques.

e Combiner les spins deux par deux en singulets.

La premiere situation est réalisée dans un état de Néel et la deuxieme dans les pavages
de dimeres. Prenons un réseau ou chaque site posseéde z voisins. La moyenne sur les z
directions de la corrélation < ,5_2 . 5’} > entre deux voisins vaut < 51 . 52 >= —% dans
un pavage de dimeres plus proche voisin. Ceci donnerait —% sur le réseau triangulaire,
ce qui reste pres de deux fois plus antiferromagnétique que les valeurs mesurées dans le
fondamental exact (Tab. 4.1). Cette faiblesse des corrélations antiferromagnétiques nous
enseigne que l’écrantage d’un spin met en jeu un nombre important de sites dans son

voisinage, jusqu'a des distance d ~ 2 - - - 3. Ceci va étre confirmé dans le paragraphe suivant

20n devine l’origine de cet effet en adoptant une vision diagrammatique ot le calcul des corrélations se
fait en sommant une action sur tous les chemins reliant ¢ a j. Si ¢ et j sont antipodaux, alors les chemins
directs, dont on imagine que la contribution est importante, sont au moins doublés.

3Cette prescription n’est qu’une généralisation de quelques régles de bon sens pour les corrélations
antiferromagnétiques. Par exemple, sur un tore I x m ou [ est pair et m impair, une corrélation antiferro-
magnétique & distance 2 sera frustrée dans la direction m (deux enroulements), et devra plutot étre évaluée
dans la direction de ! (un seul enroulement).
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ou nous montrons que les corrélations entre dimeres de longueur 1 (i.e dimeéres qui couplent
deux sites premiers voisins) sont également faibles.

4.2.2 Corrélations dimere-dimere
Définition de la fonction de corrélation

Nous commencons par construire une fonction de corrélation a quatre points permet-
tant de détecter un éventuel ordre de dimeére, méme en ’absence de corrélation antiferro-
magnétique marquée. Nous définissons I'opérateur dimere sur une paire de site (7, ) par
di; = 17; 1. Ce projecteur vaut 1 sur un état singulet et 0 sur un triplet. La corrélation
de dimere entre un lien de référence (1,2) et un couple de sites (i,7) vaut D;; =<
U|dy od; j|¥ > — < U|dyo|¥ >< ¥|d; ;|¥ >. * Pour la normalisation, nous cherchons la
valeur maximale de D; ;. Elle est atteinte sur un état |¥ > si Iexistence d’un singulet
sur (1,2) est completement corrélée a celle d’un dimere sur (4, 5), de sorte que les projec-
teurs dy o et d; ; satisfont sur |U> : dy od; j|¥>= d; 2d; o|U>= d; o|U>. Ainsi, on trouve :
D =<Wd, | U> — <W|d; ;| U><V[d; o[ ¥>. Il est donc naturel de mesurer la corrélation
par :

D :
i, (4.4)

max
D 1]

Dij
D;,;
<U|dy 2| U> (1— <¥|d; ;| T>)
<\IJ|d1,2di,j U> — <‘Il|di’j|\11><\11|d1’2|\1/>
(1- <V|d; ;| U>) <U|dy 2| U>

Ordre local a ig

pi,; est représenté figures 4.8 et 4.7. Cette quantité peut étre pensée comme une quasi-
probabilité conditionnelle : zéro signifie que les apparitions d’un dimere sur (1,2) et d’un
dimere sur (¢,j) sont des évenements indépendants. A l'inverse, p;; = 1 informe qu’un

dimere sur 'un des liens est toujours accompagné d’un dimere sur ’autre. La valeur mi-
: : i i p
min __ (B
nimale possible est pi";" = —= s

et (i,7) compatible avec la “densité” de dimere <d;;>. Elle vaut pf’“;“ = —0.469 pour

des dimeres de longueur un dans le fondamental N = 28 du modele d’échange multiple a

c’est la répulsion maximale entre dimeéres sur (1,2)

Jao/Jy = —2. On observe des valeurs négatives sur les quatre liens qui sont a distance 1 du
lien de référence (-0.14 et -0.127). Comparées a pj"", ces valeurs sont importantes (30%).
De plus, elles croissent en valeur absolue avec la taille du systeme. Ceci témoigne d’une

importante répulsion a courte portée entre dimeéres et exclut la possibilité d’un état de type

4Si le systéme est invariant par rotation de 2m/3, <¥|d; ;|¥> ne dépend que de la distance |j — i|.
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Fic. 4.7: Corrélations dimere-dimere dans le fondamental du modele d’échange multiple
Jo/Jy = —2, représentées sur le réseau N = 28. Le lien de référence est (1,28) et les
quatre liens les plus corrélés sont marqués en traits pleins. Ils se trouvent a distance v/7 /2
de (1,28) et forment un motif triangulaire. On remarque que les liens premiers voisins de
(1, 28) sont fortement anti-corrélés (valeurs négatives sur (6, 10) (10,2) (23,27) et (18, 23)).

“valence-bond crystal” ou “spin-Peierls” dans laquelle le réseau serait pavé régulierement
de dimeres paralléles. La figure 4.7 montre au contraire que la distribution locale des
dimeres de longueur 1 favorise les angles +% entre liens singulets ®. Nous avons calculé la
corrélation p; ; pour un grand nombre d’échantillons : cet ordre local de type +3 apparait
d’autant plus marqué que I’énergie par site du fondamental est basse. Nous concluons qu’il
n’est pas possible, méme grossierement, de décrire ’ordre local par des corrélations anti-
ferromagnétiques classiques ni par des dimeres paralleles. Au contraire, nous découvrons
ici un ordre local au caractere géométrique relativement complexe.

5Cette tendance & un ordre local +% des dimeres apparait déja dans le fondamental du systeme a 6
spins en triangle avec conditions aux bords libres, qui se trouve étre le plus petit systeme ou I’hamiltonien
Ja/Js = —2 possede un fondamental singulet et un gap de spin important. Nous reviendrons au chapitre 5
sur ce motif particulier et ce qu’il nous apprend de la structure locale de la fonction d’onde des grands
systemes.
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FiG. 4.8: Corrélations dimere-dimere dans le fondamental du modele d’échange multiple
Jo/Jys = —2, en fonction de la distance pour N = 16 et 28. p; ; est défini dans le texte

(Eq. (4.5) page 61).

Décroissance des corrélations

A partir de la seule figure 4.8, il n’y a pas de garantie absolue sur la décroissance vers
zéro des corrélations entre dimeres. Cependant, cette hypothése est tres vraisemblable pour

les raisons suivantes :

e Les corrélations sont tres faibles. Méme a courte distance, la fonction d’onde doit
plus étre vue comme un gaz ou un liquide de dimeres plutot qu'un cristal.

e Les corrélations aux distances supérieures ou égales a 2 décroissent significativement

de N=24a N = 28.

e Il n’est pas possible de paver le réseau triangulaire par des dimeres de longueur 1
qui formeraient entre voisins des angles de +%. Dans un tel pavage, un site sur sept
ne participerait a aucun dimeére (se reporter a ’annexe B, ol nous présentons un
hamiltonien d’échange multiple (KLEIN [73]) pour lequel ce pavage est le fondamental
exact). L’ordre local ne peut pas étre propagé a tout le réseau, il est frustré par la

géométrie du réseau.

* ]
- . N=28]
i . N=16
i >.< b ]
B o .
L L4 % [ ] [ ]
L (] ]
L | a( | | ‘ | \7
0 1 2 3
distance



64 CHAPITRE 4. ABSENCE D’ORDRE A LONGUE DISTANCE

Nous soulignons que la corrélation locale des dimeres de longueur 1 ne peut pas donner
une image de la fonction d’onde entiére, méme a courte distance. Ces corrélations ne nous
renseignent que sur la composante a plus courte portée d’'un développement de la fonction
d’onde dans une base "RVB” de pavages de dimeres. Comme déja évoqué plus haut, la
corrélation n’est que faiblement antiferromagnétique (<§Z . §j>: —0.07 a distance 1 pour
N = 28). Une description plus compléte doit faire intervenir des dimeres de longueur plus
grande.

4.2.3 Corrélations chirales : <Im(PB, ; ;)Im(Py j 11)>
Ordre chiral a température finie dans le modeéle classique

KuBo et Mowmot [77] démontrent que le fondamental classique du modele d’échange
multiple J, — J, est, pour —% < Jy/Jy <1, un état de Néel a quatre sous-réseaux dont les
aimantations pointent, dans ’espace des spins, vers les sommets d’un tétraedre régulier.
Mowmoi, KuBoO et NIKI effectuent, toujours dans le cas de spins classiques, des simulations
Monte-Carlo qui révelent une transition de phase a température finie pour Jo/J; = 0.
Comment est-ce compatible, pour un systéme bidimensionnel avec une symétrie continue,
avec le théoreme de MERMIN WAGNER [89]? Cette transition n’est pas associée a la dis-
parition de I’aimantation des sous-réseaux de la structure tétraedre. Cette aimantation de
sous-réseau est nulle pour toute température finie 7 > 0, en accord avec [89]. Le parametre
d’ordre de cette transition est la chiralité x = 2(S; x Ss) - S, mesurée sur les trois spins
d’une plaquette, et qui possede une symétrie discrete d’Ising. Dans 1’état tétraedre, k prend

la méme valeur sur toutes les plaquettes orientées dans le sens trigonométrique (k = —|—§
V3
9
I’ordre a longue portée jusqu’a une température critique 7, > 0.

ou k = —%°). Le calcul Monte-Carlo indique que la corrélation <r(1,23)k 1,2 3> garde de

Il n’y a pas de signature de I'ordre de Néel tétraedre dans les spectres de taille finie.
Cependant, le résultat de MoMOI et al. nous apprend que l'ordre chiral peut survivre a
I’absence d’aimantation macroscopique des sous-réseaux. Par ailleurs, un calcul d’ondes de
spins sur le modele J; = 1 indique que les fluctuations quantiques affectent moins ’ordre
chiral que I'aimantation [93]. Nous calculons donc la corrélation <K(1,2,3)K(,2,3)> dans le
fondamental quantique.

Fluctuations locales

Les fluctuations locales de k sont importantes : pour N = 28, <x?> vaut 0.5221 dans
le fondamental. Cette valeur est plus grande que la valeur moyenne sur trois spins libres :

Tr[x?]/Tr[1] = 0.375. C’est, en fait, nettement moins que la valeur quantique maximale

de k? (= g), ou que la valeur mesurée dans le modele d’Heisenberg sur le réseau kagome

(<k?>~ 0.7) [140]. La valeur de <x®> ne doit pas étre interprétée comme un argument en



4.2. CORRELATIONS A T=0 (J,/Js = —2) 65
(123) — (1'23))| [ o= —2Js=1] J=0J,=1
0 +0.4791 +0.5221
1 -0.0285 —0.0306
V2L — 1.527 +0.0280 +0.0356
2 -0.0078 -0.0132
VT = 2.646 +0.0018 +0.0009,-0.0066

TAB. 4.2: Corrélation chirale pour Jy/Jy = 0 et Jo/Jy = —2 dans le fondamental de réseau
a N = 28 sites. (1,2,3) et (1'2'3") désignent deux plaquettes triangulaires orientées dans
le méme sens. Pour les couplages J,/Jy = 0, la corrélation a distance V7 est calculée dans
deux directions inéquivalentes. Le couplage ferromagnétique réduit la chiralité. C’est une
conséquence de ’équation (4.5). Puisque le couplage J, < 0 augmente <5';- . §j>, la chiralité
s’en trouve réduite (au moins localement).

faveur d’une brisure de la symétrie par renversement du temps, puisque <x?> ne contient
pas plus d’information que la corrélation au premier voisin :

3 (1 - =
<k’>= 3 (1_ <S; - Sj>> (4.5)

Ordre chiral quantique

Nous considérons la corrélation <k k' > en fonction de la distance entre les deux
triangles. Le résultat fait apparaitre une décroissance importante (Fig. 4.9 et Tab. 4.2).
Plus surprenant sont les nombreux points ou la corrélation <k k'> est négative. Cet effet
est inattendu du point de vue classique, ol k est la variable d’un modele effectif de type
Ising ferromagnétique. Pour ces raisons, ’existence d’ordre chiral a longue portée analogue
a celui trouvé dans le modele de spins classiques semble improbable, méme a température
nulle. Dans le cas du hamiltonien J5/.J; = —2, nous donnons plus loin (§ 6.1.4) un argument
(existence de spinons confinés) qui plaide également contre le scénario chiral.

Une telle brisure spontanée de 'invariance par renversement du temps (ou de la symétrie
par rapport a un axe du réseau) exige a la limite thermodynamique une dégénérescence deux
du fondamental. Il faut noter que ceci est observé sur le systeme N =28 a J, = 1, dont le
fondamental est exactement double (représentation irréductible de dimension deux). Etant
donné le peu de régularité dans les symétries du fondamental et des premieres excitations
singulets, nous pensons que cette dégénérescence est accidentelle. L’étude des excitations
élémentaires pour 'hamiltonien J, pur pourrait éclairer ce point.
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Fi1G. 4.9: Corrélation chirale a J, = 1. La chiralité peut s’exprimer avec des opérateurs de

permutation : Im(P; ;) = %(Pi,j,k — Ppji) = 2(5-; X S"k) . 5"]- = k. La valeur dans I’état

tétraddre classique est <Im[P]Im[P']>= & ~ 0.037 pour tout couple de triangles P et

P’ comptés dans le méme sens. Si les deux triangles ont un ou deux sites en commun,
<Im[P]Im[P']> peut avoir une (petite) partie imaginaire. Dans ces cas, seule la partie

réelle est indiquée. Remarque : tous les couples de triangles sont représentés.
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4.3 Gap de spin

Dans les systemes de spins quantiques, la décroissance des fonctions de corrélations
spin-spin est reliée a la nature du spectre de basse énergie :

- les systémes ordonnés ont un gap magnétique qui tend vers zéro en 1/N.

- Les systemes critiques en deux dimensions ont, génériquement, un gap qui tend vers

zéro en 1/\/N

- Ceux ou les corrélations décroissent exponentiellement avec la distance sont “in-
compressibles”, ils ont un gap fini & la limite thermodynamique (Phase de HAL-
DANE [53-56] des chaines de spins entiers. Mais aussi les phases dimérisées en une ou
deux dimensions).

La question du cout énergétique minimal d’une excitation magnétique est donc de premiere
importance pour caractériser un liquide de spins. Nous montrons dans cette section que
toutes les données numériques suggerent un gap fini a la limite thermodynamique au point
Jo/Jy = —2 et qu'il en est probablement de méme dans un grand domaine de I'espace des
parametres.

4.3.1 Effets de taille finie sur 1’énergie du fondamental

Pour les petits systemes, la valeur du gap de spin et de 1’énergie du fondamental sont
sensibles a la taille et la forme du réseau. Pour cette raison, une extrapolation a N = oo
de la valeur du gap de spin n’est pas immédiate et demande une analyse précise. Le
comportement apparemment irrégulier du gap de spin (Fig. 4.10) reflete les corrélations
a courte distance dans la fonction d’onde. Ceci est en accord avec ’analyse de la section
précédente. En effet, la longueur caractéristique & est de quelques pas du réseau et les
spectres de petits systemes restent sensibles aux conditions aux bords. Cet effet peut étre
utilisé pour sonder la structure locale de la fonction d’onde et pour identifier des résonances
de petites longueurs d’onde qui abaissent son énergie.

Il faut distinguer deux familles de systemes suivant la parité du nombre de sites. Les
systemes ou N est pair ont un gap plus grand et un fondamental plus bas que ceux ou
N est impair. Au sein de chaque famille, le comportement avec la taille est plus ou moins
monotone : les réseaux pairs (resp. impairs) ont une énergie par site qui croit (resp. décroit)
et un gap qui décroit (resp. croit) avec N. On remarque également que les réseaux ou le
nombre de sites est un multiple de 6 ont une énergie plus basse. Ceci peut étre rapproché
des corrélations a +7/3 entre dimeéres trouvées plus haut, puisque le motif minimal qui
réalise cet ordre local est un triangle a six spins.

D’une maniere générale, les géométries qui permettent les fondamentaux les plus stables
sont les réseaux qui possedent les impulsions k = A, B et %B dans leurs premieres zones
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de Brillouin. Une illustration de cette sensibilité a la forme est donnée par les deux réseaux
a 24 sites (Fig. 4.12). Le plus stable est un rectangle de 6 x 4 sites qui possede les trois
vecteurs d’onde mentionnés et son énergie est £/N = —4.03. On peut le comparer au
systeme a 24 sites le plus compact qui est un parallélogramme (systéme 24’ Fig. 4.12, et
carré blanc Fig. 4.10). Ce dernier est beaucoup plus frustré : E/N = —3.88. Le méme
phénomene est observé avec les tailles 12 et 20. Le role joué par les impulsions k = A, B
et %B semble étre une réminiscence du facteur de structure statique obtenu par la théorie
des bosons de Schwinger au chapitre 2. Ici, bien que I'ordre de Néel a longue portée soit
perdu, nous trouvons que les fluctuations autour des vecteurs d’onde qui le caractérisaient
abaissent 1’énergie de facon importante.

Les deux familles, paire et impaire, se rejoignent pour N supérieur ou égal a Ny ~ 30,
aussi bien du point de vue de I'énergie E/N que du gap de spin (Fig. 4.11). Il s’agit d’un
comportement différent de celui d’un systeme avec de I'ordre de Néel ou les corrections
dominantes & I’énergie seraient en N %2 tandis que le gap de spin s’annulerait en N !
Les pré-facteurs dépendraient de la famille considérée, mais toutes les familles ne se rejoin-
draient qu’a N = oo dans la représentation graphique de E/N (resp. A) en fonction N~%/2
(resp. N7 1.

Nous interprétons les effets de taille Figs. 4.10,4.11 du modele d’échange multiple comme
Pexistence d’une zone de transition (“crossover”). Dans la région des réseaux petits ou
comparables devant la longueur de corrélation (N < £2), les spins apparaissent ordonnés
et avec une raideur finie. Le systéme est alors sensible a la géométrie du réseau et obéit a
une loi de type %EN ~ eg+cN7324... ol ¢ peut dépendre de la géométrie. Au del de la
taille caractéristique Ny ~ £2, le systéme devient plus grand que la longueur de corrélation,
la raideur tend vers zéro et les corrections de taille finie décroissent exponentiellement vite.
Dans ce point de vue, les figures 4.10,4.11 indiquent que le systeme N = 36 (rectangle
6 x 6) se trouve quasiment a la limite thermodynamique. Ce systéme posséde en outre
toutes les symétries du réseau infini et les vecteurs d’ondes k = A, B et %B, ce qui en fait
un spectre particulierement utile sur lequel nous reviendrons plus loin (§ 6.1).

4.3.2 Gap de spin

La corrélation entre 1’énergie du fondamental et le gap vers la premiere excitation de
spin S=1 (ou S = g pour les échantillons impairs) est en fait assez précise. La figure 4.12
montre que ce sont les systémes les plus stables (i.e E/N minimum) qui ont les gaps les plus
grands. Les différents spectres sont a peu pres groupés le long d’une courbe unique quand le
gap de spin est tracé en fonction de I’énergie du fondamental, et ce des plus petits aux plus
grands systemes. Ceci suggere que la position sur cette courbe est le parametre qui mesure
la frustration du systéme. Les systeémes qui se trouvent en bas a droite sont les plus frustrés,
des contraintes géométriques empéchent la fonction d’onde de développer les structures qui
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abaisseraient son énergie. A I’opposé, ceux en haut a gauche bénéficient de conditions aux
limites qui autorisent des résonances particulieres pour abaisser le fondamental en dessous
de son énergie thermodynamique.

Cette représentation de E//N en fonction de A aide a évaluer le gap de spin du systéme
infini. Les données de 1’énergie par site sont plus régulieres que celles du gap de spin et on
extrait ® des données Fig. 4.12 une énergie thermodynamique E/N ~ —3.9540.05. A partir
de 1a, on trace les deux lignes verticales correspondantes dans le diagramme Fig. 4.12, puis
on les intercepte avec le nuage des points N < 36. Méme en surestimant la dispersion des
points autour de la courbe de frustration, on arrive a un gap fini A = 1.3 + 0.5.

Remarque sur le spectre N = 36

Nous devons signaler que, pour des problemes numériques liés a la taille importante du
systeme N = 36, seuls les énergies des secteurs d’impulsion k = 0, B et A; sont calculés.
S’il n’y a aucun doute sur le fait que le fondamental appartienne au secteur k = 0, il
est possible que le premier triplet, lui, ne soit pas dans les secteurs calculés. La valeur du
gap indiquée, méme si elle ne peut pas étre tres éloignée de sa valeur réelle, n’est donc
mathématiquement qu’une borne supérieure.

611 serait trés surprenant que la famille des N impairs acquiére une énergie plus basse que celle des
systemes pairs au dela de N = 30, par conséquent, ’énergie n’a quasiment plus de marge pour évoluer au
dela de N = 30.
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Fic. 4.10: Energie par site et gap de spin pour J, = —2 et J; = 1 en fonction de 1/N.
N pairs (m) et impairs (0). Pour la plupart des tailles N < 24, plusieurs formes ont été
étudiées. Ces données sont celles des géométries qui donnent le fondamental le plus stable.
Exception pour N = 12, 20 et 24 ou la forme stable est comparée a une forme frustrante
(0.
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FI1G. 4.11: Gap de spin et énergie par site pour Jo = —2 et J; = 1 en fonction de N~ ! et
N—3/2_ Seuls les échantillons les plus stables pour N > 20 sont représentés. Le choix de
ces échelles correspond aux corrections de taille finie d’un systeme qui aurait de I'ordre de
Néel a longue portée. Si 1’énergie des premieres tailles (N < 28) suit approximativement
une loi d’échelle en N=3/2, on observe un changement de comportement pour N ~ 30. Au
dela de cette taille les corrections de taille finie décroissent plus rapidement (pour I’énergie
comme pour le gap), vraisemblablement de maniére exponentielle. Nous interprétons ces
données comme 'existence d’une longueur de corrélation finie dans le systeme, de 1'ordre

de deux pas du réseau.
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F1G. 4.12: Gap de spin en fonction de I’énergie du fondamental a J, = —2, J, = 1. Mémes
données que Fig. 4.10. Les deux lignes verticales délimitent I'intervalle E/N = —3.95+0.05
qui estime la valeur de I’énergie par site a la limite thermodynamique. Les deux lignes
horizontales correspondent a I’estimation du gap de spin.
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Chapitre 5

Structure locale de la fonction d’onde

Dans un systéme non frustré, les questions importantes concernent principalement les
grandes longueurs d’onde (ordre a longue portée et brisure de la symétrie SU(2), vitesse
des ondes de spins par exemple). A courte distance les corrélations sont simplement anti-
ferromagnétiques. Dans la phase liquide de spins du modele d’échange multiple, la nature
de 'ordre a courte portée est déja un probléme non trivial. Puisqu’il existe une échelle
d’énergie finie, mesurée par le gap de spin ou l'inverse de la longueur de corrélation, il est
naturel d’essayer de décrire le fondamental en termes d’objets locaux comme des dimeres
ou des plaquettes. Ce chapitre présente trois approches de la fonction d’onde, de com-
plexité croissante. Dans un premier temps nous faisons une hypothese de liaison forte ou
le fondamental est un produit de fonctions d’onde singulets de plaquettes a six spins. Dans
un deuxieme temps, une interprétation des corrélations en termes de moment local nous
amene a un point de vue complémentaire a base de plaquette S = 1 de quatre spins. Enfin,
nous présentons un état variationnel inspiré du travail d’AFFLECK, KENNEDY, LIEB et
TASAKI [4].

5.1 Liaisons fortes

Si le fondamental ne possede effectivement aucune sorte de corrélations en deca de
quelques pas du réseau, il est possible de I'approximer par un produit tensoriel de fonctions
d’ondes de petits systemes dont la réunion est un pavage du réseau triangulaire. Pour
déterminer la taille et la forme minimale susceptible de reproduire qualitativement 1’ordre
local du grand systéme, nous commencons par chercher quel est le plus petit systeme dont
le spectre calculé avec des conditions aux bords libres ressemble a celui calculé sur les
grandes tailles : un fondamental S = 0 et un gap de spin de I'ordre de 'unité.
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5.1.1 Spectres de trés petits systemes

Il faut au moins quatre spins sur un losange pour écrire I’hamiltonien J, — J,. Ils sont
numérotés de la fagon suivante :

2 3
AV
Et on consideére ’hamiltonien :
H=Jy(Piasa+ Pizo1)+ J2(Pio+ Pog+ Psa+ Pui)+ JoPos (5.1)

Le systéme possede six énergies propres : deux singulets S = 0, trois triplets S = 1
et le secteur ferromagnétique S = 2. Les fonctions d’onde et leurs énergies sont données
Table 5.1. Le systéme est ferromagnétique a J, = 1 et J, = Jj, = —2 (Fig. 5.3). Ceci
provient du fait que le réseau triangulaire infini contient autant de liens que de losanges
tandis que le losange unique contient cing fois plus de liens (avec couplage ferromagnétique).
Ceci impose de considérer des systemes plus grands comme points de départ d’un calcul
de type liaison forte, de sorte que I’équilibre entre couplages J5 et J; soit mieux respecté.

C’est le triangle a six spins qui est le premier systeme avec un fondamental S = 0
et un gap d’ordre 1 pour toutes les excitations (Fig. 5.1). Les autres amas considérés
sont ferromagnétiques (N = 4; Fig. 5.3), ferrimagnétiques (N = 8; Fig. 5.4 droite) ou
possedent un gap de spin faible (N = 6; Fig. 5.2). De méme qu’il faut au moins trois
spins pour représenter la structure locale d’'un état de Néel avec trois sous-réseaux a 120
degrés, le triangle a six spins est le motif minimal ou les corrélations du modele J,/Jy = —2
peuvent se développer. Ceci doit d’ailleurs étre rapproché de la géométrie des corrélations
dimeére-dimere discutée plus haut (§ 4.2.2) et de la grande statibilité du fondamental quand
N est multiple de six (§ 4.3.1), données qui corroborent la pertinence de ce motif.

5.1.2 Triangles a six spins S =0

Si la fonction d’onde du fondamental peut étre pensée en termes d’une “brique de base”,
le triangle a six spins est le premier candidat naturel. Nous calculons I’énergie variationnelle
d’un pavage régulier de ces triangles. La fonction d’onde |¢)> considérée est le produit
tensoriel de fonctions d’ondes de triangles libres. Cet état est un singulet mais n’est pas
un état propre de I’hamiltonien, a cause des termes qui couplent deux, trois ou quatre
triangles adjacents. L’énergie variationnelle < |H |1)> est donnée Fig. 5.6 pour le modeéle
Jo — Jy. Pour construire [¢)>, chaque triangle est placé dans le fondamental qu’il aurait
sl était isolé. La discontinuité a Jo/J, = —2.33 correspond au couplage ou le triangle de
six spins avec conditions aux bords libres devient ferromagnétique (voir Fig. 5.5). Ce saut
signifie que le pavage de triangles ferromagnétiques n’est pas I’état de plus basse énergie au
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+2Jy — 2J5 + J;,

—2J,+ J

2J5 + Jb

2Jy — J

20y + 4y + J}

-8

TAB. 5.1: Spectre d’un losange a 4 sites.

Les traits représentent des dimeres

\%2 (| 14> —| 41>) et les sites isolés sont “haut” | 1>. Pour les états S = 1 et S = 2
on obtient les fonctions d’ondes de S? inférieurs par application de S~. La colonne de

droite donne les énergies pour J, = 1 et Jo = Jj = —2, comme Fig. 5.3.
{° N=6 J=-2,]=1
07; oo
1 1
_4—: hd IS
6] ) /1N\/5 \6
_12€ oo .
0 1 S‘ 2 3
F1G. 5.1: Spectre du triangle & 6 spins Jy/J; = —2. Clest I’échantillon qui, avec des

conditions aux bords libres, posséde le plus grand gap (A = 1.3416).
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o N=6 J=-2,)=1
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Fi1G. 5.2: Spectre d’une bande de 2x3 = 6 spins a J, = —2,J; = 1. Le gap vaut A = 0.2666.

4 N=4 J=-2)=1

0 é 2

F1c. 5.3: Losange a 4 spins. Le fondamental est de spin 2 et la premiere excitation est de
spin 1. Les fonctions d’onde sont données Table 5.1.
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—16- N=8 \1.:—243 =1 . _16- N=8 %2—241 =1. .
| : : _17- : . .
—18
E |° . E 1
. ~18-
20, 1 :
1 —19
0 % 4 0 1 % 3 4
F1G. 5.4: Premiers états du spectre J, = —2, J; = 1 pour 8 spins. A gauche, les spins sont

en étoile (gap A = 0.4740), a droite, ils forment une bande de 2 x 4 = 8. Le second systéme
est ferrimagnétique.

voisinage de Jy/J, ~ —2.33. Le pavage de triangles S = 0 reste énergétiquement favorable
alors qu’un triangle isolé est déja ferromagnétique quand on diminue J5. Ceci est en accord
avec le diagramme de phases obtenu par diagonalisation de grands systeémes, qui indique
une transition vers le ferromagnétisme au voisinage de Jy/J, ~ —4.4.

Il est possible de créer une excitation localisée |¢)> en x a partir de I’état [)> en plagant
le triangle x du pavage dans le premier état excité du spectre d’un triangle isolé. Pour
Jy > —2.33, |1)x> est un état triplet puisque la premiere excitation du triangle libre est un
état de spin S = 1 (cercles Fig. 5.5). La différence d’énergie A =<u)x|H [1)5> — <9p|H |[¢p>
est donnée Fig. 5.7. Le fait que A soit positif est nécessaire a la cohérence du calcul : I’état
variationnel pavage de triangles doit étre stable vis-a-vis de ’excitation d’un triangle (ce
qui est le cas pour Jo/Jy > —2.33). Au voisinage de Jo/J; = —2, nous vérifions également
la stabilité de 1> vis-a-vis d’une onde plane [1)g>= Y, €'9*|th,>. Ce dernier calcul donne
une relation de dispersion pour les excitations triplets et une valeur non nulle du gap a son
minimum de l'ordre de 0.5 pour J, = 1 et J, = —2. Pour les raisons qui vont suivre, ce
calcul du gap doit étre vu davantage comme un test de cohérence qu'une réelle prédiction
de sa valeur.

Il est important de comparer I'énergie <|H|¢) > aux résultats de diagonalisations
exactes portés sur la méme figure 5.6. Il apparait que ce résultat de liaison forte (E/N =
—2.783 pour J, = —2,J; = 1) ne permet pas d’atteindre des énergies meilleures que
les solutions ordonnées classiques ou que celles trouvées par la méthode des bosons de
Schwinger. AJ, = —2,Jy = 1 par exemple, les différentes approximations mentionnées
donnent E/N ~ —3, tandis que l’extrapolation & N = oo a partir des diagonalisations
donne E/N ~ —4 (Fig. 4.10 page 70). Les interactions sont, par construction, optimisées
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F1G. 5.5: Spectre du modele J, — J; sur un triangle a 6 spins, en fonction de Jy/J;. Points :
S =0, Cercles : S = 1, Carrés : S = 2, Croix : S = 3. Le systeme est ferromagnétique
pour Jo < —7/3.

a 'intérieur d’un triangle mais les termes de I’hamiltonien qui couplent plusieurs triangles
du pavage augmentent beaucoup 1’énergie moyenne.

Cette assez mauvaise performance souligne qu’en dépit d’une faible longueur de corré-
lation, il est difficile de rendre compte quantitativement de ’énergie du fondamental dans le
cadre d’une approximation de liaison forte sans invoquer d’importantes résonances quan-
tiques entre différents pavages possibles pour abaisser notablement 1’énergie. L’idée est
due & ANDERSON [8,43] : le fondamental quantiquement désordonné d’un systéme de
spins pourrait étre pensé comme une combinaison linéaire d’états pavages de dimeres ou
de “valence-bond states”. Cette vision d’une résonance quantique entre un grand nombre
d’états dégénérés qui stabilise un état unique et homogene (sans brisure de symétrie) four-
nit un cadre élégant a ’existence de corrélations a courte portée et a la restauration des
symétries du réseau. Ce concept de “Resonating Valence-Bond” (RVB) a initié de nom-
breuses réflexions sur les liquides de spins [82,115,132,134] et leurs liens possibles avec
les supraconducteurs a haute température critique [9, 12]. Toutefois, les modeles explicites
ol le fondamental est un état RVB unique font défaut. Que la phase liquide de spins du
modele d’échange multiple puisse étre une réalisation de 1’idée originale d’ANDERSON est
la ligne directrice d’une grande partie de la suite de cette présentation.
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Fic. 5.6: Energie moyenne d’un pavage de triangles pris chacun dans leur état fondamental
libre. Les quatres points isolés indiquent ’énergie ezacte du fondamental pour un systéme
de 16 sites. Il existe une deuxieme facon de paver régulierement le réseau triangulaire avec
des triangles mais ce pavage donne 1’énergie la plus basse.

5; Excitation d’'un triangle du pav.z.a.ge".

- . o
Soeses *eeceresscaceses™®”

F1a. 5.7: Cout énergétique de I'excitation d’un triangle du pavage. Pour Jy/J, > —7/3 le
pavage est stable dans le sens ol placer un losange dans un état excité augmente 1’énergie
totale. Pour Jy/J,; < —7/3, un triangle isolé est ferromagnétique mais le systeme N = oo
ne l'est pas, puisque I'excitation d’un triangle (dans un état S = 0 par exemple) abaisse
I’énergie.
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5.2 Moment magnétique local

[’approche précédente était inspirée des faibles corrélations spin-spin et dimere-dimere.
Elle nous a conduit a assimiler le fondamental a une juxtaposition de petits systémes
dé-corrélés, et donc de spin nul pour que 1’état global soit un singulet. Ceci nous a
conduit a envisager le triangle a six spins Fig. 5.1 comme une cellule élémentaire plau-
sible. Nous proposons ici un point de vu différent. Tout d’abord, nous montrons que les
données de corrélations spin-spin présentées au § 4.2 témoignent de I’existence de moments
magnétiques locaux importants diis au couplage premier voisin J, ferromagnétique.

Pour un motif C & n spins on définit le spin moyen S¢ par < (Ziec 5"%) : >= Sc(Sc+1).
On peut alors comparer la valeur de S¢ mesurée dans le fondamental du systéme (c’est une
fonction des corrélations < S”, . S"j > pour i, j € C) avec celle d’un ensemble de n spins libres
parmi N, ces N spins étant dans un état de spin S = 0 . Le rapport % indique dans
quelle mesure les spins du motif C s’écrantent grace a leurs interactions. Une valeur de 1

Voici comment calculer la valeur moyenne du carré du spin pour des spins libres, quand on les contraint
a appartenir & un état de spin total donné. Si on fixe S = m, les nombres de spins haut et bas valent
n, = N/2— 8% et ny = N/2+ S*. Une configuration de spins n’est diagonale pour P;; que si les spins ¢ et
7 sont dans le méme état, d’ou :

TrPy]isi—m = CA* 5 + CN' 5
On en déduit la trace de Pi; quand S* et S2 sont fixés :
Tr[Pij]\S==S,§2=S(S+1) =Tr[P;lis:=s — Tr[Pyj]|s7=5+1
La valeur moyenne de F;; sur toutes les configurations de spin total §2=3 (S +1) est donc :

N/2—8 N/2—5—2 N/2—§—1 N/2—5—3
CN/—2 + CN/—2 - CN/—2 - CN/—Q

N/2+S N/2+5+1
Cn -Cy

< Pij >|1s=

qui se simplifie en :

48(S+1) + N(N — 4)
1

<Fi>1s= TN -

Enfin, puisque < §; - §; >= 2(Pij — 3), on obtient :

2
n R 1
< ( S,') >i5= Zﬂ +-n(n—-1)

[45(5 FDHNN-4) 1
s 2

2N(N = 1) 2

Dans le cas ou on s’intéresse aux états de spin .S = 0 on aboutit & :

" L) 3n(N —n)
= n —n
< ( 15i> >|5=0= 1 N=1

i=
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Fic. 5.8: Comparaison de la fonction d’écrantage du fondamental d’un systeme ordonné a
trois sous-réseaux (hamiltonien d’Heisenberg) avec celle du fondamental d’un hamiltonien
d’échange multiple. La remontée a partir de n = 12 est due a la symétrie de la courbe par
rapport & N/2 : dans un état S = 0, un amas de n sites et sont complémentaire & N = n
sites ont le méme spin moyen Sc(n) = Se¢(N — n).

signifie aucun écrantage tandis que 0 indique qu’on se trouve dans un état propre de S¢ = 0
(ce qui n’arrive que lorsqu’on prend pour C le systéme tout entier et donc que n = N).
La figure 5.8 compare les résultats obtenus avec ’hamiltonien d’Heisenberg (ordre de Néel
a trois sous-réseaux) et ceux obtenus avec un hamiltonien d’échange multiple. La struc-
ture a trois sous-réseaux du systeme ordonné apparait clairement : les motifs contenant
un méme nombre de spins dans chaque sous-réseau sont les mieux écrantés : n = 3,6,9 et
12. Les corrélations dans le fondamental de 'hamiltonien d’échange multiple n’indiquent
pas une telle rigidité : la fonction d’écrantage décroit de maniere plus réguliere et plus
lente. Sur un amas de moins de six spins, la fonction d’onde liquide de spins possede un
moment magnétique plus important que la fonction d’onde antiferromagnétique. Ceci est
une conséquence directe de la portée des interactions (le terme d’échange & quatre corps
couple des spins jusqu’a distance v/3) mais surtout de la frustration créée par le couplage
ferromagnétique J; < 0 qui favorise les fluctuations de 'aimantation locale. Toute descrip-
tion de la fonction d’onde devra incorporer cet ingrédient : le fondamental est globalement
un état singulet mais c’est le résultat de I’écrantage de moments locaux mettant en ceuvre
plusieurs spins.
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5.3 Losanges S =1

L’analyse qui précede suggere un nouveau point de vue sur la structure locale de la
fonction d’onde. Faisons maintenant I’hypothese suivante : sous l'action conjointe de I'in-
teraction ferromagnétique Jy < 0 et de Jy, les degrés de liberté effectifs a 1’échelle de un
ou deux pas du réseau sont des ensembles cohérents de plusieurs spins qui ont un moment
non nul. Apres avoir intégré les degrés de liberté liés aux plus courtes distances, nous sup-
posons avoir des spins effectifs définis sur plusieurs sites dont 'orientation fluctue mais
dont le moment est a peu pres fixe. Puisque ’état fondamental exact est de spin nul, il
reste nécessairement des interactions antiferromagnétiques importantes entre ces moments,
interactions qui les organisent a trés basse énergie (ou bien, de maniére équivalente, & plus
grande distance) en un singulet global. Autrement dit, nous essayons de décrire la fonction
d’onde en termes d’objets plus grands qu’un spin % élémentaire mais plus petit que les tri-
angles de six spins décrits plus haut. Le choix le plus simple est de considérer des losanges
de quatre spins dans un état triplet S = 1. L’état triplet de plus basse énergie pour un
losange isolé en présence d’échange a quatre corps et de Jy < 0 est formé d’un singulet sur
la grande diagonale et d’un triplet sur la petite (voir spectre Tab. 5.1), il constitue donc

‘l&/:"2 =|5=1,5> (5.2)

Un tel scénario reste spéculatif s’il n’est pas confronté aux données numériques sur la

le candidat le plus naturel :

fonction d’onde exacte. Pour un systeme de 16 sites, nous calculons pour chaque état propre
sa projection dans le sous-espace H engendré par les produits tensoriels d’états de losanges
de spin 1. Une famille génératrice de cet espace est constituée des fonctions d’ondes

T>= &) [S=1m;€{-1,0,1}> (5.3)

. N
i=1,, 2

ou |S =1, m;> est la composante S* = m; du triplet sur le losange i du réseau. Pour
écrire |U>, un pavage particulier du réseau par des losanges a été choisi (il existe 12 pavages
réguliers du réseau triangulaire avec des losanges). Pour chaque pavage on peut écrire 3V/4
fonctions d’onde. Mais I'espace H que nous considérons est engendré par tous les états
(Eq. (5.3)) que 'on peut définir sur tous les pavages, il est donc de dimension supérieure
a 3V (et inférieure & 12 x 3"/*). Nous soulignons que A ne dépend pas d'un pavage
particulier du réseau mais qu’il permet au contraire des résonances entre plusieurs pavages
de losanges de spin 1. C’est en ce sens qu’il est de type RVB. Les sous-espaces associés aux
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0.0.9.9

Fia. 5.9: Etat pavage de losanges de spin 1

Y

différents pavages ne sont pas orthogonaux et par conséquent, effectuer numériquement
une projection sur H n’est pas immédiat 2.

Le carré de la norme du vecteur projeté est donné en abscisse Fig. 5.10 pour ’hamilto-
nien Jo/Jy = =2, J5/Jy = 0.2, Jg/Jy = 0.08. Le spectre est représenté en fonction du spin
total dans la partie droite de la figure. Par construction, I’espace étudié ne contient que
des états de spin total S < N/4 et la projection d’un état de spin plus grand donne zéro.
Nous constatons une corrélation entre ’énergie et la projection : les états de basse énergie
ont les plus grandes projections. Le carré de la norme de la projection du fondamental
vaut 0.429. A quoi devons nous comparer ces valeurs ? Il y a quatre losanges sur le réseaux
N =16 et les regles de composition des moments cinétiques donnent trois secteurs de spin
0 quand on couple quatre spins 1. La dimension de H (){S = 0} est donc de dimension
< 3 x 4 = 12. De 'autre coté, le secteur S = 0 des 16 spins est de dimension 1430. La
projection est donc en moyenne de ’ordre du pour cent sur un état S = 0 aléatoire, ce
qui est tres inférieur aux valeurs trouvées pour les états de basse énergie. On trouve des
valeurs de projections beaucoup plus faibles sur les états du bas du spectre si on choisit
pour chaque losange un des deux autres secteurs triplet (celui d’énergie -4 ou -2 dans le
spectre Tab. 5.1). Ceci signifie que le sous-espace H contient effectivement une partie des
degrés de liberté de basse énergie.

L’information ainsi recueillie sur I’état fondamental n’est pas valide a grande distance,
dans le sens ou son recouvrement avec ’espace H tend probablement vers zéro a la limite
thermodynamique. Par ailleurs, il existe probablement d’autres espaces définis de maniere
analogue et avec lesquels les états de basse énergie ont un recouvrement important. Mais
celui-ci a le mérite d’apporter un éclairage simple sur deux aspects importants du modele

2Notons par a un pavage particulier du réseau. Soit H, I’espace des états losange de type Eq. (5.3)

associés au pavage a. Alors H est D’espace engendré par la réunion de tous les #H,. Nous calculons la
n

projection P sur H a l’aide des projecteurs P, sur les H, par : 1 — P =1lim,_,o ([[,(1 — Ps))".



84 CHAPITRE 5. STRUCTURE LOCALE DE LA FONCTION D’ONDE

N=16,Jgf=—1,0,=.5,J,=—.1,J,=.04 N=16,Jg=—1,J,=0.5,J,=—0.1,J,=0.04
7‘)\\ ﬂ T ‘ T T T ‘ T T T ‘ T T i L T ‘ T 0T T ‘ é T T T ‘ T T T T ‘ T T T T T ]
8 PN N é
R R ~
25|~ o O - —25 B o) —
o o P 1 L e B ,
ly O . " i | @ g y |
L o L x i *
A r i A A
= =R i [ o ) R
_26 | —+H B o5 L * Point Gr.Rep. |
e A 7 L N » RZv/az == 1,0=7
f . I S Fon-
O O @ =1L
L * N L% m o=LF
R,.,.0—=
a i @ prr]
4 [ a X gzm:{'?
TR 1 —er k- * T
r % J X A Ry =L
‘ L L ‘ L L ‘ L L ‘ L L ‘ L L [ ‘ ‘ ‘ ‘
L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 5 10 15

Projection on S=1 Diamond tilings S(s+1)
Fi1G. 5.10: Projection des états de basse énergie d’un systeme a 16 sites dans un sous-espace
engendré par des losanges de spin 1.

qui seront discutés plus loin. Tout d’abord les losanges de spin 1 fournissent une image
au plateau d’aimantation a M /M, = % discuté au chapitre 7 (page 118). Ensuite, au
chapitre 8 traitant de la thermodynamique, I'’espace ‘H nous donnera une explication qua-
litative & ’anomalie de basse température dans la chaleur spécifique (page 130).

5.4 Etat “valence-bond solid” variationnel

5.4.1 Construction

AFFLECK, KENNEDY, LIEB et TASAKI [4] introduisent en 1987 une famille de modeles
de spins pour lesquels ils construisent explicitement les fondamentaux exacts. Quelle que
soit le réseau ou méme la dimension d’espace, ils obtiennent un fondamental unique et non
dégénéré quand le double du spin S en chaque site est multiple du nombre de coordination
z du réseau :

2S =0 mod 2 (5.4)

La construction du fondamental est schématisée Fig. 5.11 dans le cas du réseau carré (z = 4)

avec des spins S = 2. Elle consiste a voir le spin S de chaque site comme la composante
1
2
le réseau a zN sites en associant en singulets les deux spins

. On définit un pavage de dimeres sur

1 «
2

de chaque lien du réseau “réel”. L’état VBS est alors obtenu en symétrisant cette fonction

complétement symétrique du couplage de z spins
virtuels” des extrémités

d’onde par rapport aux z spins “virtuels” de chaque site réel.
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S=z/2

F1G. 5.11: Etat VBS pour des spins S = 2 sur le réseau carré.

Dans le cas du réseau triangulaire avec spins %, la condition Eq. (5.4) n’est pas satisfaite.
Cependant, la procédure peut inspirer une facon de construire de nouveaux états. Pour cela
nous définissons un super-réseau sur le réseau triangulaire. Chaque super-site est la réunion
de n sites du réseau triangulaire et la coordinance du super-réseau vaut z. Alors chaque
super-site possede un spin S = 7. Si on choisit n et z tels que n = z le super-réseau
satisfait la condition Eq. (5.4), ce qui revient simplement & considérer les spins % du réseau
triangulaire comme les spins “virtuels” de la construction VBS. Deux exemples n = 4 et
n = 3 sont présentés Fig. 5.12. Ces états ne sont pas uniques puisque qu’il y a plusieurs
positions possibles pour définir le super-réseau. Dans le cas n = 4, il y a 12 facons de placer
le super-réseau carré sur le réseau triangulaire : chaque configuration peut étre translatée
en quatre endroits et tournée dans trois directions. Notons également qu’il s’agit d’un état
qui posséde de [’ordre a longue portée : si un losange est ferromagnétique, alors tous ses
translatés d’un nombre pair de pas le sont aussi. En outre, il perd des symétries spatiales
du réseau triangulaire (translation d’un pas notamment). Il n’est pas non plus invariant
par rotation de 27/3 autour de l'origine. Nous reviendrons sur les éventuelles implications
de la dégénérescence de cette fonction d’essai au chapitre suivant (§ 6.1.5).

5.4.2 Energie

Nous calculons ’énergie pour ’hamiltonien J, = 1, Jo = —2 a l'intérieur de I'espace
variationnel que forment les états VBS. Ce calcul, mené sur un réseau a 12 sites, donne
une tres bonne énergie variationnelle. Le fondamental exact sur ce méme réseau a 12 sites
se trouve a E/N ~ —4.128 (Fig. 4.12 page 72) et 'énergie VBS-losange & E/N = —3.75.
L’échelle d’énergie est donnée par 1’énergie de 1’état ferromagnétique & EF/N = 0 et celle
du fondamental classique (vuud) & E/N = —3 pour les échanges en question. Ce résultat
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Fia. 5.12: Etats “pseudo-VBS” sur le réseau triangulaire. Gauche : Etat VBS-losange.
Les losanges noirs représentent les spins S = 2 de la fonction d’onde VBS. Ils forment un
réseau carré (traits pointillés). droite : Etat VBS-triangle. Le super-réseau de triangles est
hexagonal. Il y a 18 fagons de placer le réseau hexagonal : 3 x 2 translations et 3 rotations.

variationnel est le meilleur que nous ayons construit 3. L’énergie obtenue est en particulier
meilleure que 1’énergie obtenue par les bosons de Schwinger 2.

La raison de cette énergie tres compétitive est que les états VBS fournissent par
construction des corrélations ferromagnétiques et des moments locaux importants a 1'in-
térieur des plaquettes et en méme temps, des corrélations antiferromagnétiques a plus
grande distance (entre losanges adjacents). A ce titre, il faut admettre que la fonction
d’onde VBS que nous construisons n’est pas tres éloignée des pavages de losanges de spin
1 du paragraphe 5.3. La différence est dans I’'amplitude du spin effectif local. D’ailleurs, la
construction VBS permet de varier la taille n de la cellule élémentaire, et donc de régler
I’amplitude des corrélations ferromagnétiques. Par exemple, la fonction VBS pour des spins
% sur le réseau hexagonal donne, transportée sur le réseau triangulaire, 1’état représenté
dans la partie droite de la figure 5.12. L’énergie de cet état n = 3 est légerement plus
élevée (E/N = —3.42 sur 12 = 3 x 4 sites ) que celle du pavage carré, mais reste meilleure
que I’énergie des bosons de Schwinger. D’un autre coté, il est envisageable de modifier le

couplage ferromagnétique Jo pour rapprocher I’état exact d’un état VBS.

3Considérons une fonction d’onde (pseudo-) VBS ou la maille contient n spins réels. La symétrisation
de chaque maille multiplie le nombre de termes dans la fonction d’onde par n!. Quand toutes mailles sont
symétrisées, on a (n!)V/" termes. Pour N = 12 et n = 4, cela donne 13824, tandis que la taille suivante
donne 331776. Le nombre de termes dans un produit scalaire étant proportionnel au carré du nombre
de termes dans la fonction d’onde, nous nous contentons, dans un premier temps au moins, de la taille
N =12.

4La solution trouvée par la théorie des bosons de Schwinger pour cet hamiltonien est un état de Néel
colinéaire & deux sous-réseaux avec une énergie E/N = —2.96 pour N = 192 sites.
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Chapitre 6

Physique de basse énergie

6.1 Symétrie du fondamental

Du point de vue des symétries, le gap de spin décrit au chapitre précédent nous as-
sure que, au moins dans la région autour de Jo/J, = —2, la symétrie SU(2) n’est pas
spontanément brisée a T = 0. Nous dirigeons maintenant notre attention sur le secteur
singulet, et posons la question de la dégénérescence du fondamental et d’une possible bri-
sure de symétrie spatiale a la limite thermodynamique. Ceci est capital pour caractériser la
famille de liquides de spins a laquelle le modeéle appartient. De nombreux fondamentaux,
qui different par leur symétrie et leurs excitations, n’ont pas d’ordre magnétique a longue
portée et un fondamental S = 0. En deux dimensions, parmi les hamiltoniens sur réseau
de Bravais (sans dimérisation dans les couplages ni autres liens inéquivalents), il y a trois
situations importantes ot la fonction d’onde du fondamental est bien comprise :

Modgles de KLEIN [73] pour spins 3: Ces hamiltoniens généralisent le modele de la chaine
MAJUMDAR-GOSH [85] pour un réseau arbitraire. Ces hamiltoniens sont des som-
mes d’opérateurs de projection, ils contiennent des interactions d’échange multiple
(annexe B). Pour ces modeles, tout pavage de dimeéres est un état propre d’énergie
nulle, et donc un fondamental !. De maniere générale, leur dégénérescence est
extensive en dimension 2.

“Valence Bond Crystal” (VBC): II possede de 'ordre dimere-dimere & longue portée, ou de
I’ordre de plaquette. Il y a un gap de spin et des corrélations magnétiques a courte
portée. La symétrie de translation est brisée et le fondamental est dégénéré en
conséquence. Le modele d’Heisenberg J; — J5 sur le réseau carré est probablement
une réalisation. Il n’y a pas d’ordre de Néel au voisinage de J,/.J; ~ 3 [32, 37,40, 48,
121] et vraisemblablement une brisure de la symétrie de translation [47,117,121,

!Dans le cas du réseau hexagonal notamment, CHAYES, CHAYES et KIVELSON [33] montrent que ces
pavages constituent tous les fondamentaux.
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146]. La brisure de symétrie est probablement de type colonaire [47,76,117,128]
mais un ordre de plaquette sans brisure de I'invariance sous la rotation R/, a aussi
été proposé [146]. Ces brisures de symétrie sont aussi obtenues dans les approches
de grand N des modeles SU(N) [6,102-104] quand 2S n’est pas multiple de la
coordinance z : 25 # 0 mod z.

“Valence Bond Solid” (VBS): AFFLECK et al. [4,5]. Le modele ne peut étre construit que

lorsque 25 est multiple de la coordinance z : 25 = 0 mod z (§ 5.4). Cet état n’existe
1
2

ne brise aucune symétrie et possede un gap de spin. Les corrélations magnétiques
décroissent exponentiellement avec la distance. La phase de HALDANE [53-56] des

pas pour des spins . Le fondamental est unique avec des conditions périodiques,

chaines de spins entiers appartient a la méme classe d’universalité.

Il y a tres peu de modeles de spins % ou des résonances entre différents pavages de
dimeres a courte portée sélectionnent une combinaison unique de ces états, combinaison
qui soit symétrique sous les opérations de symétries spatiales. Il a été proposé [33] qu'un
hamiltonien de KLEIN perturbé [73] puisse réaliser un tel état RVB courte portée. La
limite de grand N de modeles d’Heisenberg (généralisation Sp(N)) sur les réseaux ka-
gome et triangulaire est étudiée par SACHDEV [116]. Le résultat fait apparaitre une phase
désordonnée, avec un gap de spin et sans brisure de symétrie. Il n’est pas certain que cette
phase puisse étre réalisée dans un modele SU(2) de spins 3
dans le modele d’Heisenberg sur le réseau triangulaire qui posseéde de 'ordre de Néel a
température nulle [18,63, 66].

Finalement, le “Quantum Hard-Core Dimer Model” (QHCDM) de ROKHSAR et KI-

VELSON [115] posséde un fondamental unique (& une dégénérescence 4 pres, d’origine to-

. Elle ne I'est en tout cas pas

pologique et tout a fait similaire & celle discutée au § 6.1.3) pour une valeur particuliére
des parametres V' = J, c’est a dire quand 1’énergie cinétique J des dimeres est égale a la

répulsion & courte portée V entre dimeres paralleles 2. Sur le réseau carré, le hamiltonien
QHCDM s’écrit :

- 2 L)) (D1 EDE] @

plaquette

H est définit directement sur les configurations de dimeres. Il n’a pas d’expression
simple dans ’espace des spins, elle ferait intervenir la matrice des produits scalaires des
pavages de dimeres. Cependant, I’équation (6.1) présente deux similitudes notables avec
I’hamiltonien d’échange a quatre corps :

e L’action de P34 + h.c sur une plaquette dans un état [33) ou [J3) est identique &

20n montre alors que la combinaison & poids égal de tous les pavages de dimeres premiers voisins, c’est
a dire le prototype d’un état RVB courte portée, est fondamental.
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celle du terme cinétique en J dans I’hamiltonien QHCDM, il échange * la paire de
dimeres verticaux et la paire de dimeres horizontaux.

e Le terme d’échange cyclique P34 + h.c contient une repulsion entre dimeres pa-
ralleles analogue au terme V. On peut le constater a I’aide du tableau 5.1. L’état avec
deux dimeres parallele maximise I’énergie. C’est I’état le plus excité de la plaquette
en J, pur, il est dégénéré avec I’énergie ferromagnétique.

Le spectre du QHCDM au point J = V présente une différence avec les résultat numériques
sur le modele d’échange multiple. Selon ROKHSAR et KIVELSON, le modele possede un
mode de basse énergie dans le secteur singulet au point J = V (résonons) [115], ce que
nous n’observons pas dans le cas de ’échange multiple. Puisque ces résonons peuvent
acquérir un gap pour V # J, le QHDM reste un point de comparaison important pour les
résultats numériques du modele triangulaire.

Jusqu’a présent I'image RVB courte portée proposée par ANDERSON [8] n’a pas trouvé
de réalisation définitive pour des spins % il n’y a pas d’hamiltonien en deux dimensions qui
soit a la fois explicite et reconnu comme ayant un gap et préservant toutes les symétries du
réseau. De ce point de vue, le modele d’échange multiple est du plus grand intérét puisque
les données numériques indiquent des corrélations a courte portée sans aucune sorte d’ordre
a longue portée.

6.1.1 Premiers états singulets

Nous I'avons vu dans le cas de 'ordre de Néel, le spectre d’un systeme de taille finie
peut renseigner sur les brisures de symétrie spontanées a la limite thermodynamique. C’est
la quasi-dégénérescence du fondamental ou des niveaux de basse énergie qui, associée a
un comportement précis des écarts d’énergie entre ces niveaux, témoigne d’une brisure
de symétrie. Nous montrons ici que, selon toute vraisemblance, une dégénérescence finie
caractérise I’hamiltonien d’échange multiple J,/J; = —2 & la limite thermodynamique. A
la lumiere des trois prototypes de liquides de spins que nous venons de décrire brievement,
cette donnée semble signaler une forme de dimérisation spontanée. Nous donnons dans la
section suivante (§ 6.1.2) un argument contre cette hypothése VBC.

Dans quasiment tous les systémes pairs (N =36, 30, 28, 24, 20, 18, 16, 12) le fondamental
appartient a la représentation triviale du groupe ponctuel et du groupe des translations.
Cette représentation étant unidimensionnelle, le fondamental n’est pas dégénéré pour ces
tailles finies. Au dessus du fondamental et en dessous de I’énergie du premier triplet, nous
trouvons systématiquement moins de 10 états S = 0. Il n’y a donc pas d’entropie extensive a
température nulle, ni d’excitations d’énergie arbitrairement faible. Cette situation contraste

3En l’absence de dopage (exactement un spin par site), le signe de J peut étre changé par une
redéfinition, une ligne sur deux, du signe de dimeéres horizontaux. Ainsi, |J| se compare bien & J4 > 0.



90 CHAPITRE 6. PHYSIQUE DE BASSE ENERGIE

avec les spectres rencontrés dans 1’étude du modele d’Heisenberg sur le réseau kagome ou
un nombre exponentiel d’états de spin S = 0 se trouvent sous la premiere excitation
magnétique [140]. Ceci implique qu’a Jo/Jy = —2 le systéme n’est pas critique quantique.
Au contraire le gap de spin fixe une échelle d’énergie pour tous les types d’excitations.
Nous analysons maintenant les états singulets de basse énergie pour détecter si certains
tombent sur le fondamental quand la taille du systéeme augmente. En dépit d’irrégularités
importantes d’un réseau a l'autre, on doit retenir trois informations importantes :

e Il n’y a pas de niveau S = 0 de basse énergie dans le secteur d’impulsion k = B
(+B sont les deux coins de la zone de Brillouin). Ceci n’est pas compatible avec la
formation d’un motif qui aurait une périodicité multiple de trois dans une direction.
Ceci confirme que 'ordre de dimeres & 4+ /3 trouvé au chapitre précédent (Fig. 4.7),
qui semble avoir une période trois, n’est que local.

e La plupart des spectres posseédent des états d’impulsion k = A;_; o3 dans le gap de

spin. Ces impulsions de milieu de bord de zone donnent des phases exp(ik - x) = +1
pour toute translation x. Si de tels états sont dégénérés avec un fondamental d’im-
pulsion nulle, ils donnent une brisure de I'invariance par translation et une périodicité
de deux pas du fondamental.
La figure 6.1 suggere que cette dégénérescence est réalisée a la limite thermodyna-
mique. [’écart d’énergie entre le fondamental et le premier singulet de moment k = A
décroit tres rapidement avec la taille du systeme de N = 24 a 36, passant de Ay = 2.5
a Apx = 0.243. Il est instructif de comparer sur cette figure les comportements du gap
de spin et du gap singulet pour les excitations d’impulsion k = A. Dans les deux cas
on devine une réduction exponentielle des effets de taille avec NV : le gap de spin tend
vers une constante et le gap pour les vecteurs k = A tend vers zéro. Cette disparition
rapide des effets de taille corrobore ’hypothése d’une longueur caractéristique finie
£.

e Le secteur S = 0 du hamiltonien J, = —2 et J;, = 1 pour N = 36 posséde donc une
quasi-dégénérescence quatre du fondamental (Fig. 6.5). L’état de plus basse énergie
est unique et le niveau immédiatement au dessus * correspond, par symétrie, & un
espace propre de dimension trois (k = A;). Grace a la grande taille de ce systeme,
comparée a la longueur de corrélation supposée, nous pensons que ce spectre est quali-
tativement tres proche de celui du systeme infini. Cette quasi-dégénérescence est donc
un élément primordial dans ’analyse des symétries a la limite thermodynamique.

Dans les paragraphes qui suivent, nous analysons ces résultats. Nous expliquons en
quoi ces données, malgré les apparences, ne sont pas en faveur d’une brisure de symétrie
de type VBC ou “spin-Peierls”. Ensuite, nous proposons une interprétation topologique

4Nous rappelons que seules les énergies des secteurs d’impulsion k = 0, B et A; sont calculés sur
Péchantillon N = 36 (¢f. remarque page 69).
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F1G. 6.1: Gap de spin (O) et gap singulet (AS = 0) vers le premier état d’impulsion
k = A (x). Jy = —2, J, = 1. Le premier tend vers une valeur de I'ordre de 1, le second trés
probablement vers zéro. Pour les échantillons N = 20 et 24, les points k = A 5 ne sont pas
équivalents a k = Aj, ce qui donne deux gaps différents suivant la direction considérée.

de cette dégénérescence. Troisiemement, nous présentons un argument contre 1’éventualité
d’un liquide chiral qui briserait spontanément I’invariance par renversement du temps. Le
dernier point de cette section traite du lien éventuel entre le modele d’échange multiple et
la phase d’HALDANE ou VBS.

6.1.2 Pas de brisure de symétrie “spin-Peierls”

Le secteur singulet de 'hamiltonien J, = —2 et J, = 1 pour N = 36 spins possede une
quasi-dégénérescence quatre entre un niveau k = 0 et trois niveaux k = A, 3. Comme
évoqué plus haut, le comportement avec NV de I'écart d’énergie qui sépare ces deux secteurs
de symétrie suggere qu’ils sont dégénérés a la limite thermodynamique. Les deux niveaux
suivants (Fig. 6.5) ont les méme impulsions et pourraient également étre asymptotiquement
dégénérés avec le fondamental ® pour de grands systémes, ce qui porterait la dégénérescence
a huit.

L’état dimérisé le plus simple sur le réseau triangulaire (Fig. 6.2) est aussi invariant
par toute translation de deux pas dans toutes les directions, il est donc construit sur les

5Cette derniere hypothese parait moins probable si on consideére que les comportements de taille finie
de tous ces niveaux sont régis par la méme longueur &.
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FI1G. 6.2: Etat dimérisé le plus simple sur le réseau triangulaire. Les traits épais relient les
sites appariés en singulets %(\ 14> —| I1>). Il y a douze pavages du réseau triangulaire
équivalents, ils sont orthogonaux a la limite thermodynamique.

AL\
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F1c. 6.3: Un état dimérisé du réseau triangulaire. La dégénérescence vaut douze, comme
pour I’état Fig. 6.2.

mémes impulsions. La différence essentielle avec ce qui se produit sur le réseau carré ©

est qu’il est douze fois dégénéré : 4 translations fois 3 rotations. Une telle brisure de
symétrie n’est pas observée numériquement dans le spectre N = 36. Par ailleurs la structure
locale des dimeres montre que deux dimeres paralléles est justement la configuration la
plus défavorable (cf. § 4.2.2). On peut imaginer d’autres états dimérisés construits sur
les impulsions O et A trouvées dans le spectre de basse énergie. La figure 6.3 est un autre
exemple de pavage de dimeres invariant par translation de deux pas. Il n’y a pas de couples
de dimeres paralleles, ce qui le rend énergétiquement plus favorable que celui Fig. 6.2.
Cependant, la dégénérescence douze demeure. En fait, il n’y a aucune maille élémentaire
qui donne lieu a une dégénérescence inférieure a 12 quand on 'utilise pour paver le réseau
triangulaire. La raison essentielle est qu’il y a douze fagons de paver régulierement le réseau
triangulaire par des losanges et que le pavage de losanges est ce que ’on peut faire de plus
simple qui soit invariant par translation de deux pas.

Il faut conclure que la dégénérescence quatre (ou huit) observée dans le systéme N = 36
ne s’interprete pas comme une brisure de symétrie conventionnelle de type spin-Peierls. Si

6Sur le réseau réseau carré, I’état dimérisé le plus simple donne un dégénérescence quatre entre un état
uniforme de moment nul et 3 états de vecteurs d’onde (0, 7), (,0) et (7, 7). Ces trois vecteurs d’onde sont
les analogues des points A;—1 2 3 de la zone de Brillouin du réseau triangulaire.
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I’échantillon a 36 sites présente une physique proche de celle du systeme infini, hypothese
que nous mettons en avant, il faut trouver une autre explication a cette dégénérescence
quatre ou huit. Nous proposons un scénario ou elle est une conséquence naturelle de la
topologie non triviale du réseau, qui est celle d'un tore puisque nous utilisons des conditions
aux bords périodiques.

6.1.3 Dégénérescence topologique

La plupart des idées concernant l'origine topologique de dégénérescences dans un li-
quide de spins quantique ont été proposées par ROKHSAR et KIVELSON [115], READ et
CHAKRABORTY [101], et SUTHERLAND [132]. Nous nous en inspirons pour proposer une
démonstration générale. La version détaillée se trouve en annexe C. Nous montrons que
la dégénérescence topologique trouvée par exemple dans le “quantum hard-core dimer
model” au point J = V [115] est en fait une propriété trés générale des états de spins
% completement désordonnés. Sous I'hypothese d’absence de toute forme de cohérence a
longue distance, un état liquide de spins est quatre fois dégénéré. Avant d’exposer formel-
lement ’argument, en voici I'idée. On dessine sur le réseau une coupure A qui s’enroule
une fois autour du tore. Associons a chaque configuration C' de dimeéres son nombre A(C')
d’intersections avec A. On peut vérifier que 'action d’une permutation (locale) sur les
sites du réseau ne modifie ce nombre d’intersection que d’un nombre pair. A(C') mod 2 est
donc un invariant sous ’action de I'hamiltonien. L’espace des pavages de dimeres courte
portée est divisé en deux secteurs topologiques qui ne sont pas couplés par H. L’espace
des états dimeres courte portée est en fait divisé en quatre secteurs puisque on peut aussi
les classifier suivant la parité du nombre d’intersections avec une coupure A’ choisie dans
I’autre direction du tore. Les états qui peuvent s’écrire ainsi sont quatre fois dégénérés
sur un tore. L’essentiel de la difficulté est de savoir précisément a quelle type de fonction

d’onde cela s’applique.

Dimeéres et boucles

Le point de départ est une représentation de la fonction d’onde en termes de dimeres, et
nous commencons par rappeler quelques points importants sur I’algebre des états dimérisés
ou pavages de dimeres (“valence-bond states”).

Si on inclut les dimeres de toutes longueurs, ces pavages forment une famille génératrice
de T'espace de spin S = 0. Mais ils ne sont pas orthogonaux et constituent une famille
liée. SUTHERLAND [132] propose une fagon diagrammatique de calculer le produit scalaire
<C|C'"> de deux configurations de dimeres C et C’. On commence par dessiner sur le
réseau les liens singulets de C' et C'. Le résultat est un ensemble de boucles fermées et sans
intersection qui couvrent tout le réseau, c’est le graphe de transition de C et C' (“transition
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graph”). Désignons par n(C U C") le nombre de ces boucles. Par ailleurs, on se dote d’une
convention pour orienter les dimeres (cf. annexe C), de sorte que préciser ses extrémités
suffise & connaitre on signe. On définit z(C' U C") = £1 par la parité du nombre de liens a
inverser pour que toutes les boucles du graphe de transition aient des liens alternés. Pour
ces définitions de n et x, le résultat est :

<C|C'>= 2MCYC=N2p (U ) (6.2)

En guise d’exemple, considérons le cas C' = C'. Toutes les boucles sont de longueur 2
et il y en a n(C U C) = N/2. Chaque boucle (& deux sites) est automatiquement alternée
puisque ses deux dimeéres pointent vers le méme site. Donc z(C'UC) =1 et on trouve bien
<C|C>=1.

On décompose le fondamental sur les pavages de dimeres :

[p>= 2Ny " p(C)|C> (6.3)
C
La normalisation de |¢> donne :
<plp>= Y [v(O) ()2 a(cu )| (6.4
c,c’

Hypothese des petites boucles

L’équation (6.4) peut étre reformulée comme une somme sur les recouvrements G du
réseau par des boucles :

<Ply>=) 2"9z(G)I(G) (6.5)
g

ol nous définissons :

L@ = > (O (6.6)

C,C'/CuC'=G

Cette réécriture n’est possible que parce que tous les couples de pavages C et C' dont
la réunion est le graphe G, ont le méme z(C U C') = z(G) et le méme n(C U C') = n(G).

Nous passons & I’hypothése importante : les seuls graphes G qui contribuent ¢ Eq. (6.6)
sont ceux qui ne contiennent aucune boucle faisant le tour complet du tore. Cette condition
signifie que la fonction d’onde ne possede aucune cohérence de phase a grande distance.
C’est une propriété beaucoup plus forte que d’exiger que les pavages qui contribuent ne
contiennent que des dimeres a courte portée. Un état “valence-bond crystal”’, comme ceux
représentés Fig. 6.2 ou Fig. 6.3 par exemple, ne possede que des dimeres a courte portée.
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Ils ne satisfont pas pour autant I’hypothése. Intéressons nous a la composante k = 0 de
I’état Fig. 6.2. Cette composante est la somme des pavages translatés les uns des autres. Il
est simple de voir que le graphe de transition d'un pavage et de son translaté ne contient
que des boucles qui font le tour complet du tore. L’argument topologique ne s’applique
pas a ces cas. Inversement, il existe des états qui ont cette propriété, comme le “Nearest
Neighbor Resonating Valence-Bond” (NNRVB) proposé par SUTHERLAND [131, 132]. Ceci
est démontré par une équivalence entre 'Eq. (6.5) et la fonction de partition d’un gaz
classique de boucles dont la longueur de corrélation est finie [74].

Dans le modele d’échange multiple, les corrélations que nous mesurons (spin-spin,
chirale-chirale et dimere-dimeére) décroissent exponentiellement sur une longueur carac-
téristique & ~ 2. Ceci ne suffit pas pour montrer que les grandes boucles ne contribuent
pas a ’écriture diagrammatique de <t |1y>. Toutefois, dans un liquide de spins ou il existe
une échelle de distance £ qui régit la physique de basse énergie, supposer que les boucles
de lécriture diagrammatique de <t[tp> sont aussi régies par la longueur ¢ semble une
hypothese naturelle. A partir de cette hypothese, nous montrons que le fondamental est
(au moins) quatre fois dégénéré.

Coupure sur le tore et dégénérescence quatre

Prenons une coupure A qui entoure le tore dans une des deux directions. Un pavage de
dimeére C' coupe A un nombre de fois A(C). Dans I’équation (6.3), on change le signe des
configurations de dimeres impaires par rapport a A :

[r>=> "(-1)Dy(C)|C> (6.7)

Supposons que le systeme possede un nombre impair de sites dans la direction perpen-
diculaire & A. Si |¢p> posséde une impulsion k, alors [1/"> a 'impulsion k' =k + A, ou A
est un milieu de bord de zone (cf. Fig. 6.5). Le nouvel état est orthogonal au premier et
nous montrons annexe C, grace a ’hypothese sur la contribution des grandes boucles, que
| > a la méme énergie que [¢p>. Cette dégénérescence deux doit étre étendue a quatre
quand le systéme est invariant par rotation de 27/3, puisque les états de vecteurs d’onde
k = A sont alors trois fois dégénérés par symétrie.

WEN [142] propose une construction analogue. Dans le cadre d’une théorie de champ
moyen pour un liquide de spins (non chiral), il construit un état |¢)'> a partir d’un fon-
damental [1) > par une transformation de jauge singuliére sur les degrés de liberté de
liens. Cette transformation, équivalente au changement de signe (—1)2(®) | est schématisée
Fig. 6.4. Elle revient, du point de vue du champ de jauge, a insérer un demi quantum
de flux a l'intérieur du tore (Fig. 6.4). Une dégénérescence quatre est également trouvée
par READ et SACHDEV [104] & I'aide d’une coupure enroulée sur le tore dans une théorie
Sp(N) pour un antiferromagnétique frustré.
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Fi1G. 6.4: Analogie entre un changement de phase le long d’une coupure enroulée sur le tore
(A) et I'insertion d’un 5 quantum de flux. Si les seules cohérences de la fonction d’onde sont
a des distances inférieures a &, le changement de signe le long de A apparait comme une
pure jauge puisque qu’aucune boucle physique de taille < £ ne peut percevoir le déphasage
de 7 crée par le solénoide. L’effet est similaire a ’absence d’effet Aharonov-Bohm dans
une situation ou la longueur de cohérence de phase des particules serait plus petite que la
longueur du chemin faisant le tour du solénoide.

Interprétation topologique du spectre N = 36

Apres avoir remarqué que les impulsions des quatre premiers états du spectre N = 36
correspondent a la prédiction topologique, nous pouvons interpréter la quasi-dégénérescence
de la maniere suivante : a mesure que la taille du systeme approche et dépasse la longueur
de cohérence &, mesurée par la taille des boucles qui contribuent au fondamental, les boucles
topologiquement non triviales se raréfient exponentiellement avec VN /€ et Iénergie des
trois singulets de moments k = A, 55 tend vers celle du fondamental k = 0.

6.1.4 Liquide de spins chiral ?

Plusieurs auteurs proposent 1’existence d’états liquide de spins ou I’invariance par ren-
versement du temps est spontanément brisée [69,70,144]. Il s’agit de systémes ou des
opérateurs du type ,S_'; . (5’; X gk) acquierent une valeur moyenne non nulle. Ce scénario, est
écarté pour le modele d’Heisenberg sur le réseau triangulaire [20], pour lequel il a été initia-
lement proposé [69]. La situation sur le réseau kagome est moins claire [140]. La question
de la chiralité dans le modele d’échange multiple se pose pour deux raisons :

e La présence d’'un gap de spin et d'une dégénérescence paire du fondamental est
cohérente avec les théories chirales. D’ailleurs, WEN [141] indique qu’une théorie
pour un liquide chiral incompressible doit posséder une dégénérescence topologique
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F1G. 6.5: Premiers états du spectre N = 36 a Jo, = —2, J; = 1 dans les secteurs S =

0 et S = 1 pour les vecteurs d’onde k = 0, A; et +=B. Les symboles représentent les
nombres quantiques spatiaux. Le fondamental (F = —142.867), par exemple, appartient &
la représentation triviale : k = 0, R%ﬂ =1, R,=1,0=1).
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2k9, ol g est le genre de la variété d’espace du réseau ”.

o [l existe une transition de phase chirale dans le modele classique d’échange a quatre
corps [93].

D’un autre coté, comme présenté plus haut, nous ne trouvons pas de signature d’ordre
chiral dans la fonction de corrélation de S; - (5] X qu) On peut, par contre, imaginer
un liquide chiral ou ce sont les parties imaginaires de permutations cycliques P, j, ;. .. .
qui prennent une valeur moyenne non nulle sur de grandes boucles, comme proposé par
WEN et al. [144]. Dans un telle théorie, les excitations élémentaires sont des spinons
S = % déconfinés. Nous donnons au paragraphe 6.2 plusieurs éléments qui indiquent, au
contraire, que les excitations portent un spin S = 1. Sans pouvoir éliminer ’hypothese

d’une phase chirale, le spin des excitations est une donnée qui la rend peu probable.

6.1.5 Etat VBS

En une dimension, L1EB, SHULTZ et MATTIS [83] (LSM) ont montré l'existence d’un
état d’énergie ~ O(1/N) au dessus du fondamental pour une chaine de spins 3 de longueur
N avec conditions aux bords périodiques. Cet état de basse énergie peut étre la signature
d’un mode mou ou d’une dégénérescence du fondamental, et ce théoréeme se généralise
immédiatement a tout spin demi entier. De plus AFFLECK [3]| a proposé une extension de
cette propriété a 2 dimensions. Dans cette optique, une dégénérescence 4 ou 8 du fonda-
mental du modele d’échange multiple n’est pas surprenante (I’existence d’un mode mou
étant exclue). Cependant, la dégénérescence du théoreme LSM est usuellement associée
a une brisure spontanée de symétrie a la limite thermodynamique et a un ordre de type
dimere-dimere a longue distance. Or si ’analyse que nous faisons des données numériques
est correcte, le systeme ne présente pas de tel type d’ordre. L’origine de la dégénérescence
serait purement topologique et ne serait pas liée a quelque brisure de symétrie discrete. La
fonction d’onde de LAUGHLIN [78] par exemple, dont la dégénérescence dépend aussi de la
topologie de 'espace [143], réalise un tel scénario. Cependant, en formant une combinaison
linéaire de deux des fondamentaux quasiment dégénérés du modele d’échange multiple et
d’impulsions différentes, nous obtenons un état qui brise I'invariance par translation 8. Il
faut donc étre prudent avant d’exclure la possibilité de quelque forme d’ordre que ce soit.
Quel sont donc les alternatives a 'interprétation topologique ?

Supposons que la dégénérescence du fondamental soit légerement supérieure a ce que

“Ceci n’est pas spécifique aux états chiraux puisque qu’une dégénérescence 29 apparait aussi dans des
modeles non chiraux [142]

8Les impulsions disponibles dans le spectre N = 36 sont k = 0 et k = A, le nouvel état |[¥>= 0> +|A>
est invariant par translation de deux pas du réseaux. Ceci est assez contre intuitif : si on visualise |¥>
comme possédant une “modulation” de période deux, ceci implique de D’ordre & longue portée dans la
modulation ...
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les spectres N < 36 ne le laissent imaginer. Quels seraient les états et les brisures de
symétrie compatibles avec les données numériques de fonction de corrélation exposées sec-
tion 4.27 Un état “valence-bond crystal” avec des dimeres rigides orientés tous dans la
méme direction est exclu par la répulsion importante entre dimeres paralleles. Un état
VBC comportant des dimeres de plus grande longueur et/ou d’orientations différentes im-
pliquerait la présence de nombreux états d’impulsions autres que k = 0 et k = A parmi
les niveaux de basse énergie. Ceci ne peut pas étre completement exclu mais un tel ordre
avec de nombreux spins dans la maille élémentaire semble peu probable.

En revanche, il est utile de revenir sur la fonction d’onde VBS présentée au para-
graphe 5.4. La figure 5.12.a rappelle que I’état est invariant par les translations d’un
nombre pair de pas du réseau. Sa dégénérescence 12 n’implique donc que les états d’impul-
sions k = 0 et k = A. Compte-tenu de sa remarquable énergie pour un état variationnel
sans aucun parametre ajustable, nous devons I'examiner avec attention. Méme a la limite
thermodynamique, I’état VBS n’est certainement pas le fondamental exact. Ce que 1’on
peut envisager, par contre, c’est que le modele d’échange multiple possede le méme ordre
a longue distance. Soit II, 'opérateur qui, agissant sur les quatre sites du losange a, les
projette dans leur secteur S = 2. Par construction, la fonction de corrélation < II,II, >
possede de I'ordre a longue portée : elle vaut 1 quand a et b sont deux losanges de méme
orientation qui se trouvent a une distance paire 'un de l'autre, aussi grande soit-elle.
Cette fonction de corrélation n’a pas été calculée numériquement. Si ce type d’ordre était
présent dans le modele d’échange multiple, nous aurions la méme brisure de symétrie que
la fonction VBS. Cette hypothese est assez séduisante car elle s’accompagne d’une forme
explicite de fonction d’onde. Elle fournit également une explication simple a ’existence du
gap magnétique. Celui-ci serait hérité du gap magnétique du modele VBS sur réseau carré
avec des spins S = 2, modele de départ pour la construction de la fonction d’onde que
nous considérons pour le réseau triangulaire avec des spins S = % L’image serait celle de
la formation spontanée de spin S = 2 a partir desquels le systeme forme un état VBS ou
phase de HALDANE.

Malgré cela, nous privilégions l'interprétation topologique de la dégénérescence au
détriment du point de vue VBS pour les raisons suivantes. L’état VBS impose une dé-
générescence 12 que nous n’observons pas jusqu’a N = 36. Il faudrait pour la rétablir des
effets de taille considérables (alors que 1’état Fig. 5.12 n’est pas frustré par les conditions
périodiques de ’échantillon 36). Par exemple, le plus énergétique des états singulets requis
pour la brisure de symétrie VBS est a une énergie A = 3.612 au dessus du fondamental
(k =0, Rors = 7,52, R, = 1). Compte tenu de la longueur de corrélation mesurée dans
le fondamental et du comportement de 1’énergie du fondamental présenté Fig. 6.1, un effet
de taille capable de ramener cet état a 1’énergie du fondamental est assez improbable. De
plus, le troisieme état excité du spectre N = 36 (hexagone Fig. 6.5) possede les nombres
quantiques k = 0, Roz3 = 1, 0 = 1, Ry = —1 qui ne sont pas compatibles avec I'état
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VBS. 1l faudrait aussi admettre que cet état remonte a plus haute énergie avec la taille du
systeme.

6.2 Excitations élémentaires

Quand un systeme développe de 'ordre de Néel a longue distance, la brisure spon-
tanée de la symétrie SU(2) impose aux excitations de basse énergie d’étre des bosons de
Goldstone, les magnons. Sans ordre magnétique, toutes sortes d’excitations exotiques sont
permises. Leur spin peut étre 0, % ou 1, leur statistique bosonique, fermionique ou méme
anyionique ... Les excitations de basse énergie du liquide de spins que nous étudions sont
magnétiques et la question posée est celle de leur spin. Apres avoir posé le probleme du
confinement des spinons, nous présentons dans cette section quelques données numériques
qui plaident en faveur d’excitations élémentaires de spin 1 et vers un confinement des
spinons.

6.2.1 Spinons dans les liquides de spins

Les gaps que nous trouvons dans le secteur triplet et singulet signifient que ces quasi-
particules sont massives. La tres faible densité d’états dans le secteur S = 0 jusqu’a des
énergies supérieures au gap de spin (voir le spectre N = 36 Fig. 6.5) est une indication
forte que les excitations portent un spin non nul. Par ailleurs, toutes les théories de liquides

de spins que nous avons évoquées (Tab. 6.1) possédent des excitations avec un spin %

2
(spinons) °. Le spinon est en effet un objet naturel dans une image RVB courte portée
de la fonction d’onde. Il consiste en un spin non apparié dans une mer de dimeres. Dans
un échantillon pair, de tels défauts sont crées par paires. La question est de savoir si ces
spinons sont ou non confinés, c’est-a-dire s’il est ou non favorable de les créer a proximité
I’'un de I'autre. Sur ce point, la comparaison des théories mentionnées Tab. 6.1 suggere que
la frustration (réseau non bipartite) favorise le déconfinement. Des développements a N
grand menés par READ et SACHDEV [104] concernant le modele J; — Jy — J; sur le réseau
carré vont également dans ce sens. Qu’en est-il du modele d’échange multiple, et de quelles

données disposons-nous ?

9A I'exception du “hard-core dimer model” de ROKHSAR et KIVELSON [115] dont les résonnons sont
de spin nul. En ’absence de dopage, ce modele décrit des degrés de liberté de dimeéres uniquement, il se
place donc & des énergies petites devant le gap de spin. Au-dela de cette énergie, des spinons existent et
pourraient étre bosoniques [71].
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Modele Parametre Excitations Auteurs
“Valence-bond solid” 28 ==z bosons S = 1 AFFLECK et al. [4,5]
confinés
Heisenberg SU(N — c0)  réseau carré bosons S = % READ et SACHDEV [103]
non frustré confinés
ne, = 0 mod z
Heisenberg Sp(N — o0)  réseau kagome  bosons S = % SACHDEV [116]
et triangulaire  déconfinés
Fonction d’onde NNRVB* bosons SUTHERLAND [132]
S =3 [101]
Liquide Chiral résean anyions § =1  KALMEYER et LAUGHLIN [70]
triangulaire déconfinés
Liquide chiral anyions S =1  WEN et al. [144]
Liquide avec ordre topo- fermions § =3 WEN [142]
logique®
“Quantum hard-core di- V =J résonons S = 0. ROKHSAR et KIVELSON [115]
mer model” Pas de gap a
V =J. Gap
probable pour
V< J.

*“Nearest Neighbor Resonating Valence-Bond”
®Méthode de champ moyen SU(2) fermionique

TAB. 6.1: Quelques théories de liquides de spins en deux dimensions sans brisure de
symétrie spatiale. Toutes possedent un gap de spin.
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6.2.2 Relations de dispersion

Le probleme du spin et de la statistique, est difficile a aborder par les diagonalisations
exactes puisque cette méthode donne directement le spectre des états a N corps, et non les
propriétés a une (quasi-)particule. L’objet principal pour étudier la dynamique est la fonc-
tion spectrale, transformée de Fourier en temps et en espace de la fonction de corrélation
dynamique < S%(0,0)S?(x,t) >. Le code employé au cours de ce travail n’effectue pas
le calcul de ce facteur de structure dynamique S(q,w) mais le développement d’un tel
programme permettrait de mieux comprendre les problemes posés ici. L’observation de
pics de quasi-particules ou de structures plus incohérentes renseignerait sur 1’existence de
modes. Cependant, l'interprétation de telles données numériques est parfois limitée par
le trés faible nombre d’impulsions dans la zone de Brillouin ° et par la discrétisation du
spectre de basse énergie (S(q,w) est une somme de distributions §(w — wy)).

Nous disposons par contre de I’énergie des premiers états excités (& N corps) en fonction
de leur impulsion. La figure 6.6 représente la dispersion wg(k) des excitations triplets et
singulets dans la zone de Brillouin pour un échantillon & 28 sites (le plus grand systéme
avec la symétrie de rotation R, /3 pour lequel nous avons tous les niveaux de basse énergie)
et 16 sites. Il apparait que les excitations triplets de plus basse énergie (celles qui fixent la

1

valeur du gap de spin) se trouvent au voisinage du points k = 5 A, en accord avec I’analyse

que nous avons faite des corrélations dans le fondamental.

6.2.3 Excitations de spin 1 ou de spin %?

Par ailleurs, sur ces deux échantillons et comme dans tous les autres systemes étudiés,
les dispersions dans les secteurs S = 0 et S = 1 sont fortement corrélées. Les minima de
ws—1(k) coincident avec les maxima de ws—g(k). Nous interprétons cette propriété remar-
quable comme la signature d’excitations de spin 1 plutot que de spin % Avec des spinons
déconfinés, les états excités de spin 0 ou 1 s’obtiennent en peuplant le fondamental de
deux spinons. Dans la limite ou ils interagissent peu, on obtiendrait la méme dispersion
pour les états S = 0 et S = 1. En revanche, si les excitations élémentaires sont de spin
1, les premiers états excités des secteurs S = 0 et S = 1 sont de nature différentes : états
a une particule pour les un, et a deux particules pour les seconds. On constate en par-
ticulier sur N = 16, 28 (Fig. 6.6) et N = 24 (Fig. 6.7) que les minima de wg—o(k # 0)
sont atteints pour I'impulsion k = 2k, double de I'impulsion kg du premier triplet. La
corrélation entre spectres S = 0 et S = 1 se comprend qualitativement par des relations
du type ws—o(k+ko) =~ ws—1(ko) + ws=1(k), qui traduisent la compositions des impulsions

0par exemple, le réseau triangulaire & 28 sites le plus symétrique ne possede que 6 impulsions
inéquivalentes par symétrie de rotation autour de ’origine. Le réseau & 30 sites que nous avons étudié
n’est pas invariant par rotation de 27/3 autour de l'origine et il posséde 16 impulsions inéquivalentes.
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F1G. 6.6: Dispersion des états S = 1 (gauche) et S = 0 (droite) a Jo/Jy = —2. Le rayon
des cercles est proportionnel & wg(k) = E(S,k) — Ein(S) (échelle en bas a gauche). Les
croix indiquent I'impulsion de 1’état de plus basse énergie dans son secteur de spin. Dans
le secteur S = 0, la croix a l'origine rappelle que le fondamental absolu est d’impulsion
nulle.
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F1G. 6.7: Dispersion des états S = 1 (gauche) et S = 0 (droite) a Jo/J, = —2. Mémes
conventions que Fig. 6.6. Ces réseaux ne sont pas invariants par rotation de Ro./3, ce
qui explique 'anisotropie de la dispersion. Cette anisotropie met en lumiere la corrélation
entre la dispersion des états singulets et celle des triplets, en particulier sur 1’échantillon
N =24 =6 x 4 ou les impulsions des triplets les moins énergétiques sont celles ou le gap
singulet est maximal. Ceci trouve une explication naturelle si les excitations élémentaires
possedent un spin S =1 (cf. texte).
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Fic. 6.8: Energie de liaison de 2 spinons, évaluée a partir des énergies des tailles IV et

de deux triplets.

1

2

peut évaluer le cout énergétique wg_1 d’un spinon isolé en comparant les énergies d’un
2

systeme a 2p sites a celle d’un systeme a 2p + 1 sites. On suppose que le fondamental du
2p+1
2p

Un échantillon de taille finie n’autorise pas les transitions avec AS = ==, mais on

systéme impair a I’énergie du systéme pair (corrigée d’un facteur pour tenir compte

de lextensivité) plus I’énergie wg_1 d’un spinon :
-2

= 2p+1 n-

Si on dispose des spectres pour N = 2p et N' = 2p — 1 on doit soustraire ’énergie du
spinon a I’énergie du systeme impair :

_ 2p —op—
EN=? — o (Efj: - wS:1> (6.9)

2

En comparant la valeur de 2wg_1 au gap de spin ws—; = EYS™ — EYZPP du systeme

pair, on obtient une estimation de 1’énergie de liaison de deux spinons. Ce calcul n’est
valable que lorsque les effets de tailles ne sont plus trop importants. Pour limiter ces effets,
nous choisissons dans le diagramme “E/N versus gap de spin” (Fig. 4.12 page 72) les
couples de systemes 2p,2p 4+ 1 les plus proches. Cette proximité nous assure que malgré
leurs différences de géométries, les systemes sont les plus semblables possibles. La valeur
de I'énergie de liaison wg—1 — 2wg_ 1 est présentée Fig. 6.8. A I’exception des deux plus
petites tailles N = 15,16, I’énergie de liaison est négative et du méme ordre de grandeur,
en valeur absolue, que le gap de spin. Cette grande frustration des systemes impairs signale
une forte attraction entre spinons. C’est un nouvel argument en faveur de [’hypotheése du
confinement des spinons.
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Chapitre 7

Champ magnétique extérieur

Le comportement sous champ magnétique du modeéle d’échange multiple sur le réseau
triangulaire est assez exotique. Au lieu d’une aimantation qui croit linéairement avec le
champ appliqué, le systéme présente deux plateaux d’aimantation & M/Mg = 0 et %
D’une maniere remarquable, le deuxieme plateau existe aussi bien pour les modeles de
spins classiques [94] que quantiques [91,94]. Ce dernier constitue un des tous premiers
exemples de plateau quantique en deux dimensions pour M /Mg > 0 '

On comprend une telle absence de réponse au champ quand elle trouve son origine
dans un gap de spin quantique. On trouve des exemples de plateaux dans les échelles de
spins. Les données expérimentales sur le composé Cuy(CsH12N3)oCly (échelles de spins %
a deux montants) [31] mettent en évidence un plateau a M /Mg, = 0. Dans le composé &
double chaine NH,CuCl;, SHIRAMURA et al. [123] mesurent deux plateaux & M/Mg, =
% et M/ Mgy = % 2. Du point de vue théorique, de nombreux auteurs ont étudié les
plateaux dans les systémes unidimensionnels [24,57, 59, 136]. En dimension un, les plateaux
peuvent le plus souvent étre compris qualitativement dans une image de couplage fort [62]
ou l'aimantation est essentiellement décrite par ce qui se passe a l'intérieur d’'une cellule
élémentaire comprenant un petit nombre de spins (les spins d’un barreau de 1’échelle par
exemple). La situation est plus complexe pour les réseaux de Bravais en deux dimensions
ou I’équivalence de tous les sites ne laisse aucune cellule élémentaire. Dans ces situations,
la raison pour laquelle les plateaux apparaissent a des valeurs rationnelles de I’aimantation

est plus obscure.

! autre exemple est le modele XXZ sur le réseau triangulaire [35,61]. Des modeles ou des composés
avec des plateaux existent quand les couplages ne forment pas un réseau de Bravais. Citons par exemple le

composé SrCuz(BO3), [68] ou trois plateaux & M/ Mgy = 0, M/ Moy = % et M/ Msar = i sont observés.

Dans ce cas, la maille élémentaire du cristal comprend quatre spins % et le fondamental est, en bonne

approximation, un produit de dimeres.
2L’origine de ces plateaux, n’est pas completement élucidée, elle pourrait étre reliée aux couplages

tridimensionnels [75].
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Ce chapitre commence par des remarques générales et élémentaires. Nous rappelons
le lien entre aimantation et spectre en champ nul, puis nous donnons des conditions
nécessaires a l'apparition d’un plateau : colinéarité pour les spins classiques et le critere
d’OsHIKAWA [100] pour les cas quantiques unidimensionnels. Apres ce rapide tour d’hori-
zon, nous présentons les résultats numériques sur I’aimantation du modele d’échange mul-
tiple, faisons une analyse du plateau et de 1’état fondamental & M /Mg, = % et comparons
au cas classique étudié par MoMOI et al. [94].

7.1 Généralités sur les plateaux d’aimantation

Nous donnons quelques points de repére simples sur les spins dans un champ magnétique
uniforme extérieur a température nulle. Comment la courbe d’aimantation est reliée au
spectre en champ nul ?

7.1.1 Réponse magnétique et spectre a champ nul

Notons e(m) I'énergie par site du systéme en fonction de son aimantation normalisée

m = MM Cette fonction est donnée par le spectre en champ nul, par exemple tel que
le donnent les diagonalisations dans chaque secteur de spin total S ( e(m) = +E(S =

m%)). La courbe d’aimantation m(B) est obtenue en minimisant E(S) — BS, ¢’est-a-dire
e(m) — 3Bm, soit 3 :

— —_B 1
om 2 (7.1)

5 \-1
Quant a la susceptibilité par site, elle vaut y = %g—g = % ( 88;:;) . A la limite ther-
modynamique, ’aimantation est entierement déterminée par la donnée de la grandeur

intensive e(m), que le systéme soit quantique ou classique.

Ordre de Néel

Il peut étre utile d’avoir un exemple simple comme point de repere. Nous avons vu au
chapitre 3 qu’un systeme avec de ’ordre de Néel possede un spectre du type :

S(S+1)

FE ~
(S) SN ye

(7.2)

3Sous réserve que e(m) soit dérivable. C’est justement quand ce n’est pas le cas qu’un plateau d’aiman-
tation apparait.



7.1. GENERALITES SUR LES PLATEAUX D’AIMANTATION 109

0 B
0 Bat
m=2S/N

F1G. 7.1: Réponse magnétique d’un spectre e(m) ~ m?.

de sorte que :
e(m) = — (7.3)

et 'aimantation est linéaire en B : m(B) = 2x,B. A partir de ce comportement “standard”
(Fig. 7.1), plusieurs sortes de déviations peuvent exister, donnant lieu & des plateaux et
discontinuités (métamagnétisme) dans m(B).

Plateaux et métamagnétisme

Voici quelques scénarii typiques :

e Plateau d’aimantation m = 0. Ceci équivaut a 59_7;|m:0+ > (0 et a l'existence d’un

gap de spin. L’aimantation ne commence a croitre qu’a un champ B; > 0 (Fig. 7.2).
Suivant les cas, il peut s’agir d’une transition critique ou du premier ordre.

Par exemple, si le développement de e(m) a m petit donne : e(m) = %Am + %am" +
o(m™) avec a > 0, alors 'aimantation au voisinage de la transition & B; = A sera
m(B =A+6B) = @(5B)($6B)ﬁ. Dans une chaine de spins 1 ott m ~ /3B [118],
nous avons n = 3 et le systeme est critique a B = A.

Par contre, un saut d’aimantation & B = B correspond a e(m) concave : e(m) =
%Am + %am” avec a < 0. Dans ce cas, le gap de spin A n’est pas relié au champ B;
de la transition du premier ordre.

e Plateau d’aimantation pour B € [Bj,Bs] & m > 0 (exemple Fig. 7.3). C’est la

conséquence d’une discontinuité dans 2¢. Comme au cas précédent, les transitions 3
om ?

By et By peuvent étre critiques ou bien du premier ordre.

e Métamagnétisme. Une concavité dans e(m) entraine un saut d’aimantation (Fig. 7.4).
C’est une transition du premier ordre.
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m=2S/N

m=2S/N

F1G. 7.3: e(m) typique pour un plateau d’aimantation

B
0 1 0 B, Bsat
m=2S/N

F1a. 7.4: Transition métamagnétique associée a une concavité de e(m).



7.1. GENERALITES SUR LES PLATEAUX D’AIMANTATION 111

e(m) est la grandeur naturelle pour étudier la réponse & un champ uniforme, que les

spins soient classiques ou quantiques. A la notion de “gap”, purement quantique, on peut

Ode de

Im|md ~ Bmmy qU est aussi définie pour des spins clas-

substituer la grandeur intensive
siques.

7.1.2 Spins classiques : condition de colinéarité
Etat non colinéaire

Un plateau d’aimantation apparait quand la dérivée de e(m) est discontinue. Mais
une telle discontinuité n’est possible que pour certaines configurations des spins : 4 est
nécessaire que les spins soient colinéaires a la direction du champ magnétique.

Cette propriété se montre simplement. Supposons que le fondamental ¥, pour I’aiman-
tation mg ne soit pas un état colinéaire. Montrons que e(m) est dérivable en my et qu’il n’y
a donc pas de plateau d’aimantation a mg. ¥y n’étant pas colinéaire, il existe un nombre
macroscopique de spins qui ne sont pas alignés avec ’axe, disons z, du champ. On peut
donc choisir un nombre macroscopique de spins qui pointent dans un petit angle solide
ne comprenant pas la direction z. On tourne ces spins d’un angle € autour de I'axe = ou
y pour obtenir un nouvel état W(#). Cette construction nous assure que I'aimantation de
V() varie linéairement * en 0 :

m(#) = mo+ad+ OB ,a#0 (7.4)

U(f) n’est a priori pas le fondamental pour I'aimantation m(f) mais son énergie 5 est
e(¥(0)) = e(mo) + O(F) et donc e(m(f)) < e(my) + O(F). Avec I'équation (7.4) nous
obtenons :

e(m) < e(mg) + O(m — my) (7.5)

Puisque le systeme atteint I’aimantation my, il n’y a pas de transition métamagnétique
au voisinage de mg. Par conséquent e(m) est convexe au voisinage de my. D’autre part,
une majoration comme celle de ’équation (7.5) impose la dérivabilité en m = mg pour une

de de

.  Be _ e ’ :
fonction convexe : Brm [m=mz = Om jm=m3 Il n’y a donc pas de plateau a my.

Etat colinéaire

A T’inverse, quelles sont les conditions pour la réalisation d’un plateau? Bien sur, le
fondamental doit étre colinéaire. Reprenons une déformation de cet état, paramétrée par

4Si ¥, était colinéaire, toute rotation d’une partie des spins ne modifierait ’aimantation que par des
termes en cos(#) : m(0) = mo + b6% + O(63).
5Nous supposons que ’énergie est une fonction dérivable des angles entre spins.
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un angle 6, et examinons le cas my > 0. Maintenant nous avons :
m(6) = mg + €8>+ O0*) , e #0 (7.6)

Placons-nous a nouveau dans un cas o1 e(m) est convexe, c’est-a-dire sans métamagnétisme.

e(m) est alors dérivable & gauche et & droite et il y a un plateau si seulement si g—;‘m, <
0

e
om |m,

existe des transformations qui diminuent, et d’autre qui augmentent m (suivant qu’elles

+. La valeur de €, en particulier son signe, dépend de la transformation choisie. Il
0

agissent plutét sur le sous-réseau 1 ou ). Ne prenons plus une déformation infinitésimale
arbitraire, mais les deux familles de déformations optimales, D*(6) et D~ (6), qui aug-
mentent et diminuent I’aimantation. # n’est plus forcément I’angle que I’on impose a un
sous-réseau et peut-étre un paramétrage plus compliqué d’états voisins de ¥, (une onde
de spin par exemple). Elles déforment W, en U (6) et ¥ (f), qui sont respectivement les
fondamentaux pour les aimantations m*(0) = mo+e"6?+--- et m (0) = mo+e€ 0*+---
avec € > 0 et e < 0. Puisque e(m) est dérivable & gauche et & droite de my, e(¥1(6)) et
e(U~(0)) varient également en O(6?) au voisinage de zéro. Ces énergies s’écrivent :

e(UF () = ey + a0 + O(6*)
(U (0)) = e + a—0% + O(6%) (7.7)

Et donc :

e(mg+ e 0?) =eg+at0?+ OB , e >0
e(mg+e 0*)=ep+a 02+0(0°) , e <0 (7.8)

On remarque que e(m) est une fonction croissante de m, par conséquent les coefficients a™*
et a~ satisfont a™ > 0 et a= < 0. On trouve finalement les dérivées & gauche et a droite
de mg > 0 :

Oe a’

oM |m=mg €

e _@ (7.9)

OMm m=my; €

La condition nécessaire et suffisante pour que I’état colinéaire ¥, soit le fondamental d’un

plateau d’aimantation est donc que %= < ‘6‘—1 Elle signifie une différence de rigidité entre

les transformations qui augmentent et celles qui abaissent ’aimantation.
Etat colinéaire d’aimantation nulle

Si le systeme posseéde la symétrie O(3) ¢, il ne peut pas y avoir de plateau d’aimantation
a mg = 0, quelles que soient les interactions a courte portée et dérivables dans les angles

611 suffit, en fait, d’une symétrie O(2) autour d’un axe qui n’est pas celui du champ appliqué.
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entre spins. C’est une conséquence de la condition de colinéarité. Un plateau n’est possible
que lorsque tous les fondamentaux d’aimantation m* = 0 sont colinéaires a ’axe z du
champ. Or, par rotation autour de I'axe x ou y, on peut en obtenir qui ne sont le sont pas.
Ils ont une susceptibilité y, non nulle. On retrouve le fait que e(m) n’est pas linéaire mais
quadratique a m — 0 pour un état antiferromagnétique de Néel.

7.1.3 Plateaux pour des spins quantiques

En résumé, un plateau d’aimantation a mgy > 0 se produit dans un systeme classique
si les fondamentaux d’aimantation mg sont des états colinéaires dont les raideurs pour les
excitations dm > 0 et dm < 0 sont différentes. Qu’en est-il dans le cas quantique ?

Plateau quantique a m =0 et gap de spin

Un plateau & m = 0 signifie que e(m) est linéaire e(mm) = LAm+ O(m?). Ceci implique
mathématiquement D’existence a la limite thermodynamique d’un nombre macroscopique
de gaps A ~ En(S + 1) — Ex(S) arbitrairement proche de A.” Dans ce point de vue, le
gap de spin microscopique E(S = 1) — E(S = 0) peut étre différent du gap A = 25—7‘;
observable par la largeur du plateau d’aimantation 8.

En revanche, un argument physique permet de comprendre pourquoi le premzier gap de
spin E(S = 1) — E(S = 0) est en général égal au gap magnétique 25—;. Un gap de spin
non nul est relié & une longueur de corrélation £ finie (£ ~ % pour fixer les idées), longueur
qui caractérise aussi 1’étendue spatiale des premieres excitations magnétiques. On peut
peupler le fondamental d’une densité faible mais finie n < 1 de ces excitations localisées,
sans qu’elles interagissent notablement. Si ces excitations portent un spin Sy = % oul et
ont chacune une énergie Ag, 1'état de densité n a I’énergie E ~ Ey + nNAy (N nombre

total de sites). Son spin vaut au maximum S = nNS;. On trouve E(S) ~ Ey + S%Ao et

N

"Posons Ag(N) = Ex(S+1) — En(S). Alors e(m) = 3 Am+ O(m?) signifie que limpy o0 @ =

—m Y 1) En(S=m X N
2Am + O(m?). On a donc limy En(S=m> +1]2[ En(S=my) & + L O(m). L’assertion rigoureuse sur

Iexistence d’un infinité de gaps est donc : lim,,, o limy_,oc A S:m%(N ) =A.

8Voici un exemple de spectre avec un gap de spin fini mais sans aucun plateau d’aimantation a la limite
thermodynamique :

S(S +1)

E(S) = —Adso + 9 Nxo

(7.10)
Pour ce spectre, m(B) = 2xoB & la limite N — oco. Plus précisément : limp_0 limny_, 5 = 2x0. Il est en
fait facile de construire toutes sortes de spectres pathologiques. Par exemple E(S) = A(S — dg,1) n’a pas
de gap (E(S = 0) = E(S = 1) = 0) mais il possede, toujours & la limite thermodynamique, un plateau
d’aimantation. Seule ’énergie intensive e(m) détermine I’aimantation pour N = oo, et des gaps en nombre
fini, i.e. ~ O(N?), n’ont pas d’incidence sur m(B).
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Se _ 1
om ~—  2Sp

étendue spatiale finie, le gap de spin est identique au gap magnétique.

Ag. Chaque fois que les excitations élémentaires ont un spin non nul ? et une

Condition d’OSHIKAWA

Que reste-t-il de la condition de colinéarité que nous avons démontrée dans le cas
de spins classiques? OSHIKAWA et al. [100] ont trouvé une généralisation du théoreme
LSM [83] qui montre qu’un plateau dans une chaine de spins S ne peut se produire qu’a

z

des valeurs de I'aimantation par site M? = S, vérifiant :

n(S — M?) e Z (7.11)

ou n est la période du fondamental, qui peut résulter d’une brisure explicite ou spontanée
de I'invariance par translation. Cette condition n’est pas restreinte au cas des chaines, elle
est aussi pertinente dans les cas des échelles [25]. Nous rappelons ici la démonstration.
Elle consiste a appliquer sur le fondamental |¥y> d’une chaine périodique de N sites un
opérateur U défini par :

2
U = exp [W ; :L‘S;] (7.12)
et on pose :
|U'>=U|¥y> (7.13)

Pour un hamiltonien H avec des interactions a courte portée qui conservent S7,, on
vérifie que <U'|H — BSZ,|U'>=<Wo|H — BSZ,|¥> +O(+). Par ailleurs, 'impulsion de

O

[U"> differe de celle de |[¥o>. Si T est la translation d’un site, alors TS2T ! =52, . v.

xr
Commuter U avec la translation T donne donc :

TUT™' = exp % TS(y 41 mod N)] (7.14)
L =0
[ omi A 2mi o
= exp | - Z_; 8} - Z_; SZ 4 2i7r5’£:o] (7.15)
— Uexp2in(Si_,— M?)] (7.16)

o M* = §Sg,. Si o> est d’impulsion kg, alors Eq. (7.16) montre que [¥'> est d’im-
pulsion k' = ko + 27(S — M#). Quand le fondamental brise I'invariance par translation et

qu’il est n fois dégénéré, les impulsions des fondamentaux sont : k; = 0,25, ... (n —1)%

9Une étude du comportement critique en dimensions 1 et 2 d’un systéme ol les excitations sont des
bosons de spin % ou 1 est discuté par SACHDEV et al. [118]
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(et n vaut 1 §’il n’y a pas de brisure de symétrie). Mais si n(S — M?) n’est pas un entier,
Iimpulsion &' ne fait pas partie de ’ensemble des impulsions k; des fondamentaux. L’état
|W'> est donc orthogonal au fondamental et signale I’existence d’un mode de basse énergie.
Puisque U commute avec SZ,, |¥'> possede la méme aimantation que |¥>, et il ne contre-
dit pas encore la possibilité d’un plateau a M?#. Pour qu’il n’ y ait pas de plateau, il faut
des excitations de basse énergie dans des secteurs d’aimantation différents. Cependant, on
s’attend en général a ce qu'un mode de basse énergie se traduise par des états proches du
fondamental dans le méme secteur de spin et dans les secteurs de spin différents °. Cest
en tout cas le résultat auquel aboutit, en dimension un, ’approche par bosonisation [100].
Un plateau n’est donc possible que lorsque I’équation (7.11) est satisfaite. Signalons pour
conclure ce paragraphe sur le critere d’OSHIKAWA qu’il contient la conjecture de HALDANE
comme le cas particulier o M? = 0 : un gap de spin n’est possible que lorsque nS est
entier.

Colinéarité dans le cas quantique

Il est intéressant de noter que cette condition ressemble a la condition de colinéarité du
§ 7.1.2. Supposons qu’un état soit colinéaire et possede p spins vers le bas et n — p spins
vers le haut dans chaque cellule élémentaire. Dans cet état uPd" P, le moment magnétique
d’une cellule est nM?* = (n — p)S — pS et on trouve :

n(S—M*)=2S €L (7.17)

Dans le cas de spins £, cette condition est équivalente & Eq. (7.11). Par contre, si le spin
est supérieur & 3, la condition de colinéarité (7.17) est plus restrictive que (7.11). Pour
n =2 et S =1 par exemple, les plateaux permis par I’équation (7.11) sont M?* = 0, % et 1.
Par contre, la condition (7.17) n’autorise que M* = 0 et 1. Plus simplement encore, le gap
de spin de la phase de HALDANE viole le critére classique puisqu’il correspond a S = 1,
M?=0etn=1.

Peut-on utiliser 'argument classique de colinéarité pour des spins quantiques? Si un
état quantique n’est pas colinéaire, dans le sens ou il possede un sous-réseau avec une
atmantation transverse macroscopique, 'argument, classique est valable et il n’y a pas de
plateau, quelle que soit la dimension d’espace. Il n’y a, a notre connaissance, que deux
systemes quantiques bidimensionnels qui exhibent des plateaux d’aimantation a mgy > 0,
dans les deux cas, il s’agit d’états colinéaires : plateau a m = % du modele XXZ sur réseau
triangulaire [35,61,98,133] et du modele d’échange multiple sur le réseau triangulaire (ce
travail [91] et Réf. [94]). La colinéarité n’est pas restreinte au cas d’une symétrie O(3)

dans le cas classique, et elle ne semble pas non plus I'étre dans le cas de spins % En

100n remarque toutefois qu’il existe des situations oll un continuum d’excitations AM? = 0 n’est pas
accompagné d’excitations AM#* = +1, par exemple dans le modele d’Heisenberg sur le réseau kagome [140].
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particulier, si les couplages sont de type XXZ, les plateaux, s’il y en a, doivent correspondre
a des configurations de spins colinéaires au champ, qu’il soit transverse ou longitudinal par
rapport a Z 1.

Contrairement au cas classique, un état quantique peut n’avoir aucune aimantation
macroscopique transverse, sans pour autant satisfaire le critere (7.17). Il s’agit par exemple
d’états ou les corrélations dans le plan perpendiculaire au champ sont a courte portée.
L’analyse qui précede nous enseigne qu’un plateau qui satisfait le critere d’OSHIKAWA
Eq. (7.11) mais sans satisfaire le critére quasi-classique Eq. (7.17) est nécessairement dans
cette catégorie. Cette distinction (pour les spins entiers) n’est pertinente qu’en dimension
supérieure ou égale a deux puisqu’en dimension 1, on s’attend, a cause des fluctuations, a
ne jamais trouver d’aimantation macroscopique en dehors de la direction du champ.

7.2 Aimantation du modele d’échange multiple

7.2.1 Plateau a m =

DO =

Nous revenons ici au modele d’échange multiple sur le réseau triangulaire. L’énergie
en fonction de 'aimantation est présentée Fig. 7.5.a pour les tailles N = 16, 20, 24 et 28.
La propriété la plus remarquable est la discontinuité dans la pente a m = % Cette dis-
continuité, conformément au schéma Fig. 7.3, entraine un plateau dans ’aimantation en
fonction du champ magnétique appliqué (Fig. 7.5.b). La largeur du plateau varie relative-
ment peu avec la taille du systeme et il persiste a la limite thermodynamique. Autre fait
remarquable, KuBO et MoMOI, qui ont étudié le modele d’échange multiple classique [77],
trouvent un plateau d’aimantation pour la méme valeur m = £ 2. Ce plateau persiste
dans une grande gamme de parametres. La figure 7.6 montre que pour certaines valeurs
des fréquences d’échange, le plateau peut aller jusqu’a occuper la majeure partie de I'in-
tervalle de réponse magnétique. A la suite des arguments du § 7.1.3 sur les contraintes
qui pesent sur le fondamental d’un plateau d’aimantation, il n’est pas trés surprenant de
constater que I'aimantation du plateau n’est pas affectée par les fluctuations quantiques et

que I’état fondamental est de structure colinéaire.

HTe modele XY pour des spins % constitue un exemple [133]. Un plateau existe en champ transverse

a T = 0 pour un état ferrimagnétique colinéaire au champ (m = %) Il n’a en revanche pas de plateau

quand le champ est appliqué suivant z. D’un autre coté, si les interactions antiferromagnétiques ont une
anisotropie de type Ising, alors un plateau & m = % se produit pour un champ dans I’axe Ising [98].

120n remarque que les courbes d’aimantation calculées pour N = 16 et N = 18 sur le réseau carré avec
des échanges & deux et quatre corps présentent un plateau similaire [111,112]. Cette hypothese n’est pas
discutée par les auteurs, mais il se pourrait que le plateau persiste a la limite thermodynamique (voir aussi

la note 30 de [94]).
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F1G. 7.5: e(m) et m(B) pour Jo, = —2 et J; = 1. Les courbes d’aimantation pour N = 16, 20
et N = 28,m >  ont également été obtenues indépendamment par MoMOI et al. [94].
Le courbe a température finie pour N = 24 souligne la stabilité du plateau vis-a-vis des
fluctuations thermiques.
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F1c. 7.7: Etat wuud A quatre sous-réseaux

7.2.2 Etat uuud

1
2

sous-réseaux uuud dessiné Fig. 7.7. Cet état est colinéaire. Il possede une maille élémentaire

KuBo et MoMoI trouvent que le fondamental classique a m = = est ’état a quatre
de quatre sites et satisfait le critere Eq. (7.17). Les diagonalisations exactes montrent que
le fondamental quantique a m = % est également cet état a quatre sous-réseaux, habillé de
fluctuations quantiques. MOMOI et al. ont effectué une étude par diagonalisations exactes
du modele Jy — J; et sont arrivés indépendamment & la méme conclusion [94]. Les données
numériques qui conduisent a identifier le fondamental S = N/4 comme un état uuud sont
les suivantes (de la plus simple &, nous semble-t-il, la plus convaincante) :

e Nous n’observons de plateau d’aimantation que sur les systemes ol conditions aux
bords périodiques ne frustrent pas la structure a quatre sous-réseaux. Dans les cas
contraires, le fondamental du secteur S = N/4 posséde un énergie E/N beaucoup
plus élevée.

e Les corrélations dans le fondamental S' = % indiquent que I’état quantique est proche
de la structure classique uuud. A distance |j —i| = 2 par exemple, on trouve une tres
forte corrélation ferromagnétique, a plus de 80% de la valeur classique maximale 3.

o L’énergie quantique (5 FEy=2s(S = N/4) = —3.518 pour J, = —2,J; = 1) n’est pas

tres éloignée de la valeur classique de Pétat uuud (ES

- ud = —3-), si on la compare a

ce qui se passe pour S = 0 (1 E?(S = 0) = —4 tandis que le fondamental vaut -3. La
différence reste importante, elle nous rappelle que 1’état uuud n’est pas état propre
exact de I’hamiltonien.

e Les nombres quantiques du fondamental a S = % permettent de conclure a une
brisure spontanée de I’invariance par translation. La figure 7.8 montre un spectre au
voisinage de S = N/4 = 7 pour 28 sites. Le fondamental de spin S = 7 correspond &

B G- gj >=0.180,0.183,0.202 suivant la direction pour N = 24, ce réseau n’ayant pas la symétrie
Rax/3- MOMOI et al. [94] estiment, d’apres une analyse de taille finie sur N = 12, 16,20, 24 et 28, que la
réduction de 'aimantation des sous-réseaux est de 10% pour les trois sous-réseaux u et de 30% pour le
sous-réseau d.
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deux niveaux d’énergie quasiment dégénérés (E = —98.475 pour v/ et E' = —98.505
pour ©) qui correspondent & quatre états dont les nombres quantiques sont k =
O,Rr =1etk = A 53 Ry =1 (3 fois dégénéré par symétrie de rotation ’Rg,r/g,).
Les symétries de ces niveaux indiquent : un spin total S = N/4, une dégénérescence
quatre, I'invariance par rotation de 7 autour d’un site et par translation de deux pas
dans n’importe quelle direction. Par contre, une combinaison linéaire de ces quatre
états brisera l'invariance par translation d’un pas et la rotation Ry, /3. Ces propriétés
sont précisément celles qui caractérisent les (quatre) états uuud.

Losanges de spin 1

Au chapitre 5, nous avons proposé une interprétation semi-qualitative de la structure de
la fonction d’onde a champ nul comme le résultat du couplage de fonctions d’ondes locales
de quatre spins (losanges) portant un spin S = 1 (§ 5.3). Ce point de vue est non seulement
cohérent avec le plateau d’aimantation, mais il peut aussi en éclairer 1’origine. Si, comme
nous le suggérons, le secteur S = 1 d’un losange est séparé du secteur S = 2 par un gap, le
plateau a m = % en est une conséquence naturelle. Sans aucun losange dans un état de spin
S = 2, il est possible d’atteindre des aimantations totales entre m = 0 et % Par contre,
pour dépasser m = %, au moins un groupe de quatre spins doit étre ferromagnétique, ce qui
contraint a sortir du sous-espace des états engendrés par les pavages de losanges de spin 1.
Ce point de vue est similaire a l'interprétation de MomoI et al. [94], ou le gap local qui
sépare les secteurs S* = 1 et S* = 2 d’un losange est formulé comme une répulsion entre
les spins | (en nombre ~ N/4) qui se déplacent au milieu de spins 1 (en nombre ~ 3N/4).
L’état uuud est alors un cristal de spins | (“charge-density wave”).

Il faut noter que, dans notre point de vue, I’état uuud apparait comme 1’alignement des
moments S = 1 de tous les losanges. Ceci n’est pas exact si on prend le terme “losange de
spin 1” dans le sens strict de I’équation (5.2) page 82. Ne serait-ce que parce qu'un pavage
de losanges de ce type est douze fois dégénéré, ce qui n’est pas le cas de I'état wuud. Par
contre, on peut concevoir un processus de renormalisation du spectre effectif d’un losange,
entrainé par la polarisation des losanges voisins, de sorte que sous champ magnétique,
I’état stable d’un losange passe progressivement du secteur de spin total S = 1 a un état
de S* =1 (de type T114). On retrouve alors ’état uuud & quatre sous-réseaux.

7.2.3 Comparaison classique/quantique

Les fondamentaux classiques et quantiques sont donc trés semblables a m = % On
sait pourtant que le fondamental S = 0 quantique (liquide de spins) est tres différent
d’un état classique. Comment s’opere la déformation de e(m) du classique au quantique ?
Pour les parametres Jy/J, = —2, MOMOI et al. [94] montrent que le fondamental possede
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niveaux de chaque RI sont représentés. La quasi-dégénérescence du fondamental a S =7
est la signature de la brisure de symétrie spatiale de 1’état uuud. La différence importante

entre les gaps de spins F(S + 1) — E(S) pour S < Sj00/2 =7 et S > Spap signale une
1

discontinuité dans la pente 2< & m = 1.
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F1G. 7.9: e(m) et m(B) dans les cas classique (traits fins) et quantique (épais) au voisinage
de J2 = —2,J4 =1.

une dégénérescence élevée, au moins d’ordre VN, Puisque I'état uuud est parmi les fon-
damentaux celui qui & la plus grande aimantation, la courbe e(m) est horizontale entre
m =0et m =3 (Fig. 7.9). '*. Au deld, on déduit de Paimantation classique calculée par
Monte-Carlo [94] que la courbe rejoint, sans accident particulier, la courbe quantique a
m = 1. Les fluctuations quantiques sont plus importantes pour les petites valeurs du spin
total. Sur la figure 7.9, on constate que ’énergie quantique est d’autant plus basse par
rapport au spectre classique que ’aimantation est petite. De plus les fluctuations quan-
tiques donnent une courbure négative a la partie m < 1 de e(m). Cette concavité apparait
en examinant les spectres des systemes dont la géométrie est compatible avec ’état uuud.
Tous ont un fondamental du secteur S = N/4 — 1 quasiment dégénéré avec les quatre états
uuud (Fig. 7.8). Ces états sont la signature du mode d’énergie nulle obtenu par un calcul
d’onde de spins mené sur ’état uuud [94]. Dans cette optique, les premiers états du secteurs
S = N/4 — 1 sont les magnons AS* = —1 de I'état uuud.

Ceci suggere que la dérivée de e(m) “a gauche” de 'état wuud est nulle. Quand on
augmente le champ magnétique, la transition vers 1’état wuud est du premier ordre a
température nulle. Le champ de la transition du premier ordre correspond a BlQ sur la
figure 7.9. La partie m < % dessinée en pointillés pour le systéme quantique reproduit quali-
tativement la situation observée dans I’échantillon N = 28 : un plateau d’aimantation nulle
jusqu’a B(? , croissance de l'aimantation jusqu’a m ~ 0.2 suivi d’'un saut métamagnétique
1

. o1
jusqu’a m = 3.

4 Cette dégénérescence de fondamentaux d’aimantation 0 et % apparait aussi dans le spectre quantique
d’un losange (Tab. 5.1, page 75). Un des deux états singulet est dégénéré avec ’un des trois triplets, quels
que soient Jy et Jy = Jby 1 —2Jy + Jy = =24 + 2J2 — J3,.
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F1a. 7.10: e(m) et m(B) quantiques au voisinage de Jo = —2,J; = 1 : éventualité d’un

plateau m = 0 plus petit que le gap A.

7.2.4 Physique a champ faible

Pour 'aimantation a bas champ, la figure 7.9 n’est qu'un des deux scénarii possibles.
Les systemes N = 20 et 24, contrairement a 28, présentent un saut d’aimantation de m = 0
am= % qui s’apparente a une transition métamagnétique du premier ordre. Dans ce cas,
Pallure de e(m) et m(B) est reproduite schématiquement Fig. 7.10. On y remarque que la
largeur du plateau & m = 0 est différente du gap de spin donné par la pente g—; a l’origine.
Les données numériques ne permettent pas de décider lequel de ces deux comportements
survit a la limite thermodynamique. D’un point de vue théorique, c’est la possibilité d’une
transition critique pour un champ magnétique égal au gap de spin qui est la plus riche
(N = 28 et Fig. 7.9). Si les excitations élémentaires de 1’état non magnétique en champ
nul sont effectivement bosoniques, comme suggéré au paragraphe 6.2, I’approche de la
transition sous champ magnétique de SACHDEV, SENTHIL et SHANKAR [118] prédit la
forme de 'aimantation au voisinage du champ critique By = A. A température nulle et en
dimension deux, ils obtiennent :

1
m(B = A+ 0B) ~ §Blog 3B (7.18)

Malheureusement, I'importante discrétisation de ’aimantation sur les systemes de petite
taille rend impossible la validation de ce type de comportement critique par des diagona-
lisations exactes, surtout dans le cas d’éventuelles corrections logarithmiques.
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7.3 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons discuté le comportement du systéme dans un champ
magnétique extérieur, et, en particulier, I’existence de plateaux d’aimantation a m = 0
et m = % Pour cela, nous nous sommes intéressés au probleme plus général de la courbe
d’aimantation d’un systeme de spins a température nulle.

Nous avons rappelé comment, en dimension un, le critere d’OSHIKAWA et al. fournit une
contrainte de nature topologique sur les valeurs possibles de ’aimantation dans un plateau.
Ce critere est une généralisation a aimantation finie du théoréeme de LIEB, SHULTZ et
MaTTis [83] (LSM). Ce théoréme montre I’existence d’au moins un état de basse énergie
pour une chaine de spin S demi entier. Or, le théoreme LSM se généralise sans difficulté 3]
au cas d'une bande de N = Lx M spins arbitrairement large mais avec L > M et de largeur
impaire (M = 1 mod 2). Malheureusement, & aimantation finie, cette généralisation ne
nous apprend rien sur les plateaux permis en dimension deuz. En effet, on trouve [25] qu'un

gap existe que lorsque :
MI(S — M?) € Z (7.19)

ou [ est la période du fondamental dans la grande direction (L). Dans la limite ou L >
M > 1, le critere Eq. (7.19) ne contraint pas la valeur de M* de fagon pertinente (sinon
a étre un multiple de 1/(MI) < 1). Il n’existe pas, a notre connaissance, de preuve que
M? doive prendre des valeurs simples au niveau des plateaux en deux dimensions pour des
spins quantiques, méme si c’est le cas pour tous les exemples connus.

L’étude de MoMmol et al. [94] sur le plateau m = % du modele d’échange multiple
classique montre que les plateaux d’aimantation ne sont pas nécessairement d’origine quan-
tique. Pour des spins classiques, toujours a température nulle, nous avons montré que les
valeurs de I’aimantation sont contraintes a des valeurs rationnelles dont le dénominateur est
la taille de la cellule élémentaire. Cette fois-ci, I’origine de la contrainte est essentiellement
locale, elle découle de la colinéarité des spins avec le champ. Le fait que les fluctuations
quantiques n’affectent pas la valeur de I'aimantation au plateau m = % dans le modele
d’échange multiple suggere que la condition classique puisse étre la trace d’une condition
plus générale, valable en présence de fluctuations. En effet, il était a priori envisageable que
les fluctuations réduisent de maniéres indépendantes I’aimantation du sous-réseau “down”
et celle des trois sous-réseaux “up”. Auquel cas, I’état wuud quantique n’aurait plus eu
I’aimantation m = % Au contraire, il apparait que ’aimantation du sous-réseaux “down”
est exactement réduite par les fluctuations de la méme quantité que celle des sous-réseaux
“up”. En conséquence, 'aimantation reste m = % Il nous semble intéressant de s’interroger
sur le type de contrainte qui pourrait étre a I’ceuvre ici.

Quelle forme peut prendre cette hypothétique généralisation du critere d’OSHIKAWA
et al. en dimension deux ? La forme simple des criteres Eq. (7.11), (7.17) et (7.19) peut lais-
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ser penser que les plateaux permis sont ceux autorisés par ’addition de moments cinétiques
au sein d’une cellule élémentaire. Les corrections a la limite de couplage fort (& I'intérieur
d’une cellule) ne pouvant que réduire, éventuellement a zéro, la largeur des plateaux. Ce-
pendant, le plateau a m = 0 du modeéle d’échange multiple nous signale que cet énoncé ne
peut pas étre valable tel quel. En effet, il n’y a qu’un spin dans la maille élémentaire (nous
ne trouvons aucune trace de brisure spontanée de symétrie spatiale) et chaque site porte
un spin % Une condition du type n(S — M?) € Z est donc violée pour n = 1, M* = 0
et S5 = % C’est donc la dégénérescence du fondamental (4 ou 8 dans la phase liquide de
spins étudiée) qui intervient dans I’entier n et non la taille de la maille élémentaire (ceci
reste cohérent avec I’approche par une bande de L x M spins ou L > M > 1). En ce
sens, le gap de spin n’est compatible avec ’absence de brisure de symétrie que grace a la
dégénérescence topologique.

Il reste & comprendre I'origine de la quantification de ’aimantation pour M? > 0 en
deux dimensions. Il semble, a ce sujet, que plusieurs pistes de réflexions méritent d’étre
explorées. 1) On peut chercher une nouvelle transformation analogue & I'opérateur a U
Eq. (7.12), valable sur le tore, pour créer un état de basse énergie orthogonal au fondamen-
tal. Peut-étre faut-il s’inspirer de la transformation topologique construite sur les pavages
de dimeéres pour établir la dégénérescence 4 dans le cas S = 07 2) On peut aussi partir du
travail d’AFFLECK [3] sur la bande L x M. On peut tenter de redonner un réle symétrique
aux deux directions pour faire disparaitre la taille M dans le critere Eq. 7.19 : si le fon-
damental possede une période finie dans la direction L, c’est vraisemblablement le cas
aussi dans la direction M. 3) Enfin, inspiré par ’exemple de I’état uuud, on peut imaginer
aborder le probleme de I'aimantation a partir du point de vue classique. Il pourrait s’agir
d’une approche a grand spin pour décrire les fluctuations autour de la direction du champ
magnétique extérieur.
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Chapitre 8

Thermodynamique et résultats
expérimentaux

Jusqu’ici, les résultats sur le liquide de spins du modele d’échange multiple concernent
exclusivement la limite de température nulle : structure du fondamental et des corrélations
a T = 0, gap de spin et nature des excitations élémentaires. En outre, I’essentiel de I'ana-
lyse a porté sur un point particulier de ’espace des parametres, a savoir le modele J, —J; a
Ja/Jy = —2. Nous essayons dans ce dernier chapitre d’élargir le champ en se replacant dans
le cadre des films d’®He solides. L’éventuelle réalisation d’un liquide de spins dans 1’3He
solide est une motivation importante pour extraire du modele d’échange multiple des quan-
tités mesurables. Nous présentons des calculs a température finie pour des hamiltoniens
aux parametres d’échange réalistes pour 1’*He.

Bien que leurs fondamentaux soient singulets, ces hamiltoniens sont proches de la
frontiere ferromagnétique, et ce en raison d’une contribution importante de I’échange a 5
corps. Le gap de spin est relativement petit et on attend une longueur de corrélation sensi-
blement plus grande qu’au point J,/J; = —2. Ainsi, des effets de tailles importants limitent
souvent l'interprétation des résultats de diagonalisations. Néanmoins, grace a des calculs
jusqu’a N = 24, nous montrons que le modele d’échange multiple peut rendre compte
des anomalies de basse température observées dans les expériences de calorimétrie. Les
diagonalisations apportent aussi les premieres données concernant la physique sous champ
magnétique : la possibilité d’observer expérimentalement le plateau d’aimantation uuud est
discutée a la section 8.2, ainsi qu’une éventuelle transition de phase a température finie.
La derniere section présente le calcul de la chaleur spécifique, susceptibilité et aimantation
pour un jeu de fréquences d’échange qui est précisément celui extrait du comportement
haute température de la seconde couche d’*He solide [14].



126 CHAPITRE 8. THERMODYNAMIQUE ET RESULTATS EXPERIMENTAUX

8.1 Chaleur spécifique

8.1.1 Données expérimentales

Plusieurs groupes ont effectué des mesures de chaleur spécifique a tres basse température
sur des films d’*He solides (Bell Laboratories & Murray Hill [51,52], Royal Holloway &
Londres [26,129], Universités de Tsukuba [65] et de Tokyo [64]). Dés 1989, GREYWALL et
BuscH [52] suggerent qu’une fraction anormalement grande de Ientropie se trouve en des-
sous de 2.5mK ce qui les conduit a imaginer que des mesures a plus basse température pour-
raient révéler un second pic de chaleur spécifique. Les mesures a ultra-basse température
(92uK) effectuées en seconde couche par ISHIDA et al. [65] montrent effectivement une
bosse de chaleur spécifique a une température inférieure a 1’échange typique Jo, ~ 2mK
(Fig. 8.1). Une anomalie semblable a été observée dans une couche solide d’*He & basse
densité sur double couche de HD [26]. Ce comportement est tres différent de celui d’un
systeme avec de 'ordre de Néel ol les ondes de spins donneraient un comportement a basse
température en C,(T) ~ T?, suivi d’un pic ! unique pour 7' ~ J.

Un grand nombre de degrés de liberté a basse température est au contraire une signa-
ture de la frustration importante du systeme. La structure a deux bosses améne d’ailleurs
ISHIDA et al. [65] & émettre 'hypothése d’'un fondamental désordonné. Nos résultats
numériques sur le modele d’échange multiple prédisent un liquide de spins a température
nulle et la possibilité d’un gap. Les données de chaleur spécifique n’excluent pas un tel
gap, méme si un régime thermiquement activé du type C,(T") ~ exp (—A/kgT) n’est pas
encore atteint 4 100uK (Fig. 8.1) 2.

8.1.2 Chaleur spécifique par les diagonalisations exactes

Souvent limitées aux propriétés du fondamental et des tous premiers états excités,
les diagonalisations exactes peuvent en fait étudier d’autres échelles d’énergie et les pro-
priétés thermodynamiques a température finie comme chaleur spécifique, susceptibilité ou
aimantation. Les précédentes diagonalisations du modele d’échange multiple sur réseau
triangulaire étaient limitées & 16 sites [17,106]. Pour la premiére fois, nous proposons une

!Le modele d’Heisenberg H = 2J >
laire [42].

2En premiere approximation, ceci semble fixer une limite supérieure & la valeur du gap éventuel. Toute-
fois, la comparaison avec les Cv(T") calculés numériquement montre que ’on n’entre dans le régime activé
qu’a une température sensiblement plus basse que le gap de spin. Ainsi les chaleurs spécifiques pour N = 20
ou 24 (Fig. 8.2) ne sont exponentiellement décroissantes qu’en dessous de T' ~ J4 /5 alors que le gap de spin
est A = 1.1J; dans les deux cas. Méme si 'effet est peut-étre amplifié & taille finie, la densité d’état juste
au dessus du gap de spin influe considérablement sur la chaleur spécifique aux températures en dessous du

gap-

i<jSi S donne un maximum & T' =~ 0.7J sur le réseau triangu-
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Fi1G. 8.1: Chaleur spécifique expérimentale de la seconde couche d’®He adsorbée sur du
graphite mesurée par ISHIDA et al. [65].

analyse sur plusieurs tailles dans un calcul de thermodynamique a partir de spectres exacts
jusqu’a 24 sites.

Effets de taille

Pour N = 16 et 20, les quantités thermodynamiques sont calculées exactement a partir
des 2V états. Pour N = 24, nous employons une méthode approchée décrite dans 1’an-
nexe D. Elle utilise a la fois le spectre de basse énergie calculé exactement par Lanczos et
un développement haute température. Cette technique donne des quantités exactes a basse
et haute température et qualitativement correctes dans le régime intermédiaire, méme en
présence de champ magnétique extérieur.

Il reste le probleme important des effets de taille finie. A haute ou moyenne température,
la longueur de corrélation est réduite. Les chaleurs spécifiques calculées a taille finie sont
quasiment celles du systeme infini. Aux températures plus basses, comparables ou inférieures
aux échanges, les grandeurs thermodynamiques peuvent dépendre fortement de la taille de
I’échantillon et de sa forme. Les informations que ’on peut tirer dans cette gamme sont
en général peu nombreuses et au mieux qualitatives. 1l existe toutefois des cas particuliers
ou l'exploitation quantitative est possible jusqu’a des températures assez basses. C’est le
cas, par exemple, si le spectre possede un gap important qui dépend peu de la taille du
systeme. Le (), pourra étre proche de sa limite thermodynamique dans une grande gamme



128 CHAPITRE 8. THERMODYNAMIQUE ET RESULTATS EXPERIMENTAUX

de température.

Les chaleurs spécifiques coincident & haute température, typiquement pour 7' 2 2J¢,
comme on peut le constater sur les figures 8.2 et 8.4. Cette convergence a haute température
semble permettre de descendre un peu plus bas en température que les approximants de
Padé des séries [107]. A basse température, les différences d’une taille & Pautre peuvent
rendre difficiles les prédictions sur la limite thermodynamique. La basse température est
tres sensible aux détails des tous premiers états comme la valeur du gap, la dégénérescence
ou quasi-dégénérescence du fondamental. La figure D.2 (page 160) fournit un exemple de
tels effets. Le systeme a 20 sites pour Jy/J; = —2 possede un gap de spin trés important
(A = 4.2Jy4, voir Fig. 4.12), ce qui se traduit par un “démarrage” de la chaleur spécifique
4 une température élevée. Pour conserver I'entropie totale [;° Cv(T)d(logT) = Nlog2, le
maximum se trouve a une valeur anormalement haute.

Bosse de basse température

Il peut arriver qu’une structure a température intermédiaire 0.2.Jc, < 7T persiste pour
les trois tailles N = 16, 20 et 24. Nous faisons alors 'hypothese qu’elle demeure pour les
grands systemes. C’est le cas de la bosse & T'/Jg, ~ 0.35 représentée Fig. 8.2. Les effets de
tailles restent importants, notamment de N = 16 a 20, et ces systémes sont encore trop
petits pour fournir quantitativement le C,(7T") du systéme infini. Ce qui est remarquable,
c’est la stabilité de la température du maximum, et la stabilité de la courbe entiere de
N = 20 & 24. Par ailleurs, méme sur la plus petite taille (N = 16), la bosse met en jeu
plusieurs dizaines de niveaux d’énergie et n’est pas due a la discrétisation du bas du spectre.
Roger [106] calcule la chaleur spécifique a Jy/Jy = —4 et Jg/Jy = 1 pour 16 sites et trouve
une bosse a basse température semblable. En fait, de nombreuses fréquences d’échange
dans cette région de ’espace des parameétres donnent sur N = 16, 19 ou 20 une double
bosse ou un épaulement et une bosse (Fig. 8.2 et 8.3). Dans la suite nous concentrons la
discussion sur ’hamiltonien Jy/Jy = =2, J5/Jy = 0.2, Jg/Jy = 0.08, qui est intéressant
pour plusieurs raisons :

e Les rapports Jy/Jy et J5/Jy sont proches de ceux mesurés [109] en seconde couche

a basse densité (voir aussi Tab. 1.3 page 10). Par contre, Jgs/J, est probablement
sous-estimé.

e Le spectre donne lieu a un large plateau d’aimantation wuud (Fig. 7.6 page 117).

Il n’est pas absurde de supposer que la physique soit similaire a celle trouvée a
Jo/Jy = —2 (gaps de spin etc.).

e La stabilité de la courbe de C, entre 20 et 24 est un gage de stabilité vis-a-vis des

effets de taille.

Comparons les résultats numériques de la figure 8.2 avec les données expérimentales
du groupe de Tsukuba (Fig. 8.1). L’accord est qualitatif seulement puisqu’il y a entre les
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F1G. 8.2: Chaleurs spécifiques N = 16, 20 et 24. Parametres d’échange : Jo/J, = —2,
Js/Jy = 0.2, Jg/J, = 0.08, J¢, /Jy = 0.932. Gap de spin Ay_yq = 1.15.J;. Borne supérieure
sur gap a la limite thermodynamique Ay, ~ 0.7J;. La courbe N = 24 utilise la méthode
approchée décrite annexe D. Suffisamment de niveaux exacts (resp. de traces de H) sont
calculé(e)s pour que C,(T) soit exact a T < 0.4J¢, (resp. T 2 2J¢,).
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F1a. 8.3: Chaleur spécifique N = 20 pour Jo/Jy = —1.6, J5/Js = 0.3, Jg/Jy = 0.5,
Je,/Js = 0.846. Gap de spin Ay_99 = 0.24.J4. Estimation du gap thermodynamique A, <
0.25J;4.
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deux maxima expérimentaux un facteur dix en température, et seulement un facteur trois
dans la simulation, et que les hauteurs relatives ne coincident pas non plus. Ceci n’est pas
surprenant dans la mesure ou les pics de chaleurs spécifique dépendent de propriétés fines
de la densité d’états 3. On s’attend notamment & ce que la valeur du gap de spin joue un role
important. Dans une image simple ou le gap de spin décroit régulierement a I’approche
de la transition ferromagnétique, on comprend que ’échelle de température du premier
maximum tende vers zéro. Ainsi, ’hamiltonien J,/Jy = —1.6, J5/Jy = 0.3 et Jg/Jy = 0.5
qui se trouve plus proche de la frontiere ferromagnétique que celui Fig. 8.2 et avec un gap
de spin plus petit, posséde un premier maximum de C, & plus basse température (Fig. 8.3).

Excitations de basse température

De maniere générique, il existe dans les systemes de spins en deux dimensions un
maximum de chaleur spécifique autour de T" ~ Jg,. Venant des hautes températures, ce
maximum signale I’apparition d’ordre & courte portée imposé par les interactions. A cette
température, les spins en chaque site ne sont plus indépendants puisqu’en retourner un
colite une énergie ~ J qui devient comparable a la température. Qu’en est-il du maximum
de basse température ?

Nous cherchons a identifier les états excités qui sont explorés thermiquement a la
température de ce pic de chaleur spécifique. Pour cela, on tronque le spectre a une énergie
Ey et on calcule la chaleur spécifique avec seulement les états d’énergie inférieure Fy. Le
résultat est une courbe qui coincide avec le C,(T) complet en dessous d’une température
Ty, et qui tend rapidement vers zéro au dela. La plus petite énergie de coupure F; qui
permet de reproduire exactement la chaleur spécifique jusqu’au premier maximum indique
jusqu’ou se trouvent les états qui contribuent a la bosse de basse température. Ce travail,
mené pour I’hamiltonien Fig. 8.2, montre que pour toutes les tailles, I’énergie E; corres-
pond a ’énergie du fondamental du secteur de spin S = N/4. Autrement dit, les excitations
responsables de la bosse de basse température sont celles d’énergie inférieure a 1’énergie de
I’état wuud, et donc d’aimantation inférieure a m = % Connaissant le role joué par cet état
dans la physique sous champ magnétique, il ne s’agit probablement pas d’'une coincidence.

Nous proposons un scénario qui permet d’associer une image microscopique au pic de
basse température. Il tient compte de 'aimantation m < % des états excités mis en jeu ainsi
que de notre connaissance des corrélations induites par la compétition entre 1’échange J, et
I’échange ferromagnétique a deux corps. Aux températures inférieures a celle Tj de la bosse
de basse température, les corrélations entre premiers et seconds voisins se développent et
les degrés de liberté effectifs ne sont plus des spins libres mais des objets plus grands.
Lesquels ?

3La densité d’états p(E) des spectres qui exhibent une chaleur spécifique & deux bosse présente en
général une légere diminution de dp(E)/dE & basse énergie, mais pas de diminution de p(E) elle méme.
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Nous nous tournons vers les losanges de spins 1 discutés au chapitre 5. Ils constituent un
candidat potentiel pour décrire les degrés de liberté aux températures du premier maximum

de C, pour les raisons suivantes :

e Ils décrivent des états d’aimantation inférieure a m = %
e Le calcul de projection (§ 5.3) montre qu’ils sont reliés a un sous-espace de basse

énergie pour le modele.

e Ils contiennent une partie des corrélations a courte portée du fondamental, a savoir
I’existence de moments locaux. Ces moments locaux résultent d’une compétition entre
Jo < 0 et Jy. Ils n’existent pas a haute température mais ils doivent se former quand
on abaisse la température.

e L’entropie du sous-espace des losanges de spin 1 est : log(3%) = 0.39N log(2), en bon
accord avec les calculs de chaleur spécifique.

Si nous identifions les degrés de liberté responsables de la bosse de basse température
a ces spins 1 construits sur 4 sites, ’apparition de la bosse de basse température s’inscrit
dans un cadre simple. Le systéme apparait avec trois échelles d’énergie. La plus haute est
fixée par les interactions nues, elle vaut typiquement Jo, et décide de la température a
laquelle les corrélations premiers voisins apparaissent, apparition accompagnée de la bosse
de haute température. La deuxieme échelle est donnée par 1’état wuud. En dessous de
cette température, il n’est plus possible d’exciter thermiquement un losange dans son état
ferromagnétique, ceci étant trop défavorable du point de vue de I’échange a 4 corps. Il n’est
plus possible non plus d’exciter un losange dans un état S = 0 ou dans un autre état S =1
que celui Eq. 5.2 (page 82), ceci a cause du couplage J, < 0. L’apparition de cet ordre local
se manifeste par le pic de basse température. Enfin, a 1’échelle du gap de spin, le systeme
s’organise en un état S = 0 et la chaleur spécifique suit une loi activée.

Dans cette image extrémement schématique *, c’est le gap qui sépare ’état S = 1 des
autres états dans le “spectre effectif” d’un losange qui serait a la fois responsable du pic
de basse température et du plateau d’aimantation.

8.2 Transition de phase sous champ magnétique

Mowmot et al. [94] montrent par des simulations Monte-Carlo que le modele J, — J,
classique possede sous champ magnétique une transition de phase a température finie
associée a l'ordre a longue portée de I’état wuud. Leurs résultats a Jo/J, = —2 mettent
en évidence une divergence de la chaleur spécifique a T, = 0.47J, pour uB = 5J;. Cette
température critique correspond a la disparition de I’aimantation des quatre sous-réseaux.

4Cette interprétation posséde des limites importantes, notamment le fait que le point Jo/Jy = —2
possede un large plateau d’aimantation wuud mais pas de bosse de chaleur spécifique sur aucune des tailles
étudiées.
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F1G. 8.4: Chaleurs spécifiques sous champ magnétique pour N = 16,20 et 24 & J/J, = —2.
La hauteur du pic croit de maniere significative avec la taille du systeme tandis que sa po-
sition en température est stable. Il pourrait s’agir d’une transition de phase analogue a
celle trouvée par MOMOI et al. [94] dans le systeme classique. Hauteurs des maxima :
Max(CN=16/N)=0.476, Max(C¥=2°/N)=0.514 et Max(CN=2*/N)=0.589. Nous attirons
I’attention sur le facteur quatre d’écart entre la température critique classique 7T, = 0.47.J,
trouvée par MOMOI et al. [94] et la position du maximum quantique de chaleur spécifique
A Thnax =~ 1.8J,.
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L’existence de cette transition de phase dans le cas quantique pourrait donner une
signature expérimentale spectaculaire de la phase uuud pour un champ expérimentalement
accessible de quelques Teslas dans 1’”*He . Nous donnons ici quelques résultats qui suggerent
que cette transition survit aux fluctuations quantiques dans le modele d’échange multiple.

Nous calculons la chaleur spécifique de trois systemes N = 16, 20 et 24 pour les valeurs
des fréquences d’échange étudiées par MOMOI et al. . Les résultats Fig. 8.4 font apparaitre
un pic significativement plus étroit et plus haut qu’en I’absence de champ magnétique
(le Cy(T) en champ nul pour cet hamiltonien est donné en annexe Fig. D.2). Pour la
plus grande taille N = 24, la chaleur spécifique présente un pic % plus haut et dont la
largeur a mi-hauteur est 2 fois plus faible qu’a champ nul. On constate sur la courbe
d’aimantation Fig 7.5 que le champ magnétique uB = 5J, place le systéme quasiment au
milieu du plateau d’aimantation. A ce point, le gap est donc important pour les excitations
magnétiques AS = +1 comme pour celles de AS = —1. En fait, il existe aussi au dessus de
Pétat uuud un gap important pour les excitations AS = 0 [94], comme on peut le voir sur
le spectre Fig. 7.8. Ce sont ces gaps qui expliquent que la chaleur spécifique sous champ est
exponentiellement décroissante pour des températures aussi grandes que 1" ~ J;. En effet,
un pic de hauteur croissante sur N = 16, 20 et 24 sites n’est observé que pour les champs
magnétiques a l'intérieur du plateau. Les systémes sans plateau (non multiples de quatre
ou bien avec un hamiltonien différent) n’ont pas, non plus, cette caractéristique. Autre
conséquence du plateau et du gap important au dessus de 1’état wuwud, la susceptibilité
magnétique (Fig. 8.4) présente un comportement exponentiellement activé en dessous de
T ~ Jy. Ceci reflete 'absence de fluctuations d’aimantation a basse température : x(7) =
%(<(Stzot)2> — <Si>?) = 0.

Les tailles étudiées par diagonalisation sont extrémement petites devant celles des si-
mulations Monte-Carlo classiques et ’étude quantitative d’un phénomene critique est pro-
bablement hors de la portée de cette méthode. Cependant, la croissance significative et
réguliere du maximum de C,(T') avec la taille du systéme rend tout a fait plausible cette

transition de phase dans le cas quantique.

8.3 Fréquences d’échange *He/'He/graphite

Cette derniere section rassemble les données numériques obtenues pour un hamiltonien
d’échange multiple particulier. Contrairement aux autres points du diagramme de phases
discutés jusqu’ici, celui-ci n’est pas choisi pour mettre en avant un phénomene particulier
ou parce que les effets de taille y sont mieux controlés. I.’hamiltonien étudié ici correspond
a un jeu de fréquences d’échanges multiples Js, Jy, J5 et Jg obtenu a partir des mesures
du groupe de Grenoble. A ce point particulier, les effets de taille sont importants et les
diagonalisations permettent difficilement de prédire la physique pour des températures
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inférieures a celles accessibles par les séries haute température. Il n’en reste pas moins que
la thermodynamique est caractérisée par une grande entropie de basse température et une
aimantation sous champ fortement non linéaire.

8.3.1 Aimantation

Nous reproduisons Fig. 8.5 des données d’aimantation du groupe de Grenoble [13].
Ces mesures sont faites en seconde couche, sous un champ magnétique de 113mT, dans
un systeme *He/*He/Graphite 5. La couche d’®He est solide et commensurée dans un
rapport py/p; = 4/7 avec la premiere couche d’*He. C’est la couverture la plus favorable &
I’interprétation des expériences par le modele d’échange multiple sur le réseau triangulaire,
puisqu’il n’y a pas ou tres peu de liquide en deuxieéme et en troisieme couche. Ces données
ont été analysées par BAUERLE et al. [14] avec le développement haute température de
I’hamiltonien d’échange multiple [107]. L’hamiltonien qui en résulte est donné Tab. 1.2
(page 10). Notons au passage que le champ est suffisamment faible pour ne pas modifier
la susceptibilité pour 7" 2 2mK, puisque ’énergie Zeeman est d’une centaine de micro
Kelvin ®. Ceci autorise ’ajustement (le “fit”) des données par des séries haute température
qui ne sont en principe valables qu’a champ nul. L’aimantation obtenue par diagonalisation
exacte avec cet hamiltonien, sous le méme champ magnétique *, est donnée sur la méme
figure. L’accord parfait & haute température (7" > 5Jc, = 10mK) résulte simplement de
la cohérence entre les séries haute température, la détermination des fréquences d’échange
et les diagonalisations. Jusqu'a T' = 2J¢,, il est intéressant de noter que l’accord reste
satisfaisant alors que 1’on se trouve a la limite de la région de convergence des approximants
de Padé. En accord avec 'analyse faite par les auteurs [14], nous trouvons donc que les
résultats expérimentaux sont bien décrits par le modele d’échange multiple au dessus de
2mK.

En dessous de 7" ~ 0.6J¢,, ’aimantation des systémes de tailles finie tombe a zéro tandis
que celle du film d’*He tend vers une valeur finie de M /Mg, (de 'ordre de 20% a 30%?).
Cette différence est un effet de taille finie. Les courbes d’aimantation & température nulle
(Fig. 8.5) indiquent que le fondamental reste de spin nul pour un champ de B = 113mT sur
les tailles étudiées (N = 16, 20 et 24). Il est raisonnable d’imaginer, en interpolant par une
courbe lisse la structure en escalier de ’aimantation des systemes finis, que des échantillons
plus grands possedent une aimantation finie pour ce champ B. Nous nous trouvons dans
une situation ou il n’y a ni plateau d’aimantation ni gap de spin suffisamment grand
pour imposer de maniere rigide le spin du fondamental, ce qui aurait pu permettre des

5Substrat de graphite commercialisé sous le nom de “Papyex” [.

6Ceci est vérifié par le calcul exact  taille finie de x(T") en champ nul et sous 113mT.

"L’hamiltonien sous champ est : H = Jo 3" P, + Ju > (Pa+ Py Y) = Js -+ + Jo--- — uB Y, S avec
S = +1 et p=1.556mK/Tesla pour un atome d’*He.



8.3. FREQUENCES D’ECHANGE SHE/*HE/GRAPHITE 135

N | Gap Es—1 — Es— | Es—o/N
24 1.19713 -5.07013
20 0.35323 -5.07349
16 2.65915 -5.30128

TAB. 8.1: Gap de spin a taille finie pour ’hamiltonien J, = —2.72mK, J; = 1.42mK,
Js = 0.497TmK et Jg = 1.92mK. Jo, = 2mK. Exceptionnellement pour N = 16, le premier
niveau S = 2 est plus bas que le premier S =1 (Eg—o — Es_¢ = 1.10733).

prédictions quantitatives en dessous de 1" ~ J¢, pour la susceptibilité ou l'aimantation
sous champ.

A température nulle, il n’y a pas de plateau d’aimantation & M /Mg = % pour cet ha-
miltonien particulier. Quant & la rapide croissance de 1’aimantation m(B) pour les champs
faibles, elle laisse penser que le plateau & M/M,; = 0 (lié & un gap de spin éventuel ®)
est nul ou tres faible pour ce modele. Il faut garder a I’esprit les importantes barres d’er-
reurs sur les fréquences d’échange déterminées par les analyses de haute température [109].
Compte-tenu de ces incertitudes sur les J,, qui atteignent 20% sur Jg/Jy, et de la grande
sensibilité de la courbe d’aimantation, nous pensons que les résultats pour ce jeu d’énergies
d’échange laisse ouverte la possibilité d’une phase uuud dans les films d*He .

8.3.2 x(T) et C\(T)

Et ce qui concerne la susceptibilité et la chaleur spécifique, les calculs pour N = 16, 20 et
24 (Fig. 8.7 et 8.8) souffrent également d’effets de taille finie importants en dessous de 7" ~
Jo, = 2mK. Et ce, a cause des problemes de longueur de corrélation évoqués au début de
ce chapitre. Néanmoins, il semble que les diagonalisations exactes permettent de descendre
légérement plus bas en température qu’avec les approximants de Padé construits ® sur la
série haute température a l'ordre 1/7°.

Comme pour la totalité des points du diagramme de phases étudiés dans ce travail, la
chaleur spécifique révele qu'une proportion importante de I’entropie se trouve en dessous
de JCU / 2.

8Le gap de spin ne varie pas de manieére monotone sur N = 16, 20 et 24 (Tab. 8.1), d’autres données
seraient nécessaires pour une estimation fiable de la valeur thermodynamique.

9Comme dans [107], les approximants de Padé sont calculés aprés une transformation d’Euler 3’ =
B/(1 = B) de la série. Les chiffres [D, N] entre crochets Fig. 8.7 et 8.8 indiquent les degrés des polynémes
au dénominateur et au numérateur.
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FiG. 8.5: Aimantation en fonction de la température 8 B=113mT : données expérimentales
de BAUERLE et al. [13,14] pour un systéme 3He/*He/graphite et calculs de taille finie avec
le hamiltonien Jy = —2.72mK, J;, = 1.42mK, J; = 0.497mK et Js = 1.92mK. J, = 2mK.
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B (Teslas)

FiG. 8.6: Aimantation a 7' = 0 pour N = 16, 20 et 24. Méme hamiltonien que Fig. 8.5. 11

n’y a pas d’indication d’un plateau a m = % mais on peut se poser la question d’un plateau

éventuel au voisinage de m = % ou 3 (voir également la courbe d’aimantation Réf. [106]).

A T = Jo,=2mK, Verreur due 2 la taille finie sur le résultat N = 24 est inférieure & 10%.
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Fic. 8.7: Chaleurs spécifiques pour N = 20 et 24 comparées avec la série haute

température [107] jusqu’a 1/7° et deux approximants de Padé. Les parametres d’échange
sont ceux obtenus par I’analyse haute température des données *He/*He/Graphite du
groupe de Grenoble [14]. Hamiltonien : J, = —2.72mK, J; = 1.42mK, J; = 0.497mK
et Jo = 1.92mK. Jo, = 2.0mK (mémes échanges que Fig. 8.5).
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F1G. 8.8: Susceptibilités pour N = 20 et 24 comparées avec les série haute température [107]
et deux approximants de Padé (mémes échanges que Fig. 8.5, 8.6 et 8.7).



8.3. FREQUENCES D’ECHANGE SHE/*HE/GRAPHITE 139

N=24 J,= 2718 J,=1.420 J,=1.925 J,.=0.497 (mK)

[ ‘ [ [ [ ‘ [ [ [ ‘ [ [ [ ‘ [ [ [ [ \_\[ ]
—100 — —
L EE i
I = ]

£3 F O
L . i
—110 — = —
,jL . i
é _ k#0,#A .

120 B + R =-1 k=0 or A

% 0 R,=1 k=0 or A
i \ | L | |

0 2 4 6 8

o

Fic. 8.9: Spectre pour N = 24 et J, = —2.72mK, J; = 1.42mK, J; = 0.497mK et
Je = 1.92mK. Seuls les trois premiers niveaux de chaque RI sont représentés.
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Conclusions

Ce travail jette les bases d’'une compréhension du modele d’échange multiple sur le
réseau triangulaire. La pertinence de ce modéle dans la description du magnétisme nucléaire
des films d’3He solide est reconnue et il existe trés probablement d’autres champs d’applica-
tions, comme le cristal de Wigner [99] pour des électrons en deux dimensions et méme, sur
un réseau carré, les cuprates ou certaines anomalies dans des spectres de diffusion Raman
ont été interprétées comme la signature d’échanges a quatre corps importants [111,130].

L’hamiltonien d’échange multiple possede un diagramme de phases d’une grande ri-
chesse et exhibe une large variété de phénomenes : ordre de Néel et liquide de spins avec
gap et plateaux d’aimantation. Dans cette phase liquide, aucune forme d’ordre a longue
distance n’a été décelée, et en particulier pas d’ordre de dimeéres. L’interprétation topolo-
gique de la quasi-dégénérescence du fondamental dans le spectre N = 36 signifie que ce
systeme possede un fondamental sans brisure de symétrie, et constitue un des tous premiers
exemples d’état RVB a courte portée.

Pour des spins % en deux dimensions, les modeles avec ce type de fondamental sont

rares. Le “Quantum Hard-Core Dimer Model” (QHCDM) de ROKHSAR et KIVELSON [115]
est le modele qui, par son fondamental sans brisure de symétrie, son gap de spin et sa
dégénérescence topologique, semble le plus proche de la phase liquide de spins que nous
avons trouvée.

Quant aux résonnons du modele QHCDM, s’ils existent dans le probléeme d’échange
multiple, ils doivent posséder un gap puisque nous ne trouvons, dans la région de I’espace
des parametres explorée, aucune indication d’un mode de singulets a basse énergie. Cette
présence d’un gap pour les excitations singulet est une propriété importante du modele
d’échange multiple, qui le distingue d’autres phases liquide de spins comme celle qui ap-
parait dans le modele d’Heisenberg sur le réseau kagome [140], ou dans les théories RVB
avec dimeéres a longue portée [9,12].

Que les modeles de liquide de spins sans brisure de symétrie (modeles VBS [4] et
QHCDM [115]) contiennent des interactions a plusieurs spins n’est probablement pas une
coincidence. Les interactions d’échange multiple semblent un moyen puissant de détruire
I’ordre magnétique et non magnétique, probablement plus efficace que 'introduction de
couplages S - gj frustrants ou que la géométrie du réseau elle-méme.
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Dans la mesure ou cette phase liquide de spins serait effectivement réalisée dans les
films d’3He adsorbés, ce qui est tout & fait compatible avec les mesures expérimentales,
nous serions en présence d’un systeme magnétique exemplaire par la simplicité de ses
constituants et de ses interactions (atomes d’hélium et interactions de Van der Waals), et
par la complexité dans sa physique de basse énergie. Les expériences dans les films d’3He
sous champ magnétique envisagées notamment par les équipes de GODFRIN a Grenoble
et de SAUNDERS a Londres apporteront des données précieuses. A basse température, la
donnée m(B) est une information treés riche sur le systéme, en raison de la multiplicité
des comportements possibles. Sont en jeu les questions de ’existence de plateaux d’aiman-
tation, de transition(s) métamagnétique(s), d'un gap de spin, et d’une manieére générale,
d’une meilleure connaissance des fréquences d’échange.

Pour la compréhension de la phase liquide de spins, plusieurs questions restent ouvertes.
Elles indiquent quelques prolongements possibles de cette étude.

Le probleme des excitations élémentaires, de leur spin et de leur statistique est central.
Les quelques données dont nous disposons suggerent qu’elles possedent un spin S = 1
(comme des spinons confinés), mais les résultats numériques ne disent rien sur leur sta-
tistique. Pour rester dans le cadre des diagonalisations exactes, le facteur de structure
dynamique S (q,w) devrait apporter des éléments d’information sur I’existence de quasi-
particules. L’investissement numérique nécessaire a ce type de calculs semble valoir la
peine d’étre fourni, méme si la structure discréete en q et en w ne nous dispensera pas d’une
analyse soigneuse et peut-étre difficile des effets de taille et de géométrie. Une meilleure
compréhension des excitations élémentaires devrait apporter plus de précisions sur la ther-
modynamique de basse température et peut-étre méme des criteres pour caractériser ce
liquide de spins du point de vue expérimental, dans les films d’*He ou d’autres systémes.

La question d’une éventuelle brisure spontanée de l'invariance par renversement du
temps n’est pas compléetement close. Dans le domaine de parametres étudié, nous avons
avancé deux arguments contre cette hypothése, a savoir la faiblesse des corrélations chi-
rales et le confinement probable des spinons. Une étude détaillée des spectres pour le
modele Jy pur, et I’étude d’autres fonctions de corrélations chirales pourraient apporter
des éclaircissements sur ce point.

La nature de la transition de la phase liquide de spins vers le ferromagnétisme et la
possibilité d’une transition de phase critique est aussi un probleme important du point de
vue théorique. Les diagonalisations exactes trouvent ici leur limite et ne sont vraisembla-
blement pas ’outil adapté a un systeme dans lequel la longueur de corrélation devient tres
grande. Bosons de Schwinger, limite de grand N capable de traiter les termes a quatre
spins, ou la mise en place d’une théorie effective continue de type modele ¢ non linéaire,
semblent plus prometteurs. En ce qui concerne ces diverses approches, une difficulté a sur-
monter est de pouvoir extraire les variables capables de décrire ’ordre local. Les résultats
obtenus avec la méthode des bosons de Schwinger peuvent laisser penser que les champs de
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liens triplet et singulet ne sont pas optimaux. Une autre transition est celle qui sépare la
phase de Néel a trois sous-réseaux du modele d’Heisenberg (J; pur) et la phase liquide de
spins avec échange a quatre corps. La fagon dont I'ordre de Néel est détruit par I’échange
multiple est une question susceptible d’apporter des informations nouvelles sur la phase
désordonnée, mais c’est aussi une question pertinente vis-a-vis des expériences dans les
systemes triangulaires, ou J; n’est en général pas strictement nul. Dans la mesure ou les
propriétés spectrales de la phase ordonnée sont bien comprises, ce point peut étre abordé
par diagonalisations exactes.

Le dernier axe de recherche suggéré par les résultats de ce travail concerne 'effet du
dopage sur la phase liquide de spins. Dans le cadre du réseau triangulaire, il peut s’agir
du probléme des sites vacants dans 1’ He solide et de savoir comment ils affectent, par leur
mouvement de point zéro, les propriétés magnétiques du cristal. On peut aussi s’intéresser
au modele d’échange multiple sur le réseau carré. ROGER et DELRIEU [111] ont étudié
le modele d’échange a quatre corps pur et concluent, en I'absence de dopage, a un ordre
antiferromagnétique a deux sous-réseaux. Un diagramme de phases avec échange a deux et
quatre corps a été obtenu par CHUBUKOV et al. [34]. Se basant sur des calculs d’ondes de
spins, des développements en série autour d’états dimérisés et de diagonalisations exactes
(N = 16), les auteurs prédisent l’existence d’ordres de Néel et de phases spontanément
dimérisées (VBC). Notre étude du modele triangulaire nous amene a questionner ces
résultats : on peut aussi imaginer l'existence de phases sans brisure de symétrie pour
le réseau carré. Dans le cadre des plans cuivre-oxygene, le probleme du dopage prend une
dimension toute particuliére. Un modele ¢ — J comprenant de 1’échange a quatre corps
permettrait d’aborder par diagonalisations exactes le probleme du mouvement des trous
et de leur appariement dans un liquide de spins crée par 1’échange multiple. Nous avons vu
que cet environnement est tres différent d’un ordre antiferromagnétique conventionnel, et
on peut imaginer que cela modifiera profondément la dynamique des porteurs de charge.
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Annexe A

Théorie des groupes dans une tour
des états

Ce paragraphe présente les notions de théorie des groupes qui prédisent les symétries
des états quantiques d’un systeme ordonné a p sous-réseaux. Les cas p =3 et p =4 sur le
réseau triangulaire sont traités dans [18-20, 79, 80]. Le cas du réseau kagome, ou cette fois
il n’y a pas d’ordre de Néel, a aussi été étudié dans ce cadre |79, 81].

Le groupe de symétrie de ’hamiltonien est le produit direct de deux groupes : G =
SU(2) x G ou G est le groupe des symétries du réseau (translations, rotations etc...).
Les états propres de H se classent en fonction de la représentation irréductible de G a
laquelle ils appartiennent. Faisant I'hypothese que le systeme s’ordonne a basse température
en une structure de type Néel a p sous-réseaux, on cherche a caractériser les niveaux
de basse énergie par leurs dégénérescences et leurs symétries. On écrit alors H sous la
forme H = Hy 4+ H; ou H, est exactement soluble et favorise les états a p sous-réseaux
ferromagnétiques. Hy est génériquement proportionnel a la somme des facteurs de structure
aux points de symétrie de 1’ordre envisagé : {0, B;, By} pour l'ordre de Néel & trois sous-

réseaux ou bien {0, Ay, Ay, A3} pour 4 sous-réseaux . On obtient Hy ~ ~ [52 > Sﬂ .
Les spins des sous-réseaux commutent : [Si, Sj] = 0. Ils commutent aussi avec le carré du

spin total puisque S? = - 52 4 QZK].S_‘; . S;. Les opérateurs {§Q,Sz,§f,--- ,S;%}
peuvent étre diagonalisés simultanément et les énergies propres de Hy sont données par le

!Dans le cas de ’hamiltonien d’Heisenberg sur le réseau triangulaire cette décomposition se fait en
écrivant H en transformée de Fourier et en ne gardant dans Hy que les vecteurs d’onde q =0 et q = +B
(coins de zone, voir Fig.1.5) : H = J 3, . Si-8;=3J >a YqSq - 8 _q Ol yq = 15 cos(q-e;). On
prend alors Ho = 3J}_,c10.B,-B} 'yqs"q . g_q. Hy se récrit dans ’espace direct en terme des spins des
trois sous-réseaux : Hy = 92 52252 5%] La méme décomposition pour un systeme & quatre
sous-réseaux se fait en gardant dans Hy les vecteurs 0 et A;—1 2 3.
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spin total S et ceux des p sous-réseaux Si,- -+, S :
(S,51,,5,) 1 a
W91, 99IOp)
Ej; =5 S(S+1)— ;:1 Si(S; +1) (A1)

La dégénérescence de Ej est le nombre de représentations D° du spin S obtenues par

couplage des spins Sy, - - ,S,. Par exemple, la dégénérescence du fondamental du secteur
de spin S est donnée par les regles d’addition des moments cinétiques de p spins S; = %

(les p sous-réseaux sont completement ferromagnétiques).

Pour valider ou infirmer ’hypothése d’un ordre a p sous-réseaux on cherche & comparer
le spectre de H, avec celui, calculé numériquement, de H. Le groupe G des symétries
spatiales de Hj est beaucoup plus grand que celui de H, il contient les permutations
des sous-réseaux (o,) mais aussi n’importe quelle permutation laissant chaque sous-réseau
globalement stable.

On ne s’intéresse qu’aux états de basse énergie pour Hy, ceux dont chaque sous-réseau

a le spin maximum Vi S; = &. Considérons ’espace propre HS de H, correspondant & la
p 1 2p 0 0

S,ﬂ,...,ﬂ . ) . ; .
valeur propre Ey(S) = E(() i 21’). Cet espace est stable par G, il définit une représentation
p du groupe d’espace G. Cette représentation se décompose en somme directe sur les RI

de G, ou chaque représentation I' intervient avec la multiplicité nr :

p=PTe ol (A.2)

nr

La multiplicité nr s’obtient a 'aide du caractere de I :

= ﬁ S e (9)Trlg] s (A.3)

geG

La trace Tr[g]mg se calcule dans les espaces propres de S* pour les valeurs propres
SP=5Set S =5+1:

Trlglag = Trlglugs=s — Trlglps-s+ (A.4)

Puisque les sous-réseaux sont de spin maximum, I'espace H; est invariant sous toute
permutation des spins a l'intérieur d’un sous-réseau (1’état ferromagnétique est totalement
symétrique). Donc 1’action de 1’élément g sur I'espace Hj est équivalente & une permuta-
tion ¢’ € 0, des sous-réseaux. En effet, g est une opération de symétrie pour ’hamiltonien
initial H, il laisse aussi Hy inchangé. Donc g laisse les sous-réseaux globalement invariants
et on peut lui associer une permutation € o,. Considérons par exemple le cas p = 3 sur le
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réseau triangulaire et ’élément g = T,, translation d’un pas dans la direction e;. Cette
opération échange les 3 sous-réseaux A,Bet C : A - B — (' — A. La permutation
associée a g est ¢' = (A, B, ().

La trace Tr[g]mgz est donc le nombre de configurations de spin de H;  invariantes
par ¢g'. Une telle configuration n’est invariante par ¢’ qu’a condition que les sous-réseaux
échangés aient la méme valeur de S?. On décompose donc ¢’ en un produit de cycles
disjoints de longueurs ny,no, - -, ng (avec Zle n; = p). La trace cherchée est le nombre
de k-uplets S7,---, S vérifiant Zle n;S7 = 5% et ou 57 est I'aimantation de chacun des
n; sous-réseaux du cycle i. Autrement dit, nous devons compter le nombre de facons dont
on peut associer un spin S; a chaque sous-réseau en satisfaisant :

e 1, sous-réseaux ont le spin S7

® 1, sous-réseaux ont le spin S5

°:

e 7, sous-réseaux ont le spin S

e la composante z du spin Y7, S7 est fixée & S*

Une facon de résoudre ce probleme combinatoire est d’utiliser le polynome P :

N
k 2p

PX)=1] > &)™ (A.5)

=1 Sf:f%

Chaque facteur du produit représente un cycle de sous-réseaux. Chaque terme de la
somme représente une valeur possible pour le spin (commun) des sous-réseaux du cycle
correspondant. Reprenons ’exemple introduit plus haut ot g = T¢, est une translation et
ou il y a p = 3 sous-réseaux. ¢’ = (A, B,C) n’a qu'un cycle unique (k = 1) de longueur
ny = 3. On obtient P(X) = XN/2 4 X—N/243 ... 4 XN2-3 4 XN/2,

La trace Hj  est finalement obtenue comme le coefficient de degré S* de P,. La multi-
plicité de I' dans la tour d’état est donc :

nr = é Z xr(g) [coeffs (Py) — coeffsy1 (Py)] (A.6)

geaG

En résumé, pour le spin 5, la tour d’état est constituée d’états quasi dégénérés
a l’énergie FE ~ Ey(S). Parmi ces états, la RI I" apparait avec la multiplicité n;-. En
I’absence de H; ces multiplets sont exactement dégénérés. Nous avons ramené le probleme
du calcul de nr & un probléeme de théorie des groupes : 1) la détermination des RI de G et
de sa table de caracteres x. 2) associer a chaque opération de symétrie g la permutation
des sous-réseaux qu’elle entraine et la décomposer en cycles disjoints.
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Annexe B

Hamiltoniens de Klein :
fondamentaux exacts

Cette section présente un systeme pour lequel des pavages de dimeres sont des fonda-
mentaux exacts. Il s’agit d’une application de la méthode décrite par KLEIN [73]. L’idée
est la suivante : 'opérateur qui projette n spins dans leur sous-espace de spin maximum
S =n/2 est une somme sur les n! permutations des sites :

1, = % S p (B.1)

pEon

Si la connectivité du réseau est z on peut choisir un hamiltonien H comme étant la somme
de tous les II,,; correspondant a tous les (z + 1)-uplets de spins constitués d’un site et de
Ses z voisins %y, -« , 1, :

H =) i (B.2)

H est une somme de projecteurs et ses valeurs propres sont > 0. Un état vérifiant H |¢)) = 0
est donc fondamental. On constate en particulier que tous les pavages de dimeres sont
fondamentaux. Dans le cas du réseau triangulaire, H contiendrait des échanges jusqu’a 7
corps et couplerait des sites jusqu’a la distance 2. Par contre, sur un réseau triangulaire
déplété d’un site sur sept (Fig. B), on peut se contenter de sommer sur les losanges.

Tous les sites restent équivalents sur ce réseau déplété et ’hamiltonien peut s’exprimer
comme un hamiltonien d’échange multiple contenant des termes a deux corps F;; a dis-
tances 1 (J, = 5) et v/3 (J2* = 1), de 1’échange & quatre corps sur chaque losange (J; = 1
pour P 534+ h.c. et J; =2 pour le terme P; 3P 4 sur le méme losange). Il s’écrit donc :

H:5ZP1,2+ZP1,2+ Z (Pra+Pl)+2 Z (Pr3Po) (B.3)
o S X ey
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F1c. B.1: Réseau triangulaire avec un site sur sept manquant. L.’état ot les liens épais sont
des singulets est un fondamental d’énergie nul pour ’hamiltonien de KLEIN B.3 : aucun
losange ne peut étre de spin 2 puisqu’il contient un singulet, il annule donc le projecteur
correspondant.

En fait, cet état est aussi un état propre (mais pas le fondamental) pour I’hamiltonien
d’Heisenberg antiferromagnétique (couplage premier voisin). Cette fonction d’onde s’appa-
rente & un état de dimeres orthogonauz (pour exemple en dimension un, voir SHASTRY et
SUTHERLAND [122]. Une réalisation expérimentale en dimension deux est étudiée Réf. [68]),
c’est-a-dire ol les liens partagent le réseau en triangles qui contiennent tous un dimere sur
un de leurs cotés. Un triangle a 6 spins contient 9 liens, son hamiltonien est la somme des
hamiltoniens de 3 triangles a 3 spins, qui sont tous minimisés par 1’état Fig. B. Cependant,
I’énergie n’est pas minimale puisque les liens dimérisés sont communs a deux triangles de 6
sites. Cette fonction d’onde reste néanmoins un état propre puisqu’elle est diagonale pour
les termes P ; des liens comptés deux fois. Pour le modéle d’Heisenberg ou I’échange est
double (J' = 2J) sur les liens dimérisés, ’état Fig. B est donc le fondamental exact.
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Annexe C

Dégénérescence topologique sur un
tore

Nous rassemblons ici des arguments avancés par plusieurs auteurs [101,115,132] qui
indiquent qu’un systéme de spins % bidimensionnel ou toutes les fonctions de corrélation
décroissent rapidement avec la distance possede a la limite thermodynamique un fonda-
mental quatre fois dégénéré si on lui applique des conditions périodiques dans les deux
directions. Ces arguments fonctionnent pour n’importe quel réseau mais exigent que I’état
fondamental |¢)> satisfasse une condition tres forte : le poids des boucles dans Iécriture
diagrammatique de <w|¢> doit décroitre rapidement avec la longueur de la boucle. Cette
condition sera explicitée un peu plus loin mais signalons qu’elle implique une décroissance
de toutes les fonctions de corrélation <w|P;, ;, i i, [> quand les points 4y, ia, 43, - - , i

s’éloignent deux a deux.

C.1 Pavages de dimeres

On considére un réseau avec un nombre N pair de sites. Le sous-espace H, des états
de spin total S = 0 est engendré par les fonctions d’onde |C' > qui sont des pavages
de dimeres. Dans une telle fonction d’onde, les sites sont appariés deux & deux en N/2
singulets. Choisissons de noter C}(«a) et Cy(a) les extrémités du dimere o dans le pavage

C.
N/2

C>= ® (I ter@ten@> = Yos@Ter@>) (C.1)

Les dimeres possedent une orientation et il faut fixer chaque extrémité Cy () et Cy(c)
sans ambiguité pour que le signe de ’état |C> soit également fixé. On peut par exemple
adopter la convention suivante :
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e On oriente le tore en définissant une direction “plus” sur ’axe = et une direction
“plus” sur 'axe y.

e Etant donnés deux sites i et j, on prend le plus court chemin sur le tore reliant i &
it

e On choisit 'orientation du dimere (7, j) comme allant du “plus” (extrémité “1”) vers
le “moins” (extrémité “2”) sur 'axe x en suivant le plus court chemin. (Si z; = z;
on prend l'axe y).

Cette convention de signe est invariante par translation : le translaté d’un pavage de
dimeres ainsi orienté satisfait également la convention. Enfin, rappelons que la famille
d’états {C'} est une famille génératrice de H, mais qu’elle est liée et ne constitue donc en
aucun cas une base. Cependant le produit scalaire de deux pavages de dimeres se calcule
graphiquement de maniere simple.

C.2 Produit scalaire <C|C"> : diagrammes de boucles

Pour deux pavages de dimeéres C' et C' donnés, SUTHERLAND [132] propose la maniére
suivante de calculer <C|C"> :

e On trace sur le réseau les N/2 dimeres de C : [C (), Ca(¥)]a=1..n/2 ainsi que les N/2
dimeres de C" : [C] (), C5()]a=1..n/2

e Dans le diagramme obtenu, chaque site appartient & un dimere de C' et & un dimere
de C'. Le réseau est donc recouvert de maniére compacte par un ensemble de boucles
fermées. On compte le nombre de boucles n(C' U C'). Remarquons que la plus petite
boucle possible contient deux sites 7 et j et deux dimeres graphiquement confondus :
deiajetdejasz.

e On oriente chaque lien de C'U C' par une fleche dirigée vers 'extrémité “17 (C’est a
dire vers le site qui a le plus petit indice d’aprés la convention proposée plus haut).
On définit z(C,C") = 1 si le nombre de liens a retourner pour que tous les sites
aient deux fleches sortantes ou deux fleches rentrantes est pair. S’il faut en retourner
un nombre impair on pose z(C,C’) = —1. 2 Il s’agit d’une méthode graphique pour
calculer le signe de <C|C">, et x vaut z(C,C") = signe(<C|C">).

! Cette convention fixe le signe de n’importe quel pavage de dimere, quel que soit le réseau a condition que
les diméres aient des longueurs plus petites que la moitié de la taille du tore, sinon il y a ambiguité dans la
définition du chemin le plus court de i & j. Cette hypothese semble peu restrictive puisque des configurations
avec des dimeres de la taille du systéme engendreraient vraisemblablement de longues boucles faisant le
tour complet du systeme.

211 existe sur le réseau carré une convention de signe qui permet d’assurer que z(C,C') = 1 si C et
C' sont des pavages de dimeéres de longueur 1. Ceci permet & SUTHERLAND [132] de faire le lien entre un
produit scalaire de fonctions d’onde RVB et la fonction de partition d’un gaz de boucles.
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On a alors le résultat :

<C|C'>= 2MCYE)=N20(C U ) (C.2)

C.3 Hypothese de décroissance du poids des grandes
boucles

Une fonction d’onde singulet peut s’écrire sur la famille des états dimeres :

[p>= 2Ny " p(C)|C> (C.3)

On suppose avoir extrait de la famille liée des C' une base (non orthogonale). Pour la suite
cette base sera choisie invariante par translation, c’est a dire que si un pavage C' est dans la
base, ses translatés le sont aussi. Pour un hamiltonien invariant par translation I’'impulsion
k est un nombre quantique et on trouve & partir de 'équation (C.3) : 1(C) = > (Tx(C)).

L’écriture n’est pas unique mais elle permet de calculer graphiquement la norme de

K>
<plp>=3" [w(C)W(C’)T(CUC')x(C, 1% (C.4)

c,c
Aux deux pavages C et C’, on associe une décomposition du réseau en boucles C U C".
Notons cet ensemble de boucles G = CUC. 1l est simple de vérifier que z(C, C") ne dépend
pas de C et C' séparément mais seulement de C U C' : z(C,C") = z(G). Pour n(C U C")
cette propriété est évidente : le nombre de boucles n’est pas une propriété de (C, C") mais
bien de leur réunion graphique G. Plutét que de sommer sur les pavages C' et C' on récrit
donc ’équation (C.4) comme une somme sur les ensembles de boucles G :

C,C'/CUC=G

<¢|¢>=22"(g’fc(g)[ > ¢(0)WJ(C')} (C.5)
g

Cest & dire :

<lps= 3 2O2(G)r(G) (C.6)
g
ou on a posé :
r@ = > O (C.7)
C,C'/CUC=G

L’hypothese que l'on fait sur |1)> est la suivante : (A) Il existe une base de pavages de
dimeres (Eq. (C.3)) telle que |V(G)| soit nul si une boucle de G fait un tour ou plus autour
du tore (1.e U(G) =0 si G contient une boucle qui n’est pas homotopiquement triviale).
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C.4 Composante “paire” et composante “impaire”

Fixons un chemin fermé A sur le tore qui fasse un tour dans I’'une ou ’autre direction.
La coupure A est choisie pour traverser des liens mais ne passer par aucun site. Pour chaque
pavage C, notons A(C') le nombre de dimeres qui traversent A 2. On peut décomposer |>
en la somme de deux vecteurs : I'un, |1)a 4>, ne contenant que les pavages C ou A(C) est
pair et autre, |¢a _>, ceux C’ ou A(C") est impair. Formellement :

[>= [Ya+> +[ha,-> (C.8)
ou :
—N/4
pai> = (3) X woles (©9)
C/A(C) pair
1 —N/4
Ya,-> = (5) > (o) (C.10)
C’/A(C") impair

Considérons un systéeme possédant un nombre impair de sites dans la direction A et une
configuration C' de parité A(C). On translate C' de un site “perpendiculairement” & A par le
vecteur e;. On peut vérifier que cette nouvelle configuration possede la parité A(Te, (C)) =
—A(C). Or I'invariance par translation de |)> implique que si ¥(C) # 0 alors ¥(C") est
également non nul sur les configurations C’ translatées. On vient de voir que certaines
d’entre elles ont la parité opposée, on en déduit que |a +>F# 0 et [pa _>F# 0.

C.5 Orthogonalité des composantes paires et impaires

On va montrer que <t 1 |t)a,>= 0. En effet :

<A+

Yo >=» 2"9Dz(g) > H(C)fp(C") (C.11)
g

cuc=g
foXel
C pair, C' impair

On utilise alors la propriété suivante : Soit G un recouvrement du réseau par des boucles.
G est topologiquement trivial (i.e. toutes ses boucles sont homotopiquement triviales) si et
seulement si les couples de pavages de dimeéres C et C' vérifiant G = CUC" sont de méme

3Les croisements s’obtiennent en tracant le chemin continu le plus court sur le tore qui relie les deux
extrémités du dimere. Il n’y a pas d’ambiguité tant que les dimeéres sont plus courts que la moitié de la
taille du systeme, puisque ce plus court chemin est alors unique.
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parité (par rapport ¢ A). On en déduit que la somme sur G dans I’équation (C.11) ne
contient que des termes ol G n’est pas topologiquement trivial. Donc, grace a ’hypothese
(A) :

<Yaplpa > = Y, 2"9Dz(G)¥(9) (C.12)

G non triv.

=0 (C.13)

On définit un nouvel état : [)a>= |a 1> —|tha _>. Cet état a la méme norme que
|¢p>, il est obtenu & partir de 1’écriture * de |1)> en changeant le signe des configurations
dimeres qui traversent un nombre impair de fois A :

[Ya>= Y 9(C)(-1)*O|C> (C.14)

C.6 Impulsion

Une translation d’un site perpendiculairement & A (C' — T,,C) change le signe de
A(C). Partant d’une fonction d’onde |¢)> d’impulsion k on peut calculer 1'action d’une
translation Ty sur |[tha> :

Telpa> = ) $(O) (-1 0> (C.15)
c
= Y e () (-1)2 =" (C.16)
C'=TxC
— e—i(k+kA)'X|¢A> (C.17)
(C.18)

oll le vecteur d’onde ka est un vecteur de milieu de bord de zone de Brillouin ® et orthogonal
a A, de sorte que pour tout vecteur x du réseau et toute configuration C' :

(—1)AT0) = gikax(_1)A(C) (C.19)

Changer le signe des dimeres traversant A a donc modifié la composante transversale a A
de I'impulsion.

4L’état ainsi obtenu dépend a priori de la fagon dont on choisit d’écrire |1/ > & partir de la famille
liée des pavages C. Autrement dit, cette opération dépend d’un choix de base et n’est pas une opération
intrinséque qui correspondrait & I’action d’un opérateur sur |¢>.

5c’est & dire Vx e®2* = +1. Pour un réseau de Bravais en dimension d ces vecteurs d’onde sont au
nombre de 2¢—1 puisque choisir un tel vecteur revient & choisir une phase £1 pour chacun des d générateurs
du réseau. A Pexception du choix +1 pour tous les générateurs, qui correspond & un état uniforme k = 0.
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C.7 Action d’une permutation cyclique sur les boucles

On va maintenant montrer que [¢)ao> et /> ont les mémes fonctions de corrélation a
courte portée, et donc la méme énergie (Les interactions de I’hamiltonien sont supposées
étre de courte portée). Comparons <|P|¢> et <a|P|tha>. P est une permutation
agissant sur un ensemble de sites du réseau. La situation la plus simple est P = P, ;. P

transforme un pavage de dimeéres en un autre pavage de dimeres ©.

<wlPly> = 37 [w(0)'w(C)2 " a(C U P(C) (C:20)

c,c

= Y onro) Y z(CUPC)w(C)p(C) (C.21)
g

C,C'/CUC=G

Dans la deuxieme égalité nous avons utilisé : n(C U P(C")) = n(P(G)). En effet, le
nombre de boucles obtenues en superposant C' avec P(C") ne dépend que de Get P, et non
de la décomposition particuliere C'U C" choisie. Il en est de méme pour z(C' U C') : deux
décompositions {C, C'} et {C",C"} de G vérifient z(CUP(C")) = z(C"UP(C™)) 7. Il est
donc légitime d’écrire 2(C' U P(C")) = z(P(G)) et on obtient :

<YPlp> = ) 2"D(P@G) | D, w(O)w(C)
g

C,C'/CUC=G

= Y 2 POu(P(G)¥(G) (C22)
g

C.8 Conclusion

Le calcul de <%|P|¢)> au paragraphe précédent peut étre mené identiquement avec
Pétat modifié [t)o>. On obtient :

<Ya|Plpa>= ) 2" POz(P(G))T(G) (C.23)
g

6Le nouveau pavage ainsi obtenu ne satisfait pas forcément la convention de signe fixée au début qui
oriente les dimeres.

"Puisque z(C, C") = signe(<C|C">), cette propriété est évidente dans le cas des décompositions (C, C")
et (C',C). Dans ce cas simple, elle revient & dire <C|P|C">=< C'|P|C>, ce qui est vrai puisque les états
pavages de dimeres C et C’ sont réels. Une démonstration formelle dans le cas général n’a pas encore été
écrite.
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avec

UA(G) = D p(O)p(C)(—1)AOFAE) (C.24)

C,C'/CUC=G

Or UA(G) = ¥(G) lorsque G est topologiquement trivial et Ua(G) = —¥(G) sinon (cf. ar-
gument utilisé pour montrer 1’orthogonalité des composantes paires et impaires). Puisque
par hypothése ¥(G) = 0 sur ces boucles non triviales on aboutit & :

<YPa|Plpa>=<t)|Plyp> (C.25)

Ceci établit que |[t)o > ont la méme énergie (en prenant pour P les différent termes de
I’hamiltonien). Puisqu’ils n’ont pas la méme impulsion ils sont orthogonaux et le niveau
d’énergie est au moins deux fois dégénéré.

Etant sur un tore, il existe une deuxieéme direction pour placer un coupure A’ topologi-
quement distincte de A. Cet argument permet de comprendre la dégénérescence 4 comme
le produit de deux dégénérescences 2 pour A et A’ 8. Cependant, il n’est plus possible
d’employer exactement la méme construction que précédemment puisqu’il faudrait dispo-
ser d’'un nombre impair de site dans la direction A’. Or nous avons déja supposé avoir
un nombre impair de sites dans la direction A et cela impliquerait un nombre impair de
sites au total... Nous proposons ’argument (non rigoureux) suivant pour contourner cette
difficulté.

Nous avons établi qu’'un systéme sur un tore qui posseéde un état singulet |/, k = 0>
avec des “petites” boucles est dégénéré avec un état |¢),ka> ol ka est un vecteur d’onde
milieu de bord de zone de Brillouin. Il est naturel d’admettre que, au moins pour des
systemes assez grands, cette propriétés est vraie quel que soit la parité de la dimension
du systeme dans la direction perpendiculaire & k. Rien n’empéche alors de considérer
un systeme pair dans les deux directions. De tels réseaux ont trois vecteurs en milieux de
bord de zone qui sont équivalents. On sait donc, par symétrie, que les niveaux d’impulsion
en milieux de bord de zone sont dégénérés trois fois. Ceci acheve la démonstration d’une
dégénérescence (au moins) égale & quatre : un état d’impulsion ko = 0 et trois autres
d’impulsions ka, kas et kar.

8Dans le cas d’un systéme de dimension supérieure d, les lignes de coupures devront étre remplacées
par des hypersphéres (dimension d — 1). Le nombre d’hypersphéres topologiquement inéquivalentes est,
le nombre de générateurs du (d — 1)®™¢ groupe d’homotopie de la variété. Les arguments avancés jusqu’a
présent ne sont pas spécifiques a la dimension deux ni au tore et on peut imaginer la conjecture suivante :
une fonction d’onde dont les boucles sont toutes homotopes au chemin trivial possede une dégénérescence
(au moins) égale & 2 & la puissance le nombre de générateurs du d — 1°™® groupe d’homotopie II;_; de la
variété. Avec des conditions périodiques dans les d directions (un “hyper-tore” ?) on trouverait par exemple
une dégénérescence 2¢.
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Annexe D

Méthode des traces pour la
thermodynamique

D.1 1dée générale

Dans le cas du modele d’Heisenberg S = % sur le réseau triangulaire, le développement
de la susceptibilité x(T) est connu jusqu’au terme en 1/7'* et celui de la chaleur spécifique
jusqu’d 1/T'3 [42]. Pour le modele d’échange multiple avec échanges & 2, 4, 5 et 6 corps,
le développement a été calculé jusqu’a 1/7° [107]. Ces séries haute température, méme
prolongées par des approximants de Padé, ne donnent pas d’information sur la thermody-

1.4 moins que de

namique en dessous d’une température de 'ordre de I’échange typique
I'information sur le comportement de basse température ne soit introduite [108]. La tech-
nique proposée ici permet de calculer des quantités thermodynamiques pour des systemes
de taille finie jusqu’a une trentaine de sites. Jusqu’a 21 sites, le calcul des énergies des 2V
états propres est possible et nous calculons la fonction de partition en sommant les facteurs
de Boltzmann de tous les états propres. On obtient ainsi chaleur spécifique, aimantation ou
susceptibilité de maniere exacte. Lorsque le systeme est plus grand, la totalité du spectre
n’est plus accessible aux diagonalisations. Pour N = 24 (ainsi que N = 36 pour le modele
d’Heisenberg sur le réseau kagome [127]), nous employons une technique approchée. Elle
consiste a utiliser simultanément un développement haute température et I'information des
diagonalisations pour la partie basse température.

Une représentation irréductible (RI) comprend en bas de son spectre une structure,
éventuellement complexe, qui reflete ses degrés de liberté de basse énergie. Cette zone

n’est probablement pas accessible par des calculs de moments de la densité d’états. Elle

! Pour le modele d’Heisenberg sur le réseau triangulaire, Elstner et al. [42] calculent la chaleur spécifique
et susceptibilité jusqu’a T' ~ 0.4.J dans les unités o H = 2J ), j S; - S"j. Pour I’échange multiple sur le
réseau triangulaire, les séries sont fiables, avec des approximants de Padé, jusqu’a T' ~ 2.5J¢, [107] ot ng
est le terme dominant dans la chaleur spécifique & haute température : Cy,(T) = §(Jc, /T)* + O(1/T3).
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Fic. D.1: Histogramme : densité d’état d’une représentation irréductible de spin S = 2
d’un systeéme a 20 sites (Jo = —2,J; = 1) contenant 2454 niveaux entre F,,;, = —75.332
et Fmax = —13.217. La ligne continue est la courbe d’entropie maximale qui possede sur
[Emin, Fmax| les mémes 5 premiers moments que la distribution exacte. Le résultat pour
seulement 3 premiers moments (gaussienne) est en pointillés.

est d’autant plus difficile a reproduire que sa structure est discrete sur les petits systemes.
Elle peut aussi étre discrete pour les grands systémes si la physique engendre des gap(s).
On utilise les premiers états propres du spectre (plusieurs centaines dans chaque RI pour
N = 24) pour avoir précisément ce comportement de basse température. A plus haute
énergie, la densité d’états est beaucoup plus élevée mais d’allure plus ou moins gaussienne.
On peut le constater sur la figure D.1 qui montre la densité d’états d’'une RI de spin S = 2
pour un systeme de 20 sites. La gaussienne (pointillés Fig. D.1) qui possede sur l'intervalle
du spectre de la RI le méme nombre d’états et les mémes moments < E > et < E? > est
une relativement bonne approximation de la densité d’états exacte.

Cette propriété est particuliere aux hamiltoniens de spins que nous avons considérés.
Dans la mesure ou il serait illusoire de vouloir décrire une structure compliquée avec peu de
moments, ce caractére “quasi-gaussien” constitue un ingrédient important de la méthode.
On y approxime la densité d’état a l'aide d’un calcul exact des premiers moments suivi
d’une procédure de maximum d’entropie. Les états de cette gamme d’énergie ne sont pas
excités a basse température et il n’est pas nécessaire d’avoir une grande résolution en énergie
sur leur répartition pour connaitre précisément la chaleur spécifique ou la susceptibilité du
systeme.

L’originalité de la méthode est le traitement séparé de chaque secteur de symétrie.



D.2. MAXIMUM D’ENTROPIE 159

La densité d’états totale est la somme des contributions de chaque RI. Or, pour deux
RI différentes, ni les maxima ni les largeurs de densités d’états ne coincident en général,
surtout si les spins totaux sont différents. La densité d’états totale contient donc plus de
structure que les spectres de chaque RI pris séparément. A partir de la, on comprend qu’il
est économique de décrire indépendamment chaque RI par peu de moments (4 ou 5) et de
consacrer une grande partie du temps de calcul a I’accumulation d’un grand nombre de
niveaux de basse énergie par la méthode de Lanczos. La courbe continue de la figure D.1
permet d’apprécier le résultat d’entropie maximale pour 5 moments seulement (< E™ >,
n=20,---,4) et de le comparer a la densité exacte. La figure D.3 illustre la performance
de la méthode dans une situation tres défavorable ou la chaleur spécifique présente une
structure complexe & trois bosses 2. La comparaison avec la chaleur spécifique exacte révele
un bon accord dans toute la gamme de température, alors que seulement un état exact en
bas de chaque RI est utilisé (et un en haut). Cette structure ne peut pas étre reproduite
avec seulement cinq moments si le calcul de la densité d’états n’est pas effectué dans chaque
secteur de spin.

Il s’agit d’une stratégie différente de celle de SILVER et RODER [124, 125] et SILVER et al.
[126]. Ces auteurs évaluent stochastiquement un beaucoup plus grand nombre de moments
(de Chebyshev) pour obtenir une bonne résolution spectrale. Nous n’avons pas effectué de
comparaison entre les deux approches mais il semble, au vu des tailles de systemes de spins
traités (N = 26 dans Réf. [124]), que notre approche soit compétitive avec la technique,
plus sophistiquée, de SILVER et al. .

D.2 Maximum d’entropie

La densité d’états de chaque RI est évaluée de la maniere suivante : dans I'intervalle
d’énergie [a, b] ou 'algorithme de Lancz6s n’a pas permis de calculer les valeurs propres,
on cherche la courbe la plus probable satisfaisant des contraintes de moments. La facon de
traiter le probleme de moments par une méthode de maximum d’entropie est décrite dans
la Réf. [88], nous en présentons ici les grandes lignes. On interpréte p(E) comme la densité
de probabilité de trouver une valeur propre a I’énergie E. On définit alors I’entropie de p
sur [a, b] par :

5= [ p(E)og(o(E)E (D.1)

Les moments de la densité d’états sont donnés par les traces de ’hamiltonien. Pour
un systeme fini donné (typiquement N = 24 ou 36) les traces Tr[H"| sont calculées

2La bosse de basse température est un effet de taille finie. Pour une discussion sur la thermodynamique
du modele kagome, voir la Réf. [127].
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F1c. D.2: C,(T) calculés a partir de spectres N =20 et 24 a Jo/J, = =2 (J¢,/Jy = 1.5).
La courbe N = 20 est exacte et celle pour N = 24 est calculée par la méthode des traces
jusqu’a Tr[H%]. Au total, plusieurs milliers d’états exacts ont été calculés. On constate un
bon accord avec les approximants de Padé haute température [107]. Pour cet hamiltonien,
les effets de taille pour 7' < J¢, sont bien supérieurs a Ierreur due a ’approximation faite

sur N = 24.

0.3
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Fic. D.3: Chaleurs spécifiques exacte et approchée par la méthode des traces pour le
modele d’Heisenberg sur le réseau kagome (N = 18). Seulement deux états exacts et les
traces de hamiltonien jusqu’a H® sont utilisés pour le calcul approché.
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dans chaque espace de représentation irréductible jusqu’a nma.x = 4 ou 5 d’une manieére
algébrique décrite au paragraphe § D.3. On minimise alors S compte tenu des ny.x + 1
contraintes 3 :

C’n[p]:/ p(E)E"dE — |Tr[H"| - Y Er| =0 (D.2)

Les E, sont les valeurs propres connues, elles sont en dehors de U'intervalle [a, b]. Soit
An le multiplicateur de Lagrange associé a la n®™¢

tels que pour tout x € [a, b] :

contrainte. Il existe un ensemble de )\,

0 i 0
ST = 2 Mg Ol (D-3)
C’est-a-dire :
1+log(p(z)) = ) Apa" (D.4)

La forme de la densité d’état est donc I’exponentielle d’'un polynome et il faut résoudre
le systéme non linéaire a ny,ay + 1 équations :

b Nmax
/ exp [ -1+ > ME"|E"dE =X, (D.5)

n=0

=p(E)

-

ou les seconds membres sont connus :

X, =Tr[H"| - Y E} (D.6)

Ce systéme est ramené a un probléeme de minimisation en introduisant un potentiel

['(A)

Tmax b Timax
DAL, Mgy, Ay) = Z X, —/ exp [ =1+ Z ME™ | dE (D.7)
n=0 a n=0

dont la stationnarité par rapport aux \; équivaut au systeme Eq. (D.5). I' est convexe
et peut étre minimisé numériquement *, ce qui conclut le calcul approché de p(z) dans

3Une méthode alternative consiste & prendre pour ansatz de densité d’états le produit d’un polyndme P
par une gaussienne G. Les parametres de la gaussienne sont fixés par les trois premiers moments de H dans
I’espace de la RI. On impose ensuite au polynéme de corriger les moments de P - G pour qu’ils coincident
sur [a,b] avec ceux de H. Les moments de H sur [a,b] étant connus en soustrayant aux traces exactes
la contribution des énergies calculées par la méthode de Lanczos. Les équations que doivent satisfaire
les coefficients du polynéme peuvent étre résolues analytiquement, ce qui fait l'intérét pratique de cette
méthode simple. En revanche, la méthode échoue si le polynéme devient négatif sur [a,b], ce qui arrive
quand on dispose de trop peu d’états exacts.

4Code développé au LPTL par P. SINDZINGRE.



162 ANNEXE D. METHODE DES TRACES POUR LA THERMODYNAMIQUE

I'intervalle [a, b].

D.3 Trace de H" dans une représentation irréductible

L’algorithme pour calculer les moments d’un hamiltonien d’échange multiple dans une
représentation irréductible du groupe de symétrie du réseau triangulaire a été développé
par L. PIERRE et B. BERNU au LPTL. Nous en donnons ici le principe.

Notons par &; le sous-espace propre associé a la valeur propre \; de I’hamiltonien H,
et par G le groupe des symétries. Si II; est le projecteur orthogonal sur ’espace &; , on a :

H" =Y (\)";  ¥n=0,1,2,-- (D.8)

n

On cherche a calculer la trace TT[H|”F] de H™ dans le sous-espace des états qui se
transforment suivant la RI I' de G. Pour cela, on s’intéresse a Tr[I1;r]. Cette trace est
la multiplicité avec laquelle la représentation I' apparait dans l'espace &; . Elle peut étre
calculée a I’aide du caractere xr de I' de la facon suivante. Les sous-espaces &; sont stables
par 'action de G, ce qui définit une représentation de G dans &; :

g — pi(g) =1lg (D-9)

Pi -

Cette représentation p; peut se décomposer sur les RI de G. La multiplicité de I" dans cette
décomposition est obtenue par le produit scalaire des caracteres de I et de p; :

(L, pi) |g|ZXF 9) TrlLg] (D.10)

Pi

Mais la multiplicité n(I', p;) n’est autre, a la dimension de I' pres, que le nombre d’états
propres de &; qui se transforment sous I' ° :

Tr[Il ] = n(T, p;)dim(T") (D.11)
de sorte que :
Tr(llr] = dim(I |g| ZXF YT'r[IL;g] (D.12)
9€g

SEn général, n(T, p;) vaut 1 si les états d’énergie \; ont les nombres quantiques I', et zéro sinon. S’il y a
une dégénérescence accidentelle supplémentaire entre plusieurs multiplets de I' pour ’énergie \;, n(T, p;)
est le nombre de multiplets dégénérés. C’est le cas si G n’est pas le groupe complet des symétries de H.
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On reconstruit la trace de H™ en sommant sur les valeurs propres avec un poids (A;)" :

TT’[H&] = Z()\i)"TT[HuP]

i

g€y

= dim(T ‘g| ZXF )T'r[H"g| (D.13)

Enfin, puisque Tr[H"g,]| = Tr[H"gs] si g1 et g5 sont conjugués, la somme de I'Eq. (D.13)
peut étre restreinte a une somme sur les classes de conjugaison, au lieu d’'une somme sur
tous les éléments de G. D’autre part, on choisit de ne prendre pour G que le groupe des
symétries spatiales et de calculer les traces séparément dans chaque secteur de spin.

Les hamiltoniens qui nous intéressent sont des sommes de permutations de sites du
réseau, et H"g est aussi une somme de permutations. Nous sommes donc ramené au cal-
cul de la trace d’une permutation ¢’ dans un espace de spin donné. On commence par
décomposer ¢’ en produit de k cycles disjoints. Les longueurs des cycles sont ny, ng, - - - , ng,
ot Y% . n; = N est nombre total de sites du réseau. Une configuration |¥> dans la base
d’Ising est diagonale pour ¢’ si et seulement si tous les spins d’un méme cycle sont dans le
méme sens (haut ou bas). D’une maniére identique a celle décrite en annexe A, le comptage
de ces configurations pour une aimantation $% donnée s’obtient par le coefficient de degré
S# du polynéme Py associé a la décomposition de g’ en cycles (voir Eq. (A.5)).

Nous terminons cette section par une remarque sur le temps de calcul de ces traces.
Le nombre de classes de conjugaison croit a peu pres comme le cardinal du groupe G,
c’est-a-dire comme le nombre de sites N. Le nombre de termes dans H" est (3N)™ pour le
modele d’Heisenberg sur le réseau triangulaire et il vaut (23/V)™ si on ajoute les échanges
4 4,5 et 6 corps °. Le réseau triangulaire & N = 24 sites utilisé pour le calcul de chaleur
spécifique possede 18 classes de conjugaison dans son groupe d’espace, et le nombre de
termes dans Eq. (D.13) est pour chaque représentation spatiale de 1.64 10'? pour n = 4. 1l
y a 18 représentations irréductibles et le calcul ne demande qu’une dizaine de jours sur une
station de travail (pentium IT & 300Mhz). Par contre, le calcul des traces d’une puissance
de H supplémentaire (n = 5) demanderait pres de 600 fois plus longtemps.

6Sur le réseau triangulaire, il y 3 liens, 3 losanges, 6 motifs compacts & 5 sites et 1 hexagone par site.
En tenant compte des termes P, et P, ! pour n = 4,5 et 6, on trouve 23 termes par site.
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Résumé

L’échange multiple décrit de maniere effective les propriétés magnétiques d’un systéme de fer-
mions quasiment localisés. Nous considérons ce modéle pour des spins % sur le réseau triangulaire
avec des processus & 2, 3, 4, 5 et 6 particules. Cet hamiltonien est aujourd’hui reconnu comme
étant un bon candidat pour décrire le magnétisme nucléaire des films d’*He solide adsorbés sur
du graphite. Nous I’étudions par diagonalisations exactes sur des échantillons jusqu’a 36 sites.
Dans un large domaine de paramétres, 'analyse des effets de taille finie sur les énergies propres,
la structure des spectres et les fonctions de corrélation aménent & conclure que les fluctuations
quantiques détruisent ’ordre magnétique a température nulle. L’état fondamental est caractérisé
par une longueur de corrélation finie, c’est un liquide de spins ou les excitations magnétiques
possedent un gap. Nous calculons la chaleur spécifique et trouvons une entropie importante &
basse température, en accord avec les mesures expérimentales. La réponse & un champ extérieur
révele un plateau d’aimantation & M /Mgy, = % Nous discutons les conditions d’apparition d’un
tel plateau et les comparons avec les situations, mieux comprises, de la. dimension un ainsi que
celle de spins classiques. Pour le plus grand systéme étudié (36 sites), le fondamental posséde une
quasi-dégénérescence quatre. Cette dégénérescence ne s’explique pas par une brisure spontanée de
symétrie mais elle conduit & une interprétation topologique. Nous suggérons une image de “reso-
nating valence-bond” (RVB) & courte portée pour la fonction d’onde du fondamental et discutons
du lien éventuel avec la phase de HALDANE et les états de type “valence-bond solid”. Le modele
d’échange multiple sur le réseau triangulaire semble un des tous premiers exemples d’hamiltonien
bidimensionnel de spins % dont le fondamental ne brise aucune de symétrie a température nulle.

Abstract

The multiple-spin exchange model is an effective description of the magnetic properties of
quasilocalized fermions. We study this model for spins % on a triangular lattice and include ex-
changes involving 2, 3, 4, 5 and 6 particles. This hamiltonian is now recognized as relevant to
the description of the nuclear magnetism of solid *He films adsorbed on graphite. Our analy-
sis is based on exact diagonalizations of finite size systems up to 36 sites. In a large parameter
range, finite size effects, structures of spectra and correlation functions lead to the conclusion
that quantum fluctuations destroy magnetic long-range order at zero temperature. The ground
state is characterized by a finite correlation length; it is a spin-liquid with gapped magnetic exci-
tations. We compute the heat capacity and find that the low-temperature entropy is significant,
in agreement with experimental data. We investigate the response to an external field, and find
a magnetization plateau at M /Mgy, = % We discuss the conditions for such a plateau to appear
and compare them to the better understood situations of one-dimensional systems and of classical
spins. The largest sample we studied (36 sites) has a nearly fourfold degenerate ground state. This
degeneracy turns out to be incompatible with a spontaneous symmetry breaking but leads us to a
topological interpretation. We propose a short-ranged “resonating valence-bond” (RVB) picture
of the ground state wave-function and discuss the possible relation to the HALDANE phase or
“valence-bond solid” states. The multiple-spin exchange model on the triangular lattice seems to
be one of the very first examples of two-dimensional spin % model without any broken symmetry
at zero temperature.



